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n—1
(X &, 1, T ) dinamik sistemi iizerindeki A, f° (x) =lz f (T kx) ortalamasinin
N k=0

yakinsaklig1r ergodik teorinin temel bir sorusu olup konunun arastirtlmas: 1931°den beri devam
etmektedir. Ergodik teorinin iki 6nemli sonucu ortalama ve noktasal ergodik teoremlerdir. Bu
teoremlerin genellestirilmesi ve genislemesi devam etmekte olup giincelligini korumaktadir. Ergodik
teorinin, analizin ve olasilik teorinin temel yakinsaklik problemlerinin ¢ogu maksimal esitsizlik
teknikleriyle ispat edilebilir. Maksimal esitsizligin yakinsaklik teoremini nasil {irettigini tam olarak
gostermek i¢in noktasal ergodik teoremin ispatina bakmak gerekir. Ergodik teoride belirlenen bir ¢ok
acik problemin ¢6ziilmesi son zamanlarda bir ¢ok yazar tarafindan ele alinmig ve hemen hemen her
yerde yakinsakligmin ger¢eklenmesi zor bir ¢alisma oldugundan maksimal esitsizligin

1 n-1
Af (x) :;Z f (T kx) ortalamasinin yakinsakligini gercekledigi gosterilmeye c¢alisilmustir.
k=0

Noktasal ergodik teoremin ispati maksimal ergodik teoremin bir sonucu olarak verildiginden bu
calismada maksimal ergodik teorem ayrintili olarak ele alinmistir. Calderon-Zygmund ve Kakutani
ayrisim metotlar1 kullanilarak maksimal ergodik teoremin ispati ayrintili olarak incelenmistir. Bu
ayrisim metotlar1 yardimiyla maksimal fonksiyonun integrallenebilirligi ve hemen hemen her yerde
birbirine esit olan ergodik maksimal fonksiyonlarin durumu goéz oniine alinmistir. Ayrica, ergodik
kare fonksiyonlarin maksimal esitsizligi gercekledigi ve hareketli ortalamaya gore kare fonksiyonlarin
integrallenebilirligi arastirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Maksimal Esitsizlik, Ergodik Teoremler, Maksimal Fonksiyonlar, Kare
Fonksiyonlar
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1 n—1
The average convergence of A, f (x)=—z f (T kx) on the dynamic system
n k-0

(X , o, u,T ) is the basic quesiton of ergodic theory. The research of this subject has been

proceeding since 1931. The two important results of the ergodic theory are mean and pointwise
ergodic thoerems.The generalization and the extension of these theroms have been continuing and
keeping their currency. The most of the basic convergence problems of ergodic theory, analysis and
probability theory can be proven by maximal inequality techniques. It is necessary to look the proof of
pointwise ergodic theorem in order to show exactly how the maximal inequality produces
convergence theorem. The solution of most open problems determined in ergodic theory were recently

1 n-1
handled by most author and tried to show the yield of convergence of A, f (x) =— Z f (T kx) by
n k=0

maximal inequality since its yield of almost everywhere convergence is a diffucult study. As the
proof of pointwise ergodic theorem is given as the result of maximal ergodic theorem, in this study,
maximal ergodic theorem is handled as in detailed. It was investigated the maximal ergodic theorem’s
proof as in detailed by using Calderon-Zygmund and Kakutani decomposition methods. The
integrability and the case of almost everywhere being equal ergodic maximal functions is handled by
the help of these decomposition methods. Furthermore; the yield of maximal inequality by ergodic
square functions and the integrability of square functions according to moving averages are
researched.

KEY WORDS : Maksimal Inequality, Ergodic Theorems, Maximal Functions,
Square Functions
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1.GIiRiS Miizeyyen PADAK

1. GIRIS

n—1

(X,5,0,T) bir dinamik sistem olmak iizere, 4,f(x) :lZf(Tkx)

n =0
ortalamasimin yakinsakligi 1931°de Birkhoff ve von Neumann tarafindan ispat
edilmistir. Bu iki ¢alismadan sonra bu konuyla ilgili genellestirmeler yapilmistir

(Petersen (1983), Walters (1982), Krengel (1985)).

1939 yilinda Yosida ve Kakutani, Birkhoff ergodik teoreminden maksimal
ergodik teoreminin ispatini yaptilar. Daha sonra, Yosida ve Kakutani’nin maksimal
ergodik teoremine denk ergodik teoremler diisiiniildii. 1965°de Garsia, maksimal

ergodik teoremin ¢ok kisa bir sonucunu ispatladi (Garsia (1970), Petersen (1983)) .

Jones (1977), Kakutani ve Calderon-Zygmund ayrigimlarini, ergodik teoride
bilinen sonuglar1 ispatlamak i¢in kullanmis, ergodik maksimal fonksiyon ve kare

fonksiyonlarla ilgili bircok sonug elde etmistir.

Rosenblatt ve Wierdl (1992) yeni ortalamalar ve maksimal esitsizlik arasinda

farkli 6rnekleri i¢eren birgok dnerme ve uygulamalar kurmuslardir.
Ornstein (1971) maksimal fonksiyonun integrallenebilirligini agiklamaktadir.

Ergodik teori i¢indeki ortalamalarin davranisinin bir¢ogu, 6zel bir olayin olus
zamaninin sayisini hesaplama problemidir. Jones ve arkadaslar1 (1999), ortalamalarin
bir¢cok davraniglarini esitsizlikler ve bunlarla baglantili konular i¢in incelemislerdir.
Burada, hareketli ortalamaya gore kare fonksiyonunun hemen hemen her yerde sonlu

oldugunu ve integrallenebilirligini incelenmistir.

Ephremidze (1995), herhangi Oolgiilebilir fonksiyonlarin simetrik (sag-sol
tarafll) maksimal fonksiyonlarin integrallenebilirligini gostermistir. Benzer olarak,

ergodik maksimal fonksiyonlarin da integrallenebilirligini ispatlamistir. Ephremidze
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(1996) herhangi integrallenebilir iki fonksiyonun maksimal fonksiyonlar1 esit
oldugunda, bu iki fonksiyonun hemen hemen heryerde esit oldugunu gostermistir.
Ephremidze (2002)’de de, herhangi integrallenebilir iki fonksiyonun ergodik
maksimal fonksiyonlar1 esit oldugunda bu iki fonksiyonun hemen hemen her yerde
esit oldugunu gostermistir. Jones (2003), Ephremidze’nin gosterdigi bu sonucu,

Kakutani  ayristmimi kullanarak  daha  farkli  bir  ispatim1  vermistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Ol¢iim Uzaylan

Tanmm 2.1.1. X' bostan farkli bir kiime ve P(X ) , X ’in tiim alt kiimelerinin

bir sinifi olsun. &£ P(X ) asagidaki sartlari saglarsa o "ya halka denir.
(i) VA,B e igin AUB e 7 .
(if) VA,B e igin ANBe 7.

Tanmm 2.1.2. Eger +# c P(X) asagidaki sartlar1 saglarsa € ’ya yari halka

denir.

(i) VA,Be & i¢in ANB e 7 .

n

(if) Herhangi A4, A € 5% ve 4 c A igin 4 :UAk olacak sekilde 4,,4;,...4

k=1

vardir ve Vk # j igin 4, N A; # D dir.

Tammm 2.1.3. X bir kiime ve &, X ’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Asagidaki sartlar saglanirsa #€ ’ya cebir denir.

() Xeot.
(i) AeH#& = A" eHA.

(iii) k=1,2, ..., n igin 4, €7 = | J4, € F#
k=1

3
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Eger (i) ve (ii) ile birlikte, k >1 igin 4, € 5 iken UAk € o olursa o "ya

k=1

o —cebir denir.

Tamm 2.1.4. X bir kiime ve &, X lzerinde bir o -cebir olsun. (X,E%’)

ikilisine bir 6l¢iilebilir uzay, +# *daki her bir kiimeye de &% - 6lgiilebilir kiime (veya

kisaca olgiilebilir kiime) denir.

Tamm 2.1.5. X keyfi bir kiime, 7 < P(X) bir cebir olsun. u:5€ —[0,0]

doniigiimii i¢in asagidaki sartlar saglanirsa g dontlistimiine sonlu toplamsal 6l¢iim

denir.
(i) YA e igin u(A4)=0.

(i) k=1,2, ...,n icin 4, €% ve A, kumeleri ikiser ikiser ayrik olmak

Eger (i) ile birlikte, X ’in (Ak ) o ayrik alt kimelerinin ailesi i¢in 4, € A,

Vk=j igin A4, nA, =0 ve |J4, e ise ve ,u(UAk]: u(4,) ozelligi
k=1 k=1

k=1
saglanirsa x4 doniisiimiine o —toplamsal ol¢iim denir.
Tanmm 2.1.6. X keyfi bir kiime, #, X ’in alt kiimelerinin bir cebiri olsun.

Eger ,u(X ) <ooise u’ye sonlu Ol¢lim denir.

Bir sonlu 6l¢lim i¢in ,u(X ) =1 ise u ’ye olasilik l¢timii denir.



2. ONCEKi CALISMALAR Miizeyyven PADAK

Tammm 2.1.7. ux, bir sonsuz Ol¢im olsun. X :UAk olacak sekilde

k=1

A, A4, ..., A4, ... kimelerinin sayilabilir sayidaki ayrisimiyla X elde edilsin.

n

k=1,2, ...i¢in u(4,)<ow ise x’ye o —sonlu dl¢iim denir.

Ornek 2.1.1. Reel sayilar kiimesi iizerinde alisilmis x 6lgiimii o — sonludur,
Ciinkii k€Z olmak iizere R = | J [k,k+1) ve y([k,k+1)):1 oldugundan
k=—0

Ol¢limii o —sonludur.

Tanmm 2.1.8. X keyfi bir kiime, ##, X ’in alt kiimelerinin bir cebiri ve u,

iizerinde bir 6lgiim olmak iizere (X, u) Uigliisiine bir 6l¢iim uzay1 denir.
Tanim 2.1.9. Eger ,u(X) =1 ise (X, A, ,u) "ye olasilik 6l¢iim uzay1 denir.

Tanimm 2.1.10. (X o, ,u) bir dl¢lim uzay1 olsun. Bu 6l¢iim uzayinda 6l¢limii

sifir olan her kiimenin herhangi bir alt kiimesi dl¢iilebilir ise # 6l¢limii tamdir. Yani,
Ac Bed# ve p(B)=0 iken Ae % ise (X,7#, ) tamdir.

Tamm 2.1.11. (X,%,,u) Olgim uzay1 olmak tlizere 4 c &£ igin ,u(A)>O

oldugunda 0< ,u(E ) < ,u(A) olacak sekilde £ c 4 varsa p doniisiimiine atomik

olmayan 6l¢iim denir.

Tanim 2.1.12. 4 atomik olmayan dl¢iim olmak iizere (X,5€,u)’ye atomik

olmayan 6l¢iim uzayi denir.

Tanim 2.1.13. (X , o, ,u) bir 6l¢lim uzay1 olsun. Eger bir 6nerme olgiisii sifir

olan bir kiime veya kendisi ## ’ya ait olmadiginda, sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan
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kapsanan bir kiimenin tiimleyeni {lizerinde dogru ise, o 6nerme hemen hemen her

yerde dogrudur denir. Yani, p(x) onermesinin dogru olmadigi x noktalarinin

kiimesi sifir 6l¢iilii bir kiime veya sifir ol¢lli bir kiime tarafindan kapsaniyorsa

p(x) onermesi hemen hemen her x i¢in dogrudur denir. Bu, h.h.h. x i¢in dogrudur

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.14. X bostan farkli bir kiime ve { < P(X ) olsun. ¢ asagidaki

sartlar1 saglarsa ¢ ’ya bir topoloji denir.
(i) X, e .
(i7) ¢ ailesinin herhangi bir alt ailesinin birlesimi ¢ ailesinin bir elemanidir.

(7ii) ¢ ailesine ait her sonlu sayidaki kiimenin kesisimi ¢ ailesinin bir

elemanidir.

Tanmm 2.1.15. X bir topolojik uzay olmak iizere, X ’in acik alt kiimeleri
tarafindan Uretilen o - cebire X in Borel o - cebiri denir. X ’in Borel o - cebirine

ait kiimeler X ’in Borel kiimeleri diye adlandirilir.

Teorem 2.1.1. s, R"’nin Borel o-cebiri olsun. Her agik
A=(a,,b)x(ay,b,)x...x(a,,b,)es# i¢in A(A)=(b—a)-(b,—a,)-...(b,—a,)
olacak sekilde bir tek A:5# — [0,00] Ol¢iimii vardir. Bu dlglime Lebesque dlglimii

denir (Mane, 1987).

Tanim 2.1.16. (X,%) ve (Y,ﬁ) iki Olciilebilir uzay olsun ve f: X —>Y
fonksiyonu verilsin. Eger VAe.5 igin f ’I(A)e[;?:’ oluyorsa f’ye olgiilebilir

fonksiyon denir.
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Tamm 2.1.17. (X,5%) bir olgiilebilir uzay ve A€ 7% olsun. f: A4 —>[—o0,x]

fonksiyonu 6lciilebilirdir <>VaeR igin ' ((a, oo]) = {x eX:f(x)> a} eA.

X lizerinde tamimli genisletilmis reel degerli Zolgiilebilir biitiin
fonksiyonlarin ~ kiimesi M (X,5) ile, M (X,7)’daki negatif olmayan

fonksiyonlarin kiimesi ise M~ (X,5€) ile gosterilir.

Tamm 2.1.18. (X,5%,4) ve (Y,ﬁ,n) iki olgiim uzayr olmak {izere
T:X —Y Oolgiilebilir doniisim olsun. Eger VAe.3 icin 77(A)=,u(T’1(A))

oluyorsa 7 ’ye 6l¢limii koruyan doniisiim denir.

Ornek 2.1.2. X ={a,b,c} olsun. X iizerinde P(X) bir o -cebirdir.

seklindeki doniisiim olgiilebilirdir ve Olgiimii korur. Ciinkii VA eP(X ) i¢in

1 (A)=p(T7(4)) dir.

Ornek 2.1.3. X:{al, a, ..., a, }, A=P(X) ve ,u({ak})zz—lk olsun.

T:X — X donlisimiinii agagidaki sekilde tanimlansin.
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T:a1 an as aag

<X

a asn as aa

T:X—>X
Ay Ay

Ay = Ay

T dontigimii  Olgiilebilirdir  fakat  6l¢iimii = korumaz.  Ciinki

A={a1, a,, a3}eP(X) icin

11 1 7
w(4)= (e, @, @)=+ o=

I 1 1 13

u(r )=l @ a) =2 ek

olur.

u(A)+ ,u(T 'IA) oldugundan 7 déniisiimiiniin dl¢iimii korumadig goriiliir.

Ornek 2.1.4. X :[0,1), T:X — X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

2x ,0£x<l

Tx=2x (modl): . 2

2x-1 ,—<x<l
2

T, 2-adic doniistimii 6l¢iimii korur. Genel anlamda n € Z* olmak tizere
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nx , 0£x<l

n

1 2

nx—1 , —<x<—

Tx = n n
n-—1

nx—(n—l) , <x<l1

n

n-adic donlisimi 6l¢iimii korur. 7 n-adic doniisiimiiniin grafigi Sekil 2.1.’deki

gibidir.

v
x

1
n

v

Sekil 2.1. T n-adic donisiimiiniin grafigi

Simdi 7 ’nin 6l¢iimii korudugunu gostermek i¢in 4 = [a,b) c [0,1) kiimesi alinsin.
u(A)=b—a’dr.

A kiimesinin ters gorlintlisii bulunup 6l¢timii alinirsa,
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Ve

u(A)= ,u(T ’IA) oldugundan T n-adic doniisiimii dl¢iimii korur.

Tamm 2.1.19. ¢:{0,1] >[0,1], ¢(0)=0 ve x =0 i¢in

olarak tanimlanan doniisiime Gauss doniisiimii denir.

. 1 1
O<x<lgmx=——+—, n=|—
n1+¢(x) X

seklinde yazilabilir.

Eger ¢(x)#0 durumunda bu islem tekrarlanirsa,

10
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olur.

i¢in

olur.

Eger Vn icin ¢" (x);tO ise bu oOzellik x’in irrasyonel olmasina denktir.

Ayrica herhangi bir n igin ¢" (x) =0 < x rasyoneldir.

Ornek 2.1.5. ¢:[0,1]—[0,1], ¢(x):l—|Ilﬂ doniisiimii, 4<[0,1] olmak
x |x
lzere
1 1
A)= —dA
,u( ) log2-°1+x

seklinde tanimlanan ddniisiim, 6lgiimii korur. Baska bir deyisle [0,1] in tiim Borel 4

kiimeleri igin z(A4)= ,u(gﬁ’l (A)) “dir.

Ispat:be (0,1) olmak iizere [O,b] aralig1 géz oniine alinsin.

11
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1
o k
:Z 1 ILdt
o log2 4 1+¢
btk
1
1 1
lim —dt
"*wkz_;log2-l[ 1+1¢
ik
» 1
lim log(1+¢
10g2H°°k [ ( )M}
- 1 1
lim log(1+ j—log(lJr—)
log2H0°,(l k b+k
1 k+1 b+k+1
hm log| — [-1lo
log2H0°,(l k b+k
1 - k+1 - b+k+1
lim log| — |- ) lo
ogzw{; g( k j 2 g( bk ﬂ
I .. 23 4 n+1
llm log —e—— e — s s
0g 2 no= 123 n
(b+2 b+3 b+n+l]
_log —— e e e
b+1 b+2 b+n

Miizeyyen PADAK
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! lim 10g(n+1)—10g(b+n+lﬂ

T log2 0| b+l
R T N M}
log 2 no=| b+n+l1

, 1 1 41
lo [lim ‘"“"””}: log(b+1)= ot
g b+n+1 10g2 g( ) J.

=10g2 o log2 ¢ 1+t

— u([0.).

,u((,lﬁ‘1 (A)) = 1(A) oldugundan ¢ Gauss doniisiimii 5l¢timii korur.

Gauss doniisiimiiniin 6l¢iimii korudugu, [0,1] araliginin [a,b] seklindeki Borel

alt kiimeleri i¢in de gosterilebilir. Bunu gdstermek icin [a,b] = [O,b] \ [O,a) oldugu

kullanilacaktir.

Bu kiimenin ters goriintiisii bulunup 6l¢iimii alinirsa,

¢ ([a.b]) =" ([0.6]\[0.0)) =47 ([0.6]) 67 ([0.))
:Q[ﬁﬂ h Q{aik %]

Ve

13
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log(b+1)-

1 1
log2 log2 og(a+ )

dt

1 b+1 1 ¢ 1
= log = J.
log2 “a+1 log2’1+t¢

a

olur.
Yani, ,u(¢5’1 ([a,b])) = ,u([a,b]) dir.

2.2. Pozitif Fonksiyonlarin Integrali

Tanim 2.2.1.: Bir 4 kiimesi i¢in

( ) 1 ,xeAd

X)=

Za 0 ,xed

bi¢iminde tanimlanan y, fonksiyonuna A4 kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Buna gore 4, Bc R igin

Xars = X4 X,

Xaop =XatT X —Xa Xp
olur.

Tanim 2.2.2. Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen fonksiyona

basit fonksiyon denir.

14
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Tanmm 2.2.3. q,, a,, ..., a, sayilar1 basit ¢ fonksiyonunun bir X kiimesi

n

tizerinde aldig: farkli degerler ve 4, = {x eX: (p(x) = ak} olmak iizere

o(x)=Yaz, (x

gosterimine, ¢ fonksiyonunun standart gosterimi denir.

X lzerinde taniml, reel degerli & -Olgiilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi

S=8 (X ,o%), S'deki negatif olmayan fonksiyonlarin kiimesi S* ile gosterilir.

Tanim 2.2.4. (X o, ,u) bir dl¢iim uzay: olsun. a, lar negatif olmayan reel

sayllarve A4, 4,, ..., A ler & ’ya ait ayrik kiimeler olmak tizere;

gOsterimine sahip bir ¢ € S* fonksiyonunun x dlglimiine gore integrali

f¢dﬂ=§akﬂ(z4k)

reel sayisidir.

Tamm 2.2.5. (X,5%,4) bir olgiim uzayr olsun. feM™(X,#) olsun. O

zaman f fonksiyonunun g Ol¢limiine gore integrali
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[f dﬂ=sup{j

X X

pdu: peS" ve (pﬁf}’dir.
A e & olsun. f’nin u’ye gore A tlzerindeki integrali

jfd,u=jf;gA du olur.
A X

Teorem 2.2.1. (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (X , 7, ,u) bir 6l¢iim uzay1

ve ( fn) de M* (X , 7 ) ’daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. ( fn)

dizisi f fonksiyonuna yakinsak ise
ff du=1imffn du
X X
olur (Kolmogorov, Fomin, 1970; Cohn 1980).

Teorem 2.2.2. Eger f, (x)>0 ve ijfk du<o ise 0 zaman ifk(x), A

k=1 4 k=1

lizerinde h.h.h. yakinsaktir ve iJ‘ fo(x) du= _[ [i f (x)j d 1 °dir ( Kolmogorov,
A\ k=1

k=1 4

Fomin, 1970).
2.3. Integrallenebilen Fonksiyonlar

Tamm 2.3.1. f, X ’den R = [—oo,oo] ’a bir fonksiyon olsun.

I (x):maks{f(x),O}
f (x) :maks{—f(x),O}

16



2. ONCEKi CALISMALAR Miizeyyven PADAK

bi¢iminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlar1 X fiizerinde tanimli ve negatif

olmayan fonksiyonlardir. ™~ fonksiyonuna f ’nin pozitif parcasi, /= fonksiyonuna

da f’ nin negatif parcasi denir. Bu tanim goz 6niine alindiginda

f=f"—f olur.

Tanim 2.3.2. (X,%,,u) bir 6l¢lim uzayr ve feM(X,&?) olsun. Eger

J- frdu ve J- f~ du integrallerin her ikisi de sonlu ise f* fonksiyonu X iizerinde

X X

1 ’ye gore integrallenebilirdir ve bu integral
ff a’ﬂ=ff+ dﬂ—ff’ du
X X ¥
reel sayisidir. Eger A4 e & ise f ’nin u’ye gore A4 lizerindeki integrali
!fdﬂ=£f+ du—{f- du

bigiminde tanimlanir.

X lizerinde p Olgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi

L=L(X,#, p) ile gosterilir. Bu kiime L(X) seklinde de gosterilebilir.

0< p<oo olmak iizere L”(X,%,y):{feM(X,E%’): |f|peL(X,§%’,,u)}

kiimesine p —ninci dereceden integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.

Teorem 2.3.1. (Tchebichev esitsizligi) (X,7%,4) bir olgim uzayr ve

f:X —)[O,oo] fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. « >0 i¢in

17
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A,={xeX:f(x)2a| denirse,

ﬂ(Aa)SéjfdﬂSé)f(fdﬂ

)

o

dir (Kolmogorov, Fomin 1977; Cohn 1980).

Teorem 2.3.2. E,, E,, ..., E kiimeleri ikiser ikiser ayrik ve £ =UE,c olsun.

k=1

Bu halde fe M (X,7) i¢in

jf(x)dxz J f(x)dxzjf(x)dx+jf(x)dx+---+jf(x)dx
E L!Ek E, E, E,

:Zn:jf(x)dx

k=1 E,

dir (Kolmogorov, Fomin 1977; Cohn 1980).

Teorem 233 E,, E,, E,, ... kiimeleri ikiser ikiser ayrik ve E=FE UE, U

olsun. Ayrica _[ f(x)dx integralinin var oldugu kabul edilsin.
E

Bu halde f eM(X,E%’) icin,

E k=1 E,

J.f(x)dxzéff(x)dx+é|.f(x)dx+---:ij.f(x)dx

olur (Kolmogorov, Fomin 1977).

18
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Teorem 2.3.4. Eger E kiimesinde h.h.h. f(x)>0 ise

J-f(x)deO

E

olur (Kolmogorov, Fomin 1977).

Teorem 2.3.5. Eger f (x) ve g(x) fonksiyonlariin her biri bir £ kiimesinde

sinirly, Olgtilebilir ve h.h.h. f(x) < g(x) ise,

If(x)dxéj';g(x)dx

E

olur (Kolmogorov, Fomin 1977).

Teorem 2.3.6. Ac B ve f(x)>0 ise

jf(x)dxﬁ}[f(x)dx

A
dir (Kolmogorov, Fomin 1977).

2.4. Ergodik Teoremler

Tanim 2.4.1. (X o, ,u) Olciim uzay1 ve 7 Ol¢limii koruyan doniisiim olmak

lizere (X &, 1, T ) dortliisline soyut dinamik sistem denir.
Tanim 2.4.2. (X , A, ,u) bir olasilik Ol¢lim uzayr ve 7:X — X Ol¢limi

koruyan déniisiim olmak {izere bir A€ 5% igin T"'A=A olursa A4’ya invaryant

kiime denir.

19



2. ONCEKi CALISMALAR Miizeyyven PADAK

Tamm 2.4.3. (X,7,u) bir olasilik 6l¢iim uzayr ve T:X — X dlgiimil
koruyan déniigiim olsun. 7'4 =4 sartim saglayan VA e igin u(A4)=0 veya

u(A)=1ise T doniisiimiine “ergodiktir” denir.

Ornek 24.1. X ={a, b}, bir o -cebir Ve,u({a}):%, ,u({b}):% olsun.

(X A, ,u) bir olasilik 6l¢iim uzayidir.

T:X—->X
a—>b
b—a

seklinde tanimlansin. 7 &l¢iimii korur ve ergodiktir. Ciinkii 7' 4 = A olacak sekilde

bir tek 4 ={a, b} vardir ve ,u({a, b}) =1 dir. Dolaysiyla T ergodiktir.

Ornek 2.4.2. 2-adic doniisiimii ergodiktir (Billingsley, 1965).

Ornek 2.4.3. Gauss doniisiimii ergodiktir (Mane, 1987; Billingsley, 1965).

Teorem 2.4.1. T:X — X Ol¢limii koruyan doniisim ve (X ,%,y) olasilik

Ol¢iim uzay1 olsun. Asagidakiler denktir.

(i) T ergodiktir;

(i) Bed# i¢in u(T'BAB)=0 oldugunda x(B)=0 veya u(B)=1 dir;

(iif) VA e 7 oldugunda p(A4)>0 igin ,u(UT"A] =1 dir;

k=1
(iv) u(A4)>0 ve p(B)>0 olan VA,BeZ igin ,u(T"‘AmB)>0 olacak

sekilde £ dogal sayis1 vardir (Walters, 1982).
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2. ONCEKi CALISMALAR Miizeyyven PADAK

Teorem 2.4.2. (Birkhoff Ergodik Teoremi) T:(X, %,u) - (X,z%,,u)

doniisiimii 6l¢iimii koruyan doniisiim ve f e L' (X, 7%, 1) olsun (Burada (X%, u)
o -sonlu olabilir). O zaman ,

n—1

(7) Hemen hemen her yerde lz f (T , x) bir 7 el (X , o, ,u) fonksiyonuna

n k=0

yakinsar.

(ii) Hemen hemen her yerde 7 ol = 7 dir.

(#ii) ,u(X) <o ise I?d,u :J- fdu dir (Walters, 1982; Petersen,1983; Krengel,
X X

1985).

Uyar 2.4.1.

(i) T ergodikse 7 h.h.h. sabittir.

(i) p(X)<o0 iseh.h.h.j_f_(—j fdu dir.

X

(@i) T ergodik ve (X,E%’,,u) bir olasilik uzayi ise erLl(X,z;%’,,u) icin

h.h.h. hm Zf T'c jfdy’dlr (Walters, 1982; Petersen,1983; Krengel, 1985).

Teorem 2.4.3. (von Neumann [’ Ergodic Teoremi) 1< p<o ve T bir

(X ,%,y) olasilik wuzaymin oOl¢imii koruyan bir donlisimi olsun. Eger

fel’(X,5,u)isehhh. foT = f olacak sekilde f e L” (X, 5%, 1) mevcuttur ve

LWHLE

N k=0

lim|—

n—>0

p

dir (Walters, 1982; Petersen,1983; Krengel, 1985).
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Teorem 2.4.4. (Maksimal Ergodik Teorem)U : r (X, I, ,u) > (X,z;?,,u),

|[U| <1 ile pozitif bir lineer operatdr, N >0 bir tamsay1 ve f € L' (X, 5, 1) olsun.

f,=0,n>1licin £, = f+Uf +U’f+--+U""f ve
0 n

fonksiyonu tanimlansin. O zaman,

fdu>0
{x:FN (x)>o}

dir (Garsia 1965; Walters,1982).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Ergodik teorinin, analizin ve olasilik teorinin temel yakinsaklik problemlerinin
cogu maksimal esitsizlik teknikleriyle ispat edilebilir. Maksimal esitsizligin
yakinsaklik teoremini nasil Uirettigini tam olarak gostermek icin ergodik teoremlerin
ispatina bakmak gerekir. Ergodik teoride belirlenen bir ¢ok agik problemin ¢oziilmesi
son zamanlarda bir ¢ok yazar tarafindan ele alinmis olup, analizin birgok
sonuclarinin ve tekniklerinin kullanimiyla, kaynaklar kisminda belirtilen ¢ok sayida

makalede bazi sonuglar elde edilmistir.

Bu calisma tamamen teorik olup, kaynaklar kisminda verilen ¢alismalar detayl
olarak incelenerek mevcut sonuglar karsilastirilmaktadir. Konuyla ilgili makaleler
internet ortamindan ve degisik kiitiiphanelerden temin edilerek, konu ayrintilari ile
incelenmistir. Ozellikle kaynaklar kisminda verilen Jones (1977) ve Jones ve ark.
(1999) makaleleri ayrintili olarak ele alinmaktadir. Bu ¢alismalardan, Jones (1977) in
makalesinde, maksimal esitsizligin Kakutani ve Calderon-Zygmund tarafindan
sunulan ayrisimlar kullanilarak maksimal fonksiyon ve kare fonksiyonlar i¢in bazi
sonuclar elde edildigi, ergodik teoride bilinen sonuglara bu yolla bakildiginda
ispatlarinin daha kolay oldugu ve Jones ve ark. (1999) calismasinda da hareketli
ortalamaya gore kare fonksiyonlarin integrallenebilir oldugu goriilmiistir. Bu
calismalarin 1s18inda, bu ayrisimlara gore maksimal ve kare fonksiyonlarin bazi
maksimal esitsizlikleri saglayip saglamadigi detayli olarak incelenmistir ve bazi yeni
sonuclar elde edilmistir. Ayrica Ephremidze (2002) ve Jones (2003) ¢alismalarinda
hemen hemen her yerde ergodik maksimal fonksiyonlar1 esit olan fonksiyonlarin

hemen hemen her yerde birbirine esit oldugu ele alinmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA
4.1. Ergodik Maksimal Fonksiyonlar icin Esitsizlik

Kakutani tarafindan sunulan ayrisim, ergodik teorideki bilinen bazi sonuglari
ispatlamak ig¢in kullanilir. Bu ispatlar, reel eksen lizerindeki sonugclar ile ergodik
teoride elde edilen sonuglar arasinda bir baglantinin oldugunu gosterir. Ayrica

Kakutani tarafindan verilen bir X olasilik uzaymin ayrisimi kullanilarak, R”
tizerinde verilen Calderon-Zygmund ayrisimina benzer bir ayrisim elde edilmektedir.
Bu ayrisimla, Calderon-Zygmund ayrisiminda kullanilan metotlar ergodik teoride
ortaya ¢ikan problemlere uygulanabilir ve birgok problem bu yolla yaklasildiginda

daha acik olarak ¢oziilebilir.
Bu boliimde Jones (1977)’in makalesi ayrintili olarak ele alinmaktadir.

Kakutani ve Calderon-Zygmund ayrigimlari tanitilip, bu ayrisimlar yardimiyla

maksimal ergodik teoremin ispat1 incelenmektedir.

Bu kesim boyunca (X , o, ,u) bir atomik olmayan, tam olasilik uzay1 ve 7,

X’den X’e bir doniistimdiir.

Teorem 4.1.1. (Kakutani Ayrisimi) 7: X — X ergodik, terslenebilir, 6l¢iimii

koruyan bir déniisim ve X bir olasiik uzay olmak tizere w(B)>0 ile Bc X

verilsin.

B=|JB]{=B,UB; UB; U..
J=

24
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j—1

oy

j=1k=0

B/ ve T(B/)=Bj.,. (k#j-1)

olacak sekilde ayrik B/ (0<k<;-1, 1< j<oo) kiimeleri vardir (Jones, 1977

Petersen,1983).

Teorem 4.1.2. (Calderon-Zygmund ayrisimi) f € L (R") verilsin. £ >0 ve

A>|f|, olsun. Ust iiste gelmeyen {Q, } | kiiplerinin bir toplulugu igin

(i) Hemen hemen her x ¢ J O, igin f(x)<4,

N=1

(ii) f, A ve Q, ’den bagimsiz
1
CA<—| f(x)dx<C,A
1 |QN|J-QN ( ) ’

olacak sekilde C,ve C, vardir (Jones, 1977).

Tanmm 4.1.1. T ergodik, terslenebilir, 6l¢iimii koruyan bir doniisiim olmak

uzere

£ (x)=sup Y

n>0 1 k=0

f(Tkx)‘

ile taniml1 fonksiyona ergodik maksimal fonksiyon denir.

Teorem 4.1.3. />0 ve A >||f||101acak sekilde f el (X, %,u) verilsin.

(i) Hemen hemen her x ¢ LOOJ C, i¢in f(x)<A,

N=2
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(if) Her bir N i¢in

olacak sekilde X ’in {C N};:z ayrik alt kiimelerin bir sinift vardir (Jones, 1977).

Ispat: Ilk olarak (i ) ispatlansin:

B:{xeX:f*(x)Sxi}:{xeX:suplni:

n>0 N k=0

RGN E ,1}

olsun ve B kiimesi lizerinde Kakutani ayrisimi olusturulsun.

X:(BéquuBgu...)u(BfuBfuBfu...)u... :

Cy=\JB)=B"UB) U...By, ve T'B) =B} dir.

T ’nin tanimindan

N-1 N-1

¢ =Us'=Ur'(8))

—
~
Il

—

~

yazilabilir.

Bu C,, ler Calderon-Zygmund ayristminin Q, kiiplerine karsilik gelir. Eger

X ¢ U C, ise x € B’ dir. Ciinkii,

N=2
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1
C,=\JB; =B,
j=1
2
C,=\JB} =B UB;,
j=l

3
C,=\JB =B'UB UB,

J=1

oldugundan

OQ:QuQuqumﬁwumuwug
N=2

v (Bjquu...)u(Bfu...)u...

dir.
Kakutani ayrisimi kullanilarak X kiimesi,
X=Bu(Bl2 UB UB; u...)u(Bz3 U B u...)u(B34 u...)u...

seklinde yazilirsa,

oldugu goriiliir. Buradan x ¢ U C, oldugu goz oniine alinirsa, x € B oldugu ortaya
N=2

¢ikar. xe€B durumunda f*(x)<A oldugu i¢in aymi zamanda f(x)<A’dur.

Boylece (i) ispatlanmis olur.
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Simdi (ii) iki asamali olarak ispatlansin.

Lemma 4.1.1. Her bir C,; i¢in

j- f(x)d,u(x) <24

IU(CN ) Cy

dir.

Ispat: xeB) ise B =UB({ =B,UB; UB,U... oldugundan x ayni zamanda
j=1

B ’nin de elemanidir. Dolayisiyla bu x elemani igin f~ (x) < Aolur.

f*(x):supli

n>0 N k=0

£(7')

_ sup{\f(x) A @A (o) (720

) ...}sz

)

%(‘f(x)‘+‘f (T (7)) | (77%)

oldugundan bu kiimedeki elemanlarin supremumu A ’dan kii¢iik veya esitse diger

elemanlarin hepsi de A ’dan kiiciik veya esittir. Yani her N i¢in

=

/(%)< N4

0

=~
Il

dir.

N-1 N-1
f 20 oldugundan Zf(Tkx) <NA oldugu gorilir. C, = U B/N oldugu
k=0

J=1

hatirlanirsa,

28
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1 1
[ fx)du(x)=——— [ £ (x)du(x)
/U(CN ) Cy ,U( J B/N] Cy
1
= N4 f(x)d (x)
2 u(B] I '

= | £ (x)du(x)

u(BlN)+,u(BzN)+...+y(B,’\\,’_l) S,
Kakutani ayrisiminda T’ (BON ) = B_I.N idi; dolayisiyla;

1

- J £ (x)du(x)

(7B )+ p(TBY )+t u(TVBY )

T terslenebilir ve ol¢iimii koruyan doniisiim oldugundan,

: 1 [ £(x)du(x)

,u(Bév)+,u(B(§v)+,u(Bév)+...+,u(B(§v)CN

= f(x)du(x)
(N—1)y(B(§V)UB}M
Teorem 2.3.2° den dolay,
LS [ r(x)du()
= x)du(x
(N_l),u(BoN) j=l g
T’ (BON) = B," oldugundan,
1 N-1
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Miizeyyen PADAK

s YRR
i (N—l)lﬂ(BéV) Bj gf(m)du(x)
1
REETCI] s
N e
N_IM HiDy

Bu yapilanlar ile, teoremin ikinci iddiasinin sag tarafindaki esitsizlik ispat

edilmis olur. Simdi de Teorem 4.1.3.7lin ikinci iddiasinin sol tarafindaki esitsizlik

gosterilsin:

Lemma 4.1.2. Her bir C,, i¢in

1 [ 7(x)au(x)=2

dir.

ispat :

B={xeX:f*(x)S/1}={xeX:supanI:

n>0 N j—g

f =0 oldugu igin,

f(T"x)‘ < /1}

={xeX:supanI:f(Tkx)S/1}

n>0 N j—g

={xeX:supanI:f(Tkx)—/1S0}

n>0 N j—g
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:{xeX:suplni:(f—l)(Tkx)SO}

n>0 N k=0

f —A =g denirse,

:{xeX:supan_l:g(Tkx)SO}

n>0 N k=0

J‘ f(x)dpu(x)= A oldugu gosterilmek istendiginden,
1(Cy)e,

L[ f(x)Mu(x)-220

H#(Cy) e

L[ (f-2)(x)u(x)20

=
(Cv)e,

=

U

(1CN)ng(x) du(x)>0

=

oldugunu veya denk olarak

CJ. g(x)d,u(x)ZO

N

oldugunu gostermek gerekir.
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N-1
g 20

BY =1

~.

N
oldugundan hhh. xeB) i¢in )] g(T jx)ZO oldugunu  gdstermekle,
J.g(x)dy(x)ZO oldugu gosterilmis olacaktir. Bu yapilanlar ile iki durum soz

Cy

konusu olur:

(i) x € B ve her N igin

ﬁ:g(zj)SO

Jj=0

dir.

P
(i) xgBicin ) g (T / x) >0 olacak sekilde bir p = p(x) tamsayist vardir.

J=0

Ik olarak xe By, durumunda g(x)>0 oldugu gdsterilsin. xe By, iken

Txe B, ’dir. Bu da T7x’in, B’nin elemani oldugunu gdsterir. O zaman (z)

yapisindan 7x € B durumunda,

VN >0 icin ﬁ:g(Tj (7x))<0

J=0

olur.

Buda g ( x) <0 oldugunu gosterir. g ( x) <0 ise o zaman,
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:g(x)+ _lg(Tj (Tx))SO

J

S

Il
—_

p .
olur. Bu ise p’nin tanimiyla ¢elisir. Ciinkii p, x¢ B icin Z g(T ’x)>0 olacak

Jj=0
sekildeki en kiiciik tam sayidir. Sonug olarak g ( x) >0’dwr. g ( x) >0 bulunmasi
J. g(x)d ,u(x) > 0 oldugu anlamina gelir.

CN

Daha genel olarak kolondaki herhangi bir x i¢in benzer bir ifade ile
g(x)+g(Tx)+g(sz)+...+g(T"x)

toplaminin pozitif oldugunu ve 77 (x) ’in stitunda oldugu goriiliir. Kakutani ayrigimi

kullanilarak X kiimesi Sekil 4.1.”deki gibi gosterilebilir.

Bi:l—l
B,
Bn
334 o BI e
B; B; o BY e

312 313 B14 o B e

B, By By By - B

B

Sekil 4.1. Kakutani ayrigimi kullanilarak X kiimesinin bir gosterimi
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p
xeB' olsun. xgB oldugu igin Zg(zj) >0°dir. T7(x) siitunda

j=0

oldugundan, ya en yiiksektedir veya 77" (x) de siitundadir. Eger 77 (x) en listte ise

durum gésterilmis olur, degilse 77 (x) ’den toplam alinarak en iiste ulasilincaya

kadar devam edilir ve istenen sonug¢ buradan goriiliir.

Buraya kadar yapilanlarin amaci asagidaki maksimal ergodik teoremin ispatini

gostermektir.

Teorem 4.1.4. (Maksimal ergodik teorem) Eger f e L (X L, ,u) , 20 ve

A> ||f||1 ise 0 zaman

f>/1

Aalr—*
v4"—o

dir (Jones,1977).

Ispat: Lemma 4.1.2. ile

J‘f(x)d,u(x)Z/i veya %C_[vf(x)d,u(x)z;z(CN) dir.

H#(Cy) e

B= { < /1} oldugu hatirlanirsa B“ = U Cy ={ fr> /1} olur. Bu ifadenin her

N=2

iki yaninin 6l¢tiimii alinarak,

u({r>2))= L u(c,
SNZ% £(x)du(x)
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| —

|/ (xHu()
Ue

SRt

NIH

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
4.2. Ergodik Maksimal Fonksiyonun Tekligi

Bu boéliimde iki maksimal fonksiyonun h.h.h. birbirine esit olma durumu ele
alinmaktadir. Bu problem, L. Ephremidze (2002), Roger L. Jones (2003), Paul Alton

Hagelstein (2004) tarafindan incelenmistir.

Roger L. Jones, L. Ephremidze’nin gosterdigi “Iki fonksiyon hemen hemen her
yerde ayn1 ergodik maksimal fonksiyona sahipse, bu iki fonksiyon hemen her yerde
esittir” sonucunu Kakutani ayrigimi ile daha farkli bir sekilde gostermistir. Bu
bolimde Roger L. Jones (2003)’in yaptigi c¢alisma daha detayli bir sekilde

incelenmektedir.

Bu kesim boyunca (X ,%,y) bir atomik olmayan tam olasilik uzaymi ve
T : X — X olgiilebilir, ergodik, 6l¢imii koruyan nokta doniisiimiinii géstermektedir.

n—1

Maksimal fonksiyon f =sup— z f (T , ) olsun.

n>0 N j—o

Teorem 4.2.1. f, gel (X, %,y) olsun. Hemen hemen her x igin
f*(x)=g"(x) oldugu varsayilsin. O zaman hemen hemen her yerde f =g ’dir (Jones,

2003).

Asagidaki lemma, yukaridaki teoremin ispatinda énemli rol oynar. Teoremi
ispatlamadan 6nce lemma ve ispat1 verilecektir.
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Lemma 4.2.1. T:X — X olgiilebilir, terslenebilir, ergodik, dl¢limii koruyan

doniisim ve f, g€ L'(X,5, ) olsun. Hemen hemen her x igin /" (x)=g"(x)
oldugu varsayilsm. Eger 0< ,u{x M (x) < /1} <1 ise, {f* > /1} lizerinde h.h.h.

£ =g dir.
Ispat: F, = f -1, G, =g—A olsun. Hemen hemen her x igin f”(x)=g"(x)
kabuliinden dolayz;

F*(x)=supln§:(f—/1)(T"x)=supl§f(T"x)—/1

n>0 N k=0 n>0 N k=0

:suplni:g(Tkx)—/i

n>0 N j—g

:suplnz_ll(g—/l)(Tkx):G*(x)

n>0 N j—g

yani F’(x)=G"(x) olur. Eger {Fl*>0} kiimesi iizerinde F, =G, oldugu

gosterilirse { > /1} iizerinde f =g oldugu gosterilmis olacaktir.
B= {x F(x)< O} kiimesi Kakutani ayrisimi igin taban olsun.

C, C,, C,, --- birlesimleri biitiin uzay olan ayrik siitunlarin bir dizisini ve B, ,
n.slitunun tabanini gostersin. Bu durumda B, — B’dir. i e {0, 1, 2,~-,n—1} icin T iBn

kiimeleri aynktir ve 7"B, < B’dir. Kakutani ayrisimi kullanilarak X kiimesi,

Sekil 4.2.”de gosterilmistir.
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T"'B,
T"’B,
T°B, ...T’B, ...
TB,  TB, TB,
B, B, B, B,
B

Sekil 4.2. Kakutani ayrigimi kullanilarak X kiimesinin bir gosterimi

Simdi C,\ B, siitunundaki noktalar i¢in F, (x)=G, (x) esitligi gosterilecektir.

Ciinkii C \ B, ={x:F;(x)>0} kiimesi iizerinde F,(x)=G,(x) oldugu iddia

edilmektedir.

Bunun igin ilk olarak xe C, \ B, igin kuleden ayrilmadan once maksimum

olmas1 gerektigi gosterilsin. Bazi ie{l, 2, -, n—l} igin xeT"'B, oldugu

varsayilsin.& >0 ve m tamsayisi i¢in

m—1
O<Fﬂ*(x)<iZFl(T"x)+g (4.1)
m y-o
olacak sekilde pozitif bir m sayis1 vardir.
&< %F " (x) olacak sekilde & secilsin. Ilk olarak m>i durumu
1+
incelenecektir.

xeT"'B, oldugundan T'xe7'(T""'B,)=T"B, < B olur. Aynca T'x=y < B

i¢in
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S b (75) = B (') 4 B, (T3 .ot B, (T712)
k=i

=F,T°(T'x)+ F,T"(T'x)+++ F,T"" (T'x)

i .
y=T'x denirse,

dir.

m—1
4.1 esitsizliginde Y F, (T "x) <0 vee <'L1F " (x) secimi kullanilirsa
+

k=i l

0<F;(x) <i(iFﬂ (Tkx)+miiFﬂ (Tkx)j—lrg
m A k=0 k=i

1 i—1
SZ;Fl(Tkx)+8

1 i—1 ‘ 1 i
<;kZ:;FA (T .Xf)ﬁ-m}?}L (X)

_i 1S TR
= i;Fl(T x)+i+1Fl(x)

< F (x)+——F (x)

m>i ve ie{l, 2, -, n—l} oldugundan;
<F;(x)

olur.
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F; (x)<F;(x) esitsizligi miimkiin olamayacagindan dolay1 m>i durumu

olamaz. Demek ki m <i durumu vardir.

Eger x, siitunun en yiiksegi olan 7"'B, kiimesinin elemani ise maksimum
kulede meydana geldiginden ve zaten kulenin en yiikseginde olundugundan dolay1
F;(x)=F,(x) ve G;(x)=G,(x) oldugu goriilir. Buradan F,(x)=G,(x) elde
edilir.

Simdi T"”B, kiimesinde olundugu varsayilsin, su anki bulunulan diizeyin

i—1
yukarisinda i—1 diizey vardir. Tiimevarimla xe| JT"7B, i¢in F,(x)=G,(x)
j=1

oldugu varsayilabilir. Hala kuledeyken maksimum meydana geldiginden ve simdiki

diizeyin yukarisindaki her x i¢in F, = G, oldugundan dolay1, eger su anki bulunan
diizeydeki her x i¢in F, (x);tG/1 (x) ise F, (x)zG; (x) olamayacaktir. Bu da

{F ;L >O} iizerinde F, =G, veya { f > A} iizerinde /=g oldugunu gosterir.
Tanmim 4.2.1. Bir fonksiyonun esasli infimumu agagidaki gibi tanimlanir.
ess inf fzsup{b e]R:,u({f(x)<b}) =O}

Burada /™’ esash infimumunu /( /) ile gosterilecektir.

Ayrica Jf(x)d,u = E(f) olsun.

Lemma 4.2.2. T: X — X O0lgilebilir, terslenebilir, ergodik, dl¢iimii koruyan

doniisiim olsun. O zaman (/)= If(x)d,u "dir (Jones, 2003).
X

Simdi teorem, 7 terslenebilir oldugu durumunda ispat tamamlansin.
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(@) p{x:f*(x)=I(f)}=0 oldugu varsayilsmn. Bu durumda lim2, =1(f)
olacak sekilde azalan bir (4,) dizisi segilebilir. Lemma 4.2.2. ile, {f">2,}

kiimelerinin her biri pozitif 6l¢iimliidiir ve Lemma 4.2.1. uygulanarak her bir 4 i¢in

hhh xe{f >4,ve f(x)=g(x) olur. Bukiimelerin birlesimi { /* > I( )} dir.

(i) 0< u{x T (x) = I(f)} <1 oldugu varsayilsin. Bu durumda A=1(f) ve
Lemma 4.2.1. uygulanarak {f* > I(f)} kiimesindeki h.h.h. x i¢in f(x)=g(x)

olur. Lemma 4.2.1.in ispatindaki metotlar kullanilarak h.h.h. xe B, icin

—

n— n—1

F;L(T"x)=0 olur. Hn:{xeBn:ZFl(Tkx)<O} olsun. Bazi n ler igin

k=0

=~
I

0

n—1

,u(Hn) #0 ise x € B, i¢in ZF B (T g x) <0 oldugu bilindigi varsayilarak,

k=0
0= [ . ()
X
:i S Fﬂ(Tkx)d,u(x)+iJ. 3 Fl(Tkx)d,u(x)
=l g 1 k=0 =l f k=0

elde edilir.

Bu ise bir ¢eliskidir. O zaman her bir n igin ,u(Hn)zo oldugu elde edilir.
k=1,2, ...,n=1 i¢in F, (Tkx)= G, (Tkx) oldugundan dolayr F; (x)= G, (x)

olmalidir.
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(iii) ,u{x T (x)= I(f)} =1 olsun. Bu durumda 7(f)=1(g) oldugu igin
Lemma 4.2.2. kullanilarak f* ve g ’nin integrallerinin ayni ve her ikisinin / ( f ) 'ye

esit oldugu goriiliir. / ve g integrallerinden daha biiylik olamayacagindan, f* ve g
h.h.h. birbirine esit olmalidir.

4.3. Maksimal Fonksiyonun Integrallenebilirligi

Bu bolimde Ornstein (1971) tarafindan daha oOnce incelenen f~’in

integrallenebilirligine, Kakutani ve Calderon-Zygmund ayrisimlart kullanarak Jones

(1977)’in yaklasimi ayrintili olarak ele almistir.

Teorem 43.1. feL(X) ve 20 i¢in maksimal fonksiyon

integrallenebilirdir <> flog" f integrallenebililirdir.

Burada;
f(x)log" f(x)= f(x)log maks{f(x),1} dir.

Bu teoremi ispat etmek icin, ilk olarak Jones (1977) tarafindan verilen

asagidaki lemma ile bir dagilim esitsizligi ispatlanacaktir.

Lemma 4.3.1. 4> ||f||1 icin

% [ F(ru(x)<2u({f>2))

>4

olur.

Ispat :

U Cy= { fr> /1} ve C, lerin ayrik oldugu hatirlanarak,

N=2
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> f(du(x)= | f(xdu(x)= [ f(xdu(x)
N=2¢, * >
N Uey {r>2)
oldugu goriiliir. Lemma 4.1.1.’den,
j f(x)dp(x) ij x)d u(x) 22/1/1 )=24u{f" > A}

f >z N=2¢,

olur. Boylece j f (x)d,u(x) < 2ﬂ,,u{ fr> /1} esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin

{r>2}

her iki tarafi A ile boliiniirse;

%{J }f(x)dy(x)é2y{f*>/1}

olur. { f>A} < { > /1} oldugundan Teorem 2.3.6. kullanilarak;

< [ s

{f>/7~} (>4}

yazilir. Bu esitsizlik kullanilarak,

x)du

> | =
'—.
\5
><
=
E
p|~
v'—b

bulunur. Buradan
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oldugu ¢ikar.

Simdi bu esitsizligin integrali alinarak Teorem 4.3.1.”in ispat1 verilsin.
Ispat: G(1)= y({x eX:f(x)> /1}) olsun.

h(O) =0 sartin1 saglayan [0,00) izerindeki herhangi artan bir 4 fonksiyonunu

igin
ih(f* (x))du(x) = —Ih(y)dG(y) E IG(y)dh(y)

esitligi vardir. (Son esitlik sinirli fonksiyonlar i¢in gecerli oldugundan, Teorem 2.2.1.

uygulanir.)

Boylece, h(x) = x almirsa,

[ (x)du(x)=

S ey 8

G(2)dA=[ul{f >2}da

11,
= [ u f>/1)d/1+j(f>/1}),1
0 17
s | {r >/1}) A
171,
Lemma 4.3.1. den,
sch [ [ f(x)du(x)a
17, 2% />4
1 Vda
=C+— f(x) | —du(x)
2{f>jfl} fj A
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=C+o [ () tog f (x)~tog /], Jpu(x)
2y
1 1

=C+- | S (x)log f(x) =2 [ r(x)tog|s], du(x)
=nn 1714

S| f(X)10g+f(X)—% [ r(x)og]/],

e {1}

oldugundan

jf(x)log* f(x)du(x) <o olur. Yani f(x)log™ f(x) integrallenebilirdir.

X

Simdi  f(x)log” f(x)  integralencbilirse, — maksimal  fonksiyonun

integrallenebilir oldugu gosterilecektir.

f fonksiyonu,

f J >

S Sy YA Zipeny = {/1 <A

seklinde yazabilir. Bu fonksiyonlarin maksimal fonksiyonlar1 gbz Oniine alinirsa,

re(r,, ) )

olur. Sonug olarak,

2u({f>22})< ,u,({(f;(w} ) > /1})

< ] Srdu)

{(f Zn) > }
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< I f(x)d,u(x)

>4

olur. Yani,

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin integrali alinirsa f € Llog™ L iken [ e L (X )

oldugu sonucuna varilir.

Bu teorem (X )<oo sarti altinda gegerlidir. Eger u(X)=o ise f>0 ve

j f (x)d,u(x) #( ifadelerinin f"’in integrallenemeyecegini vurguladigi, Ornstein
X

(1971) tarafindan gosterilmistir.
4.4. Ergodik Kare Fonksiyonlar

Bu boliimde ergodik kare fonksiyonlar1 tanitilip, maksimal esitsizligi sagladigi

gosterilmistir.

Tanim 4.4.1. T : (X, 5?,,11) — (X, 7, ,u) doniistimii 6lgiimii koruyan doniisiim

ve fel (X o, ,u) olmak iizere , ergodik teoride

ortalamasiyla ilgilenilir. 4, (x) yukaridaki gibi Cesaro ortalamasi oldugunda ergodik

kare fonksiyonu

N | —

Sf () {i(flm (x)-4, (X))Z}

n=0
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ile S* f fonksiyonu,

S*f(x){g[f(wx)} ]2

n+1

ile tanimlanir.

Eger d, (x) =4, (x) -4, (x) denirse,

-1

d,(x) :Lif(f"x)—%if(ﬂx)

n+1;% k=0

1

——(f(x)+f(Tx)+f(T2x)+...+f(T”’1x)+f(T”x))

o+l

1
n

:((f(x))+f(Tx)+f(T2x)+...+f(T”lx)){

:,{.An(x).{’{"{‘l}f(m)

A (n+1) n+1
_AT)_4,(x)
n+1 n+l1

olacaktir. Boylece,

46
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IA
[
/N
1S
—
~ =
%
o
[
~
—_—
3
Nl

olur.

oldugundan

Sf(x)<Cf"(x)+S"f(x)

esitsizligi yazilir.

Teorem 4.4.1. Kare fonksiyonu maksimal esitsizligi saglar. Yani,

u({s(r)>4f) =2l

dir (Jones, 1977).

Ispat: Sf(x)<Cf"(x)+S"f(x) oldugundan

u({S(1)>22}) < u({er > /1})+,u({Sf* > A})

esitsizligi yazilabilir. f* maksimal fonksiyonun maksimal esitsizligi sagladigi

Teorem 4.1.4.°de gosterilmis oldugundan esitsizligin ikinci kisminda bulunan

,u({Sf T > /1}) g0z oniine alinacaktir.
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>0 ve fk(x)=f(Tkx)

olsun.

fi(x) L fi(x)<A(k+1)
0 o (x)>A(k+1)

)|
ile g, (x) fonksiyonu ve

b (x)= /i (x)- g, (x)

={o i (x) < A(k+1)
fi(x) L fi(x)>A(k+1)

ile b, (x) fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

IA
f 1
I
|2
—_
t =
N
5
|
N | —
+
1
M
VR
ERS
+ |
—l=
5
|

olur. Buradan,
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elde edilir. Yukaridaki esitsizligi gostermek icin [, vel, ifadeleri ayr1 ayrn

incelenecektir.

Hi(ii’?)zf%}
{lelat)-4]

Teorem 2.3.1. kullanilarak,

ﬂ([gfxq +[g1§x)]2 +...+[g]§i’;)j +...}d,u(x)
%@Igol(x)]zdu(x)+£[g‘§x)]zdﬂ(X)+...+££g‘§x)j2du(x)+ ]

:%i — Ia,u({gk >al)da
" 2 [ A(k+1) %
:%kz_(; ﬁ L }[ ay({gk>a})da+l(;£1)ay({gk >a})da}
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olur.

1, ve I, i¢in bulunan sonuglar diizenlenerek istenen sonug elde edilir.

Bu maksimal esitsizlik, S( /) nin h.h.h. fe L' (X,5%, 1) igin sonlu oldugunu

vurgular.

Teorem 4.4.2. 1< p <ooigin

IS, <e, 1,

olacak sekilde sadece pye bagli bir ¢, sabiti vardir.

Ispat: Sifir 6lgiimlii bir kiimenin disinda,

HS(f)HfS*(f)z(x)i{MJ

s k+1

= f(x) +(MJZ {MT +

2 3

A I
Pl A i
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(LY

2 = 1 ?
I 5 75)
=c, |/,

Sonug olarak HS (f )Hw <c, || f]l, esitsizligi elde edilir.

Simdi p >1 igin HS( f )H,, <c,|f ||p oldugu ispatlanacaktir.

z n+l n+l

n=0

i8]
| E— |
=

o, {5 ]| - {

n=0

[f (7'x) 4,(x)

P

IN
[
~
—_—
i
=
~
|
N
—_~~
=
~
s

IN
\Mg

5175 | ]
{20 T s |

Teorem 2.2.2. den,

bulunur.
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Lemma 4.4.1. (Kakutani-Rokhlin Teoremi) 7 : X — X , bir atomik olmayan

(X , o, ,u) ol¢lim uzayi lizerinde 6l¢iimii koruyan ergodik bir doniisiim, » bir pozitif

tamsay1 ve £ >0 olsun. O zaman 4, T4, ..., T""' 4 ikiser ikiser ayrik olacak sekilde
Olciilebilir bir 4 — X kiimesi mevcuttur ve ¢ ’dan daha kii¢iik 6l¢timlii bir kiimenin

uzerinde X’ 1 Orter.

Uyar14.4.1. Vf e L (X,5%, 1) igin

olacak sekilde bir ¢ sabiti yoktur. Bu su sekilde goriilebilir:

Kakutani-Rokhlin teoremi kullanilarak 4, T4, ..., T""'A ikiser ikiser ayrik

olacak sekilde bir 4 — X segilsin.

S (x) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanirsa,

£u(5)= {2” T () ed, 1227~ 1< N ise

0 ,diger durumlarda

ve x € A igin,

2"<N+1
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olur. Bununla beraber eger 2" < N <2""' ise A ’daki her x igin S*(f)(x) tahmin
edilebilir.

v
N
—~~

=
~

|
S
L
—~~
=
~—
N—
[\8]
| I—

[\
=
1l 3
(=]
I/
o [N
s F
|
N[N
~—
[
N | =
11
ey

olur. Buradan oranmnin siursiz oldugu goriiliir. Bu ise S(f)(x)<¢f™(x)

(/)
f*
olacak sekilde bir ¢ sayisinin olmadigini gosterir.

4.5. Hareketli Ortalamaya Gore Kare Fonksiyonlar

Bu boliimde Roger L. Jones ve ark. (1999)’nin makalesinden faydalanarak
hareketli ortalamaya gore kare fonksiyonlar tanitilmis ve integrallenebilir olup

olmadiklart incelenmistir.

Tanmm 4.5.1. (X,s,u) bir 6lgim uzayr ve T, (X,&,u)’ nin Olglimii
koruyan terslenebilir doniisiimii olsun. (vn), (un) iki dizi ve f ELI(X o, ,u)

olmak iizere,

V, ‘H,I"

M, f(x)=— > f(T"x)

U, f=y,+1

dizisine hareketli ortalamalarin bir dizisi denir.
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Tamim 4.5.2. M, f(x) hareketli ortalamalarin bir dizisi ve Vf e L'(X, %, 1)

olmak iizere,

n=1
dizisine M, f (x) hareketli ortalamasi igin kare fonksiyon denir.

Teorem 4.5.1. (u,) tamsayilarin azalmayan bir dizisi ve A>0 olsun. O

zaman,

gy({xeX:Mnf(x)Zﬁn})ﬁ%”f"l

dir (Rosenblatt, Wierdl, 1999).

Teorem 4.5.2. Vf el (X,5#,u) ve azalmayan (un) uzunluklu herhangi

M, f (x) hareketli ortalamasi i¢in Sf h.h.h. sonludur.

Ispat: Vf e I'(X,5%, 11)’in h.h.h. pozitif oldugu varsayilsin ve Sf ’nin h.h.h,

sonlu oldugu gosterilsin.

S (x)" = Z(wj

n=1 n
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7]§¢<7

— 1 . 1 M,f
. = ) M 1L e {lg }
Z{ ! SM@%} x {ISMH_/} Z{ L }ﬁ{lgw} {2 p 2} p
n n

2m+] n 2 2 n om

kiimeleri ayrik ve y,, =0 oldugundan,

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki iki terimin karekdkleri sirasiyla S, f (x) ve

S, f (x) ile gosterilsin.
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n

n

[lk olarak S, f (x) fonksiyonu g6z oniine alinsin. Buradaki icin diizlem

kiimelerinin ayriklig1 kullanilarak

X m=0 2m+l n
1 ([0 Mg 1
<2 z”[{z‘ p <2’"}j

olur.

J-Slf(x)zdy < i%iy[{ L M"f}j 42)

seklinde yazilir. Teorem 4.5.1.°den,

i u({ L M }j <2"C||f], (4.3)

n=1 2 n

olur.
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4.3 esitsizligi, 4.2 esitsizliginde yerine yazilirsa,

2 L e
[$if () dus | Loz =4cls]

X

bulunur. Béylece; S, f (x)2 integrallenebilirdir ve h.h.h. sonludur.

Simdi, S_f(x) fonksiyonu ele alinsn.

i,u( )<oo oldugu Teorem 4.5.1.’den biliniyor. Bu, Z ;({ }

n=1
serisinin integrallenebilir ve bdylelikle h.h.h. sonlu olduguna isaret eder. Buradan da

h.h.h. x’in yalnizca sonlu ¢okluktaki {M = n} kiimelerinin i¢inde oldugu goriiliir.

Buise, S, f (x) toplaminin h.h.h. sonlu bir toplam oldugunu gosterir.

Sonug olarak S,/ (x) ve S f(x) fonksiyonlari h.h.h. sonlu oldugundan,

Sf (x) fonksiyonu da h.h.h. sonlu olur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.5.1. p>1 olsun. Her hangi feLl(X,E%’,,u) ve azalmayan (un)

uzunluklu M, f'(x) ortalamasi i¢in
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<
s
<
‘ -

} ve {KM;f} kiimeleri

n

1
. . N = . . < <
K4 oy K)o s ) (s (e
2ml n om 2ml n om n

ayrik ve y =0 oldugundan,

5,0 - 3| L5

n=l1 0

1 <Mnf<1}(x)} +2{Mnf (x) ’ Mnf}(x)}

omtl ™y Tom n=1

i

olur. Bu esitligin sag tarafindaki iki terimin p.dereceden kokleri sirasiyla S, f(x) ve

S, f (x) ile gosterilsin.

Ik olarak S, f (x) fonksiyonu goz Oniine alinsin. Diizlem kiimelerinin

ayrikligini kullanarak,

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her iki tarafinin integralini alinirsa,
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Miizeyyen PADAK

olur.

[/ (x)duz > 2}7 )W ({ . }j (44)

5 ﬂ({ L M,f }jsz’"“c” /l 45)

dir.
4.5 esitsizligi, 4.4 esitsizliginde yerine yazilirsa,
[5./ (Y duzCll, E o2
X
~cl, zg -
||f||1 217 1
bulunur.

Boylece S, f(x)" integrallenebilir ve h.h.h. sonlu oldugu gériiliir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Miizeyyen PADAK

Simdi, S_f(x) fonksiyonu ele alinsin.

n=1

Teorem 4.5.1.°de, i,u({Mann})«)o oldugu verilmisti. Bu, i;({ y f}
n=1 ISTL

serisinin integrallenebilir ve boylelikle h.h.h. sonlu oldugunu gosterir. Buradan da

h.h.h. x’in, yalnizca sonlu ¢okluktaki {M - n} kiimelerinin i¢inde oldugu goriiliir.

Buise, S, f (x) toplaminin h.h.h. sonlu bir toplam oldugunu verir.

Yukarida yapilanlar ile, S,f(x) ve S,f(x) fonksiyonlar1 h.h.h. sonlu

oldugundan S, f(x) fonksiyonunun da hhh. sonlu oldugu gorilir ve sonug

ispatlanmis olur.

Tamm 4.53. T :L(X,5#,u)—> L'(X,5#,u) operatdr dizisi verilsin.

VfeL(X,7#,u) igin T" f >0 ise T,” ye gliclii pozitif operatdr dizisi denir.

Eger her bir 7,, negatif olmayan c sabiti ve VfeL (X, 1) igin

T, (cf ) =cT, f sartim1 saglarsa T ’ye pozitif olarak homojen operatdr denir.

Teorem 4.5.3. (7,:n>1) pozitif olarak homojen, gii¢lii pozitif operatdrlerin

N | —

bir dizisi ve Sf (x)= [iTnf(x)z] olsun. f e L'(X,5%, ) igin
n=1

> ul{iz.r1=1})<c]],

n=1
oldugu varsayilsin. O zaman,

10C

ulisr=2) <L)
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Miizeyyen PADAK

dir.

Bu da herhangi f e L'(X, 5%, ) fonksiyonu igin Sf (x)<co oldugunu gosterir.

Ispat: 1=2 ve f ’nin pozitif oldugu varsayilsin.

i
=
T

1
2

IA

SN 2]+ 00 20

n=1 n=1

oldugu kolayca goriilebilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki iki terimi sirasiyla S, (x)

ve S, (x) ile gosterilsin,

w1522} < p({S,(x) + 8, (x) 2 2}) < ({5, (x) 2 1)+ ({5 () 21})

1= u({S,(x)=1}) ve 1, = u({S,(x)=1}) denirse

u({Sf=2})<1+1, (4.6)
esitsizligi elde edilir.

I, ve I, ifadeleri ayr1 ayri incelensin.

1, ifadesi igin,
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olacak sekilde yazilabilir.

Teorem 4.5.3.’deki varsayim ve Teorem 2.3.1. kullanilarak,

oldugu elde edilir.

I, ifadesi igin, eger Z Xt o) =0 ise S,(x)=0 oldugundan ispat hemen
£ X1 1(4)2

¢ikar. Yine Teorem 4.5.3.’deki varsayim ve Teorem 2.3.1. kullanilarak,

n=l

1= u({8,(x)>1)) = ,,Hx; (i(ﬂf(X))z e (x)ji > 1}}
:ﬂ({x: i(Tnf(x))z g, oy (%) 2 l}j

n=l1

63



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Miizeyyen PADAK

oldugu elde edilir. 1, S4C|| f ||1 ve 1, SC” f ||1 ifadeleri 4.6 esitsizliginde yerine

yazilirsa,

wl(522) < ({5, =1)+ ({5, 21))
<scls],

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.5.2. (7; nx 1) pozitif olarak homojen, giiclii pozitif operatorlerin bir

o0

dizisi ve Sf (x)= (Z ﬂf(x)pj olsun. f e L'(X,5#, 1) icin

n=1

S

> uf{lr.A= 1)<l

oldugu varsayilsin. O zaman,

u({Sf=1}) s( 2,,_1 +1jC||f||1 "dir.

27!
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Miizeyyen PADAK

Bu da herhangi f e L'(X, 5%, 1) fonksiyonu igin Sf (x) <o oldugunu gosterir.

Ispat: 1=2 ve f’ nin pozitif oldugu varsayilsin.

—_
—_

IA

i(Tnf(x))pZ{md j [i(ﬂf ))’ rle}(x)]p

n=1 n=1

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin sag tarafindaki iki terimi sirastyla S, (x) ve S, (x) ile

gosterilsin.
u({S 2 20) < p({S (x) 2 1))+ u({S, (x) 21}) (4.7)

oldugu biliniyor. Sl(x) ifadesi,

seklinde yazilabilir. Teorem 4.5.3.’deki varsayim ve Teorem 2.3.1. kullanilarak,
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oldugu elde edilir. S, (x) igin, eger . X s =0 i€ S, (x) =0 oldugundan ispat
2, ()2

hemen c¢ikar. Teorem 4.5.3.’deki varsayim ve Teorem 2.3.1. kullanilarak,
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oldugu elde edilir. S,(x) ve S,(x) i¢in bulunanlar 4.7 esitsizliginde yerine yazilirsa,

=)< FE e el

elde edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER Miizeyyen PADAK

5. SONUCLAR ve ONERILER

Ergodik teoride ve analizin diger alanlarinda ortaya c¢ikan yakinsaklik
problemlerinin ¢Oziimiinde maksimal esitsizlik teknikleri kullanilir. Bu tezde
maksimal ergodik teoremin farkli bir ispati ele alinmig olup, ergodik kare
fonksiyonlarin maksimal esitsizligi ger¢ekledigi ve iki ergodik maksimal fonksiyonu
hemen hemen her yerde birbirine esit olma durumu, hareketli ortalamaya gore kare

fonksiyonlarin integrallenebilirligi ele alinmistir.

Bu tezden hareketle ergodik teorideki bir ¢ok maksimal fonksiyonun gesitli
maksimal esitsizlikleri sagladigi, cesitli maksimal fonksiyonlarin hemen hemen her
yerde birbirine esit olma durumu, kaynaklar kisminda verilen ve literatiir taramasi ile

elde edilen ¢alismalar kullanilarak, daha farkli bir sekilde ele alinabilir.
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OZET

(X o, 1, T ) dinamik sistemi {izerindeki A4, f (x) ortalamasinin yakinsakligi ergodik

teorinin temel sorusudur. Ergodik teoride ve analizin diger alanlarinda ortaya ¢ikan yakinsaklik
problemlerinin ¢6ziimiinde maksimal esitsizlik teknikleri kullanilabilir. Bu tezde maksimal ergodik
teoremin farkli bir ispatt ele alimmis olup, ergodik maksimal fonksiyonun ve ergodik kare

fonksiyonlarin maksimal esitsizligi gercekledigi gosterilmistir.

Bu tez dort bolimden olugmaktadir. Birinci bdliimde dnceki ¢aligmalar ve literatiir bilgileri
sunulmaktadir. ikinci boliimde bu calismada gerekli olan genel tanim ve teoremler verilmektedir.
Ucgiincii boliimde kullanilan materyal ve yontemler anlatilmaktadir. Dérdiincii boliim ise bes alt
kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda, Kakutani’nin vermis oldugu ayrisim kullanilarak maksimal
ergodik teoremin ispati ele alinmaktadir. Ikinci kisimda iki ergodik maksimal fonksiyonun bir birine

esit olma durumu incelenmistir. Ugiincii kissmda bu ayrisimlar yardimiyla maksimal fonksiyon ve
flog® f fonksiyonunun integrallenebilirligi arasindaki iliski verilmektedir. Dérdiincii kisimda

ergodik kare fonksiyonlar tanitilmistir ve ergodik kare fonksiyonun maksimal esitsizligini sagladigi
gosterilmektedir. Son kisimda ise hareketli ortalamaya gore kare fonksiyonu tanimi verilmis olup,

integrallenebilir olduklar1 ve boylelikle hemen hemen her yerde sonlu olduklari gosterilmistir.
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SUMMARY

The convergence of A, f (x) average on the (X s, 1, T ) dynamic system is the basic

question of the ergodic theory. Maximal inequality techniques can be used for the solution of
convergence problems occuring in ergodic theory and other fields of analysis. In additon to
consideration of a different proof of maximal ergodic theorem, the assurance of maximal ergodic

theorem by ergodic maximal function and square ergodic functions was shown.

This thesis consists of four sections. In the first section, previous studies and literature are
introduced. In the second sections, general definitions and theorems that are essential in this study are
given. In the third section used material and methods are explained. The fourth section consists of
five parts. In the first part, using the decomposition given by Kakutani, proof of ergodic theory is
handled. In the second part, the case of being equal of the two ergodic maximal functions is
investigated. In the third part, by the help of these decompositions, integrability relation between

maximal function and flog® f functions are given In the fourth part, ergodic square functions are

introduced and the assurance of maximal inequality by ergodic square function are shown. In the last
part of it, the definition of square function according to moving average are given and their

integrability, and thus their almost everwhere finity are shown.
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