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Bu tezde pek cok disiplinde son derece yaygin olarak kullanilan 2D CA’larmn davranislari,
matris cebirleri kullanilarak matematiksel bir model ile Z3 ve Z , cisimleri iizerinde incelenmektedir.

Z2 cismi iizerinde 170N ve 170P kurallari ile iiretilen sonlu 2D lineer CA’larin temsili matrisleri
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In this thesis, the behaviors of 2D CA that is widely used in many disciplines have been
studied over the fields Z,and Z, by using matrix algebra with the help of a mathematical model. The
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1. GiRiS Ferhat SAH

1. GIRIS

Hiicresel Doniisiim (cellular automata, kisaca CA) ilk olarak fizik ve biyoloji
alanlarinda ve bilgisayar biliminde modelleme i¢in kullanildi. CA teorisi Ulam ve
Von Neumann (1966) tarafindan ilk olarak incelendi. Von Neumann (1966) bir
CA’nin evrensel olabilecegini ve tasarlanmis bir CA’nin herhangi bir hesaplamayla
yeniden yapilandirilabilecegini gosterdi. O zamandan beri ¢ogu aragtirmacilar
karmasik bir sistemin davraniglarini modellemek i¢in CA’nin incelenmesine ilgi
duydular. Hedlund (1969) sadece matematiksel bir bakisla CA’y1 sistematik olarak
inceledi. Wolfram (1983) polinom cebirlerinin yardimiyla bir boyutlu CA’y1
inceledi.

Diger taraftan iki boyutlu CA (2D CA) heniiz ¢ok iyi incelenmemistir. Packard
ve Wolfram (1985) 5 komsuluklu CA’ya bagl olarak iki boyutlu CA {izerinde bazi
gbzlemlerde bulunmuslardir. Pries (1986) polinom cebirlerinin benzer bir tiiriine

dayanarak grup 6zelliklerini agiklamak i¢in bir boyutlu CA’y1 inceledi.

Son yillarda CA lar farkli amaglar i¢in bircok bilim dalinda genisce
inceleniyor. Das ve ark. (1993) matris cebirlerinin yardimiyla bir boyutlu CA’nin
karakterizasyonunu genislettiler ve lineer CA’nin teoriksel analizi i¢in yeni bir
yontem takdim ettiler. CA’nin analizini farklt olarak polinom cebirlerine
dayandirdilar. Bu yeni yontem ayni zamanda hybrid CA lar ile ilgilendi. Bir CA’nin

matris karekterizasyonu formiiliize edildi.

Khan ve ark. (1997), Z, cismi lizerinde biitiin en yakin komsuluklu 2D CA

lineer doniisiimlerini incelemek icin bir ¢ziim yolu gelistirdiler. Iki boyutlu lineer
CA lar1 ayirmak i¢in yeni bir metot gelistirdiler ve farkli kurallar ile 2D CA’larin
karakterizasyonunu incelemek i¢in bu metodu denediler. Onlar sadece iki boyutlu
periyodik sinirli  dokuz komsuluklu lineer CA’larin  karakterizasyonu ile

ilgilenmiglerdir.

Inokuchi ve ark. (1998) 156 kurali tarafindan {iretilen bir boyutlu CA’nin

davranislarini incelediler.
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Choudhury ve ark. (1999) Z, cismi iizerinde 2D CA’larin 6zel bir hybrid
doniistimiiniin  karakterizasyonunun en genel halini verdiler. Ayrica diger bir
calismada Choudhury ve Dihidar (2004) matris cebirleri yardimiyla bir boyutlu CA
teorisini 2D CA’larin karakterizasyonunu elde etmek i¢in genisletmislerdir. Bununla
birlikte Sinirlandirilmis Dikey Komsuluk (RVN) olarak bilinen toplamsal 2D CA’nin
0zel bir sinifin1 verdiler. Bu siniflarda, bir hiicrenin dikey bagimlilig1 ya tepedeki

hiicrelerle veya alttaki hiicrelerle sinirlandirilmastir.

Ayrica bu ¢alismada Choudhury ve Dihidar (2004) Z, cismi lizerinde basit ve

giizel bir matematiksel model ile matris cebirlerini kullanarak, periyodik ve sifir sinir
sartll iki boyutlu en yakin komsuluklu lineer CA’larin davraniglarimi karekterize

etmek i¢in incelediler.

Ying ve ark. (2008), Khan ve ark. (1997)’ nin bu yeni kuralin1 takiben ve
matris cebirlerini kullanarak Khan’in (1997) 170N kurali ile 2D CA’larin bazi

onemli karakterlerini incelediler. Ying ve ark. (2008) Z, cismi iizerinde 2D CA lar

icin verilen bir konfigiirasyonun hangi durumda Garden Of Eden olacagini

belirlediler ve Garden Of Eden sayisin1 bulmak i¢in bir algoritma verdiler.

Simdiye kadar yapilan ¢alismalarin hepsinde Z, cismi lizerinde 2D CA lar
incelenmistir. Ne yazik ki Z, cismi tizerinde 2D CA heniiz ¢ok iyi incelenmemistir.
Siap ve ark. (2009), Z, cismi iizerinde bazi 0Ozel kurallarla 2D CA’larin

karakterizasyonlar1 ile ilgili bir calismay: bildiri olarak sundular. Ilgili calismada
2460N ve 2460P ozel kurallarinin periyodik ve sifir simir sart altinda bazi
karakterizasyonlar1 incelemislerdir. Ilgili calisma tezimiz icin bir temel teskil
edecektir.

Akin ve ark. (2009) Z, cismi iizerinde CA’larin 6zel bir hybrid doniistimiiniin

karakterizasyonunun en genel halini verdiler.
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Siap ve ark. (2009) Z, cismi iizerinde 2460N kurali ile iiretilen 2D CA’larin

Ongoriintiisii altinda verilen herhangi bir konfiglirasyonun Garden of Eden (GOE)
sayisini elde ettiler.

Bu tezde Z, fizerinde 2D CA’larin c¢alisilmis olan karakterizasyonlar

irdelenerek elde edilen sonuglar Z, cismi i¢in genellestirilecektir.

Simdi bir yerel kural yardimiyla iiretilen bir boyutlu CA’larin tanimini verelim.

1.1. Ana Kavramlar

Z,, =1{0,1,2,..,m—1} halkas: verilsin. X =(Xn)::i iki tarafli sonsuz bir dizi

olsun. Bu sekildeki dizilerin uzay1r Z* ile gosterilir. Yarigap: r olan f lokal kurali
f:Z:"" > Z_ olmak iizere f(x,,...,X )= [z aixij(mod m) ile tamimlansin. Bu

f lokal kurali ile iiretilen F:Z% — Z% déniisiimiine toplamsal (additive) CA denir.

Bu doniisiim asagidaki gibi tanimlanir:

Fx=(y,)_ .Y, =1 (xnr,...,xm):(z aan+ij(mOdm)'
(1.1.1)
2D CA’e giris yapmadan once bir boyutlu CA iizerinde kisa bir bilgi verelim.

Z, tuzerinde tanimlanan bir boyutlu CA yapisi her birinin degerini 0 veya 1 olarak

kabul edilen hiicre veya bloklarin bir 6rgiisii olarak diisiintilebilir (Das ve ark., 1990).

Eger r=1 kabul edilirse, bu durumda bir hiicrenin bir sonraki durumu
kendisine ve her iki komsusuna bagli olarak diisliniilebilir. Hiicreler yalniz yerel
komsuluga bagl belirleyici kurallara gore ayrik zaman dilimlerinde gelisme gosterir.

Matematiksel olarak i. hiicrenin bir sonraki gegis durumu (i-1)., i. ve (i+1).
hiicrelerin hali hazirdaki durumunun bir fonksiyonu olarak temsil edilebilir. f yerel

kurali ile uiretilen bir CA
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g (t+1)= f(a, (1)), 0, 1)
olarak verilir ( Khan ve ark., 1997).
Eger bir hiicrenin gelecek durum fonksiyonu bir dogruluk tablosu formunda

ifade edilirse, sonucun ondalik esdeger kismi, hiicrenin kural sayis1 olarak adlandiri-

lir.

Komsuluk Durumu 111 110 101 100 011 010 001 000
Gelecek Durum : 0 1 0 1 1 0 1 0 kural 90
Gelecek Durum : 0 1 1 1 1 0 0 0 kural 120

Yukarida verdigimiz iki CA kurali i¢in 2. ve 3. satirlar (t+1). anda i. hiicrenin
karsilik gelen durumlarini verirken en istteki satir t. anda 3 komsu hiicrenin miimkiin
olan tiim sekiz durumunu verir. Simdi sonraki boliimlerde kullanacagimiz tanimlari

verelim. Bundan sonraki tanimlarimiz 2D CA lar i¢in goz oniine alinmaktadir.

1.1.1. Tammm: Eger sonlu 2D CA konfigiirasyonun m satir ve n stitunlardan olusan
biitlin hiicrelerine ayn1 kural uygulanirsa o zaman CA’ ya tekdiize veya diizenli CA

denir (Khan ve ark., 1997).

1.1.2. Tammm: Eger sonlu bir 2D CA konfigiirasyonunun farkli hiicrelerine farkli

kurallar uygulanirsa bu CA’ ya hybrid (melez) CA denir (Khan ve ark., 1997).

1.1.3. Tanim: En yakin kenar hiicreleri 0 olan 2D CA ya sifir sinir sarth (null
boundary condition) CA lar denir ve bu durum kisaca N ile gosterilir (Khan ve ark.,

1997).

1.1.4. Tamm: En yakin kenardaki hiicreleri birbiri ile bitisik olan 2D CA
ya periyodik sinir sarth (periodic boundary condition) CA lar denir ve bu durum kisaca

P ile gosterilir (Khan ve ark., 1997).
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1.1.5. Tanim: A= bir kiime veA, A da bir ikili islem olsun.(A,A) cebirsel

yapisina asagidaki aksiyomalar1 sagliyorsa bir grup denir:

i. A, A dabir ikili islemdir.

ii. A Isleminin A da birlesme 6zelligi vardir. Yani;Vabe A icin
aA(bAc) = (aAb)Ac

iii. A Isleminin A da birim eleman1 vardir. Yani;Vae A icin aAe=eAa=a
olacak sekilde Je € A vardir.

iv. A islemine gore A daki her elemanin tersi vardir. Yani; Vae A i¢in
aAa' =a'Aa=e olacak sekilde 3a' € A vardir.

Eger (A,A) bir grup ve Va,be A i¢gin aAb=bAa degisme 6zelligide saglaniyorsa

gruba degismeli veya abel grubu denir.

[T

1.1.6. Tamm: A= kiimesi lizerinde tanimh ikili islem “+ ”ve olsun.

(A,+,.) cebirsel yapis1 VX, Y,z € A i¢in,

a) (A,+) degismeli bir gruptur;

b) “.” isleminin A da birlesme 6zelligi vardir. Yani; X.(y.z) =(X.y).Z;

c) “.”isleminin “+” islemi lizerinde soldan ve sagdan dagilma 6zelligi vardir.
Yani, X-(Y+2)=X-Y+X-Z , (X+Y)-Z=X-Z+Y-Zsartlarim sagliyorsa bu yapiya

halka denir.

1.1.7. Tammm: Degismeli ve birimli bir A halkasinin sifirdan farklt her

elemaninin ¢arpma islemine gore tersi varsa A halkasina bir cisim denir.

1.1.8. Tanim: A= J bir ciimle ve F, reel veya karmasik sayilar cismi olsun.

Asagidaki sartlar saglantyorsa A ya F lizerinde lineer uzay denir:

a) (A,+) bir degismeli gruptur.
b) VX,ye A ve a,f € F olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir:

b)) a-xe A dir.

b)) a-(X+Yy)=a-X+a-y
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b3) (@ + ) X=a-X+f-X
by (a-p)-x=a-(f-X)

bs) 1-x=X (Burada 1, F ’ nin birim elemanidir.)

1.1.9. Tamm: A F cismi iizerinde bir vektdr uzay1 ve B, A’nin bir alt kiimesi

olsun. B kiimesi lineer bagimsiz ve B, A y1 geriyorsa B ye F iizerinde A’nin bir

bazi (tabani) denir.

1.1.10. Tammm: A F cismi ilizerinde sifirdan farkli bir vektor uzayi olsun. A’nin

herhangi bir bazindaki vektor sayisina A ’nin boyutu denir.

1.1.11. Tanim: A:[aij]m ) olsun. A matrisinin satir uzaymin boyutuna A

matrisinin satir ranki denir.

1.1.12. Tanim: Az[aij]m ) olsun. A matrisinin siitun uzayinin boyutuna A

matrisinin stitun ranki denir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Z, Cismi Uzerinde 2-Boyutlu CA (2D CA)

Bu bolimde Z, cismi {lzerinde iki boyutlu Hiicresel doniisiimlerin

karakterizasyonu iizerinde daha once yapilan calismalar, tezin biitiinliigii ve konunun
daha iyi anlasilmasi agisindan biraz daha genisletilerek incelenecektir. Khan ve ark.
(1997) 2D CA’larin karakterizasyonlarint 170N ve 170P i¢in incelediler. Choudhury
ve ark. (2004) Z, cismi iizerinde 170N ve 170P i¢in 2D CA’larin karakterizasyonunun

en genel halini ifade ettiler.

Simdi Z, cismi iizerinde 2D CA’larin tanimi verilsin. iki boyutlu Z* tamsay1
orgiisiinii ve o :Z’ —{0,1} elemanli Q = {0,1}Zz konfigiirasyon uzay: gdz Oniine
alinsin. Bir n e Z* noktasindaki o ’nin degeri o, ile tanimlanabilir. u,u,,...,Us € /e
farkli vektorlerinin bir sonlu kiimesi ve bir f :{0, 1}S — {0,1} fonksiyonu verilsin.

T:Q— Q genel gegis doniisimii (To), = f (a o ), neZ’ olmak

n+up 2ttt Y g

iizere bir CA, (Q,T) cifti ile tammlanur.

Matematiksel olarak (i, j). hiicrenin bir sonraki (t+1) zamandaki durumu o

hiicreye en yakin olan komsuluklarin t. zamandaki durumuna baglhidir. Bu durum

asagidaki gibi ifade edilebilir ( Khan ve ark., 1997).

) _ g0 S0 0 ® o ® ® o
Ziy = F(Za 5y Ly Zisn oy Zijons Zictjo» Ziotjys Ziitjen Zisjy» Ziist o))
PR NS ® ® ®
=(Zij) * Ziewgy T Zisnjon T 2oy + 2ty + @.1.1)
0 ® ® ® o
Zil 5 + 2ty + iy + Ziig,jary) (mod 2).

Bu boliimde, Khan ve ark. (1997) nin Z, cismi lizerinde bazi 2D CA’ larin

karakterizasyonunu incelerken kullandiklar1  yontemler agiklanarak, anlam

7
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biitlinliiglinlin saglanmas1 ve konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in bu islemler biraz
daha ayrintili olarak incelenmektedir. Khan ve ark. (1997) nin verdigi bu yontem

asagidaki gibi ifade edilebilir.

Iki boyutlu en yakin komsuluklu lineer CA da, CA’nin belirli bir hiicresinin
gelecek durumu, hiicrenin hali hazirdaki durumundan ve ona en yakin olan sekiz
komsu hiicreden etkilenir. Farkli bagimliliklar ¢esitli CA kurallar1 ile hesaplanir. Bu
tezde sadece lineer kurallar géz &niine alinmaktadir. Ozel bir kural ile bu islemler

yapilabilir.

Cizelge 2.1. Komsuluklara gére kural numaralari

64 | 128 | 256
32 | 1 2
16 | 8 4

Cizelge 2.1.°deki merkez kutu, hiicrenin hali hazirdaki durumunu ve diger
biitiin kutular o hiicrenin en yakin sekiz komsulugunu belirtirler. Her bir kutunun
igindeki numara, hali hazirdaki hiicrelerin belirli komsuluklari ile is birligi yaparak

kendi kural numarasini belirler.

Eger merkez hiicre sadece kendisine bagli ise bu durum “Kural 1” olarak
adlandirilir. Eger merkez hiicre sadece tepesindeki komsu hiicreye bagli ise buna

“Kural 128”denir.

Bir hiicre, iki veya daha fazla komsu hiicreye bagli ise o zaman kural numarasi
ilgili hiicrelerin sayilarmin aritmetik toplamidir. Ornegin 2D CA Kural 171N
(128+32+8+2+1), sifir siir sartlar1 altinda merkez hiicrenin bes komsusuna (iist, sol,
sag, alt ve kendisi) baghdwr. Halbuki Kural 171P, periyodik sinir sarti (Periodic
Boundary Condition) altinda ayn1 komsuluklara baglidir.

2D CA’ larin davranist bir matematiksel model ile analiz edilir. Hiicrelerin satir

ve siitun bagimliliklarini elde etmek i¢in;
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010 000
T,=[0 0 1|veT,=[1 0 0
000 010

temel matrisler kullanilir.

Asagidaki Teorem, X, konfigurasyonunun belli bir 2D CA altinda telemesi
ile elde edilen yeni X,,, konfigurasyonunu nasil tespit edildigini belirtmesi agisindan

onemlidir. Ayrica, 2D CA’larin karakterizasyonlari i¢in de son derece gereklidir.

2.1.1. Teorem: (1,2,4,8,16,32,64,128,256) kurallari ile elde edilen 2D CA lar X,
konfigurasyonunu oteleyerek, X,,, konfigurasyonunu asagidaki sekilde temsil

ederler (Khan ve ark., 1997):

Kural 1

Kural 2

=
=
Kural4 =
Kural 8 =
Kural 16 =

=

Kural 32

all al2 a13
[X.]=|a, a, a;| (&,,8,,...a,; bilesenleri 0veya 1 degerini alir.)
a31 a32 a33

t zamandaki 3x3 tipinde bir konfigiirasyon olsun.
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a) [ X, ]’in [X,] ye esit oldugu durum Kural 1 olarak bilinir. Yani;
a
Kural I: [X, ]=[X,]=|a, a, ay|.

b) [Xt] yi [T2] ile soldan ¢arparak bir CA’nin (t+1) inci zamandaki durumunu

elde ederiz ki bu Kural 2 olarak bilinir. Gergekten,

a, a, a;|(0 0 0 a, a;
[Xt+l]:[xt] [Tz] =lay a, a;||l 0 0|=la, aj
&, a, a;)0 1 0 a; a;

c) [Xt] yi [Tl] ile sagdan ¢arparak bir CA’nin (t+1) inci zamandaki durumunu

elde ederiz ki bu Kural 8 olarak bilinir. Gergekten,

0 1 0)(a, &, a; a &, ay
[Xt+l]:[Tl] [Xt]: 0 0 llla, a, ay|=la;, a, a;
0 0O

Q

d) [Xt] yi [Tl] ile 6nce soldan carparak ve daha sonra sagdan [Tz] ile
carparak bir CA’nin (t+1). zamandaki durumunu elde ederiz ki bu Kural 4 olarak
bilinir.

Gergekten,

010 4 4, a5;)(0 0 0 a, a, 0
[XHI]:[TI] [Xt] [Tz] =10 0 1 n 8y (|l 0 0j=la, a, 0
0 0 0)la, a, a,/){0 1 0 0O o0 O

Benzer sekilde diger durumlarda gosterilebilir.

10
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Bu teoremin ispatinda baska bir metotta kullanilabilir. Bu da bir kurali birden
fazla hiicre ile iligkilendirerek yani bir veya daha fazla kural ile birlestirerek de

gosterilebilir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilebilir:
2.1.2. Teorem: ikinci bir kural ile olusturulan bir CA’nin bir sonraki gegis
durumu, ilgili baslangi¢ kurallarinin matrislerinin modiil 2 ye gore toplami olarak

temsil edilebilir (Khan ve ark., 1997).

Teoremin ispat1 bir 6rnekle gosterilebilir. Kural 3’i Kural 1 ve Kural 2’ nin

parc¢a (modiil) 2 ye gore toplami olarak yazilirsa CA ‘nin bir sonraki ge¢is durumu;

Kural 3=Kural 1+Kural 2, [ X, |= [X.]+[X,][T,] olarak temsil edilir.

Benzer olarak Kural 170; Kural 2, Kural 8, Kural 32 ve Kural 128 ‘in modiil 2

ye gore toplami olarak yazilir. Bu durumda CA’nin bir sonraki ge¢is durumus;

Kural 170=Kural 2+Kural 8+Kural 32+Kural 128 olarak yazilir ve

X ]= XTI IX X T X

=[X [T, +T,]+[T +T,] [X]

=[XJ[s]+[S]X]

(burada [S]=[T, +T,] oldugu kabul edilir.)

Bunu agiklamak i¢in bir 6rnek ele alalim:

[X]=

3x3 tipinde bir konfigiirasyon olsun. Simdi bu konfigiirasyonu

oS = O
—_— O =
oS = O

stfir sinir sartli Kural 3 ile tanimlanan 2D CA altindaki goriintiisiinii elde eldim.

11
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Kural 3=Kural 1+Kural 2,
[Xea]= [XJH[X[T]

010 0
=1 0 1]|+1
0 1 1 0

olarak bulunur. Burada [Xt] keyfi olarak secilmistir. Benzer olarak;

Kural 170=Kural 2+Kural 8+Kural 32+Kural 128 olarak yazilir ve

[Xe]=[X ] [S]H[ST[X(]

=1 0 1{|1 O

0 1 1 01
=10 0 O0[+|0 O 1|=
I 11 1 01

0 1 00 1 0) (0

0 1 1){0 1 0)1\0

olarak bulunur. Simdi 2D CA’larin karakteristik davranislari incelenebilir.

12
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2.2.2D CA’ larin Temsili Matrislerinin Elde Edilisi

Iki boyutlu hiicresel doniisiimlerin temsili matrislerini incelerken kurallarin her
birini T ile gosterilen bir doniisiime ¢evrilebilir. Bu durum asagidaki sekilde ifade

edilebilir (Khan ve ark., 1997).

X, X,

X X.
T ) =Tl | . | =| )

Xm mnx1 m _Imnx1

Bu T matrisi 2D CA’ larin temsil matrisi olarak adlandirilir.

Burada X, X,,...X_ X’ insatirlari ve X', X",,... X" de X ’in iirettigi bir

sonraki durumun yani X' {i niin satirlaridir.

2.2.1. Verilen keyfi bir R kurah I¢in 2D CA’larin temsili matrislerinin

bulunmasi

Biraz sonra verecegimiz Teorem ile T doniisiimii altinda verilen keyfi bir R
kurali i¢in diizgiin olarak uygulanmis biitiin 2D CA hiicreleri formiiliize edilmeye

caligilacaktir.

2.2.1.1. Teorem: Herhangi bir R kurali i¢in iki boyutlu doniisiim matrisi

asagidaki sekilde temsil edilebilir (Khan ve ark., 1997):

u o o 0 0 0
L DU 0 00 0
0O L DU 0 0 0

T, = S
0 0 0 0 L D U
0 0 0 0 0 L

mnxmn

13
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Burada D,L,U nxn tipinden asagidaki matrislerden biridir:

(0),(1):(T)s(T2),(1+T),(1+T),(8) ve (1+5).

Ispat: Yukaridaki temsil matrisin ilk siitununu elde etmek igin, asagida verilen

dogal baz kullanilabilir:

1 00 -0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 00 0 O

Simdi R kurali ilk satirdan baslayarak her bir hiicreye uygulanir. Ispati
yaparken

T(X)mxn mnxmn

X
=[T] : -

m _Imnxl m _Imnx1

déniisiimiinden faydalanilir. Ik olarak T ’nin ilk siitunu elde edilir. Simdi dogal

taban matrisindeki bir bileseni saga dogru kaydirilip elde edilen ikinci dogal taban

vektoriine, bir kez daha R kurali uygulanir. Bu seferde T, 'nin ikinci kolonu elde

edilir. Bu sekilde devam edilirse geriye kalan tiim siitunlar elde edilir.

Teoremin daha 1iyi anlasilabilmesi kiiciik oOrneklerdeki uygulamasi asagida

verilmigtir.

2.2.1.2. Ornek: 3x3 tipindeki 2D CA’nin boyutunu hesap edelim. Biitiin

hiicreler iizerinde uygulanmig Kural 2 ye karsilik gelen T matrisini elde etmek i¢in

14
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asagidaki adimlar1 takip edilir. Kural 2 ye karsilik gelen T matrisinin 1. siitununu
elde etmek igin 3x3 tipindeki dogal taban matrisleri kullamlir. Ornegin, T’nin 1.

stitununu elde etmek icin asagidaki dogal taban matrisi kullanilir.

S O
oS O O
oS O O

3%3

Simdi 2D CA ‘nin bir durumu gibi, dogal taban matrisi dikkate alinarak

Tg, 'nin (1.) ilk stitununu elde etmek igin Kural 2 uygulanir. Once Kural 2 hatirlansin.

a'12 a13 O
Kural 2; [XM]=[Xt][T2]= a, a, 0]
a32 a33 0

Simdi adimlar uygulayanabilir. Once; T déniisiimii diisiiniilsiin. T doniisiimii

Kural 2 ye uyarlanabilir.

X, X,
X X.
T =[Mlom| = | =| .
Xm mnx1 m _Imnx1
a, a',
=[T Joemn+| & =|a'
a3 3x1 av3 3x1

Burada a,,a,,a, X ’insatirlar1 @',a',,a'; ise X ’in bir sonraki durumu olan

T

[ _ T _ _ T
X 'nin satwlandir. a,=[a, a, a,],, a=[a, a, a,] ., a,=[a, a, a;],

seklindedir. Boylece

15
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a, a;

a; a;

a; 0

&y ay,
T(X)35=[T oo | @ =y

Ay, 0

4 as

as, a3

_a33_9><1 _O dox1

elde edilir.

Buradan T doniisiimii yukarida verilen teoremden faydalanilarak bulunabilir.
Yani, asagidaki dogal taban matrisini kullanilip Kural 2 ye karsilik gelen T

doniistimii bulunur.
2.2.1.3. Not: T doniisiimiin temsil matrislerini elde etmek ig¢in taban
vektorlerinin goriintlilerini temsil matrisin siitunlart olarak alindiginda matris elde
edilmis olur.
Yani;
T:V-o>W,veV vev=age +ae,+ae, ise T(V)=aT(e)+a,T(e,)+aT(e)

seklindedir. Buradan taban vektorlerinin goriintiilerini temsil matrisin siitunlar

olarak alindiginda

Ch
(Te) T(&) T(&)),, |2 =TV
8,

matrisi elde edilmis olur ki bu da istenilen matristir. Asagidaki dogal taban matrisini

kullanarak Kural 2 ye karsilik gelen T doniisiimii bulunabilir.

16
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S O =
oS o O
S O O

3x3
Ik olarak dogal taban matrisinin goriintiileri temsil matrisin siitunlar1 olarak

alindiginda ve daha sonra Kural 2 uygulandiginda

—
S O O o o o o o =
I
S O O O O O o o o

doniistimii elde edilir.

Simdi dogal taban matrisindeki 1 saga dogru kaydirilip bir kez daha Kural 2

uygulansin. Bu durumda

—
S O O o o o o =/ o
Il
S O O o o o o o =

bulunur.
T doniisiimii elde edilene kadar her seferinde 1 saga dogru kaydirilip Kural 2

uygulanirsa

17
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olarak bulunur.

Simdi elde edilen T, kurali (yani Kural 2 ye karsihik gelen T doniistimii)

yazilabilir:

00000000 O0),

.9
&
7\
ono_n
© O~
a
OO
—_ o
H O O
N——
Il
S O O O O O O
S O O O o o — O
S O O O O o o O
S O O O - O O O
S O O - O o o O
S O O O O o o O
S - O O O o o O
—_ o O O O O O O
S O O O O O o O
Il
=)
£
—_—
o'
T
S~

18
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Boylece elde edilen bu matrise ilgili 2D sonlu CA ya karsilik gelen temsili
matris denilir. Bu tezimizde, baz1 kurallarla tiretilen 2D sonlu CA lar tarafindan elde
edilen temsili matrislerin bulunmasi en 6nemli amaglarimizdan biridir. Bu temsil mat
rislerinin elde edilmesini kisaca karekterizasyon olarak ifade etmekteyiz.

Lineer cebirden biliyoruzki T doniisimiimiiziin satir uzayinin boyutu

bulunurken matrisimizin boyutundan ranki ¢ikarilarak hesaplanir. Yani; Boy(Tg ) =

Boy (V' )-Rank (TR2 ) =9-6=3 olur.

2.2.2. 170 kural’nin temsili matrisinin bulunmasi

Baz1 6zel doniistimler icin c¢ok ilging sonuglarin bazilar1 verilebilir. Bu
kisimda Kural 170’ in temsili matrisi incelenecektir. Kural 170’in temsili matrisini
sifir sinir sart1 ve periyodik sinir sart1 altinda daha dnce incelenmis ve bu durumlarda
genelleme yapilmistir (Khan ve ark., 1997) ve (Choudhury ve ark., 2004). Bu tezde
konunun biitiinliigli bakimindan Kural 170 sifir sinir sart1 ve periyodik sinir sarti
altinda biraz daha ayrintili olarak incelenecektir. Bunu yapmadan once ilk olarak

Kural 170 ifade edilsin.

Cizelge 2.2. Kural 170

64 | 128 ] 256
32|12
16| 8 | 4

Cizelge 2.2.°deki alt1 c¢izili kutucuklarin i¢indeki rakamlarin toplami Kural
170 1 verir. Kural70=Kural 2+Kural 8+Kural 32+Kural 128 olarak yazilir ve dikkat
edilecek olursa baklava dilimi seklindedir. Simdi Kural 170N ye karsilik gelen
temsili matrisler bulunabilir. Bunu yaparken m (satir) ve n (siitun) lara cesitli

degerler verilerek onlarin temsili matrisleri sifir siir sart1 altinda bulunabilir.

Bir ka¢ 6rnek verdikten sonra 170N durumu en genel halde ifade edilecektir.

Daha sonra 170P ye karsilik gelen temsili matrisler, yine m (satir) ve n (siitun) lara

19



2. ONCEKI CALISMALAR Ferhat SAH

degerler verilerek periyodik sinir sart1 altinda bulduktan sonra 170P’nin de en genel

halde temsili matrisleri ifade edilecektir.

2.2.3. 170N kural ile iiretilen sonlu 2D CA’nin temsili matrisi

170N kuralina karsilik gelen temsili matrislerin en genel halini bulmak i¢in
yukarida belirtilen m ve n degerleri 6zellestirilerek temsili matrisler bulunduktan
sonra en genel hali verilecektir. Birka¢ 6rnek tlizerinde ¢aligmalar asagida verilmistir.

Bu kesimde sadece 170N kuralina karsilik gelen temsili matrisleri bulacagiz.

2.2.3.1. Ornek: Bu omekte m=2 ve n=2 alarak 170N’nin temsili matrisi
bulunabilir. Bunun i¢in ilk once sifir sinir sarti altinda 2x2 tipinde hiicrelerden
olusmus 2D CA*‘ nin konfigiirasyonu yazalim. Daha sonra bu hiicrelere 170 kurali

uygulayalim.

Cizelge 2.3. 2x2 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

0[O0 |0 |O
0 x,[x,10
0 x,[x,]0
0[O0 |0 |O

Cizelge 2.3.°de 170N kurali uygulandiginda T donilisimii altinda yeni bir

konfigiirasyon elde edilir ve bu konfigiirasyon asagidaki gibidir:

X T X =Y
XX =Y,
XX =Yy
Xpt X =Yy -

Simdi dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen T temsili matrisi

bulalim.

20
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1 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1
TV =l. LT =l LT = . LT| . |=|. |

0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 0 1 1 0
0 1 10

, , 1 0 01 S, |1, , ,
Buradan elde edilen matris; T, = = seklindedir.
e 00001 L, S,),.,

0110

4x4

2.2.3.2.Ornek: m=3 ve n=3alarak 170N kuralna karsilik gelen temsili
matrisi bulalim. Bunun i¢in ilk 6nce sifir sinir sart1 altinda 3 x 3 tipinde hiicrelerden

olusmus 2D CA‘nin konfiglirasyonu yazilsin. Daha sonra bu hiicrelere 170N kurali

uygulansin.

Cizelge 2.4. 3x3 tipinde hiicrelerden olugmus bir konfigiirasyon
00 0 0 0

0] x X. |0

O XZ 1 X22 X23 0

0 X3 1 X32 X33 0

0/0 |0 0 (0

Simdi Cizelge 2.4.’de 170N kurali uygulandiginda T doniisiimii altinda yeni bir

konfigiirasyon elde edilir ve bu konfigiirasyon asagidaki gibidir:

Xnt X2 =Yn

Xt X T X3 =Y,
Xp T X5 = Vi3

Xt X5 + X =Yy

Xig F X + Xy + X3 = Yoy

X3+ X, + X5 =Yy,
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X1 T X, =Y

Xy + X5+ X5 = Y5,

Xy + X =55 -

Simdi dogal taban matrisini kullanilarak bunlara karsilik gelen T temsili matrisi

yazalim.

1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
TIO(=0|,T|O|=1|,T|O|=[0,T|O|={1]|,T|1|=[0,T{O0O|=]1],
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

TIO|=|0[,T|O(=1]|,T|O|=|0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 0 0 1 1 0

Eger elde edilen siitun matrisleri sirasiyla bitistirilirse, bu durumda karsilik gelen

temsili matris agagidaki gibi bulunabilir:
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010100000
101010000
010001000
100010100 s, 1, O,

. =01 010101 0f =1, S I
001010001 o, I, S,
0001000T10
000071071 0°1
00000T1GO0T10

9%9

2.2.3.3 Ornek: Simdide kare olmayan bir konfigiirasyon yani m=4,n=3

alalm. Ilk dnce sifir smir sart1 altinda 4x3tipinde hiicrelerden olusmus 2D CA’nin

konfigiirasyonu yazilir ve daha sonra bu hiicrelere 170N kural1 uygulanir.

Cizelge 2.5. 4x3 tipinde hiicrelerden olugmus bir konfigiirasyon

Simdi Cizelge 2.5.de 170N kurali uygulandiginda T doniisiimii altinda yeni bir

konfigiirasyon elde edilir ve bu konfigiirasyon asagidaki gibidir:

Xt X, =Yy
XX T X5 =Y,
X T X5 = Vi3
Xip + X1 T Xy =Yy

Xp X+ X5 £ X5 =Yy
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Xiz Xy T X33 = Y3
X T X+ Xy =Yy
Xpp T X5 T Xy T X33 = Y3y
X3t Xy + X3 = Y33
X3 T X = Y
X+ X+ X5 =Yy,

X3+ X = Yy3 -

Dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen siitun vektorlerini

yazalim.
1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1
TO:O,TO=0,T0:1,TO=O,T0:1,T1:O,
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Boylece yukaridaki 6rneklerde de oldugu gibi elde edilen siitun matrisleri yan

3 i¢in 170N kuralina karsilik gelen temsili matris

4ven=

yana eklenirse m

asagidaki sekilde bulunur:

12x12

000 0O0OTO0OTF O

1

0
0 0 O

0

000 O0O0O0U©O

1

0 000 OO

1

0

1

0

0 00 0O

1
0
0 0 0

0 0 01

1

00 0O

1

0

0 00

1

0

1

0 00
1

1

0 0 0

0

1

0 0 0O

I 0 0 0 1
0

0

0 00 0O

0 0 0 1

1

0 000 O0DPO

0

1

1

000 0O0O0OO O

0

1

0

000 0O0O0OTO0OTF O

Rl 70N

4 olarak alinirsa temsili matris asagidaki bigimde elde edilir:

=4, n

Eger m
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S, L. 0, O,
LS, I, O,

R Tl 1, S,
O4 04 |4 S4 16x16

Keyfi m ve n i¢in (T temsili matrisinin genel formu agagidaki gibidir:

170N )mnxmn

S I 0 0 O 0 O

I S I 0 0 0 O

O I S I 0 0 O

o o I S 1 0 0
(L —— .

0 0 o I S 1

0 0 O 0O I S

Blok alt matrislerin her biri nxn tipinde kare matristir ve S matriside asagidaki

gibidir:
0 1 0 0 O 0 O
1 0 1 0 O 0 O
0 1 0 1 O 0 0
s - 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0
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2.2.4. 170P Kkural ile iiretilen sonlu 2D CA’nin temsili matrisi

170P kuralina karsilik gelen temsili matrislerin en genel halini bulmak i¢in
yukarida belirtilen m ve n degerleri 6zellestirilerek temsili matrisler bulunduktan
sonra en genel hali verilecektir. Simdi birka¢ 6rnek verilerek 170P’nin temsili

matrisinin en genel halini bulalim.

2.2.4.1.Ornek: m=3 ve n=3 alarak 170P kuralina karsilik gelen temsili
matrisi bulalim. Bunun i¢in ilk 6nce periyodik smir sarti altinda 3x3tipinde
hiicrelerden olusmus 2D CA‘nin konfigiirasyonu yazilsin. Daha sonra bu hiicrelere

170P kurali uygulansin.

Cizelge 2.6. 3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfiigiirasyon

X33 X3 1 X32 X33 X3 1

Cizelge 2.6.°da 170P kurali uygulandiginda T doniisiimii altinda yeni bir
konfigiirasyon elde edilir, bu konfigiirasyon asagidaki gibidir.

Xiz X5 + X + X, =Y
Xipt X ¥ X5+ X =Y,
Xy T X ¥ X X, = V3
Xyp + Xy T X T Xy =Yy
Xig %y + X3y + X3 = Yy
Xor T Xpy + X33+ X3 = Yos

X+ X3 + X5 + X5, = Yy
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X+ X, + X5+ X, =Y

Xy + X3+ X5+ X5 = Y55

Simdi dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen T, temsili

matrisi bulunabilir.

1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
TI0|={0|,T|O|=|1|,T|O|=/0[|,T{O|=1|T{1|={0,T|O|=]1],

0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0

T|0|=|0,T|O0O|=|1],T|O0|=]|0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1

0 1 0 1 1 0

Bir dnceki kesimde oldugu gibi elde edilen siitun matrisleri sirasiyla birbirine

eklenirse T, temsili matrisi agagidaki gibi bulunabilir:
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0111007100
1010100710
110001001
100011100 sl

2=[001 0101010 =1 8, I
001110001 LSy
100100011
010010101
00100T1T1T1°0

9%9

2.2.42.Ornek: Simdi kare olmayan bir durumum=4 ve n=3 igin
inceleyelim. O halde ilk 6nce periyodik sinir sart1 altinda 4 x3tipinde hiicrelerden
olusmus 2D CA’nin konfigilirasyonu yazilsin. Daha sonra bu hiicrelere 170P kurali

uygulanarak temsili matris yazilacaktir.

Cizelge 2.7. 4x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

Xz | Xar | Xio | Xz | Xy

X13 Xl 1 X12 X13 Xl 1

X22

X33 X3 1 X32 X33 X3 1

Xy | Xgp | Xao | Xyg | Xy

X13 Xl 1 X12 X13 Xl 1

Cizelge 2.7.°de 170P kurali uygulandiginda T doniisimii altinda yeni bir

konfigiirasyon elde edilir ve bu konfigiirasyon diizenlenirse

X3+ Xy +X + X, =Yy,
Xjp X + X5+ X =Y,
X+ X, + X5+ X5 =Y5

Xy + X3 + Xy +X55 =Yy
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Xig 7 Xy + X3 + X3 = Yy
Xor T Xpy + X33 + X3 = Yos
X T Xz 7% + X5, =Yy
Xyt Xp + X5+ X =Yy
Xyp + X3 + X3 7 X5, = Y33
Xg X+ X%, =Yy
X T X T X3+ X5, =Yy

Xpp T X3 Xy X33 = Yy5

denklemleri elde edilir.

Burada dogal taban matrisi kullamlarak bunlara karsihik gelen T, temsili matrisi

bulunabilir.
1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1
T0=0,T0=0,T0=1,TO:I,T0=1,T1=O,
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
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Yukaridaki gibi diisiiniiliirse, bu durumda temsili matris asagidaki gibi bulunur:

<
. Il
o c
X
o
< o
3033*3 >
2 o
Il
N x T e
O — n — £
.m,
A x T e
% =0 s
%] iz
N o
Il .,lm
a 2
E 2
©C O - O OO OO - O o
}3)
O —- O O O 0 O —~ O — O — o
=== = == <
—
O O O O O — — - O O O |2
=
©C 000 ~O0 -~ O — O — O s
© OO0 - OO0 - - O S
= S R S = m
© —~ O —~ O - O - o O o © T
- 0 0 0O - - - O O O o © B
- — 0O 0O 0 - 0O O O O © — m
-
— O -~ O ~ 0 O 0 O O —~ O QO
SO - -~ -~ 0O 0 0O O ~ O O “
~
I X
. ~
5
o
T

alalim. Ilk dnce periyodik smir sart1 altinda 3x4 tipinde hiicrelerden olusmus 2D

CA‘nin konfigiirasyonu ¢izelge 2.2.4.3.1 deki gibi diizenlenebilir.
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Cizelge 2.8. 3x4 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

X34 X3 1 X32 X33 X34 X3 1

Cizelge 2.8.‘de 170P kurali uygulanirsa; o zaman T doniisiimii altinda yeni bir

konfigiirasyon elde edilir ve bu konfiglirasyonun elemanlar1 asagidaki gibidir:

Xig X3 T X + X, =Yy
Xt Xy + X5+ X, =Y,
Xig T Xy + X3 + X553 = Y3
Xyg T X3 + X+ Xy =Yy
Xip Xy X3+ Xy =Yy
Xop T Xy + X3 X, = Yoy
Xiz T Xg3 + Xy +Xp5 = Y3
Xyg T X T Xy T Xy = Yoy
Xy T X+ X34 + X = Y5
Xy T Xy + Xy X5 = Y3
X3g X3+ Xp3 + X35 = Vi3

Xpg T Xy + X5+ X3 = Y5y

Yukaridaki mantiktan hareketle dogal taban matrisi kullanilarak bunlara karsilik

gelen T, temsili matrisi bulunabilir.
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Buradan elde edilen matris asagidaki sekildedir:
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RI70P

—_— 0 O O = O O O O = O =
—_ 0 OO O = O = = O O O

O O O = O O O = = O = O
S O = O O O = O O = O =
S = O O O = O O = O = O
S O O = = O =, O O O O =
SO O = O O = O = O O = O
S = O O = O = O O = O O

Genel formu elde edebilmek igin

_ O = O O = O O O = O O
S = O = = O O O = O O O

— O = O O O O = O O O =
S = O = O O = O O O = O

12x12

m=4, n=4 karesel bir konfigiirasyon

alimirsa 2D CA‘nin konfigiirasyonunun T doniisiimiine karsilik gelen temsili matrisi

s,

|
TR170P = 04
|

I
S
I

4

4

O4

4

*
4

4

4 /16x16

olarak bulunur. Simdi genellemeye gidebiliriz. Verilen herhangi bir m ve n igin

(T170P )mnxmn temsili matrisinin genel formu asagidaki gibidir:
S 1 0 0 0 0 1
I S 1 0 0 0 O
o I s" 1 0 0 O
0O 0 I s 1 o0 0
(T170P )mnxmn - L
0 0o I S 1
I 0 0o I S
Ayrmtil bilgi i¢in Choudhury ve Dihidar (2004) bakiniz.
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Blok alt matrislerin her biri nxn tipinde kare matristir ve S* matrisi

0 1 0 0 O 0 1

1 0 1 0 O 0 O

0 1 0 1 0 0 O
s - 0 0 1 0 1 0 O '

0 0 0 0

I 0 O 0 0

olarak bulunur. Choudhury ve Dihidar (2004)’e bakiniz.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu ¢alismada, uygulanan temel yontem sudur; Bu konuda yapilmis olan biitiin
calismalar internet iizerinden ve degisik kiitiiphanelerden veya bizzat ¢alismanin

yazarindan istenmek suretiyle temin edilmistir.

Bu elde edilen kaynaklar degerlendirilerek yapilan ¢alismalara ilave sonuglar
elde edilmeye calisilmistir. Ozellikle Khan ve ark. (1997) ve Choudhury ve ark.
(2004) calismalarindan yararlanilmistir. Khan ve ark. (1997) Z, cismi {izerinde 2D
CA’larin temsili matrislerinin elde edilisini 170N ve 170P o6zel kurali ile
incelemislerdir. Ayn1 zamanda Choudhury ve ark. (2004) baz1 6zel kurallar i¢in 2D

CA’larin temsili matrislerinin en genel halini vermislerdir.

Bu tezde, Khan ve ark. (2004) nin 170P ve 170N i¢in inceledigi 2D CA’larin
temsili matrisleri, konunun daha iyi anlasilmasi i¢in biraz daha genisletilerek tekrar
incelendi. Bu tezde ilk kez olarak Khan ve arkadaslarinin (2004) lineer CA’larin
temsili matrislerini incelemek icin yaptiZi c¢alismalardan faydalanilarak Z, cismi
tizerinde 2460N ve 2460P 6zel kurallarina karsilik gelen temsili matrisler incelenildi

ve 2460P icin baz1 6zel durumlara da deginildi.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Z, Cismi Uzerinde 2D CA’ larin Temsili Matrislerinin Elde Edilisi

Bélim 2 de Z, cismi lizerinde 2D CA’larin davranislari tizerinde duruldu.
Yani, Z, cismi lizerinde matris cebirleri kullanilarak, iki boyutlu en yakin komsu-

luklu lineer CA’larin periyodik ve sinir sart1 altinda karakterizasyonuna bakildi.

Z, cismi iizerinde 2D CA lara literatiirde heniiz rastlanmadi. Siap ve ark.
(2009) Z, cismi lizerinde bazi 6zel kurallarla 2D CA’larin karakterizasyonlar: ile

ilgili bir caligmay1 bildiri olarak sundular. Bu calismada 2460N ve 2460P &zel
kuralin  periyodik ve sifir sinir sart1 altinda karakterizasyonunu  incelemislerdir.

Ak ve ark. (2009) Z, cismi lizerinde CA’larin 6zel bir hybrid doniistiimiiniin
temsili matrisinin en genel halini verdiler. Siap ve ark. (2009) Z,

cismi lizerinde 2460N kurali ile iiretilen 2D CA’larin 6ngoriintiisii altinda verilen

herhangi bir konfigiirasyonun GOE sayisin1 elde ettiler.

Bu tezde, Z, cismi iizerinde matris cebirleri kullanilarak 2-boyutlu periyodik

sinir sart1 ve sifir sinir sart1 altindaki bazi1 6zel kurallarla iiretilen sonlu lineer CA’

larin temsili matrisleri elde edilmektedir.

[lk olarak Z, cismi lizerinde CA’nin tanim verilecektir. Daha sonra 2460N ve
2460P’nin periyodik ve sifir sartlar altinda temsili matrisleri incelenip genel bir

formiil elde edilecektir. Iki boyutlu Z° tamsayi orgiisiinii ve o:Z°— {0,1,2}

elemanh Q = {O, 1,2}Z konfigiirasyon uzay1 géz dniine almsin. Bir n € Z® noktasin-
daki o 'nin degeri o, ile tanimlanir. U,,U,,...,U, € Z* farkli elemanlarin bir sonlu

kiimesi ve bir f :{0,1, 2}S — {0,1,2} fonksiyonu verilsin.
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T:Q—>Q genel gegis doniisimi (To), = f(O'Mu],... o, ), neZ® olmak

> M n+ug

iizere bir CA ile f lokal kurali (€, T) gifti olarak tammlanur.

Matematiksel olarak (i, j). hiicrenin bir sonraki (t+1). durumu o hiicreye en

yakin olan komsuluklarin t. durumuna baglidir. Bu durum asagidaki sekilde ifade

edilebilir;

) _ g0 S0 0 ® ® ® o
Zipy = 2y Ziigs Zivnions Zijons Zicnion s oy Zaionjens 2. iy Zisn o)

— ® ® (® (t)
=(a,z;, +a,Z +a,Z55 ) T2

®
04, j) 15(i+1, ) (i,j—1)+a4z(i—l,j—1)

4.1.1)
® ® ® )
+asz +8ZG 0 oy T2y 8204 jay) (MOd3) .

s4Gi-10)
Burada a,,a,,...,a, €{1,2} dir.
Genellikle CA’larin bir sonraki durumu i¢in her bir hiicrenin degeri t dokuz
komsu hiicreye bagli olmayabilir. Her bir hiicre degeri ona bagimli olan komsu
hiicrelerin toplamina Z, tizerinde 2D CA’larin kural numaras: denir. Bu boliimde

izlenilecek yol Khan ve ark. (2004) tarafindan yapilan c¢aligmadaki gibi

olacaktir. Ancak, Z, cismine bagli genellemeler yapilacaktir.

Simdi 2D CA da bir lineer kural i¢in kural numarasini aciklayan geleneksel

metot agagidaki Cizelge 4.1. , Cizelge 4.2. , Cizelge 4.3. de aciklanabilir.

Cizelge 4.1. Sifir Smir Sart1

0 0 0 0 0
0 Z(i—l,j+l) Z(i,j+1) Z(i+l,j+l) 0
OV Zowgy | Zapy | Zany |O
OV Zjon | Zajoy | Zajon | O
0 0 0 0 0
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Cizelge 4.2. Periyodik Smir Sarti

Zijoy | Za-nion | Zaioy | Zienion | Lonjen
Z(i+1,j+1) Z(i*l,jJrl) Z(i,j+1) Z(i+1,j+1) Z(i*l,jJrl)
Zivgy | Ziwp | Zap | Zied | Zdud

Ziji-y | Za-vion | Zaioy | Zienion | Ldonjen
Z(i+1,j+1) Z(i*l,jJrl) Z(i,j+1) Z(i+1,j+1) Z(i*l,jJrl)

Burada z,, , € Z; seklindedir. Z, te komsu hiicrelere kargilik gelen kurallarin

numarasi asagidaki tabloda tanimlanmaistir:

Cizelge 4.3. Komsuluklara gore kurallarin numaralari

(8,)729 | (a,)2187 | (a,)6561

(a;,)243 | (a,) 1 (a)3

(a)81 | (8)27 | (8,)9

Cizelge 4.3.°deki merkez kutu ((a,) 1) hali hazirdaki hiicreyi temsil eder ve

diger kutular o hiicrenin sekiz komsu hiicrelerini belirtir. Burada 3’ = 6561 kural
vardir ve bunlarin hepsi lineerdir. ilk ve son hiicrelerin komsuluklarinin durumlarina

gore, iki yaklagim mevcuttur:

En kenardaki hiicreleri birbiri ile bitisik olan 2D CA ya periyodik sinir sarth
CA lar denir. (cizelge 4.2. ye bakiniz.). En kenar hiicreleri 0 olan 2D CA ya sifir sinir
sartli CA lar denir. ( ¢izelge 4.1.°e bakiniz.)

4.1.1. Kural 2460 tarafindan iiretilen temsili matrislerin elde edilisi

Bu tezin bu boliimiinde Kural 2460 tarafindan iiretilen Z, tizerindeki 2D CA’larin

periyodik ve sifir siir sart1 altinda temsili matrisleri incelenip genel durumu ifade
edilecektir. Iki boyutlu hiicresel doniisiimlerin temsili matrisinin nasil bulunacagimi

Z, tuzerinde 2D CA’larin temsili matrisleri bazi 6zel kurallar igin genellerken
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ayrintili olarak gosterildi. Simdi Z, {izerinde baz1 6zel kurallar i¢in 2D CA’larin

temsili matrisleri elde edilip, genel durumu ifade edilecektir.

Bu kisimda, Kural 2460’ 1n temsili matrisi sifir sinir sart1 ve periyodik sini1 sarti
altinda incelenip bu durumlarda genelleme yapilacaktir. Bunu yapmadan 6nce ilk
olarak Kural 2460 1 ifade edelim.

f2460N (Xll’ X12’ Xl3’ X21 4 X22’ X23’ X31’ X32’ X33) = aXlZ + bx23 + CX32 + dle(mOd 3)

Seklinde verilen f lokal kuralin1 goz oniine alalim.

Cizelge 4.4. Kural 2460N

X aXx, X3

11

d X2 1 X22 b X23

X31 c X32 X33

Cizelge 4.5. Kural 2460
729 2187 6561

-

W

243 1

81 g/ 9

Yukaridaki Cizelge 4.5. ‘de alt1 ¢izili kutucuklarin i¢cindeki rakamlarin toplami
Kural 2460’1 verir. Kural 2460=Kural 3+Kural 27+Kural 243+Kural 2187 olarak

[[)

yazilir ve dikkat edilecek olursa baklava dilimi seklindedir. Kural 2460N ye karsilik
gelen temsili matris bulunabilir. Bunu yaparken m(satir) ve n (siitun) lara c¢esitli
degerler verilerek onlarin temsili matrislerini sifir sinir sart1 altinda bulunacaktir. Bir
ka¢ ornek verdikten sonra 2460N durumu en genel halde ifade edilecektir. Daha
sonra 2460P ye karsilik gelen temsili matris, yine m(satir) ve n (siitun) lara degerler
verilerek periyodik sinir gart1 altinda bulduktan sonra 2460P° nin de en genel halde

temsili matrisi ifade edilecektir. Ilk olarak daha énceki kesimde Z, i¢in verdigimiz

bazi teoremleri Z, iginde verelim.
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4.1.1.1. Teorem: Biitiin baslangi¢ kurallarinin (1, 3, 9, 27, 81, 273, 729, 2460,
6561) bir sonraki durumu asagidaki gibidir:

Kural 1
Kural 3
Kural 9
Kural 27

[

[ ]
[ ]
[ ]

Kural 81 = [X,,]=a,[T,][X.][T.]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

Daha once yapilan ¢alismalarda oldugu gibi hiicrelerin satir ve siitun bagimliliklarini

elde etmek i¢in;

010 00 0
T,=[0 0 1|veT,=|1 0 0.
0 0 0 010

temel matrisleri kullaniriz.

all alz al3
Ispat: t zamandaki bir konfigiirasyon [X,]=| a,, a,, a,, | seklinde olsun.

8 8y 8y

(a,,a,,...,a; 0,1 veya 2 degerlerini alir).

a) [X..,]’in a,[X,] ye esit oldugu durum Kural 1 olarak bilinir. Yani; bunun

anlami CA doniistimiinde a, hari¢ diger biitiin katsayilar 0 dur.
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a, q, a; Qa,;, A2, aa;
Kural 1: [xt+1]: q, [Xt]:ao Q) Ay Ay | T @ A, ay |

a; a; ay Qd;  Qd;, Ay
olarak bulunur.

b) [X,] yi [T,] ile soldan ve ajile sagdan ¢arparak bir CA’nin (t+1).

zamandaki durumunu elde edilir ki bu Kural 3 olarak bilinir.

a 12 3)(0 0 0
=a,| a4, n |1 0 0

8, &, a,;)0 1 0

a, a; 0 aa, aa; 0
=a,|a, a, 0|=laa, aa,; 0].

a‘32 a33 0 al a32 a'l a33 0

¢) [X,] yi [T,] ile sagdan ve a,ii de [T,]ile soldan ¢arparak bir CA’nin (t+1).

zamandaki durumunu elde ederiz ki bu Kural 27 olarak bilinir.

=| 8; &8y, A8y |

0

0

0
&, Ay ay &8, d, &dy
0 0 0

d) [X,] yi &, [T,] ile énce soldan ve daha sonra sagdan [T,] ile ¢arparak bir

CA’nin (t+1). zamandaki durumunu elde ederiz ki bu Kural 9 olarak bilinir.

[Xeu]=a [T][X ][]
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0 1 0)\(a, &, a,;)(0 0 0
=a,|0 0 1||a, a, ay 0 0
0 0 0)la;, &, a,;){0 I O
a, a, 0 a,a, aa,; 0
=a,| &, a, 0= aa, aa, 0]
0 0 0 0 0 0

Benzer sekilde diger durumlarda gosterilebilir.

4.1.1.2. Teorem: ikinci bir kural ile olusturulan bir CA’nin bir sonraki gegis
durumu ilgili baslangi¢c kurallarinin matrislerinin modiil 3‘e gore toplami olarak

temsil edilebilir.

Teoremin ispat1 Z, iizerindeki gibidir. Ornegin; Kural 4, Kural 1 ve Kural 3’iin

modiil 3e gore toplami olarak yazilirsa CA ‘nin bir sonraki ge¢is durumu;
Kural 4=Kural 1+Kural 3, [X,,|= a, [ X,]+a, [X,][T.]

olarak temsil edilir.

Benzer olarak Kural 2460 ‘1 Kural 3, Kural 27, Kural 243 ve Kural 2187 ‘in
modiil 3’e gore toplami olarak yazabiliriz. Bu durumda CA ‘nin bir sonraki gecis

durumu;

Kural 2460=Kural 3+Kural 27+Kural 243+Kural 2187 olarak yazilir ve

(X ]=a [XJ[L]+a [T [X ]+ [X ][N ] +a [T.][X]

=[X,][aT +aT,]+[aT +aT,] [X].

Bu tez boyunca 2460 kuralim1 tanimlamak i¢in, kolaylik amaciyla a,=a,

a,=b, a,=c , a,=d olarak alinacaktir. Bu durumda;
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[Xei]=[X][dT, +bT,]+[cT, +aT,][X,]

XIS ]+ [S: ] IX]:

(burada [S, |=[dT, +bT,] veya[S,]=[cT, +aT,] olarak kabul edilir).

Burada a,b,c,d €Z, seklindedir. Ornegin 3x3tipinde 2D sonlu CA

konfigiirasyonu X, =

S~ O
—_— O

0
1 | seklinde olsun. Simdi bu konfigiirasyonun Kural 4
1

ile tiretilen 2D sonlu CA altindaki goriintiistinii yazalim

Kural 4=Kural 1+Kural 3,

[Xt+l]: a, [Xt]+al [Xt] [Tz]
01 0 01 0Y(O O O
=a,[]1 0 1|+a |1 0 1 1 0 O
0 1 1 0 1 1 01 0
0 a O a 0 0 a, a, 0
=la, 0 a, |+ 0 a 0|=a q a,
0 a, a, a a 0 a a +a, a,

olarak temsil edilir. (X,), , sonlu konfigiirasyonunun Kural 2460 vasitasiyla tiretilen

2D sonlu CA altindaki goriintiisii

[Xe]=a [XJ[L]ra L] [X ] [X ][N ] +a, [T.][X.]

=[X,][aT, +aT,]+[aT +aT,] [X,]

seklindedir. Bu durumda diizenleme yapilirsa;

[ X ]=[ X, ] [T, +bT, ] +[cT, +aT, ] [ X,]

(XIS ]+ [S 11X
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01 0\ (01 0 0 0 0
=1 0 1(|d|0o 0 1|+b/1 0 0
01 1) 000 01 0
0 0Y[(0o d 0) (0 0 0
=1 0 1/./]/0 0 d|+|b 0 0
01 1)/{0 0 0){0b 0
01 0Y(o d Oy (0 0o d
=1 0 1/./b 0 d|=[0 d+b 0
01 1)lo0 b o)/ (b b d

seklindedir.

Bu teoremleri verdikten sonra yukarida bahsettigimiz Kural 2460’1n periyodik
sinir sart1 ve sifir sinir sart1 altinda temsili matrislerinin en genel halini bulalim. Ilk

olarak sifir sinir sart1 altinda temsili matrislerin elde edilisini inceleyelim.

4.1.2. 2460N kurali ile tiretilen sonlu 2D CA’nin temsili matrisi

Kural 2460N‘nin temsili matrisinin en genel halini bulmak i¢in daha dncede
belirttigimiz gibi m ve n durumlarinin bazi 6zel durumlarini inceleyelim: Simdi daha
onceki kesimlerde oldugu gibi konunun daha iyi anlagilabilmesi icin m ve n nin bazi

degerleri i¢in birka¢ 6rnek verelim.

4.1.2.1. Ornek: Bu 6rnekte m=2 ve n=2 alarak 2460N’nin temsili matrisini
inceleyelim. Bunun i¢in ilk dnce sifir sinir sart1 altinda2 x 2 tipindeki hiicrelerden
olusmus 2D sonlu CA’nin konfigilirasyonu yazilsin. Daha sonra bu hiicrelere 2460N

kural1 uygulansin.
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Cizelge 4.6. 2x2 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

0 0 0 0
0 X X 0

11

0 X X 0

21

0 0 0 0

Simdi Cizelge 4.6.°da 2460N kurali uygulandiginda T doniistimii altinda yeni
bir konfigiirasyon elde edilir ve bu konfigiirasyon Y ise bunun hiicreleri sirasiyla

asagidaki gibidir.

CXy, +bxlz =Yu
Xml +CXy, =Y,
ax“+bx22 =Yy

ax12+dx21 =Y, .

Simdi dogal taban matrisleri kullanilarak bunlara karsilik temsili matris bulunabilir.

1 0 0 b 0 c 0 0
Tozd,T1=0,TO=O,TO=C.
0 a 0 0 1 0 0 b
0 0 0 a 0 d 1 0
buradan elde edilen matris;
0 b c O
|d 0 0 c S,(b,d) cl,
v la 0 0 b _[ al, Sz(b,d)JM
0 ad o

4x4
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Yani,

S 0 o o
v O O T
o o oo O
S T o o

4x4

olur.

x

< X
I~}

>

22 _l4x1

yll
Yio
Yo

Y2 lua

4.1.2.2. Ornek: Simdi mve nsayilarii 2 den biiyiik durumlar igin inceleyelim.

m=3 ve n=3 olsun. Ilk énce sifir sir sarti altinda 3x3tipinde hiicrelerden

olusmus 2D sonlu CA’nin konfigiirasyonu ¢izelge 4.1.4.2.1 deki gibi diizenlenebilir.

Daha sonra bu hiicrelere 2460N kural1 uygulanirsa,

Cizelge 4.7. 3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

0/0 |0 |0 |[O
0| x, | X, |X;]0
0 %, | X, | X5 |0
0 X, | X5 | X5 |0
0j0 |O |0 |[O

T doniisiimii altinda yeni bir konfigiirasyon elde edilir ve bu konfigiirasyonun

hiicreleri asagidaki gibidir:

CX,, +bX12 =Y

an TCXy t+ bX13 =Y

Xmz TCXy3 = Y)3

ax,; +Cx;, + bxzz =Yy

ax, +dx,, +¢X;, +bx,; = y,,

ax; + dxzz +CX5;53 =Yy

ax,, + dX31 + bx33 =Yn

ax,, +bX32 =Yy

axy + dX32 =Y -

47



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ferhat SAH

O halde dogal taban matrislerini kullanarak bunlara karsilik gelen T

dontistimleri bulunur ve 2460N ye karsilik gelen temsili matris elde edilir.

1 0 0 b 0 0 0 Cc 0 0 0 0
0 d 1 0 0 b 0 0 0 c 0 0
0 0 0 d 1 0 0 0 0 0 0 c
0 a 0 0 0 0 1 0 0 b 0 0
TIO|={0|,T|O|=|a[,T{O|=[0T|O0|=|d|[,T|1]|=[0]|,T|O0|=|b]|,

0 0 0 0 0 a 0 0 0 d 1 0
0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 c 0 0 0 0

TI0|=]0|,T{|O|={c [,T|0]|=]|0

0 0 0 0 0 c

1 0 0 b 0 0

0 d 1 0 0 b

0 0 0 d 1 0

Onceki kesimde oldugu gibi bu siitun matrisleri yan yana yazilirsa temsili

matris,

0O b 0O0c 00O0O0O
d 0 b 0Oc 0 O0 0O
0d o O O0¢cO0O00O0
a 00 0b 0¢c 00O S;(b,d) cl, 0,

Ry =10 @ 0d 0 b 0 c 0 = al, S(bd) cl
0 0ao0doOoOO0O0TC 0, al,  S;(b,d)),
0 00a 0=o0 @ 0WDbo
0 00 0 a 0doO0@Db
0 00 0 0 a 0do

9%9
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bi¢iminde elde edilir.

4.1.2.3. Ornek: Simdi mven nin farkli oldugu bir durumu Ornek
verelim. m=4,n=3 alalim. O halde ilk 6nce sifir sinir sart1 altinda 4x3 tipindeki
hiicrelerden olusmus 2D sonlu CA’nin konfigiirasyonu cizelge 4.8 deki gibi

diizenlenebilir Daha sonra bu hiicrelere 2460N kurali uygulanirsa,

Cizelge 4.8. 4x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

0[0 [0 [0 |O

0 Xl 1 X12 X13 0

0 X21 X22 X23 0

Cizelge 4.8.°de verilen sifir smir sarth sonlu konfigurasyonun 2460N kurali ile
tiretilen 2D sonlu CA altinda elde edilen yeni konfigurasyonun hiicreleri asagidaki

gibi elde edilir:

CX,1 +bxlz =Y
dX]l TCXy, T bX13 =Y
dX;, T CXy; = Y5
ax;; +Cx;, + bxzz =Yy
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,, =y,,
ax; +dX,, +CXy3 = Yy,
ax,, +X,, thx,, =y;,
ax,, +dx;, +¢x,, +bx,; =y,
Xy + dX32 +CXys = Vs

ax,, +bX42 =Y
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=Y

ax,, + dx,, +bx,,

=Y -

ax,; +dx,,

Burada dogal taban matrisini kullanarak bunlara karsilik gelen T dontistimleri

bulunarak 2460N kurali ile 2D CA nin temsili matrisi elde edilecektir.

Buradan elde edilen temsili matris;
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0b0OcoOOOO OO OO0 O0 0
d 0b0co0OO0OOOTU OT OO0
0d oO0OOCc OO0 O0O0O0 0
a 00 0boOCcOOO0O0O0
0a0doObOcCcOO0O0O0
00 ao0do0oo0O0c 000
R =10 0 00a 0 0 0b 0O c 00
000 0ao0doObOTCO
000 0O0ao0dooOo0O0c
000 0O0Oa aoooo0b o
000 0O0GOT O aodo0b
00000O0GO0GOS aodo0)
S,(b,d) ¢l 0, 0,
| aly  S;(bd) cl 0,
| o al, S,(bd) cl
03 03 a|3 83( > )12><12

bi¢imindedir.

Genel formu ifade edebilmek i¢cin m=4,n=4 durumu da incelendi. Fakat

burada sadece sifir sinir sartli 4x4 tipinde hiicrelerden olusmus 2D sonlu CA’nin

konfigiirasyonunun T doniisiimiine karsilik gelen temsili matrisi,

s,(b,d) ¢, 0, 0,

T al, S,(b,d) cl, 0,

Faan =1 Q, al, S,(bd) cl,
0, 0, al, s,(bd))

seklinde elde edilebilir.
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Genel olarak keyfi m>2ven>2 dogal sayilar1 i¢in diizenlenen sifir sinir sarth
mxn tipli 2D sonlu CA konfigiirasyonunun 2460N kurali ile iiretilen 2D sonlu CA

doniigiimiine karsilik gelen temsili matris asagidaki bi¢imdedir;

Sbd) d 0O 0 0 - - 0 0
a Sbd d 0 0 - 0 0
0 a Shd d 0 - - 0 0
0 0 a  Sbd) d 0 - 0
(T2460N )mnxmn - ( ) .........
0 a Sbd) d
0 e e e 0 al S(b,d)

Burada blok alt matrislerin her biri nxn tipinde kare matrislerdir ve S (b,d)

matriside agagidaki gibidir (Siap ve ark. (2009))

0 b 0 0 O 0 0

d 0 b 0 O 0 0

0 d 0 b O 0 0

0 0 d 0 b 0 0
Sp (b,d) = :

0 O 0

0 0 O d

4.1.3. 2460P kural ile iiretilen sonlu 2D CA’nin temsili matrisi

Kural 2460P‘nin temsili matrisinin en genel halini bulmak i¢in yukarida
belirttigimiz gibi m ve n durumlariin bazi 6zel durumlarini inceleyelim: Simdi daha
onceki kesimlerde oldugu gibi konunun daha iyi anlagilabilmesi i¢in m ve n nin bazi

degerleri i¢in birkag¢ 6rnek verelim.
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4.1.3.1. Ornek: m=3 ve n=3 olsun. Burada ilk énce periyodik smir sart:
altinda 3x3tipinde hiicrelerden olusmus 2D sonlu CA ya karsilik gelen temsili

matrisi bulalim.

Cizelge 4.9. 3x3 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

X

33 31

Cizelge 4.9.°daki (Xt)3x3 konfiglirasyonunun her bir hiicresine 2460P kurali

ile tiretilen 2D sonlu CA uygulanirsa yeni konfiglirasyonun hiicreleri asagidaki gibi

elde edilir:

ax,, +dx, +cx,, +bx, =y,
ax,, +0x,, +¢x,, +bx,; =y,
aXy, +dX, +CX,y + X, =Y,
ax,, +dx,, +¢x;, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,, =y,,
ax; + dx,, +CXy; +bX,, = Y.,
ax,, +dX,; + ¢, +bx,, =y,
ax,, +dx;, +¢x, +bxy; =Y,

Xy, +0dX;, +CX5 +0X;, = s,

Dogal taban matrislerini kullanarak bunlara karsilik gelen T doniistimleri
bulunarak 2460P kurali ile iiretilen 2D sonlu CA ya karsilik gelen temsili matris

asagidaki gibi elde edilir. Bu siitun matrisleri sirasiyla,
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TI0|=|0|,T{O|=|c [, T|O

bi¢cimindedir ve bu siitun matrisleri yan yana eklenerek;

(=)}
3 B
7~ N\
S O ®© O ©O o o0 ao o —~
o
SO ® O O O O a0 o o =" " O
aC(M
T © O 0o o o T QO )
S O O T O o o O © —_
©
S OO O <o v © ® o - o
© — ®©
OO OO0 T Ao . o o wm
dbOOOaOOC\.m/
o o =
o0 0 T O ® o O o .3 T
cC T O o o 0o o W
I I
2
&
T
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temsili matrisi bulunur. Simdi karesel olmayan bir konfigiirasyona 2460P kurali

uygulayalim.

4.1.3.2. Ornek: m=4 ve n=3 olsun. Once 4x3 tipinde hiicrelerden olusmus

bu konfigiirasyonu peryodik sinir sartl halde asagidaki ¢izelgede diizenleyelim.

Cizelge 4.10. 4x3tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

X

43 X

41 X

43

Bu ¢izelgede elde edilen (Xt ) 4+ tpli peryodik sinir sartli konfigiirasyonunun

her bir hiicresine 2460P kurali ile iiretilen 2D sonlu CA uygulanirsa elde edilen yeni

konfigiirasyonun hiicreleri agagidaki gibidir:

ax,, + dX13 +CX,, + lez =Y
ax,, +dx,, +CX,, +bx, =y,
aX,, +0x, +CX,; + X, =Y,
ax,, +dx,, +¢x;, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,, =y,,
ax;, +dx,, +Cxy; +bx,, =y,,
ax,, +dxy; +CX,, +bx,, = Y;,
ax,, +dx;, +¢x,, +bx;; =y,
X,y + A%y, +CXyy + DX, =Y,
ax,, +dx,; +¢x, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +cx, +bx, =y,
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=Y -

ax,, + dx,, + X +bx,,

Dogal taban matrisleri kullanilarak bunlara karsilik siitun matrisleri sirasiyla

asagidaki bicimde yazilabilir.

Eger elde edilen bu siitun matrisleri sirasiyla yan yana eklenirse o zaman

temsili matris;
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O bdoc O0OO0OUOO0OUOaoOo0
d 0O b 0O0c 00 0 O0O0 aoo
b d 00 0c 00 0 0 0 a
a 0 0 0bdocO0O0OO0OUO0OTDO0
0 ao0dO0ODb O0&cOOTO0FDO0
0 0abdoO0OO0OUO0OTCOUOTO0
Rar 10 0 00 a 00 0bdc 00
0 000ao0odO0OWDbO0OTCO
0 000O0OabdoO0OO0TC
c 00 00O ao0oo0UO0TWDbd
O c OO0 OO O ao0doOo@®b
0 0co000O0GO0abdo)
S, (b.d) cl, 0, al,
| al, S (b,d) cl, (o}
0, al, S, (b,d) cl,
cl, (o} al, $y(b,d))

bigiminde elde edilir.

4.1.3.3. Ornek: Simdide m<n olsun. Kolaylik olsun diye m=3 ve n=4

olarak alalim. Eger onceki 6rnekteki yol izlenirse;

Cizelge 4.11. 3x4 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

X34 X3 1 X32 X33 X34 X3 1

X X

14 12 13 14 11

cizelgesi elde edilir. Boylece dnceki drnekteki gibi yeni konfigiirasyon hiicreleri
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ax,, +dx,, +¢x,, +bx, =y,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,; =y,
aX;; +0X, +CXyy + X, = Y3
ax,, +dx;; +¢x,, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +cx,, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,; =y,,
ax;; +dx,, +CxXy; +bx,, = y,,
ax,, +dx,; +¢x,, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +¢cx,, +bx,, =y,
axX,, + Xy, +CX, +hXy; = 5,
aX,; +dXy, +CXp5 +bXy, = Yy
ax,, +dx;; +cx, +bx;, =vy,, .
olarak bulunur. Dogal taban matrisleri kullanilirsa;
1 0 0 b 0 0 0 d 0 c 0 0
0 d 1 0 0 b 0 0 0 0 0 C
0 0 0 d 1 0 0 b 0 0 0 0
0 b 0 0 0 d 1 0 0 0 0 0
0 a 0 0 0 0 0 0 1 0 0 b
0 0 0 a 0 0 0 0 0 d 1 0
T T T (=1 LT =L T = T ,
0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 d
0 0 0 0 0 0 0 a 0 b 0 0
0 c 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0
0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 a
0 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0
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stitun matrisleri elde edilir, bu siitun matrisleri yardimiyla,

c 00 0a 0 00O

0 b 0d

c 0 0 0a 0 O

d 0 b 0 O

c 0 0 0 a O

0 d 0Ob 0O
b 0d 0 0 0O

0 0 0 a

c

c 0 0 O

a 0 00 0 b o0Ud
0 a0 0dO0Db 00O

0
0
C

0
c

c

0 0a 0 04dO0OWDbOO

0 00Oab 0doOO0OOTUO

0 00a0O0O®O0OUO0OWDbOCUMd

C
0

0 00Oa 0 0doO0OWDb O

0 0Oc 00 0 aO0O®O0dT®OSF@®D

c

000abodo),,

c

0 0 O

T

R2460 P

: o
X
o

7\
—_
©

- o

S O —
<
*
(9p]
—

o

+ <

O — ©
<

*

[(9p]

—_

o

bq,|44

— © O

<

*

[9p]

N—

temsili matrisi bulunur.

temsil matrisi;

4 alinirsa T,
2460 P

Eger m=4,n
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S*,(b,d) cl, 0, al,

T al, S, (b.d) cl, 0O,

Fuar =1 Q, al, S%,(bd) cl,
cl, 0O, al, $,(b,d)), .

bicimde bulunur.

Simdi m>3,n>3igin (T, ) temsili matrisinin genel formu asagidaki

mnxmn

gibidir:

S*(b,d) cl 0 0 0 - - 0 al
al S*(b,d) cl 0 0 - - 0 0
0 al S*(b,d) cl 0 - - 0 0
0 0 al S'(b,d) ¢ 0O --- .- 0

(T2460P)nnxrm = ( ) .........

0 0 0 al S'(bd)
cl 0 0 e e e 0 a S'(bd)

Burada elde edilen blok alt matrislerin her biri nxn tipindeki kare matrislerdir

ve S”, (b,d) matriside asagidaki bigimdedir.

0O b 0 0 O 0 d

d 0 b 0 0 0 O

0 d 0 b o0 0 O

0 0 d 0 b 0 O
S* . (bd)= :

0 0 0 d 0 b

b 0 0 0 d
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Simdi  Z, cismi lzerinde kural 2460P’nin karakterizasyonu hesaplanirken

m=2,n=2ve m=2,n>3ve m=>3,n=2 olmas: halinde baz1 6zel durumlarla

karsilastik. Bu durumlara birka¢ 6rnek verelim.

4.1.3.4. Ornek: m=2 ve n=2 durumunu goz Sniine alalim. Bu halde peryodik

sinir sartl 2D sonlu CA konfigiirasyonunu ifade eden cizelge asagidaki gibidir:

Cizelge 4.12. 2x2 tipinde hiicrelerden olugmus bir konfigiirasyon

X22 X2 1 X22 X21

X12 Xl 1 X12 Xl 1

X22 X2 1 X22 XZ 1

X12 X1 1 Xl 2 Xl 1

Eger Cizelge 4.12.°deki peryodik simir sarth (Xt)zx2 konfigilirasyonunun her

bir hiicresine 2460P kurali ile iiretilen 2D sonlu CA uygulanirsa elde edilen yeni

konfigiirasyonun hiicreleri agagidaki gibidir:

ax,, +dx, +¢x,, +bx, =Yy,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,, = y,,

ax,, +dx,, +cx, +bx,, =y,, .

Dogal taban matrisleri kullanilarak bunlara karsilik siitun matrisleri;

1 0 0 b+d 0 a+c 0 0

0 b+d 1 0 0 0 0 a+c
T| |= LT |= T |= T |=

0 a+c 0 0 1 0 0 b+d

0 0 0 a+c 0 b+d 1 0

olarak bulunur.
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Buradan elde edilen temsili matris;

0 b+d a+c 0

0 a+c b+d 0

4x4

olarak bulunur.

4.1.3.5. Ornek: m=2 ve n=3 dzel durumunu géz Sniine alalim.

Cizelge 4.13. 2x3 tipinde hiicrelerden olugmus bir konfigiirasyon

X X X

21 22 23 21

b+d 0 0 a+c _(b+dﬂ* (@a+o)l,
Rasop a+c 0 0 b+d (a+C)I2 (b+d)|*

4x4

Onceki 6rnekte oldugu gibi yeni konfigiirasyon hiicreleri sirastyla;

ax,, +dx,, +¢x,, +bx, =y,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,; =y,
aX,, +dX, +CX,; +bXx, =Y,
ax,, +dx,, +cx,, +bx,, =Y,
ax,, +dx,, +¢x, +bx,, =y,

ax;; +dx,, +cx, +bx,, =y,, .

olarak bulunur.

Dogal taban matrisleri kullanilarak bunlara karsilik gelen siitun matrisler;
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1 0 0 b 0 d 0 a+c
0 d 1 0 0 b 0 0
0 b 0 d 1 0 0 0
T = , T = , T = , T = ,
0 a+c 0 0 0 0 1 0
0 0 0 a+c 0 0 0 d
0 0 0 0 0 a+c 0 b
0 0 1 0
0 a+c 0 0
T 0 _ 0 T 0 _|a+c
0 b 0 d
1 0 0
0 d 0
bi¢imindedir. Boylece (Ty  ),;.,; temsili matrisi
d b a+c 0 0
0 d 0 a+c 0
| d b 0 0 0 a+c
(TRMOP )2.3><2.3 B a+c 0 0 0 d b
a+c 0 b 0 d
0 a+c d b 0

6%6

:LS*(b,d) (a+c)l3]

(a+o)ly S'(bd))

bi¢iminde elde edilir.

Eger m=2,n>3 alnirsa, bu takdirde (T,qp ), ,, temsili matrisi

(S*(b,d) (a+c)|n]

(a+c)l, S"(b,d)

(T2460P )2n><2n o

seklinde elde edilir.
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4.1.3.6. Ornek: m=4 ve n=2 olsun. Yine peryodik sinir sarth konfigiirasyon
asagidaki tabloda gosterilebilir.

Cizelge 4.14. 4x2 tipinde hiicrelerden olusmus bir konfigiirasyon

X4 X4 X4 X41

X3, X3 X3, X3
X4 X4y X4 X4y
X5 X Xjn X

Cizelge 4.14.deki ilgili hiicrelere 2460P kural1 ile iiretilen 2D sonlu CA uygulanirsa,
olusan yeni konfigiirasyonun hiicreleri sirasiyla;

ax,, +dx, +Cx,, +bx, =y,
ax,, +dx,, +cx, +bx,, =y,
ax,, +dx,, +¢X;, +bx,, = y,,
ax,, +dx,, +¢x,, +bx,, = y,,
ax,, +dx;, +¢x,, +bx,, =y,
ax,, +dx;, +Cx,, +bx;, =y,
ax,, +dx,, +¢cx, +bx, =y,

ax,, +dx,, +cx, +bx,, =y, .

bigiminde olur.

Eger dogal taban matrisleri kullanilirsa, bunlara karsilik gelen siitun matrisleri

sirasiyla,
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Ferhat SAH

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

b+d

b+d

b+d

b+d

b+d

bicimindedir ve son olarak elde edilen temsili matris asagidaki gibidir:

8x8

b+d

b+d

b+d

b+d

8x8

™ 2I
o
— - o
o O (&) +
O
~
2I [\l
o
— © —_—
@) [&) + (4]
O
N—
2I ™
— © —_— O
[&) + (g} @)
o
SN
—_ 3 N
o —_— o=
+ (4] o [&)
O
~
B
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ferhat SAH

Yine m>3 ve n=2 olmast durumunda () temsili matrisi asagidaki

m2xm2
formdadir:
(b+d)l”  cl, 0 - al,
al, (b+d)l e, - 0
(T2460P)2m><2m = 0 al, (b+d) [ 0
cl, 0 o (bd)l )

Boylece bu boliimde Z, cismi iizerinde matris cebirlerini kullanarak 2D sonlu

CA’larin baz1 o6zel kurallarina karsilik gelen temsili matrisler elde edildi.
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5. SONUCLAR ve ONERILER Ferhat SAH

5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

CA, birgok bilim dalinda incelenen bir kavramdir. Fizik ve biyoloji alaninda ve
bilgisayar bilimleri gibi birgok alanda olaylar1 modellemek i¢in CA kavrami farkl
yonleriyle incelenmistir. Ornegin hiicresel doniisiimler karmagsik —sistemlerin
davraniglarint incelemek i¢in kullanilirlar. CA, son yillarda, bilgisayar biliminde
kullanilmaya baglandi (Choudhury ve ark., 2004). Sistem dizayncilar1 yazilim
tabanlarindan c¢esitli karmasik fonksiyonlari silikon tabanli donanim bloklarina

yerlestirmeyi deniyorlar.

Paralel isleyen mimariler talebi, hizli hesaplamalara daha Once goriilmemis
artan ihtiyag¢ ile bliyilk 6nem kazandi. Bunun sonucu olarak, VLSI’ da kolaylikla
uygulanabilen paralel isleyen mimariler, 2D CA’ larin kullanimimi tesvik etti (Khan
ve ark., 1997). Bu ¢alismada daha ¢ok CA kavraminin bazi 6zel lokal kurallar
tarafindan sifir sinir sart1 ve periyodik sinir sart1 altinda iiretilen temsili matrislerin
elde edilisi incelendi.

Son yillarda popiiler olan CA’nin karakteristik 6zellikler i¢in bircok makale

yazilmistir (Khan ve ark., 1997; Choudhury ve ark., 2004; Siap ve ark., 2009).

5.2. Oneriler

Bu calismada genellikle Z, ve Z, cisimleri lizerinde 2D CA’larin temsili mat-

rislerinin elde edilisi lizerinde duruldu. Bu temsili matrisler bazi1 6zel kurallar i¢in si-
fir smir sart1 ve periyodik sinir sart1 altinda incelenildi. ileriye doniik olarak, CA tem-

sili matrislerin elde edilisi farkli cisim ve halkalar i¢in tekrar incelenebilir.
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OZET

Birinci boéliimde, genel olarak ihtiya¢ duyulan tanimlar ¢ok fazla detaya
girilmeden verildi.

Ikinci boliimde Z, tizerinde 2D CA'nin tanimi verildi. Bu kisimda, baz1 6zel
metodlarla iiretilen Z, tizerindeki 2D lineer CA’larin temsili matrisleri incelendi.

Khan ve ark. (1997) 170N ve 170P icin iki boyutlu lineer hiicresel doniisiimlerin
periyodik smir sarti ve sifir sinir sarti altinda karakterizasyonlari incelediler.
Choudhury ve ark. (2004) 170N ve 170P’nin  karekterizasyonlarinin en genel halini
ifade ettiler. Bu kisimda tezin biitiinliigiinii saglamak ve konunun daha anlasilabilir
hale getirebilmek i¢in, Z, ilizerinde yapilan ¢calismalar genisletilerek tekrar yazildi.

Ucgiincii boliimde, Z, cismi iizerinde periyodik ve sifir sinir sartlari altinda

2460N ve 2460P kurallar ile tretilen sonlu 2D lineer CA’larin temsili matrisleri
elde edildi. Ayrica, 2460P kurali i¢in bazi 6zel durumlar incelenmektedir.

Bu tezde, Z, cismi lizerindeki sonlu 2D CA lar i¢in elde edilen baz1 sonugclar,

Z, cismi iizerindeki sonlu 2D CA lar i¢in genellestirilmektedir.
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SUMMARY

In the first chapter, basic definitions have been introduced without going into

details.

In the second chapter, the definition of finite 2D linear CA over Z, has been
given. The representing matrices of finite 2D linear CA over Z, generated by some

special rules have been studied. Khan et al. (1977) studied the characterization of
2D CA under the null boundary condition and periodic boundary condition for 170N
and 170P. Choudhury et al. (2004) declared the most general form of the
characterization of 170N and 170P. In this chapter, for the sake of completeness of
the thesis and to make the subject more understandable, the studies over the field

Z, and the proofs have been included too.
In the third chapter, the representing matrices of finite 2D linear CA over Z,

generated by the rule numbers 2460N and 2460P under null boundary and periodic
boundary conditions have been given. Moreover, for rule number 2460P some
special cases have been studied.

In this thesis, some results obtained for finite 2D CA over the field Z, are

generalized for finite 2D CA over the field Z,
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