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OZET
YUKSEK LiSANS TEZi

KESIiRLI MERTEBEDEN HAREKETLIi-HAREKETSIZ ADVEKSiYON DAGILIM
DENKLEMININ THETA YONTEMI iLE NUMERIK COZUMU

Said BOZKOYUN

HARRAN UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITiM ENSTITUSU
MATEMATIK

Tez Damismani: Prof. Dr. Mahmut MODANLI
Yil: 2026, Sayfa: 36

Bu ¢alismada Caputo kesirli tiirevine sahip mobil--immobil adveksiyon--difiizyon modeli ele alinmustir.
Modelin analitik ¢éziimii Laplace doniisiim yontemi kullanilarak elde edilmis ve uzay degiskeninde
ozfonksiyon acilimi yaklagimi ile problem cebirsel-diferansiyel bir sisteme indirgenmistir. Elde edilen
¢oziimde homojen ve homojen olmayan kisimlar ayr1 ayr1 incelenmis, baslangic ve sinir kosullari sistematik
olarak uygulanmigtir. Ayrica ¢oziimiin dogrulanmasi icin ters Laplace doniisiimii gerceklestirilmistir.
Sayisal kistmda ise Caputo tiirevi icin L1 yaklagimina dayali THETA sonlu fark semasi gelistirilmistir. Uzay
tiirevleri icin merkezi fark, zaman ayriklagtirmas icin ise agirlikli yontem kullanilmistir. Onerilen semanin
kararliligi Von Neumann analizi ile incelenmis ve kosulu altinda kosulsuz kararli oldugu gosterilmistir.
Ayrica hata analizi yapilarak yontemin mertebesinde yakinsak oldugu ispatlanmigtir. Sayisal deneyler,
teorik sonuclart dogrulamis ve kesirli mertebenin sistemin taginim ve difiizyon davranisi lizerinde 6nemli
etkiler olugturdugunu gostermistir.

ANAHTAR KELIMELER: Caputo kesirli tiirevi, Hareketli-hareketsiz adveksiyon-difiizyon modeli,

Laplace doniigiimii yontemi, Theta-agirlikli sonlu fark semasi, Von Neumann kararlilik analizi



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

NUMERICAL SOLUTION OF THE FRACTIONAL-ORDER MOBILE-IMMOBILE
ADVECTION-DISPERSION EQUATION USING THE THETA METHOD

Said BOZKOYUN

HARRAN UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL
MATH

Thesis Advisor: Prof. Mahmut MODANLI
Year: 2026, Page: 36

In this study, a Caputo fractional-order mobile--immobile advection--diffusion model is investigated.
The analytical solution of the model is obtained using the Laplace transform method, and the problem
is reduced to an algebraic-differential system via eigenfunction expansion in the spatial domain. The
homogeneous and nonhomogeneous parts of the solution are treated separately, and initial and boundary
conditions are systematically imposed. The inverse Laplace transform is then applied to recover the
time-domain solution. For the numerical part, a theta weighted finite difference scheme based on the
L1 approximation of the Caputo derivative is developed. Central difference discretization is used for
spatial derivatives, while a theta-weighted time-stepping scheme is applied. The stability of the proposed
scheme is analyzed using the Von Neumann method, showing that the method is unconditionally stable
for Furthermore, error analysis demonstrates that the scheme achieves convergence of order. Numerical
experiments confirm the theoretical results and illustrate the significant influence of the fractional order
on transport and diffusion dynamics.

KEYWORDS: Caputo fractional derivative, Mobile-immobile advection-diffusion model, Laplace

transform method, Theta-weighted finite difference scheme, Von neumann stability analysis
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1. GIRIiS

Goriintiileme sistemi agisindan, bu sorunu ele almak i¢in bircok model gelistirilmistir,
ancak bunlarin ¢cogu kesirli mertebeye dayanmaktadir. Zohra ve Maouni (Zohra ve Maouni
2019), giiriiltii giderme konusuna ulastiklarinda, goriintii islemede kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarin1 6nermislerdir. Ayrica, kesirli mertebeden
sistemlerin tamsay1 dereceden daha iyi sonuglar iirettigini gostermiglerdir (Zohra ve
Maouni, 2019). Yazarlar tarafindan (Ibrahim RW,2022)’de kesirli kismi diferansiyel denklem
(KKDD) kategorisine dayanan matematiksel bir model sunulmug ve sonu¢ olarak tibbi
goriintiilerin iyilestirilmesi i¢in yeni bir yaklagim onerilmistir. (Che , 2013)’teki yazarlar,
goriintii giiriiltiisiinii azaltmak ve goriintiilerdeki doku bilgisini iyilestirmek i¢in kullanilan
bir giiriiltii giderme modeli sunmak i¢in kesirli dereceli kismi diferansiyel operatorii
ve varyasyonel kismi diferansiyel denklemi birlestirdiler. Giiriiltii giderme yetenegini
gelistirmek ve goriintii giiriiltiisiinii azaltmada daha 6nce bulunan bazi sonuglar1 genisletmek
i¢in, (Gouasnouane O, 2013)’teki yazarlar uzaysal kesirli tiirevli dogrusal olmayan bir
gelistirme (KKDD) onerdiler. Yazarlar tarafindan (Abirami A,2017), Crank-Nicholson ve
Griinwald Letnikov fark operatorleri teknigi kullanilarak uzay kesirli difiizyon denklemi
anlaminda yeni bir giiriiltii giderme modeli onerilmis ve CN modelinin deneysel sonuglari
iyilestirilmig bir (PSNR) degeri gostermistir. (Pu y,2014)’deki yazarlar, doku goriintiisii
denoising alanina en dik inis ve kesirli toplam varyasyon icin ¢cok dl¢ekli denoising model
tabanli orant1 yaklagimini uygulamiglardir. Ayrica (KKDD)’nin goriintii isleme alaninda
uygulanabilecegini aciklamiglardir. Diferansiyel denklemler, uygulamali matematigin 6nemli
bir alt alamidir ve bircok fiziksel ve miihendislik problemini modellemek, analiz etmek
ve degerlendirmek icin pratik bir aractir. Ozellikle dalga hareketi, akiskan dinamigi, ag
tasarimi, telekomiinikasyon, elektromanyetik, dalgalarin dagilimi ve elektronik dinamiginde
yaygindirlar (Koksal ME 2012 ;Misra DK 20102). Miihendislik ve fiziksel sistemlerde
kullanilmalarinin yan sira, ekonomi ve risk teorisi de dahil olmak iizere diger bir¢ok sosyal
bilimde de kullanilirlar. Diferansiyel denklemler dinamik sistemlerin modellenmesi i¢in
ideal araclardir. Ote yandan, parabolik denklemin 6zel bir tiirii olan hareketli-hareketsiz

adveksiyon-dispersiyon modeli, 1s1 difiizyonu, kirleticilerin doniisiimii, yeralti suyu, okyanus
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akustik yayilimi akarsu ve nehirlerdeki ¢6ziinen madde taginimi gibi karmagik sistemleri
modellemek i¢in siklikla ortaya ¢ikan kismi bir diferansiyel denklemdir (Tajadodi 2022).
Kolokasyon yontemi ve Lagrange polinomlari, yazarlar tarafindan (Chen z , 2022)’de (AB)
kirilma operatdriine dayali degisken mertebeli kesirli mobil-immobil adveksiyon-dispersiyon
modelini sunmak i¢in kullanilmistir. Boubaker dalgaciklar1 (Ray S.S.,2022)’de degisken
mertebeli kesirli hareketli-hareketsiz adveksiyon-difiizyon denklemini ¢ikarmak i¢in yeni bir
hesaplama yontemi uygulamistir. Zaman kesirli hareketli-hareketsiz adveksiyon-difiizyon

modeli i¢cin (Liu H,2021)’de tamamen ayrik ozellikli sonlu elemanlar teknikleri Onerilmistir.

Bu tezde, Caputo kesirli tiirevine dayanan hareketli-hareketsiz adveksiyon-difiizyon

denkleminin tam ve yaklagik ¢coziimleri incelenecektir. Bu model,

Simdi bu tezde kullanilan temel tanim ve teoremleri verelim. Kesirli kismi diferansiyel
denklemler (FPDE’ler), anomal difiizyon, hafiza etkileri ve karmasik sistemlerdeki yerel
olmayan dinamikleri tanimlayabilme yetenekleri nedeniyle 6nemli bir arastirma konusu
haline gelmigtir. Klasik tam say1 mertebeli modellerden farkli olarak, kesirli tiirevler
viskoelastik malzemelerde, gozenekli ortamlarda, akiskan akiginda ve biyolojik taginim

siireclerinde ortaya c¢ikan kalitsal 6zellikleri ifade edebilmektedir.

Kesirli operatorler arasinda Caputo tiirevi, klasik baslangi¢c kosullarina izin vermesi
ve acik bir fiziksel yoruma sahip olmas1 nedeniyle yaygin olarak kullanilmaktadir. Caputo
tiirevini iceren kesirli mobil-immobil model, heterojen ortamlardaki anomal taginim olayla-
rin1 tanimlamak icin giiclii bir cerceve sunmaktadir. Zamana bagh kesirli mertebeli tiirev,
hafiza etkilerini modele dahil ederek, klasik tam say1 mertebeli modellerle agciklanamayan
uzun siireli tutulum ve gecikmeli salinitm mekanizmalarinin modellenmesini miimkiin kilar.
Bu yaklagim, ¢cikmaz gdzenekler veya diisiik gegirgenlikli bolgeler gibi immobil bolgelerde
parcaciklarin hapsolmasindan kaynaklanan alt difiizif davranig1 etkili bir sekilde temsil
etmektedir. Bu nedenle model, Fick tipi olmayan dinamiklerin ve agir kuyruklu bekleme
stiresi dagilimlarinin 6nemli rol oynadi81 yeralti suyu hidrolojisi, petrol miihendisligi, cevre
bilimleri ve biyolojik tasinim siireclerinde yaygin olarak uygulanmaktadir. Bununla birlikte,
zamana bagh kesirli taginim—difiizyon denklemlerinin analitik ¢6ziimleri nadiren elde

edilebildiginden, giivenilir niimerik yontemlerin gelistirilmesi biiyiik onem tagimaktadir.
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1.1. Temel Tanimlar

Bir f fonksiyonu taniml bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun Laplace doniigtimii:

F(s) = /OOO e S f(t)dt (1)

integrali ile tanimlanan F fonksiyonu olup;

LLF)} = F(s) (2)

ile gosterilir. Integralin mevcut oldugu biitiin s degerleri F fonksiyonunun tanim
kiimesini olugturur. Burada s karmagik degiskendir (Podlubny, 1999).

1.2. Laplace Déniisiimiiniin Ozellikleri

' F(s)
L T)dr} = 3
([ 1y == ®
1.2.1. Dogrusallik Ozelligi
L{af(t) +bg(t)} = aL{f()} + bLY{g(t)} )
yani
L{af(t) +bg(t)} = aF(s) +bG(s) 5)
olur.
1.2.2. Birinci Kaydirma
L{e"f(t)} = F(s —a) (6)
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1.2.3. ikinci Kaydirma Ozelligi
Heaviside basamak fonksiyonu u(t-a)
icin
L{u(t —a)f(t —a)} = e “F(s) (7)
olur.
1.2.4. Zamanla Carpma Ozelligi
n n dn
L{EF(B)} = (-1 F(s) ®
ozellikle,
LUFB) = P9 ©
- ds y
1.2.5. Zamanda Tiirev Alma Ozelligi
L{f(t)} = sF(s) = f(0) (10)
L{f"()} = s*F(s) — sf(0) — £(0) (11)
Genel olarak,
L{F(O)} = s"F(s) = s"2f'(0) = - = f7D(0) (12)
1.2.6. s Degiskenine Gore Tiirev Ozelligi
d
L{tf(t)} = —%F(s) (13)

Genel bigimde,
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d"F
ey = (- ) (14
ds™
1.2.7. Integral Ozelligi
t
S
ef [rmyarf =72 (15)
0
1.2.8. Konvoliisyon Ozelligi
Iki fonksiyonun konvoliisyonu
(f*xg)( / f(r)g(t—1) (16)
seklinde tanimlanir. Laplace doniigiimii:
L{f*9)(0)} = F(s)G(s) (17)
olur.
1.2.9. Periyodik Fonksiyon Ozelligi
f(t) periyodu T olan periyodik bir fonksiyon ise,
f&+T)= f(t) (18)
ve Laplace doniigiimii
1 T
LUy =17 / e (t) dt (19)
- 0

1

olur.
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1.2.10. Baslangic¢ Degeri Teoremi
li t) = lim sF
Jim F(0) = lim sF(5) @
1.2.11. Son Deger Teoremi
lim f(t) = lim sF(s) @1
1.2.12. Olcekleme Ozelligi
1 S
L{f(at)}y = - F (—) . a>0 (22)
a a
1.2.13. Dirac Delta Fonksiyonu
L{6(t—a)} =e* (23)
1.2.14. Heaviside Basamak Fonksiyonu
e—as
L{u(t—a)} = (24)
s
1.2.15. Temel Laplace Doniisiim Tablosu

Cizelge 1.1. Temel Laplace Dontisiim Tablosu
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fiy | cifie)
|
1 -
!IH ;j:‘
Enl-]
o :
- ; ol
sin(at ) —
g% A =
3
cos|at ) 5
g2 4 g2
sinh(at) = . -
g — -
cosh(at) | — - —
g — (-
d(t — a) e~
u(t — a ——
5

Ornek 1.1. L(cos(x)) Laplace doniisiimiinii bulunuz.
Cozim.

Laplace doniislimiiniin tantmim kullanalim:

7
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L{cos(at)} = /OO e * cos(at) dt (25)
0

Simdi integrali hesaplayacagiz. Bilinen integral formiilii:

/ e’ = cosx + sinx (26)

seklindedir. Burada, a=-s ve B=Db alinirsa,

/e_St cos(at) dt = (—scos(at) + asin(at)) (27)

elde edilir. Simdi sinirlar1 uygulayalim:

L{cos(at)} = [e—t] N (28)

2 2
s+a0

Once t sonsuza giderken durumu incelenir.

et =0 (s >0) (29)
oldugundan,
—st
lim ——— =0 (30)
t—o0 §2 4+ g2
olur.

Simdi t=0 i¢in

cos(0) =1, sin(0) =0 (31)
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oldugundan,

(=s) = (32)

52+ q? 52 4+ q?

bulunur.

Tanim 1.2. (Tiirevin Laplace Doniisiimii): Bir fonksiyonun n. mertebeden tiirevinin
Laplace doniisiimii: fonksiyonlar1 aralifinda siirekli, araliginda parcali siirekli ve bu

fonksiyonlarin tiimii tistel mertebeden olsunlar. Bu durumda i¢in

LLFM()} = s"L{f(t)} — - — f1(0) (33)

olur. Ozel olarak n=2 olmasi durumunda

LLf" ()} = s*L{f ()} — sf(0) — f'(0) (34)

ve n=3 i¢in ise

L{F ()} = s*L{f ()} — s°f(0) — sf'(0) — £7(0) (35)

bagintinlar kolayca elde edilebilir (Podlubny, 1999).

Tanim 1.3 (Ters Laplace Doniisiimii) araliginda siirekli ve

L{f(1)} = F(s) (36)

olsun fonksiyonuna F(s) nin ters Laplace doniisiimii denir. Ters Laplace doniigiimii

LTHF(s)} = f(t) (37)
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ile gosterilir (Podlubny, 1999).

Tanim 1.4 (Caputo Kesirli Tiirevi). Caputo, Riemann—Liouville taniminin Laplace
doniislim ifadesinin uygulamalarinda ortaya cikan baglangi¢ degerlerin hesaplanmasi veya
deneysel yolla ol¢iilmesi problemini ortadan kaldirmak amaciyla 1967°de kesirli tiirevin bir

bagka tanimi olan Caputo kesirli tiirevini su sekilde tanimlamistir:
a=2 olmasi durumunda Caputo kesirli tlirevi tam say1l1 mertebeden tiireve doniisiir.

Tanim 1.5 (Riemann—Liouville Kesirli Tiirevi). araliginda fonksiyonu siirekli ve integ-
rallenebilir olsun. olmak {izere i¢in reel bir fonksiyonun q. mertebeden Riemann—Liouville

kesirli tiirevi:

dif(e) 1 d" (" f(t)
drt L'(n—q) d:c"/o (x —t)t-nta dt. (38)

Uyart: [Riemann-Liouville’den Caputo tiirevine gegis ve Laplace doniisiimii] Caputo

kesirli tiirevi, Riemann-Liouville kesirli integral operatorii kullanilarak

L (dmuw(t
§ Diw(t) = 1" ( ;:()) (39)

seklinde tanimlanir. Burada I Riemann—Liouville kesirli integral operatoriinii ifade

etmektedir.

Bu tamim, tiirevin Once klasik tiirev alinarak daha sonra kesirli integral ile yumusa-
tilmas: fikrine dayanir. Boylece baglangi¢ kosullari klasik tiirevlerdeki gibi fiziksel olarak

anlaml bicimde korunur.

Laplace doniisiimii uygulandiginda, kesirli integralin evrisim yapisindan dolay1 Caputo

tiirevi cebirsel bir forma indirgenir:

L{§DXw(t)} = s*W(s) — s> w(0). (40)

Bu sonug, kesirli tiirev iceren kismi diferansiyel denklemlerin Laplace uzayinda

10



GIRIS SAID BOZKOYUN

cebirsel—-diferansiyel sistemlere indirgenmesini saglar.

Tanim 1.6 (Gamma Fonksiyonu). Gamma fonksiyonu genellestirilmis integral

yardimiyla su sekilde tanimlanir:

Caputo kesirli tiirevine dayanan mobil-immobile adveksiyom dagilim modeline uygun

asagidaki problemin tam ¢oziimiinii Laplace yontemiyle bulalim.

Tanmim 1.7 (Caputo Tiirevinin Laplace Doniisiimii). olmak iizere fonksiyonunun Caputo

kesirli tiirevinin Laplace doniistimii asagidaki gibi tanimlanir:

LA{§Dfw(t)} = s"W(s) (41)

Lemma 1.8 (Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii). olmak {izere, fonksiyonu yeterince
diizgiin (6rnegin parcali siirekli ve iistel mertebeden) olsun. Bu durumda Caputo kesirli

tiirevin Laplace doniisiimii

LA{§Dfw(t)} = s"W(s) (42)

seklindedir. Ozellikle icin bu ifade

L {OCDtO‘w(t)} = s*W (s) (43)

haline indirgenir.

Kanit. Caputo tiirevin tanimi

SDrw(t) = 1" (w™ (1)) (44)

seklindedir. Burada I Riemann—Liouville kesirli integral operatoriidiir. Laplace

doniislimiiniin evrigim 6zelligi kullanilirsa,
LLPF(1)) = sPF(s) 45)

11
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olur. Bu nedenle
L{TDrw(t)} = L{w™(t)}. (46)
Klasik tiirev icin Laplace doniisiimii:
n—1
L{w™ ()} = "W (s) — s 1k () 47)
k=0
[(2) = / t" et dt. (48)
0
oldugundan yerine yazilirsa:
n—1
g~ (=) (s”W(s) — Z s”_l_kw(k)(0)> (49)
k=0
Terimler diizenlenirse:
n—1
SPW(s) =Y 2 1 F®)(0) (50)
k=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tanim 1.9 (Yakinsama Mertebesi). Bir niimerik yontemle elde edilen uh yaklagik

¢Oziimii ile tam ¢Oziim u arasindaki hata

E(h) = l[u = unl|

seklinde tanimlansin.

E(h) < Ch?

12
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esitsizligi saglaniyorsa, bu durumda p sayisi yontemin (yakinsama mertebesi)

(convergence order) olarak adlandirilir. Burada h, O giderse iken hata azalim hiz

mertebesindedir.
Ornek 1.2.
Caputo kesirli mertebeli mobil-immobile adveksiyom dagilim modelinin
Laplace Doniisiimii ile Tam Analitik Coziim:

Verilen denklem:

Blwt + 62 (?D?w - Bwa.t + 54wx + f(t7x)

w(0,z) = —sinz, w(t,0)=w(t,7)=0.

Laplace doniisiimii

Caputo tiirevi icin:

L{SDw} = s“W (s, x) — s* w(0, ).

Tiim denklem Laplace’a cevrilirse:

burada

F(s,x) = L{f(t,x)}.

Homojen ve 6zel ¢oziim ayrimi

W(s,x) = Wi(s,x) + Wy(s, ).

Homojen problem

13
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B3sWae + BsWo — (Bis + Bas™)W = 0. (58)

Sinir sartlart nedeniyle Fourier yaklagimi yapilir:

Wi(s,z) = A(s)sinz. (59)
Tiirevler:
W, = A(s)cosx, W,, = —A(s)sinzx. (60)
Yerine koyarsak:
—(B3 + Bis + Bos™) A(s) sinx + B4 A(s) cosz = 0. (61)

Sinir kogullart geregi cos terimi modal ortalamada yok olur ve:

(B1s + Pas® + PB3)A(s) = 0. (62)

Dolayisiyla homojen ¢6ziim:

Wy, = 0. (63)

Ozel ¢oziim
Ozel ¢oziim igin kaynak fonksiyon:

Laplace doniisiimleri:

L{t*} = % (64)

14
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Ly =0
cipey = U,

Boylece:

F(s,x) = sinx

Coziim:

W(s,z) = A(s)sinz,

Ters Laplace sonucu:

Standart ters doniisiim ciftleri kullanilir ve tiim terimler ayr ayn ters cevrilir:

w(t,z) = (t* — 1) sinz.

Sonugc:

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

Kaynak fonksiyon f(t,x) tam olarak ¢oziimiin yeniden iiretilmesi i¢in secildiginden,

problem bir manufactured solution problem yapisindadir ve ¢oziim:

[w](t,z) = (t* — 1) sinz

(70)

seklinde elde edilir. Kesirli kismi diferansiyel denklemler (KKDD’ler), anomal difiiz-

yon, hafiza etkileri ve karmagik sistemlerdeki yerel olmayan dinamikleri tanimlayabilme

yetenekleri nedeniyle 6nemli bir arastirma konusu héline gelmistir. Klasik tam say1 mertebeli

modellerden farkli olarak, kesirli tiirevler viskoelastik malzemelerde, gézenekli ortamlarda,

akigkan akiginda ve biyolojik tagimim siireclerinde ortaya cikan kalitsal 6zellikleri ifade

15
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edebilmektedir. Kesirli operatorler arasinda Caputo tiirevi, klasik baglangic kosullarina izin

vermesi ve agik bir fiziksel yoruma sahip olmasi nedeniyle yaygin olarak kullanilmaktadir.

Caputo tiirevini iceren kesirli mobil-immobil model, heterojen ortamlardaki anomal
tasinim olaylarim1 tamimlamak icin giiclii bir cerceve sunmaktadir. Zamana bagli kesirli
mertebeli tiirev, hafiza etkilerini modele dahil ederek, klasik tam say1 mertebeli modellerle
aciklanamayan uzun siireli tutulum ve gecikmeli salinim mekanizmalarinin modellenmesini
miimkiin kilar. Bu yaklasim, cikmaz gozenekler veya diisiik gecirgenlikli bolgeler gibi
immobil bolgelerde parcaciklarin hapsolmasindan kaynaklanan alt difiizif davranis1 etkili
bir sekilde temsil etmektedir. Bu nedenle model, Fick tipi olmayan dinamiklerin ve
agir kuyruklu bekleme siiresi dagilimlarinin 6nemli rol oynadig1 yeralti suyu hidrolojisi,
petrol miihendisligi, cevre bilimleri ve biyolojik tasinim siireclerinde yaygin olarak

uygulanmaktadir.

Bununla birlikte, zamana bagl kesirli tasinim—difiizyon denklemlerinin analitik
coziimleri nadiren elde edilebildiginden, giivenilir niimerik yontemlerin gelistirilmesi biiyiik

onem tagimaktadir. Bu tezin literatiire en biiyiik katkis

1. Tutarli bir theta-sonlu fark semasinin kurulmasi;
2. Tam ayrik lineer sistemin elde edilmesi;
3. Ayrik enerji yontemi kullanilarak kararlilik analizinin yapilmast;

4. Yakinsama ve dayaniklilifin niimerik olarak dogrulanmasi.

olarak verilebilir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Kesirli tiirev modelleri, ¢oziinen taginim modelleme toplulugu i¢in ¢ekici olan ¢esitli
yaklagimlar sunar. Ayrica, kesirli mertebeden mobil-hareketsiz taginim-dagilim modelinin
sayisal benzetimi Liu ve arkadaglar1 tarafindan ele alinmistir. Kesirli tiirevler iceren
denklemlerin ge¢miste karmasik sistemlerdeki anormal difiizyon ve tasima dinamiklerinin
iistiin aciklamalarini sagladigi gosterilmistir. Son zamanlarda aragtirmacilar ayrica birgcok
dinamik siirecin zamana veya mekana gore degisebilen kesirli diizen davranigi sergiledigini
bulmuslardir; bu da degisken dereceli hesabin karmagsik dinamik problemlerin aciklamasi
icin etkili bir matematiksel ¢erceve saglamak icin dogal bir aday oldugunu gostermektedir
(Zhang, vd. 2013). Son zamanlarda, aragtirmalar bircok fiziksel siirecin zaman veya mekanla
degisen kesirli mertebeli 6zellikleri gosterdigini bulmustur. Kesirli hesaplamadaki diizen
siirekliligi, kesirli operatoriin mertebesinin bir degisken olarak hesaba katilmasina izin
verir (Golbabai, vd. 2019). Cok sayida aragtirmact ve matematikci, kesirli tiirev ve integral
operatorlerini, klasik emsallerine kiyasla gercek diinya olaylarini tanimlamak ve modellemek
icin giiclii araglar olarak sergilemistir. Bellek 6zelligini tasvir etmesi nedeniyle, kesirli
hesaplama son yillarda dikkate alinmstir. Kesirli kismi diferansiyel denklemler, miihendislik,
kontrol teorisi, kimyasal fizik, biyoloji ve tip dahil olmak iizere ¢ok ¢esitli alanlardaki olaylari
modellemek i¢in uygulanmistir ( Sadri, vd.2021). Kesirli hareketli-hareketsiz taginim-
dagilim denklemi, bir s1v1 veya gazda asili parcaciklarin rastgele hareketini karakterize etmek
icin bir matematiksel ara¢ olarak bilinir, yani Browning hareketi. Bu nedenle, nehirlerde,
yeralt1 sularinda ve okyanus akintilarinda ¢oziinen taginimi gibi kimya, fizik, miihendislik,
yer ve okyanus bilimlerindeki bir¢ok olgu i¢in uygun aciklamalar saglar ( Esmaeelzade, vd.
2022). Miihendislik, fizik, kimya ve diger bilimlerdeki bircok olgu, kesirli kalkiiliisten elde
edilen matematiksel araclar, yani kesirli mertebeden tiirevler ve integraller teorisi kullanilarak
modellenerek ¢ok basarili bir sekilde tanimlanabilir. Kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler, son zamanlarda bir¢ok fiziksel olgunun modellenmesinde degerli araclar
olduklarini kanitlamiglardir ( Kamran, vd. 2022). Kesirli hesaplama, tam say1 mertebelerinin
geleneksel tiirevlerinin en 6nemli ve kullanigh genellemelerinden biridir. Uzay ve zamanda

dalgalanan bir¢ok karmasik sistem i¢in, kesirli mertebeli kismi diferansiyel denklemler,
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klasik tam say1 mertebeli kismi diferansiyel denklemlerden daha dogru ve gercekgi bir tanim
sunabilir. Kesirli hesaplama, yakin zamanda cesitli bilimsel ve miihendislik alanlarinda
ortaya ¢ikabilen anormal davranislari taklit etmede yararli oldugu kanitlanmistir (N. Abdi,vd.
2017). Depremin dogrusal olmayan davranisi, siirekli akiskanlar dinamigi, gézenekli
ortamlar, hidroloji, bolgesel dl¢eklerde kirik ortamlar, biyolojik dokulardaki karmasik
dinamikler, Fickian olmayan taginim, radyoterapi kanser tedavilerinin optimizasyonu,
Korona viriis hastaliginin SIQ matematiksel modeli gibi bircok matematiksel model kesirli

tirevler kullanilarak gelistirilmistir ( M. Cui, 2014).

Mobil-hareketsiz tasinim-dagilim modelini ¢6zmek icin Zhang ve arkadaglar ortiik
Euler yaklagimini 6nerdiler ve bunun kosulsuz olarak kararli oldugunu kanitladilar (Samko,
vd. 1993). Kesirli tiirevler herhangi bir 6zel fonksiyon olabileceginden, degisken mertebeli
kesirli kismi diferansiyel denklemler (FPDE’ler) 6nemli Olciide ilgi cekmistir. FPDE’ler,
uzay ve zamana gore degisen bellek 6zelliklerinin analiz edilmesinde olduk¢a yardimecidir.
Aslinda, bu ozelliginden dolay1, degisken mertebeli kesirli operatorler tarafindan kullanilan
matematiksel modeller daha fazla kesinlige ve duyarlilifa sahiptir (Salehi, vd. 2018).
Genis bir fiziksel, dinamik ve biyolojik modeller ve karmasik problemler sinifinda, sabit
mertebeden kesirli denklem, problemlerin karakterizasyonunu tanimlayamaz. 1993 yilinda,
Samko ve Ross’un entelektiiel meraki, klasik kesirli hesaplamanin genigletilmesine yol
actt ( Ross, vd. 1993). Son yillarda, bir¢ok arastirmaci tasginim-dagilim mekanizmasinin
zamana veya mekana gore degisebilen kesirli mertebeden davranmig gosterdigini bulmusg
ve degisken mertebeden hesabin karmagik dinamik problemleri agiklamak icin uygun bir
matematiksel cerceve saglamak icin dogal bir aday oldugunu 6ne siirmiistiir ( Zohra, vd.
2019). Tahmin yarigmalari, yiiksek performansl yontemleri belirleme amaciyla ¢ok sayida
zaman serisinin tahminine dogru ilerlemede 6nemli bir rol oynamistir. Goriintii igleme
acisindan , bu sorunu ele almak icin bircok model gelistirilmistir. Ancak bunlarin ¢ogu kesirli
diizene dayanmaktadir . Giiriiltii gidermeye ulastiklarinda, zohra ve maouni goriintii islemede
kesirli diizen kismi diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarini 6nerdiler. Dahasi, kesirli
diizen sistemlerinin tamsay1 diizeninden daha iyi sonuclar iirettigini gosterdiler (Tajadodi,
H. 2022). Miihendislik ve fiziksel sistemlerde kullanilmasinin yani1 sira, ekonomi ve risk

teorisi dahil olmak iizere bir¢ok baska sosyal bilimde kullanilirlar. Diferansiyel denklemler,
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dinamik sistemleri modellemek icin ideal araglardir. Ote yandan, parabolik denklemin 6zel
bir tiirii olan mobil-hareketsiz taginim-dagilim modeli, 1s1 yayilimi , kirleticilerin doniisiimii,
yeralt1 suyu, okyanus akustik yayilim1 ve akarsu ve nehirlerde ¢6ziinen tasinimi gibi karmasik
sistemleri modellemek i¢in siklikla ortaya ¢ikan kismi bir diferansiyel denklemdir ( Tajadodi,
H. 2005). Theta yontemi, basitligi ve sasirtici derecede iyi performansiyla arastirmacilarin

dikkatini cekmis.(Franses, vd. 2005).
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3. GEREC ve YONTEM

SONLU FARK SEMASININ OLUSTURULMASI VE KARARLILIGI
3.1. Theta Sonlu Fark Yontemi

xn=nh, tk= kt olsun; burada h ve T sirasiyla uzaysal ve zamansal adim biiyiikliiklerini

gostermektedir. Ayrica

vfz ~ v(ty, T,) (71)

olarak tanimlansin. Caputo tiirevi, L1-tip yaklagim kullanmilarak asagidaki sekilde

yaklasiklandirilir:
olarak verilmektedir.

Uzay degiskeninde merkezi farklar ve zamansal ayriklastirmada theta-agirlikli

yaklasgim uygulanarak asagidaki sema elde edilir:

Diizenleme yapildiginda agagidaki ti¢c kosegenli lineer sistem elde edilir:

aviti 4+ bl 4 ol = RHSE, (72)
burada
b= g—; % (74)
o= BUZ0 D 75)
dir.

3.1.1. Kararlhilik Analizi
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Theorem 3.1. (Acik Katsayil1 Von Neumann Kararlilig1) f=0 olmak iizere sonlu fark

semasini ele edilir
. Bu durumda, kosulu altinda sema Von Neumann anlaminda kararlidir.

Kanit. Asagidaki Fourier mod ¢6ziimiinii varsayalim:

vf =gk g e [0, 7. (76)

Her iki tarafin modiili alinirsa,

Ucgen esitsizligi kullanilarak asagidaki tahminler elde edilir:

(1—-0)+0|<(1—-0)&+6, (77)
e<1 varsayimi altinda,
(1—0)E+0] <1, |c+(1—0)]<1 (78)
66+ (1 —0)] <8¢+ (1 —6). (79)
sonucu elde edilir.
Dolayistyla,
453 .2 ¢
< 2 r
RHS < % sin (2> (80)

Simdi her bir terim ayr ayr1 incelenir:

1. Difiizyon terimi: B3>0 oldugundan,

_4Bs (g) (81)
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terimi negatif veya sifirdir ve niimerik soniimleme saglar.

1. Tasinim terimi:

Ba. .
5, sin(¢) (32)

ifadesi tamamen sanaldir ve e biiylimesine katkida bulunmaz; yalnizca fazi etkiler.

1. Kesirli terim: konvoliisyon toplami

k

dow e - 20 (83)
i=0
olup hafiza etkilerinden kaynaklanan ek soniimleme saglar.

1. Zaman tiirevi terimi: B<0 , klasik zaman ayriklastirmasinin kararsizlik olusturmamasini

garanti eder.

Tiim tahminler birlestirildiginde, sag tarafin simirli oldugu ve Fourier modunu

biiytitmedigi goriilmektedir. Dolayisiyla, ortiik agirlik baskin oldugu siirece, yani

6> 1 (84)
kosulu altinda e biiylimesi meydana gelmez.
Boylece,

€l <1 (85)

elde edilir ve sema kosulsuz kararhdir.

Theorem 3.2. (Yakinsaklik ve Hata Tahmini) f=0 olmak {izere, (4.2) ile verilen

theta-sonlu fark semasi icin, gercek ¢oziim v(t,x) ve niimerik ¢6ziim vk arasinda hata

n

eF = v(ty, 2,) — 0¥ (86)
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tanimlansin, theta < 0.5 olmak iizere, sema kararl ve tutarli ise asagidaki hata tahmini

saglanir:

le¥]|oc < C (777* + h?), (87)

burada C<0 sabiti T’den bagimsiz bir sabittir. Dolayisiyla yontem

O(T>~™ + h?) (88)

yakinsaklik hizina sahiptir.
Kanit: Ispat ii¢ temel adimda yapilir: tutarlilik, kararlilik ve hata denklemi analizi.

1. Hata denklemi Tam ¢6ziim v(t, x) semada yerine yazildiginda bir artik terim olusur:

TE =0+ h?). (89)

Niimerik ¢6ziim ¢ikarildiginda hata i¢in:

Lek =TF (90)
seklinde bir hata denklemi elde edilir. Burada L., semanin ayrik operatoriidiir.

1. Tutarlilik (Consistency) Caputo tiirevi icin L1 yaklagimi kullanildiginda

elde edilir. Uzay tiirevleri i¢in merkezi fark kullanildigindan:

le¥]| < C(r*~* + n?). 1)

Dolayisiyla sema yerel kesme hatasi:

23



GEREC ve YONTEM

SAID BOZKOYUN

92)

1. Kararlilik kullanim1 Onceki teoremden theta<0.5 i¢in sema Von Neumann anlaminda

kararlidir. Bu nedenle ayrik operator L sinirhidir:

I~ < C.

1. Hata tahmini Hata denklemi iizerinden:

alinir. Norm alinirsa:

le¥lloo < ILTHHIT*lloo-

Kararlilik sayesinde:

e¥]loo < C(7%7* + R?).
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4. BULGULAR

4.1. Niimerik Sonuclar

v(t,z) =T(t)sinz, T(t)=1t"—1 97)

Maksimum hata asagidaki sekilde hesaplanmaktadir:

o k
E = max v, — v(ty, 2n)]. (98)

Niimerik deneyler, uzayda ikinci mertebe dogruluk ve zamanda yaklagik olarak
2-a mertebesinde yakinsama gostermektedir. Bu sonuglar teorik tahminlerle uyumludur.
Gozlenen yakinsama orani birinci mertebenin biraz altindadir. Bu davranig, ozellikle
¢Ozlimiin baglangicta zayif diizgiinliige sahip oldugu durumlarda, kesirli zaman tiirevleri

icin tipiktir. degerinin artirtlmasi yakinsama davranigini daha da iyilestirmektedir.
Cizelge 4.1. Parametreleri kullanilmistir.

N Lo Habasa Youkussuna Mortoelsosi
) RAG2RL2 = 10 T

in 5152836 = 102 N.7TI158

Al 131340 = o 03188

Cizelge 4.1, a=0.75 ve theta=0.5 i¢in elde edilen niimerik ¢6ziim sunulmustur.
Modelde B=110, B2=0.01, parametreleri kullanilmistir. Sonuclar, kesirli mertebenin ¢oziim

davranigi lizerinde belirgin bir etkiye sahip oldugunu gostermektedir.

Cizelge 4.2. alpha=0.57, theta= 0.5, betal = beta2=beta3=0.01 parametreleri kullanilmistir.

i L. Hunlassa

05 T.RR1227 x In 7
050 077353 = 102
0.75 RAG2832 w 102
L0 T RMR08 = 102

Cizelge 4.2, a=0.75 ve theta=0.5 i¢in elde edilen niimerik ¢6ziim sunulmustur.
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Modelde B=110, B2=0.01 parametreleri kullanilmistir. C6ziim bolgesi olarak alinmig olup,

sonuclar bu aralikta degerlendirilmistir.

Cizelge 4.3, a=0.75 ve theta=0.5 icin elde edilen niimerik ¢6ziim sunulmustur.
Modelde B=110, B2=0.01 i¢in niimerik ¢6ziimler karsilagtirllmistir. Modelde parametreleri
kullanilmustir. Coziim bolgesi olarak alinmis olup, farkli a degerlerinin ¢oziim tizerindeki

etkisi incelenmistir.

Theta finite difference solution

02 -

.2 -
= D4
06 -

.8

1 i ] ]

Sekil 4.1. alpha=0.57, theta= (.5, betal= beta2=beta3=0.01 parametreleri kullanilmistir
parametreleri kullanilmistir. Coziim bolgesi x, 0,1 gider olarak alinmigtir.
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exact solution

t 0 o .

Sekil 4.2. alpha=0.57, theta= 0.5, betal= beta2=beta3=0.01 parametreleri kullanilmigtir
parametreleri kullanilmistirCoziim bolgesi x, 0,1 gider ve T=1 olarak alinmigtir. ve olarak
alinmustir.
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Comparison of Numerical Solutions att = 1 for Different

0,08
—w 028
nm —ow 050
o= 0 Th
ul:}_l'- —II"m
006
~ 005}
L
Y004
003
0.02 [
0.01 [
0 i i
0 05 1 15 2 25 J J

Sekil 4.3. alpha=0.25, 0.5, 0.75, , theta= 0.5, betal= beta2=beta3=0.01 parametreleri
kullanilmigtir parametreleri kullanilmistirCoziim bolgesi x, 0,1 gider ve T=1 olarak
alinmustir. ve olarak alinmustir.
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5. TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda incelenen Caputo kesirli tiirevine dayali mobil-immobil advek-
siyon—difiizyon modeli, klasik tam say1 mertebeli tasinim modellerine gore daha genel ve
fiziksel olarak daha gercek¢i bir yap1 sunmaktadir. Ozellikle hafiza ve gegmise bagimlilik
etkilerini icermesi nedeniyle kesirli diferansiyel denklemler; gozenekli ortam akislari, kirle-
tici taginimi, biyolojik yayilim ve anomal difiizyon gibi siireclerin modellenmesinde 6nemli
avantajlar saglamaktadir. Bu baglamda elde edilen sonuclar, kesirli mertebeli modellerin

fiziksel siireclerin davranigin1 daha basarili sekilde temsil edebildigini gdstermektedir.

Calismada gelistirilen theta-sonlu fark yontemi, hem kararlilik hem de uygulanabilirlik
acisindan basarili sonuglar vermistir. Ozellikle durumunda yontemin kosulsuz kararli olmast,
zamansal adim biiyiikliigii iizerinde ciddi bir kisitlama gerektirmemesi ac¢isindan onemli
bir avantaj saglamaktadir. Bu durum Crank—Nicolson tipi yontemlerin kesirli diferansiyel

denklemlerde de etkin sekilde kullanilabilecegini gostermektedir.

Niimerik sonuglar incelendiginde, uzay degiskeninde yaklasik ikinci mertebe dogruluk
elde edildigi goriilmektedir. Zaman degiskeninde ise teorik olarak beklenen yaklagik 2-theta
mertebesinde yakinsama davranigi gozlemlenmistir. Bu sonug, Caputo kesirli tiirevinin
hafiza etkisinin niimerik dogrulugu dogrudan etkiledigini gostermektedir. Ozellikle theta
degeri kiiciildiikce gecmis zaman seviyelerinin ¢6ziim {izerindeki etkisi artmakta ve sistem

daha yayilmig bir davranig sergilemektedir.

Calismada elde edilen sonuglar, literatiirde yer alan kesirli adveksiyon—difiizyon
modelleriyle uyum gostermektedir. Ozellikle anomal difiizyon siireclerinde klasik mo-
dellerin yetersiz kaldig1 durumlarda kesirli modellerin daha basarili sonuglar verdigi
bilinmektedir. Bu tezde elde edilen niimerik deneyler de benzer sekilde, kesirli mertebenin
sistem dinamigini onemli Ol¢iide degistirdigini ortaya koymaktadir. alpha <1 durumunda
tasinimin yavaslamasi ve gecikmeli yayilim davranisinin ortaya ¢ikmasi, modelin fiziksel

stirecleri daha gercekei bicimde temsil ettigini gdstermektedir.

Bununla birlikte, kesirli diferansiyel denklemlerin en 6nemli dezavantajlarindan biri

hesaplama maliyetidir. Caputo kesirli tiirevinin zamansal hafiza 6zelligi nedeniyle her yeni
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zaman adiminda onceki tiim zaman seviyelerinin hesaplamaya dahil edilmesi gerekmektedir.
Bu durum o6zellikle uzun zaman araliklarinda yiiksek bellek ihtiyaci ve islem maliyetine
yol agmaktadir. Dolayisiyla gelistirilen yontem basarili sonuglar vermesine ragmen, biiytik

Olcekli problemlerde daha hizli algoritmalara ihtiya¢c duyulmaktadir.

Ayrica bu caligmada dogrusal bir model ele alinmistir. Gergek fiziksel sistemlerde
ise ¢ogu zaman dogrusal olmayan etkiler bulunmaktadir. Bu nedenle dogrusal olmayan
kesirli mobil-immobil tasinim modellerinin incelenmesi gelecekte énemli bir arastirma
alan1 olabilir. Bunun yaninda iki ve li¢ boyutlu problemlerin ele alinmasi, degisken katsayili
modellerin incelenmesi ve uzay-zaman kesirli tiirevlerin birlikte kullanildig1 genellestirilmig

sistemlerin arastirilmasi da literatiire onemli katkilar saglayacaktir.

Son yillarda yapay zeka ve veri tabanli yontemlerin diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimiinde yayginlagmasi, kesirli diferansiyel denklemler i¢in de yeni aragtirma alanlari
ortaya cikarmustir. Ozellikle yapay sinir aglari, fizik bilgilendirmeli sinir aglar1 (PINNSs),
spektral yontemler ve hibrit niimerik tekniklerin kesirli taginim problemlerine uygulanmasi
daha yiiksek dogruluk ve daha diisiik hesaplama maliyeti saglayabilir. Bu nedenle gelecekte
yapilacak calismalarin klasik niimerik yontemlerle modern veri tabanli yontemleri birlestiren

hibrit yaklagimlar lizerine yogunlagmasi onemli goriilmektedir.

Genel olarak degerlendirildiginde, bu tezde gelistirilen theta-sonlu fark yontemi
Caputo kesirli mobil-immobil adveksiyon—difiizyon denkleminin ¢6ziimiinde basarili,
kararli ve giivenilir sonuclar iiretmistir. Elde edilen teorik ve niimerik bulgular, kesirli
diferansiyel denklemlerin fiziksel siireclerin modellenmesinde giiclii bir ara¢ oldugunu
ve gelistirilen yontemin bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde etkin sekilde kullanilabilecegini

gostermektedir.
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6. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, Caputo kesirli tiirevine dayanan mobil-immobil adveksiyon—di-
fiizyon denkleminin analitik ve niimerik ¢oziimleri ayrintili olarak incelenmistir. Ilk olarak
model denkleminin matematiksel yapisi ele alinmis, ardindan Laplace doniisiimii yardimiyla
problemin analitik ¢6zlimii elde edilmistir. C6ziim siirecinde Caputo kesirli tiirevinin Laplace
doniisiim Ozelliklerinden yararlanilmig ve elde edilen ¢6ziimiin baglangi¢ ve sinir kosullarini

sagladig1 gosterilmistir.

Tezin temel katkilarindan biri, kesirli mobil-immobil tasinim modeli i¢in uygun bir
theta-sonlu fark yonteminin gelistirilmesidir. Bu amagcla zaman kesirli tiirev icin L1-tip
ayriklastirma uygulanmis, uzay degiskeninde merkezi fark yaklagimi kullanilmig ve zamansal
ayriklastirma theta-agirlikli yapi ile gergeklestirilmistir. Boylece elde edilen ayrik sistem ii¢
kosegenli lineer cebirsel denklem sistemine indirgenmis ve yontemin hesaplama acisindan

uygulanabilir oldugu goriilmiistiir.

Kararlilik analizi kapsaminda Von Neumann yontemi kullanilarak Fourier analizi
gerceklestirilmis ve theta<0.5 kosulu altinda gelistirilen semanin kosulsuz kararli oldugu
gosterilmigtir. Ayrica diflizyon teriminin niimerik soniimleme sagladigi, kesirli hafiza
teriminin ¢6ziim kararliligina olumlu katki yaptig1 ve adveksiyon teriminin esas olarak

faz degisimine neden oldugu belirlenmistir.

Niimerik deneyler sonucunda elde edilen bulgular teorik analizlerle uyumlu bulunmus-
tur. Uzay degiskeninde yaklagik ikinci mertebe dogruluk elde edilirken, zaman degiskeninde
ise kesirli tiirevin dogasindan kaynaklanan hafiza etkileri nedeniyle yaklasik 2-alpha
mertebesinde yakinsama gozlemlenmistir. Ag inceltildikce maksimum hata degerlerinin

azaldig1 goriilmiis ve yontemin yakinsaklig1 dogrulanmastir.

Ayrica farkli alpha icin yapilan deneyler, kesirli mertebenin ¢oziim davranisi
iizerinde 6nemli etkiler olusturdugunu gostermistir. Ozellikle alpha<1 durumunda klasik
diflizyon modellerine gore daha yavag tasimim ve gecikmeli yayilim davranisi ortaya
cikmaktadir. Bu sonuclar, modelin anomal difiizyon siireclerini basarili bir sekilde temsil

ettigini gostermektedir. Dolayisiyla 6nerilen model; yeralti suyu taginimi, gézenekli ortam
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akiglari, kirletici yayilimi, biyolojik tagimim siirecleri ve viskoelastik sistemler gibi hafiza
etkisinin dnemli oldugu fiziksel problemlerin modellenmesinde kullanilabilecek uygun bir

matematiksel ¢erceve sunmaktadir.

Bu caligsma sonucunda, Caputo kesirli tiirevine dayali mobil-immobil modellerin
klasik tam say1 mertebeli modellere gore fiziksel siirecleri daha gergekci bicimde temsil
ettigi goriilmiistiir. Ozellikle uzun siireli tutulum, gecikmeli salinim ve Fick tipi olmayan

tasimim davranmislan kesirli modeller araciligiyla daha basarili sekilde agiklanabilmektedir.

Bununla birlikte, kesirli tiirevlerin hafiza yapisindan dolay: hesaplama maliyetleri
klasik modellere gore daha yiiksektir. Ozellikle uzun zaman araliklarinda gegmis zaman
seviyelerinin tamaminin hesaplamaya dahil edilmesi yliksek bellek ihtiyaci ve iglem maliyeti

olusturmaktadir.
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7. ONERILER

Gelecekte yapilacak caligmalarda hizli konvoliisyon algoritmalari, adaptif zaman
adimlama teknikleri ve paralel hesaplama yontemleri kullanilarak hesaplama maliyetleri
azaltilabilir. Ayrica bu tezde dogrusal bir model ele alinmustir. Ilerleyen calismalarda
dogrusal olmayan kesirli mobil-immobil taginim modelleri, degisken katsayili problemler,
iki ve li¢ boyutlu sistemler ile uzay-zaman kesirli tiirev iceren genellestirilmis modeller

incelenebilir.

Bunun yaninda yapay sinir aglari, spektral yontemler, dalgacik tabanli yontemler
ve hibrit niimerik tekniklerin kesirli diferansiyel denklemlere uygulanmasi onemli aragtirma
alanlar1 arasinda yer almaktadir. Ozellikle veri tabanli ve yapay zeka destekli yontemlerin
kesirli modeller ile birlikte kullanilmasi, gelecekte daha hizli ve yiiksek dogruluklu ¢6ziimler

elde edilmesine katki saglayabilir.

Sonug olarak, bu tezde gelistirilen theta-sonlu fark yontemi; kararli, yakinsak
ve uygulanabilir bir yontem olarak Caputo kesirli mobil-immobil adveksiyon—difiizyon
modelinin ¢oziimiinde basarili sonuglar vermistir. Elde edilen teorik ve niimerik bulgular,
Onerilen yontemin kesirli mertebeli taginim problemlerinin ¢éztimiinde giivenilir bir yaklagim

oldugunu gostermektedir.
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