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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

MAKSIiMUM CARPIM TiPi iKi DEGISKENLi OPERATORLERIN YAKLASIM
OZELLIKLERI

Ayse Kiibra YESILNACAR BINMAR

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Sevilay KIRCI SERENBAY
YIL: 2023, sayfa: 37

Lineer pozitif operatorlerin yaklagimlari Korovkin teoremi yardimi ile hesaplanmis, hata oranlari
bulunmustur. Bu hesaplamalarin yani sira lineer olmayan maksimum c¢arpim tipi operatorlerle de
yaklagim problemi farkli metotlarla incelenmistir. Bu ¢alismada yeni bir operatdr olan maksimum ¢arpim
tipi iki degiskenli Bernstein-Stancu operatorii tanimlanmus, siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim

problemleri incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer operatorler, Lineer olmayan operatorler, Maksimum g¢arpim tipi

operatorler
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MSc Thesis

APROXIMATION PROPERTIES TWO BIVIARIATE MAXIMUM-PRODUCT TYPE
OPERATORS
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Year: 2023, Page: 37

The approximations of linear positive operators were calculated with the help of Korovkin’s theorem
and error rates were found. In addition to these calculations, the approximation problem with non-
linear maximum-product type operators has been examined with different methods. In this study, a
new operator, the maximum product type two-variable Bernstein-Stancu operator, was defined and

approximation problems were examined with the help of the continuous module.

KEYWORDS: Linear operators, Non linear opeartors, Maximum product type variable operators
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1. GIRIS Ayse Kiibra YESILNACAR BINMAR

1. GIRIS

Korovkin modelli yaklasim teorisinde herhangi bir siireksiz olmayan fonksiyona
diizgiin yakinsama islemi operatdr dizileri yardimiyla bulunur. Bu operator dizileri
genellikle lineer ve negatif olmayan operatorlerdir. Temel kuramlardan olan Weierstrass
modeli diizgiin yaklasim kuramidir ve hata orami genellikle siireklilik modiili

yardimiyla bulunur.

Bu tezde pozitif olan ama lineer olmayan operatorlerin yaklasim ve hata oranlari
baslangi¢c olarak verilmektedir. Yaklasim operatorii olarak lineer yapi tek basina
yetmeyebilir. Bundan dolay1 yeni bir islem olan maksimum alma islemi tanimlanarak
lineer olmayan operatorler elde edilmistir. Bu operatorler pozitif lineer olmayan

operatorlerdir.
Bes ana kisimdan olusan tezin ilk bolimi giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde ise lineer pozitif operatorler ve lineer olmayan yaklagim

operatorleri i¢in gerekli tanim ve yardimer lemmalar verilmistir.

Ucgiincii boliimde lineer pozitif operatorlerdeki Korovkin teoremi ve maksimum

carpim tipi operatorlerin tanimlari verilmistir.

Dordiincii boliimde ise maksimum carpim tipi tek degiskenli Bernstein-Stancu
operatorii tanimlanarak yardimei teorem ve lemmalar verilmistir. Yeni bir operator
olan maksimum ¢arpim tipi iki degiskenli Bernstein-Stancu operatdrii karesel bolgede
tanimlandi, yardimci lemmalar ve siireklilik modiilii yardimi ile yaklasim oram

hesaplanarak dordiincii boliim sonlandirilmistir.

Besinci boliimde sonug ve Onerilere yer verilmistir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

1885 yilinda Weierstrass kapali ve sinirl [d, e] iizerinde tanimlanan reel degerli
bir A siirekli fonksiyonuna polinomlar dizisinin yaklasabilecegini ifade etmistir. Yani h

fonksiyonu [d, e] tizerinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere,
h € C[d,e] ve¥ > e igin AP(J) dyle ki V3 € [d, €] i¢in,
[P-(P) — h(B)] <€
saglayan polinom dizisinin varligini1 gostermistir.

Weierstrass teoreminin ispati, arastirmacilar tarafindan uzun ve karmasik
bulunmasiyla teorem i¢in yeni ispat yontemleri arayisi baslamistir. Bernstein, 1912
yilinda kendi adini verdigi polinomlari kullanarak Weierstrass teoremini [0, 1]

araliginda ispatlamistir .

h :[0,1] — R tanimlanmus siirekli bir fonksiyonu olsun,

= m\ [ z
B.(h:B)= h{— 1=
9= 3 h(7) (m>ﬁ (1-5)
seklindeki polinoma Bernstein polinomu ad1 verilir.

[lerleyen yillarda Bernstein pozitif lineer operatérleri temel almarak bir ¢ok farkl

operatdr kurulmus ve bunlarin farkli genellestirmeleri yapilmigtir.

Glinlimiizde hala bu operatorler kullanilarak ¢alismalar yapilmaktadir. Bernstein
operatorlerinin kurulmasinin ardindan (Kantorovich, 1930) [0, 1] araligi tizerinde

integrallenebilir / fonksiyonlar igin,

z m—+1

E.(h:B)=(2+1) ) (;)gmu - gy / ' h(w)dw

m
m=0 z+1

operatorleri tanimlamistir. Bu operatorlere Kantrovich operatorleri denilmektedir.

1937 yilinda Cholodowsky [0, 1] araligin1 sonsuz araliga genisleterek;
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tipindeki operatorli tanimlamistir (Chlodovsky, 1937). Burada 0 < 8 < a, ve a, dizisi,

lim a, = oo
Z—>00

. a,
lim — =0
Z—>00 z

sartini saglayan butin pozitif reel sayilarin artan dizisidir. C,(h, ) operatoriine
Bernstein-Choldowsky operatorii ad1 verilir. Bernstein polinomlari, (Mirajyan, 1941)
ve (Szasz, 1950) tarafindan sonsuz araliga genisletilmistir.

z

S.(h:B)=eF Y (Zﬂ') h<m> ,f€[0,00] CR,z€N
= m!
operatore Szasz-Mirajyan operatorii adi verilmistir.

Bede ve arkadaglari 2016 yilinda yayinladiklar1 kitapta biitiin yaklagim
operatorleri lineer olmak zorunda midir sorusunun yanitini vermek ic¢in Sherpeard
operatorlerini incelemis ve lineer olmayan operatorlerinde yakinsaklik problemlerinde
kullanabilecegini gostermislerdir. Maksimum c¢arpim tipi Bernstein operatorleri lineer

olmayan, parcali rasyonel operatorler olup,

V W ()b (2)
BM)(h; ) = m=0_ ,2 €N
\10 U, m(2)

z
m

U, () = ( )xm(l —x) "

bi¢iminde tanimlanmistir (Bede ve ark., 2016).

Maksimum c¢arpim tipi operatorlerle ilgili bir ¢ok caligmalar yapilmis ve

yapilmaya da devam etmektedir.

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde arastirma silirecinde kullanacagimiz tanim, teorem ve yardimei

lemmalara yer verilmistir.

Tanim 2.1. [ bir kiime ve d, 3 lizerinde bir metrik yani S x [ iizerinde, V k, 0,3 € 8

olmak tizere,
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i) d pozitif degerli ve sonlu,
i) d(k,o)=0< k=0,
iii) d(k,0) = d(o, k),

iv) d(k, o) < d(k,%) + d(S, 0)

sartlarini saglayan (3, d) ikilisi bir metrik tanimlar.
Tanim 2.2. [ bir vektor uzay1 tizerinde tanimli ve reel degerli bir kiime V&, X, € 3 ve
o bir skaler olmak {izere
i) || k|| pozitif reel degerli,
i) [ k]|=0& k=0,
i) || ok | < o] k]

i) [E+X) <[kl +] 2 (Uggen esitsizligi)

sartlari saglanirsa || .|| gosterimine norm denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.3. €2 ve ¢ lineer fonksiyon uzaylari ve F' C 2 olsun. F"’nin her elemant ¢)’nin

bir elemanina karsilik getiren kuralla ’den 1 ye bir operator adin alir.

>, F’den v’ye tanimlanan bir operator olsun. 3 : F' — ) bigiminde tanimlanir.
Bu ifade x € F’yi ¥(z) € 9’ye gotirdigiini gosterir ve F, ¥ operatoriiniin tanim
kiimesidir. F'(X) seklinde gosterilir. # € F' elemanlarinin ¥(z) € 1 operatoriiniin

altindaki goriintiilerin olusturdugu kiime, > operatdriiniin deger kiimesidir ve
K(F)={yev¢:y=25X(),z e FX)}
dir (Musayev ve Ark., 2007).

Tamm 2.4. > : QQ — ) bir operatdr olsun. {2 ve ¢ ayn1 F' cismi {izerinde tanimlanan

iki lineer uzay olsun. V x, k € X ve Va, b € R olmak lizere,
Y(ak + kb;x) = aX(k; x) + bX(k; x)

sartin1 saglayan operatore lineer denir (Gadzhiev, 1976).
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Tanim 2.5. 0 < k ve X bir operator olsun
0 < X(k)

ise X operatdrii pozitiftir. Pozitiflik ve lineerlik sartlarini saglayan her > operatoriine

lineer pozitif operator adi verilir (Gadzhiev, 1976).

Lemma 2.6. X lineer pozitif bir operator olsun,
kr<k= X(k) <X(k)
sarti saglanirsa 3. operatorii monoton artandir (Gadzhiev, 1976).

Lemma 2.7. ¥ lineer pozitif bir operator olsun,
X(r)] < E(]x])
esitsizligi saglanir (Gadzhiev, 1976).

Tanim 2.8. z € N i¢in B,(k, ) ifadesine operator dizisi denir (Hacisalihoglu ve

Haciyev, 1995).

Tamim 2.9. [¢, k] araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlar bir araya gelerek C/g, k|

fonksiyon uzay1 tanimlar ve normu,

In@lcies = ma [5()

seklindedir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim 2.10. x € [q, k] olmak {izere (k) fonksiyon dizisi, (x) fonksiyonuna yakinsasin,
Jim |5y — filloren =0

veya

li - =
Jim, max [r,(x) — k(2)] =0

saglanirsa (r,) fonksiyon dizisi, (k) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir. Diizgiin
yakinsama,
Ky =2 R

seklinde de ifade edilebilir ( Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 2.11. Pozitif reel sayilar R* olsun. R* {izerinde \/ (maksimum) ve . (¢arpim)
islemlerini alalim (R*,\/,.) yar1 halkasina sahip bu yapitya maksimum ¢arpim cebiri

denir (Bede ve ark., 2016).
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Tamm 2.12. H C R sonlu veya sonsuz bir aralik ve
CB.(H)={c: H—R"}

¢, H tlizerinde siirekli ve sinirl bir fonksiyon olsun. Dogal sayilar kiimesinden alinan

herhangi bir eleman m € N,c € CB,(H), K,,,(.,t;) € CB+(H),t; € H olmak iizere

maksimum ¢arpim tipi operator dizisi,

veya
T(c)(t) = M]Km(t,ti)c(ti)

bi¢iminde tanimlanan, bu operatorler pozitif ama lineer olmayan operatdrlerdir (Bede

ve ark., 2016).

AyricaVa,b € Rt vec, f : H — R™ sart1 igin,
Ky (acVbf)(t) = akp(c)(t) VI, (f)(t)

V0 < v igin,
K (e7)(t) = vEKm(c)(1)

pozitif homojenlik 6zelliklerini saglar.

Lemma 2.13. H C R sonlu veya sonsuz bir aralik olsun. j,d € CB,(H) ve
K, : OB, (H) — CB.(H)

lineer olmayan operatér dizisi igin

i) j <dve¥m € Nise K,,(j) < K,(d) (monoton artanlik)

i) Kp(j+d) < Kny(j) + Kn(d) (alt lineerlik)

sartlar: gergeklessin. O zaman j,d € CB,(H) ve x € H igin,
| Ko (j) () = Kin(d)(2)] < K (|5 — d])(2)

olur (Bede ve ark., 2016).
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Lemma 2.14. K,, : CB,(H) — CB,(H) pozitif, monoton, alt lineer bir operatir
dizisi olsun ve x € Hved € CB(H),

| Kom(d)(2) —d(z)| < iKm(Vm)(w)Jer(eo)(x) Wi(d; 6) u +d(x)[ Kim(eo) (x) — 1]

olur. Burada
d>0,Yme H,z € Hey(m)=1,V,(x)=|m—z|ve
Wa(d: 8) s = sup{ld(x) — d(v)| : z,v € H,|a —v| < 5}
sureklilik modiiliidiir (Bede ve ark., 2016).

Sonu¢ 2.15. Vimm € N,z € H, K, (ey) = ey olmak iizere Lemma 2.14 sartlari

saglanirsa,

Kn(@)(@) = d@)| < [1+ 5K (Vi) (@)] W25 0)

olur. Siireklilik modiilii,
Wi(d; 0)g = sup{|d(x) —d(v)| : z,v € H,|x —v| <}

dir (Bede ve ark., 2016).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde lineer pozitif operatorlerle ilgili tanim, lemma ve teoeremler
verilmistir. Lineer operatorlerin siirekli fonksiyonalara diizgiin yakinsama teoreminden

yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

3.1. Lineer Pozitif Operatorler

Bu boliimde bazi lineer pozitif operatorler ve 6zelliklerine yer verilmistir.
Teorem 3.1. «, [b, s| araliginda tanimli siirekli fonksiyon ve gergel sayilar kiimesinde,
|r(x)| < My

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun,

) om(l;) =31,
ii) pm(t;z) 2,

iii) on(t*2) = 2

sartlarini sagliyorsa ., operator dizisi |b, s iizerinde diizgiin yakinsak olur.
Pm(k; 1) = k()
seklinde gosterilir. Baska sekilde ifade edersek;
lom(k) = Klleps =0 (m— o0)
yva da buna es deger olan,
oJim max | ¢ (ki 7) — K(z) [=0
bi¢iminde gosterilir (Done, 2011).

Tamim 3.2. « : [0, 1] — R* tanimlanmus siirekli bir fonksiyon olsun,

P.(k:x)= i /{(m) <Z>xm(1—x)z_m x € [0,1]

m=0 z m
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veya

P.(k:x)= S Ofi (ZL) Pem(T),

m=

y4
pzm ) 1_1; -
m

seklindeki operatore Bernstein operatorii adi verilir (Lorentz, 1953).

Lemma 3.3. Tamm 3.2°de verilen Bernstein operatorleri icin Korovkin teoremi
kosullari,
P(l1:z)=1,

P.(t:z) =,
P,(t*: 2) = 2?
bu bi¢imde [0, 1] araliginda saglanir (Lorentz, 1953).

Tamim 3.4. (z,y) € [0, 1] x [0, 1] i¢in,

P=01-z+2z) Z() (L—z)™

m=0

> (M-

1"=(1-y+y"
j=0 \J

0zdesliklerinden,

1= Z Eh: (;) (?) 21— x)* "y (1 —y)

m=0 j=0
yazilir.
z
Dem(T) = (m) a1l —x) ™"
pn(y) = (?) y (1 -y
dir.
Buradan,

Zzpzm phj ) L,

m=0 j=0

z h
Z pz,m(rx) - 1a th,j(y) -
m=0 7=0
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dir. Bu esitliklerden yararlanarak ~ siirekli fonksiyonunun iki degiskenli Bernstein

operatori

P.p(k:x,y) = i i K (77;7 ‘2) Pem (@)D (Y)

m=0 5=0

seklinde elde edilir (Biiylikyazici, 1999).

Lemma 3.5. (z,y) € [0,1] x [0, 1] Iki degiskenli Bernstein operatérleri i¢in Korovkin

teoremi,
Py(l:zy) =1,
Pz,h(t . .T,y) =z,
Pow(v:a,y) =y,
ve
1- 1 —
Pl 02y = S0y W20)

sartlart (x,y) € [0,1] x [0, 1] araligi i¢in saglanmr (Biiyiikyazici, 1999).

3.2. Bir ve iki Degiskenli Bernstein-Stancu Operatorleri

Bu kisimda bir ve iki degiskenli Bernstein-Stancu operatorleri ile ilgili gerekli

tanim ve teoremler verilecektir.

3.2.1. Bir degiskenli Bernstein-Stancu operatorii

Bernstein operatoriiniin birgok genellemesi tanimlanmis ve yaklagim 6zelligi
incelenmistir. Stancu, Bernstein operatoriinii tanimlamig, Bernstein-Stancu operatorii

adin1 vermistir.

Tanim 3.6. P, ,, : C[0,1] — C0,1], 0 < p < 6 sartim1 saglayan pozitif reel sayilar

p, 0 olmak lizere,

P o5 1) = mi: K (Tj:;) (;) z™(1—g)* ™

0

bi¢iminde tanimlanan P, ,, operatoriine Bernstein-Stancu operatorii denir (Done,

2011) .

10
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Bernstein-Stancu  operatoriinin - diigiim noktalart  [0,1] araliginin (TZ”TJF(;’)

noktalaridir. p = 6 = 0 igin klasik Bernstein operatorii sonucu bulunur. Buradan

pozitif ve lineer oldugu acikca goriiliir.

Teorem 3.7. Bernstein-Stancu operatorii i¢in z € N ve Vx € [0, 1],

i) P,,o(lx) =1,

i) P.po(t;x) = mpx + Ly,

iii) P, ,o(t%2) = m(m(m —1)a? + (1 + 2p)max + p?,

W) Pz,p,@((t - ZE)2; ‘T) - (m}rg)z (mx(l - ZL’) + (JI@ - )0)2

esitlikleri saglanir (Done, 2011).
Teorem 3.8. «, [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun,

lim [P, ,0(k;2) — (5;7)[[coa = 0

m— 00

olur (Done, 2011).

3.2.2. IKki degiskenli Bernstein-Stancu operatorii

iki degiskenli Bernstein-Stancu operatorii asagidaki bigimde tanimlanmistir.

Tanim 3.9. p;, 6, € RT olsun, o < pp < 0 ve k = 1,2 kosullarim saglayan pozitif
sayilar ve bir degiskenli Bernstein-Stancu operatoriinii iki degisken bi¢iminde [0, 1] x
[0, 1] bolgesinde x degiskenine gore z’ninci dereceden ve y degiskenine gore h’ninci
dereceden olsun.

z h

A CENED SO <m o h p2> <Z>xm(1 — )" (J')yj(l -y
0

=0 1= 2460, " h+0,) \m

seklinde tanimlanir ve

z h .
m+p1 ]+ p2

Prieti K, y) = K < :

(A CENT) mZOj:O 246, h+ 0,

) pem @150

olacak sekilde ifade edilir. Burada,

) = (

z

>xm(1 — gy

m

11
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AN »
Phy(y) = <j>yj(1 —y)"
dir (Ibikli ve Biiyiikyazici, 2004).
Lemma 3.10. m, z € Nve Pﬁ’;ﬁ’“m(ac, y), [0, 1] x [0, 1] bolgesi iizerindeki iki degiskenli
Bernstein-Stancu polinomu ve py, 0, € R olsun, o < pp < 0, ve k = 1,2 kosullarin

saglayan pozitif sayilar olmak iizere,

P (1 2,y) = 1,

<z P1
Prede(y. y) = ’
S (52 Y) 10 210
h P2

Predi( . _
z,h (%axay) h+92y+ h+027

PPEOs (2 4 52 y):( © )2<2_1>x2+z z(1+ 2p1)
zh T z+ 6 z (24 601)? !

9 2
P1 h h=T1Y 4
‘v () (507

1%

(h+65)?

+ (14 2p2)y s+

h
(h+05)
esitlikleri saglanir (Done, 2011).

Teorem 3.11. « [0, 1] x [0, 1] iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun,

Tim (|24 (k3 ) — (83 2) [l cppajxcion = 0

dir (Déne, 2011).
Tamm 3.12. g, — 0, (m — 00) olsun.
| Prpo(k;2) — k()| < com

olacak bi¢imde yaklasim hizi bulunur. p,,, ler degiskenlik gosterebilir (Szasz, 1950).

Operatorlerin  yaklasim hizin1 hesaplamak icin birgok yardimci faktorden

faydalaniriz.

Tamim 3.13. / C R* sinirh araligi tizerinde x : F — R siurli fonksiyonunu alalim.

Herhangi 0 > 0 igin, Siireklilik modiili;

w(k;0) = sup |k(x) — K(t)|
e
bigiminde tanimlanir. w(k; §), 0 > 0i¢in § degiskenine gore fonksiyonun pozitif oldugu

goriliir (Lorentz, 1953).

12
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iki degiskenli fonksiyonlarin siireklilik modiiliinii tanimlamak i¢in énce H =
[—1, 1] x [—1, 1] karesel bolgesinden M, = {J;,R,}, h =1,2,... ve M, = {¥,,N,},
z = 1,2,... farkl noktalar alalim, M}, M, noktalar1 arasindaki uzakhigi p(M;, M.,)

seklinde gosterelim,

p(My, M) = /(9 = 0.)2 + (Ry = X.)?
Tamim 3.14. x, H karesel bolgesinde tanimli, reel degerli ve sinirli bir fonksiyon, 6 > 0

w(k;0) = e s | (01, R1) = K (U2, Ry)
My ,Mqy€H

w(k; §) fonksiyonuna  fonksiyonun tam siireklilik modiilii denir (Martinez, 1989).

Tamm 3.15. w(k;d) sireklilik modiilinin 6 degiskenine gore ozellikleri asagida
verilmistir,

w(k;0) = sup |k(x) — K(t)|
(e oAl

Stireklilik modiiliiniin 6zellikleri asagida gosterilmistir.

i) w(k;0) >0,
i) 01 < d2 = w(k;01) < w(k;da),
i) w(k + g;0) < w(k;0) 4+ w(g;9),
iv) § € Nigin w(xk;£0) = §w(k;d),
v) T e R* igin w(k; T) < (14 TV)w(k; o),
vi) |k(t) — r(z)] < w(k; |t —zl),

vit) (1) = ()] < (14 57) w(k; o)

(Altomare ve Campiti, 1994).

3.3. Maksimum Carpim Tipi Operatorler

Bu boéliimde maksimum ¢arpim tipi Bernstein operatorii ve maksimum g¢arpim

tipi Bernstein-Stancu operatorlerinden bahsedilecek gerekli tanimlar verilecektir.

13
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Tamim 3.16. + : [0,1] — RT,

()

V Do)
m=0

Pem(z) =Cla™(1l —a)*™™

BM)(k)(z) operatdrii maksimum g¢arpim tipi Bernstein operatdrii olarak

tanimlanir (Bede ve ark., 2016).

Tamm 3.17. « : [0,1] x [0,1] — RT ,(z,y) € [0,1]?,

z h .
V.V pem()on () (2 7)
BED (9)(,y) = "2

z h
V V pem(®)pni(y)
m=0 5=0

V V. pen(@png () (2, 2)
_ , z,heN

z h

\/ pz,m(x) \/ ph,j(?J)

m=0 7=0

Pem(z) = Cl2™(1 —x)*™™,

prg(y) = Cly’ (L — )"
bi¢cimindeki operatore iki degiskenli maksimum carpim tipi Bernstein operatorii adi

verilir (Bede ve ark., 2016).

Tamm 3.18. x : [0,1] = R*, p,0 € RT ve 0 < p < 6 sartim1 saglayan pozitif reel

sayilar olsun,
Y 2zm\T )R nkp
m\iop ’ ( ) (Z+9)

V Do)
m=0

,2€N

Pem(z) =Cla™(1l —a)*™™

seklindeki operatdre maksimum c¢arpim tipi Bernstein-Stancu operatdrii adi verilir

(Kirc1 Serenbay ve Yavuz, 2021).

14
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde maksimum g¢arpim tipi Bernstein-Stancu operatorlerini tek ve ¢ift
degiskenli olarak ele alinmistir. Bu operatorler i¢in yaklagim ve yaklagim 6zellikleri

incelenmistir.

4.1. Bir Degiskenli Maksimum Carpim Tipi Bernstein-Stancu Operatorii

Tanm 4.1. x: [0,1] = R*, 2 € [0,1];p,0 e RT,0< p <0,

li !
1m =

0

siirsiz ve azalan pozitif reel sayilardaki dizisi olmak iizere, tek degiskenli maksimum

carpim tipi Bernstein-Stancu operatori,

ot ()

\Z/ Dem(T)
m=0

,2€N

Pem(z) =Cla™(1l —a)*™™

seklinde tanimlanir. Siirekli # fonksiyonu i¢in P (k; x) pozitif ve [0, 1] araliginda

stireklidir (Kirc1 Serenbay ve Yavuz, 2021).

Maksimum ¢arpim tipi Bernstein-Stancu operatorleri i¢in siireklilik modiilii

yardimui ile yaklasim orani hesaplanacaktir.

Vz € Nigin P™)(k;0) — k(0) = 0 olup asagidaki tanimlar 0 < z < 1 aralig

i¢in verilecektir.

Tanmm 4.2. m,w € {0,1,...,z},x € [zf;fl fie”:ﬂ ,2€Nvepl e RT0<p<4

olmak tizere,

()| 2L — g
Nmysz(x) — p7 ( ) Z+6 ‘
Pzw()
ve
nm7z,w(x) _ pz,m(l’)
Pzw()

15
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olur.

Tanmm 4.3. m,@w € {0,1,...,z},x € [zf;fl, f:ep:ll] ,2ENvep,d cRT0<p<0

olmak tizere,

T m+P_CC

1) w+1<m Nin () = %@f)
z)(z—2t2

i) m<w-1 MWA@Z%%gaﬂl

saglanir.

Tamm 4.4. m,w € {0,1,...,z},x € Li;rfl, f:g’:ﬂ ,2€Nvep e RT0<p<46

olmak tlizere,

 pem(@) (2 —a)

1) w + 2 S m, Nm,z,w(m) - Dz, ()
2)(z— m+p
11) m < w — 27 Nm,z,w(x) = %@Z;w

olur.

Lemma4.5. m,w € {0,1,...,z},x € Lf;fl, f:g’:ﬂ ,2€Nvep, e RT0<p<4

olmak tizere,

l) w + 2 S m, Nm,z,w(-r) S Nm,z,w(x) S 3Nm7z,w(x)a

l'l) m S w — 2, Nm,z,w(x) S Nmzw(x) S 6Nm,sz('r)

1<

dir.
Ispat.

i) Burada N, . »(z) < N,,.. () oldugu agiktir.

Esitsizligin diger tarafindan,

Nm727w<x) B mtp T mtp _ _wtp

Z19 210 2 +0+1
N o_m+t — _m+ w+tp+l
Nm,z,w(w) z+€+p1 - z+94f1 - z+é):1
< mz+ml+m+p—zw— 0w
- (z+0)(m—w—1)
s Mm-@ p
“m-—w—1(z+0)(m—w—1)
<3

16
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olur.

Nizw(®) < Ny () <3N, o0 ()

yazilir.

ii) Burada N, . (7) < N,, ., () oldugu agiktur.

Diger taraftan,
m+ w+p+1 m+
Nm,z,w(x) _ r— z+9—fl < z+9p+1 B z+9—f-)1
m — w+ m—+
N,z () L — z+9p z+9—fl - z+€p
@+ +)(wtp+l—m—p)
(z+0)(@+p—m—p)—m—p
(z+0+1)(w+1—m)
T (z+)(w+p—m—p-—1)
2+ 0+1 w+1—m
240 w—m-—1
co@lom
T w—m-—1
1
=2 (1 + ) <6
w—m-—1
Buradan,
Nm,z,w(x) S Nm,z,w<x) S 6Nm727w(x)
esitsizligi elde edilir. 0

Lemma4.6. m,w € {0,1,...,z},x € [g—gf—l, Z:;:H ,2€Nvep, e RT0<p<¥
olmak tizere,

nm,z,w (l‘) S 1

dir.
Ispat. iki durumda incelenir.

1) w < migin,

w+p w+p+l
2460417 z4+6+1

I_Tm fonksiyonu z € { } icin artmayan fonksiyon oldugundan,

_ wtptl
Nmzw(®)  m+1 1—a:>m+11 =0 g
= : = Tmiprl =
Nmtlw(T) z2—m z—m g

nO,z,w(J;) S S nm+2,z,w(x) S nm—l—l,z,w(x) S nm,z,w<x>

olur.
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i1) m < w i¢in,

w+p

(- :z—m+1 x >z—m—|—1 v
nmfl,z,w(x) m 1—a m 1—%_

10.20(T) < oo < Npp—92.0(2) < Npe12 () < Nz ()

Vm,p € {0,1,2,...,2}, Ny . () = 1

oldugu elde edilir. O

Lemmad4.7. m,w € {0,1,...,2}, 2 € [Zf;fl, f:g’:ﬂ 2€ENvep§cRT0<p<0

olmak tizere,

Dpme{w+2,w+3,...,2—1}, w < (m+p) —V/m+p+ 1igin,

Nerl,z,w (*T) S Nm,z,ﬁ,r(x)?

i) me{l,2,..,w—2}, (m+p)+/m+p < wigin,

dir.
Ispat.

Dme{w+2,w+3,...,2—1},w < (m+p) —/m+ p+ Ligin,

m+p

Nupew(®) — m+p+1 1-x 557
N = : “mtptl ’
Not1pw(®) z+0-—m—p =z Z2P2 —x
1 mtp_ . . .
Y(r) = g5 fonksiyonu [0,1] arahfinda artmayan fonksiyon
z+60+1
- w+p+l\ _ z+0—w—pmtp—w—p—1 _  z4+0—w—pm—w—1
oldugundan, ¢(z) > Y(T5ET) = wtptl  mtp—w—p | wiptl  m-w °

wtp  wtptl| ;s -
Vr € L+9+1a m] icin saglar.

w < (m+p) —yvm+p+1’°den
m+p+l)m+p—w—p—1)>(w+p+1)(im+p—w—0p)

m+p+1l)m—w—-1)>(w+p+1)(m—w)

18
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olur.
Nm,z,w(x) m+p+1 z+9—w—pm—w—1>1
Nm—l—l,z,w(aj)_z‘i‘e_m—p. w—i—p—i—l m — o -

esitsizligi saglanir.
me{1,2,....w—2} (m+p)+/m+ p < wigin,

ii)
_ _mtp
ﬁm,z,w(x) o Z+9_m—p+1 T z z+604+1
Mm—l—l,z,w(x) m+p 1 37‘1' - T_t;_:ll ’
__m+p
g(x) = % —r, fonksiyonu [0,1] araliginda azalmayan fonksiyon
TS0
S w+ _ w+ w—m w+ wtp+1| ;s
oldugundan g(z) > g(;F5f) = P ey e R LS [z+9f17 z+0p+1} 161n
saglar.
(m+p)+vVm+p<w+p
ve
(@ +p)(w —m) = (m —p)(ew—m—1)
esitsizligi saglanir.
ﬁm,z,w(a‘) >Z+9—m—p+1 w-{—p o —m > 1
M’rn-&-l,zﬂ.,«—f(x)— m+p z+0+1_w_pw_m+1_
elde edilir. UJ
wtp w+’)+1} ,2€Nvep § e RT0<p<¥

Lemma4.8. m,w € {0,1,...,z},x € L+a+1, v

olmak tizere,
\/ pZ,m(-,L‘> = pz;w(aj)-
m=0

Burada,
Pem(z) =Cla™(1 —a)*™™

dir.

wp w+p+1} ve p,f € RT 0 < p < 0 olsun.

’Z}’ x € {z—&—@—&—l’ z4+6041

Ispat. m,=w € {0,1,...

wtp+l | 5 .:
x € [0, Z+9p+1:| igin,

0O<m+p<m+p+1<z,
0 sz,m—‘—l(l‘) sz,rn(I)
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oldugunu gosterelim.

0< ( : )xmﬂ(l—x)z—m—l < (Z)xm(l—x)z—m

RERRNE

dir. (,2,) + () = (5)) esitliginden,

0<z<
z+1

olur.

m = 0, ..., z alinarak yukaridaki esitsizlikte,

pz,erl(x) S pz,p(x)ax € 07

p+1 }
z+60+1

p+2 ]
"z4+0+1

p+3 ]
"2+ 0+1

pz,p-‘rQ(x) S pz,p+1(x)7x € {0

Pzp+3(7) < p2pro(w),w € {O

bigiminde devam edilirse,

m—+p+1]

zZ,m S z,m ) 6 07
Pemis (@) < pela). o € |0, 2]

bulunur. ]
z4+60—2
TZz4+0+4+1)
24+60—1]
Tz4+60+1]
z+0
"2+ 0+1

0

pz,z—Z(z) S pz,z—?)(x)7 S

pz,z—1<$> < pz,z_Q(x),ac c 10

pZ,Z(‘I) < pz,z71<x),$ € |0

bu esitsizliklerden,

T € [0, Zizil} isem =0,...,2i¢in p, ;i p(z) < p. (o),

pt1 p+2 : _ s
x € [z+9+1, Z+6+1] isem =0,...,2i¢In P, i p(2) < pspra1(2),

p+2  p+3 ] _ .
x € [z+9+1, Z+9+1} isem =0,..., 2160 P, 14 p(2) < pspra(2),

20



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ayse Kiibra YESILNACAR BINMAR

ptz  ptztl| s _ g
T E [2+9+1, Z+9+J isem =0,...,zi¢inp, ,(2) < p, ()

elde edilir ve ispat tamamlanir. OJ

Teorem 4.9. « : [0,1] — [0,1], x, [0, 1] araliginda siirekli ve sinirli bir fonksiyon ve

z € [0,1],
POD () (@) — k()] < 120, (m %)
dir.

Burada, wi(k,0) = sup(|k(z) — k(t)| : z,t € [0,1], |z — t| < I) seklindedir.

Ispat. Maksimum carpim tipi Bernstein operatorleri sonug¢ 2.15 deki kosullart

gergeklestirdiginden,

IPPO()@) — (@) < (14 5P (2)(@)) wn(s:)

ve (0:)(t) = |t — x| yazilarak,

m+p
z+6

\Z/ pz,m(x>’% - CC‘
m=0

E.(z) = P (0)(x) =

- ,x € [0,1]
m\iopz,m(:r)

elde edilir.

Yukaridaki esitlikten, z € [zf;f:l, f:;:ll } vew € {0,1,...,z},

,,,,,,

@+ p w+p+1}
z24+0+1" z24+0+1

dir.

w = 0igin E,(z) < S [O 1 } bu durumda her bir kosul i¢in iist

1
z+0+1 ° ? z+0+1
w+p wtp+l

sinir elde edilmelidir. Ny, . (z), w = 0,1,...,z ve © € [Z+9+1, For )

oldugunda

m =0,1,... i¢in,
I1+p

Nmzwx §67
() z+0+1

oldugu gosterilmelidir.

Buradan F, (z) < 6\/% ver € [O, Z+é+1} i¢in 9, = 6\/% elde edilir.

|PM) (k) () — k()] < 12w, (:‘i, %)
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ifadesindeki tahmin bulunur.

IL+p

Vz+0+1

oldgunu gostermek i¢in ti¢ durum séz konusudur.

Npzw(x) <6

)me{w—1,w w+1}
i) m>w+ 2

i) m < w—2

i. Durum: m € {w — 1,w,w + 1},

Eger m = w ise,

w+p ‘
Ny . w(x) = -
Had) ( ) Z+0
olur. z € [Zf;fl, f:g’iﬂ araliginda,
1+p
Nwzwx < —F—
” ( )_ z4+60+1

esitsizligi saglanir.
Eger m = w + 1 ise,

w+p+1 )
—_— =z

Nw+l,z,w(x) - nw+1,z,w(x) ( Z+ 0

No41,2,w (ZE) S 1

oldugundan,

w+p+l <w+p+1_ w+p < 3+p

Nw z, S —= —
+1.20(2) 240 o 240 24 0+1 " 24+0+1

dir.

Eger m = w — 1 ise,
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wtp—1 <w+p+1 w+p—1 < 2+p

wa 2,70 S = - -~
1aw(®) <@ 2+ 0 2+ 0+1 2+ 0 2+ 0+1

elde edilir.

i.Durum: m > w + 2 i¢in iki alt durum vardir.

Birinci alt durum,

m+vm+1<w
ise,
— m—+p
Nmzw = lmz,w <_ >
o (x) Tz, (a:) z4+0+1 o
m+p < m+p @ty
T z4+0+1 T z4+0+1 z4+0+1
m+p  m+Vm+1
T z4+0+1 z4+0+1
_Vm+1+p
oz 0+1
< IL+p
T V24041
Ikinci alt durum,
m—-—vm+1>w

Yzr) = v —Vr+1, x € [0,1] araliginda azalmayan bir fonksiyon m €
{0,...,z}, m — vm + 1 < w olup buradan m; = m + 1 saglanir.

ml—\/ml—i-lzw

ise,

~F m+p+1 >
Nmzw = Nimz,w a4
(x) n”(@(z—kﬁ—i—l .
m+p+1 m+p+1 w + p
< — < —
T z40+1 T z4+0+1 z+0+1
<m+p+1 m—vm-+1
T z+0+1 z+0+1

vm+14+1+p

z+0+1
24+ p

<7
T Vz+0+1
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my > w+2vex € [0, 1] araliginda ¥ azalmayan fonksiyon olup,

Hw+1) < 1w,

Nm-{—l,z,w(l') 2 ﬁ—i—?,z,w(‘r) Z Z Nz,z,w
esitsizligi yazilir. m € m+ 1, m + 2, ..., z igin

24p

Nﬁzw = T
=== e

yazilir.

Her iki alt durumdan,
6+p

Nmzw Si
=== T

elde edilir.

ii.Durum: m < w — 2 i¢in iki alt durum s6z konusudur.
Birinci alt durum,

m -+ y/m > w olsun,

_ _ m+p)
Nm,z,w(x) o nm’z’w(x) (x z4+60+1

. m-+p <w+p—|—1_ m-+p
- z24+04+17 24+04+1 2z4+0+1
<m+\/ﬁ+p+1_ m+p

z4+60+1 z4+60+1
_Vm+p+1
24 0+1

24 p

< 27
T Vz+0+1

olur.

[kinci alt durum,

m + \/ﬁ < w
m € {0, ..., z} minumum degerinden m — vm < @ olup my = m—1 elde edilir.

ma — /Ma > @
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i¢in,

m+p— 1)
N = Nm,z,w - a4
m 2 o(T) = Nz () (x 24+0+1

_mtptl _wHptl mtp-1
z+04+1 ~ z4+4604+1  z4+60+1
cmtymtl m4p—1
T oz+0+1 z+0+1
_VJm+2+p
oz 041
3+p

<
T WVz+0+1

w > 2 oldugu zaman,

me > w — 2

sart1 icin,
ﬂmfl,z,w(x) 2 Mmflz,w(m) 2 2 NO,z,w
saglanir.
3+p
() z+0+1

rc | = mtptl

Z+0+17 z+6+1} araliginda m < @ — 2 igin

3+p
Nmzw Si
() z+0+1
elde edilir.
3+p
z = T T/ eN
Vz+0+1 :

(0:)(t) = |t — x| alinirsa,

. 1+p
[PED (k) () = ()] < 1201 ( m)

ispat tamamlanmis olur. 0

4.2. 1ki Degiskenli Maksimum Carpim Tipi Bernstein-Stancu Operatorii

Bu kisimda iki degiskenli Bernstein-Stancu operatoriiyle ilgili tanim ve teoremler

verilecektir.
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. +. w+p1  wtpi+l ttpe  ttpatl
Tamm 4.10. 5 : [0,1] x [0,1] — R¥; 2,y € [ g, THetl] o [oobe bt |

w, e € Nym={0,1,....2},5 ={0,1, ..., h} ve py, 0 € RT, (k =1,2) ve 0 < pp < O
olmak tizere,

z h .
- V pem() Vo) (2552 £52)
m= Jj=
Pz,h,wk,Lk (K/ 1z, y) = - h

seklindeki operatére maksimum c¢arpim tipi iki degiskenli Bernstein-Stancu operatorii
denir. Burada,
Pem(z) =Cla™(1l —a)*™™

ve
Prg(y) = Cly’ (L —y)"
dir.
Teoremlerin ispatlart i¢in bazi yardimci tanim ve lemmalara asagida yer

verilmistir. Tki degiskenli operatorlerde calistigimiz igin = ve y degiskenleri i¢in ayri

ayr1 tanimlar verilecektir.

. + wtp1  wtpitl L+p2 ttpa+1
Tamm 4.11. % : [0,1] x [0,1] = Rt,z,y € [ Zf0, Shocil] o [, aeat]

w,e € Nym=4{0,1,....2}, 7 ={0,1,....h} ve p, 0 € RT, (k =1,2),0 < p. < O

olmak iizere,

m+p1
m\T) | T3 — X zm
Nm,Z,w(x) - L : ( ) =0 |7 nm,Z,W(‘r) = 7 (w)
pz,w(x) pz,w(‘r)
Phg ()22 — g ni(Y)
Nini(y) = s myn(y) =
’ Pha(y) ’ Ph(Y)

dir.

. + w+p1  wtpitl L+p2 t+p2+1
Tanmm 4.12. s : [0,1] x [0,1] — Rtz,y € [Z+91+1, Z+91+1} X {h+92+1,h+92+1 ,

w,e € N,m={0,1,....2},7 ={0,1,....h} ve p, 0 € RT, (k =1,2),0 < p. < 0O

olmak iizere,

+
 pem(@) (L )

1) w+1< m, Nm,z,w(x) - Dz, (T)
) (z— 2P
i) m<w-—1, Mmﬂ@:&%£ﬁéﬁ
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. 7_( )(j+p2_ )
iif) 0 +1 <5, Ninaly) = =5 15—

j+
Ph,; (YY) (y— fLJrZZ)

ph,L(y)

iV) ] S L= 17 Nj,h7b(y) =

bi¢iminde tanimlanir.

. + wtp1  wtpitl L+p2 t+p2+1
Tamim 4.13. s : [0,1] x [0,1] — Rtz y € [Z+91+1, Z+91+1} X {h+92+1’h+02+1 ,

w,e € Nym={0,1,....2},7 ={0,1,....h} ve p, 0 € RT, (k =1,2),0 < p. < 0O

olmak tizere,

+
| pem(@) (a2

1) m S w = 27 Nm,z,w(x) - Pz, (T)
) __J+p2
) J<e=2 Ny ly) =
seklindedir.

. w+ w+p1+1 v+ t+p2+1
Lemma 4.14. 1 : [0,1] x [0,1] = R¥,a,y € | Zon, SHuE] x| thee et ]
w, e € Nym=4{0,1,....2}, j = {0,1,....h} ve pi, 0 € RT, (k =1,2),0 < pj < O

olmak tizere,

i) w + 2 S m, Nm,z,w(x) < Nm,z,w(x) S 3Nm,z,w(x)

i) 1+ 2 < j, Njno(y) < Njno(y) <3Njn.(y)
dir.

Ispat. Lemma 4.5 in (i) kismindan = ve y degiskenleri igin benzer sekilde ispat elde

edilir. O

. + wtp1 wtpitl t+p2 ttpa+1
Lemma 4.15. & : [0,1] x [0,1] — R¥,a,y € | Z5on ZHuEl] x [ thee et ]

w, e € Nym={0,1,....2}, j ={0,1,....h} ve pi, 0 € RT, (k =1,2),0 < pp. < O

olmak tizere,

l) m S w — 27 Nm,z,w(x) S Nm,z,w(x) S 6Nm’z7w<3§')
i) j<t1—2, Nj,h7b(y) < Mj,h,L(y) < 6Nj,hyb(y)
olur.
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Ispat. Lemma 4.5 in (ii) kismindan z ve y degiskenleri i¢in benzer sekilde ispat elde

edilir. O

. + w+p1  wtp1+l t+p2 t+p2+1
Lemma 4.16. « : [0,1] x [0,1] = Rt,z,y € [z+91+1, Z+91+1} X [h+92+1, h+02+1] ,

w, e € Nym={0,1,....2}, j ={0,1,....h} ve pi, 0 € RT, (k =1,2),0 < pp. < 0O

olmak tizere,

i) Nmzw(T) <1,

i) njp.(y) <1
dir.

Ispat. Lemma 4.6 *dan z ve y degiskenleri icin benzer sekilde ispat yapilir. U

. w+ w+p1+1 L+ t+p2+1
Lemma 4.17. s : [0,1] x [0,1] - Rt,z,y € Lwl’fﬁl, z+5/r311+1} X [h+9§2+1’ h+’;22+1] ,
w,e € Nym={0,1,...,2}, j ={0,1,....,h} ve p, 0 € RT, (k =1,2),0 < pp < O

olmak iizere,

)me{w+2,w+3,...,2—1} w<m—vm+ 1igin,

=

Nm—l—l,z,w('r) S m,z,w<x>7

i) me{l,2,...w—2}, m+/m < w igin,

=

ﬂm—l,z,w(x) S m,z,w(x>’

i) je{t+2,0+43,....,h—1}, 0 < j—+/J+ 1igin,

=

Nj‘f‘l,h,b(y) < j,h,L(y)7

iv) j€{1,2,...,0—2} j+ 7 < vigin,
Mj—l,h,L(y) S Mj,h,L(y)

dir.

Ispat. Lemma 4.7 nin (i) ve (ii)’den z ve y degiskenleri igin benzer sekilde ispat yapilir.
O
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. w+p1 W 1 L L 1
Lemma 4.18. 1 : [0,1] x [0,1] — R¥,a,y € | Fon, SHuEl] x| thee et ]
w,t € N, m = {0, 1, ...,Z}, ] = {0,1,,h} ve pk,ek € R¥, (k’ = 1,2), 0<pr < Oy

olmak tizere,

V peonle) = ool

y Ph,j (y) = Pho(Y)

dir. Burada,
Pem(z) =Cla™(1l —a)*™™
prg(y) = Cly’ (1 — )"~
bicimindedir.
Ispat. Lemma 4.8 den z ve y degiskenleri i¢in benzer sekilde ispat yapalir. 0

Tamm 4.19. (iki Degiskenli Bernstein-Stancu Operatdriiniin Maksimim Carpimi)

. w+ w+p1+1 L+ t+p2+1
k:[0,1] x [0,1] = R, 2,y € [z+91€:1, z+9”11+1] X [h+6§i1’ h+‘(322+1} ,w,l €N,
m = {07 17 SEE) Z}’.] - {07 ]-7 S) h} ve pknek € R+a (k - 1»2), 0 < Pk < Hk olmak

lzere,

z h .

V pean(@) V pnj(y)n (Z2r, 122)
(M) . _ m=0 7=0
Pz,h,wk,Lk (K/ : x’ y) -

z h

V o) V pay(y)
m=0 7=0
seklinde tanimlanir. Burada,

Pem(z) =Cla2™(1 —a)*™™

pri(y) = Ol (1 — )"

dir.

2 w+p1  wtpit+l Lt+p2 t+pa+1
Lemma 4.20. z,y € [0, 1]*ve (z,y) € [Z+91+1, Z+91+1} X [h+02+1’ h+92+1},

@ =0,.21=0,.hve P

2,h, gLk

(k : x,y) operatirii [0,1] x [0, 1] dizerinde
tamimh ve siirekli bir fonksiyon olsun. py, 0, € RY, (k = 1,2), 0 < pp < 0y olmak

lizere,

Do) = Ca™(1 — 2)™ = <Z>xm(1 R

m
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. B B\ B
pni(y) = Cly/ (L —y)' 7 = (J.)yj(l —y)t
icin,
z h
\/ pz,m(x)' \/ DPh.j (y) = pz,w<x>ph,b(y)
m=0 7=0
dir.

z

. h z h
Ispat. \/ p...(z) >0, V pn;(y) > 0oldugundan \ p,..(z). V pn;(y) > 0 olur
m=0 j=0 m=0 §=0

vez,y € [0,1],

(2, ) € w+ P w—i—pl—i—l} { L+ p2 L+ p2+1
4 240, +1 240, +1 h+0,+1"h+0,+1

O S pz,m—H (I) S pznn(w)

0 < phj+1(y) < prji(y).

Burada = € {0, Z:G’)fﬁ}, = {O, ;:f;;ﬂ olmak iizere

0< < : )xw“(l —z)m < <Z>xw(1 —x)77,

w

ve

v<ol( ) ()

z z\ _ (=241 w+p1+1 t+p2+1
olup, ayrlca( )—i—( ) = ( ) kurallindan 0 < z < 7Z+911+1 ,0<y < 7h+922+1

w+1 w w+1
olur.
x m—w
1
<1 — x> ’ (1)
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) _ ph,m(y) _ @ L &
Ajn(y) = ) = (;LL) (1 _y) (2)

(1) ve (2)den Az jni(®,y) = Amsw(x).Ajn,(y) olur. Yaklasim sonucunun

ispatindan,

@ + P w+p1+1}x{ L+ p2 L+P2+1]

0,1
I,yE[, }7(x7y)€|:2+81+17z—|—81—|—1 h+02+17h+02+1

w=0,..2,.=0,...h igin,

z h

+p1 7+ p2
P() :‘ix mzw'an R(m ) )
olur.
M M
P (ki wy) = PUD [POY (5)] (2,y)
esitligi;

F = F(z,y) ’nin degiskenine gore P( M)(F) tek degiskenli Bernstein-Stancu
maksimum g¢arpim operatdrii P (F) *nin z degiskenine gore F' ye uygulandig

anlamina gelir ayn1 bigimde szy )(F) tek degiskenli Bernstein-Stancu maksimum

¢arpim operatorii olan PXM)(F) *nin y degiskenine gore F’ye uygulandigini gosterir.
Yani iki degiskenli Bernstein-Stancu operatdrlerinin maksimum c¢arpimi, tek degiskenli

Bernstein-Stancu operatorlerinin maksimum ¢arpiminin tensor ¢arpimidir. ([l

Tanim 4.21. % : [0, 1] x [0, 1] — R* olmak tizere,

i) k(x,y),[0,1] x [0,1] lizerinde z’e gore artan (azalan) ise,
K(x+ ¢,y) — k(z,y) > 0(<0),Vy € [0,1],Vz, 2+ ¢ € [0,1],¢0 > 0
i) x(x,y),[0,1] x [0, 1] tizerinde y’e gbre artan (azalan) ise,
k(z,y+ @) — k(z,y) > 0(<0),Ve € [0,1],Vy,y + ® € [0,1],® >0
iii) k(z,y), [0,1] x [0, 1] Gizerinde tst(alt) iki boyutlu monoton oldugundan,
Aski(x,y) = k(x + ¢,y + ¢) — Kz, y + &) = Kz + ¢,y) + K(z,y) > 0(< 0)
Vo e [0,1],Yy,y+¢ €[0,1],¢ >0
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Yy € [0,1],Vz,z + ¢ € [0,1],¢ > 0

olur (Bede ve ark., 2016).

2 w+p1  wtpi+l L+p2 t+p2+1 _
Teorem 4.22. =,y € [0,1]°ve (z,y) € [z+01+17 z+01+1] X [h+02+17 h+92+1} w =

0,..2,0 = 0,..h ve P;%;k,%(ﬁ . x,y) operatorii [0,1] x [0, 1] iizerinde tamml ve

stirekli bir fonksiyon olsun. py, 0, € RT, (k= 1,2), 0 < pi < 0 olmak iizere,

Vet Ot U VRt 0+ 1
dir.Vx,y € [0,1] ve z, h € N i¢in,
wl(ﬁaday) :Sup(”‘i('xazﬁ _K(Oé7ﬁ)| : xayaaaﬁ € [07 1],‘1’—0&‘ < 57 |y_6’ < l/)

icin saglanir.

Ispat. A,, B, € Rt ve k € {0,1, ..., s},

— < _
el VA i A= i U = B

olmak iizere,

|PED (8) (2, y) — k(. y)| =
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z h . z h
\/ pz,m(x) \/ ph,j(?/)“ (T:gplla ?J_ZZ) \/ pz,m(x) \/ ph,j(w’ﬁ(% y)
m=0 7=0 m=0 7=0

z h z h
V Dem(x) V pnj(y) V Dem(x) V pnj(y)
m=0 7=0 m=0 7=0

z h .
m\iopz,m(x) j\z/oph’j(y> "% (%’ %) — Kz, y)‘

IN

h
pz,m(l‘) \/ Ph,j (y)
0 7=0

h
V Pem(®) V prj()en (5ifm+ pofz+ 00—zl |j + po/h+ 02 = y) |)

<= !
- z h
m\iO Pzm (,I) j\:/0 DPh.j <y)
z h .
, . slmtpi/z401—z| _ |j+p2/h+02—y|)
B m\iopz7m(x> j\:/oph,] (y)wl (/{7 0 5 v P )
- z h
\/ pz,m(aj) \/ ph,j(Q)
m=0 7=0
z h .
\/Opzm(x) A\/Oph,j(y)wl (1 + \m+p1/§+91—w| + |J+P2/hy—i—€2—y|)> wi (K, 8, V)
o m= 1=
o z h
\/ pz,m('r) \/ ph,j(?J)
m=0 7=0
z h
m+
LV pe(e) (225) ) Vo) (7552
:(,ng(ff?a,V) 1+7m:0 z *J_
(5 \/ (ZL‘) 14 h
V., Pam V pni(y)
m= =0
_ 1+ _ 1+
Burada,é—ﬁ\/ﬁre’ﬁveV—Gwﬁgpﬁ
L+p L+ po
P T,y) — k(x, < 3wi | K; 6 )
P00 9) =l )] < 3 (6L 6
I+ pm L+ p2
< 18w | K; )
= 1( Vz+o+1 ¢h+92+1>

dir. Ispat tamamlanr. U
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tezde « : [0,1] x [0, 1] bolgesi tizerinde, x € [0,1] ; p,§ € RT,0< p < 0

tanimlanan maksimum c¢arpim tipi tek degiskenli Bernstein-Stancu operatorti,

s (52

V pem()
m=0
seklindedir. Burada,

Pem(z) =Cla™(1 —a)*™™

dir ve tek degiskenli Bernstein-Stancu operatoriinde yola c¢ikilarak iki degiskenli

Bernstein-Stancu operatorii izerinde ¢aligmalar yapilmistir.

K :[0,1] x [0, 1] bolgesi tizerinde tanimlanan, py, 0 ve (k = 1,2) igin 0 < p;, <

0, sartin1 saglayan iki degiskenli Bernstein-Stancu operatorti,

z h .
Vpen(@) Vs (250152
z,h, gLk ('% 2T, y) = 2 h

V pz,m(x) V ph,j(y)
=0 =0

bi¢iminde ifade edilir. Burada,
Pem(z) =Cla2™(1 —x)*™™
pug(y) = Cly/ (1 — y)"
dir.

Pz(fv}f)(/f)(x, y) operatoriniin siireklilik modiiliilleri yardimiyla yaklasim hizi

bulunmustur. w; stireklili modiilii ve z,y € [0, 1] x [0, 1] olmak tizere,

L+p L+ po >

P () () — Kz, y)| < 18w | k;
P ’ T Vet 0, +1 Vh+0,+1

dir.
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5.2. Oneriler

Bu ¢alismada karesel bolgede iki degiskenli maksimum carpim tipi Bernstein-
Stancu operatorleri tanimlanip bu operatoriin siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim

hiz1 incelenmistir.

Yaklagim teorisinin giiniimiizde miihendislik, biyomedikal, saglik gibi bir¢cok
alanda uygulamalar1 mevcut olup, bu alanda yeni ¢aligmalara devam edilmektedir.
Ozellikle sayisal analiz, cok degiskenli istatistik v.b alanlarda kullanilir ve

gelistirilebilir.
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