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Bu calismada fonksiyonel analizdeki yaklasim teorisi konusu {iizerinde yapilan g¢aligmalardan
bahsedilmistir. Yaklasim teorisinde kullanilan bazi operatérler tanitilmig olup S, operatdriiniin
kapali bir aralikta yaklagim oOzellikleri ve yaklagim hizi incelenmistir.Lipschitz sartin1 saglayan
fonksiyonlari kullanarak .S, ¢ operatdriiniin yaklagim hizi inlenmis olup S, . operatdriiniin secilen siirekli
fonksiyonlara yakinsakliginin ne derece saglikli oldugunu gostermek i¢cin Mapple programu ile grafik
cizilmig ayrica Matlab ile de fonksiyona olan yaklasimin hata paylar1 tablolar seklinde ifade edilmistir.
q— analiz ile ilgili temel kavramlar hatirlatilacak olup genellestirilmis ¢—Szasz-Mirakyan-Kantorovich
Operatorii olusturularak klasik ve istatistiksel yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Yaklagimlar teorisi, lineer pozitif operatérler, lipschitz kosulu, g-analiz,
yaklagim hiz1
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In this study, one of the studies conducted on the subject of approximation theory in functional analysis it
has been mentioned.Some operators used in approximation theory have been introduced, and the operator
S,.c is the approach characteristics and approach speed in a closed December were studied.Functions
that provide the Lipschitz condition by using the approximation velocity of the operator S, ., the
approximation velocity of the operator S, . is reduced to a continuous function the approach is shown
by drawing a graph with the Mapple program.basic concepts related to g- analysis it will be recalled that
by creating a generalized q—Szasz-Mirakyan-Kantorovich Operator, the classical and

KEYWORDS: Approach theory, linear positive operators, g-analysis, lipschitz function, rate of
approximarion



TESEKKUR

Caligmalarimiz boyunca desteklerini esirgemeyen, engin bilgileriyle her daim yanimda olan,
arkamda her zaman varligim hissettiren danisman hocam Prof. Dr. Aydin 1ZGI’ye sonsuz tesekkiir
ederim.Bu siirecte kapisi bizlere her daim agik olan Prof. Dr. Haydar ALICI” ya ve aklima takilian bir
problemde rahatlikla soru sorabildigim her seferinde sabirla cevap veren Dr. Ogr. Uyesi Harun CICEK
hocalarima da tesekkiir ederim.

Yiiksek Lisansa basladigim gilinden beri sehir disinda olmalarina ragmen her zaman bas
ucumdaymis gibi iizerimde ellerini hisettiren sevgili ailme, basta anne ve babam Emine OZTEL ve irfan
OZTEL olmak iizere ablalalarim Mukadder OZTEL ve Meral OZTEL’e kardesim Sonay OZTEL’e ¢ok
tesekkiir ederim.

Son olarak bir giin okumasi dilegiyle varligina her giin siikrettigim camim kizim Eyliil MiRA’ya
cok tesekkiir ederim.

i



SEKILLER DiZiNi

Sayfa No

Sekil 3.1.¢ = 0,09 degeri i¢cin Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorii ile Szasz-

Kantorovich operatorlerinin /i(x) fonksiyonunu diizgiin yaklagimi ..............ccc.oeeeeenenn... 18
Sekil 3.2.¢ = 0,5 degeri i¢in Genellesirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorii ile Szasz-
Kantorovich operatorlerinin /i(x) fonksiyonunu diizgiin yaklagimi ...............c..oceeevnenn... 18

il



CIZELGELER DiZiNi

Sayfa No

Cizelge 3.1. Farkl i1 ve s noktalari i¢in Sy, (h; k) operatoriiniin ¢ = 0.09 degerindeki niimerik hata
024 2 o PPN 19

Cizelge 3.2. Farkli 4+ ve x noktalar i¢in S, (h; k) operatoriniin ¢ = 0.5 degerindeki niimerik hata
024 2 o DA PPN 19

v



B, (h; k)
Cla,b]
fu=zh
17l cta,b)
I,(R;a,b)
Lipy, (@)
-

7(h; K)
S
Sps,a(hi g3 K)
w(h; 6)

SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

h fonksiyonunun Bernstein polinomu

[a, b] araliginda tanmiml ve siirekli fonksiyonlarin uzay1

(f,.) fonksiyon dizisinin 7 fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
R fonksiyonun Cfa, b] uzayindaki (supremum) normu

(k) fonksiyonunun [a, b] araligindaki ¢—integrali

|(t) — h(k)| < M|t — k|* sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifi
7 :  — W pozitif lineer operator

Th fonksiyonunun x noktasinda aldig1 deger

Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorii
Genellestirilmis q-Szasz Mirakyan Kantorovich operatorii

h fonksiyonunun siireklilik modiilii
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1. GIRIS

Pozitif lineer operatorler ile yaklasim konusu matematigin c¢esitli kollariyla
etkilesim halindedir. Unlii matematik¢i Weierstrass (Weierstrass, 1885) kompakt
bolgedeki siireklilik sartini saglayan tiim fonksiyonlara tekrar ayni bolge tizerindeki bir
polinomla yaklastigin1 kanitlamistir. 20.yy baslarinda Segej N. Bernstein (Bernstein,
1912-1913), Weierstrass yaklagim teoriminin ispatinda kullandig1 yontemde Bernstein
polinomlar1 olarak adlandirilan yeni polinomlar tanimlamistir. Ancak Bernstein
polinomlarinin Weierstrass yaklasim teoeminin ispatina basit bir alternatif yol olmasi
disinda bir dneminin oldugu bu ylizyilin yarisina kadar fark edilememistir. P. Faget
ve P. Bézier Fransiz firmasi olan Citroén ve Renault firmalarinda ara¢ gdvdeleri
icin geometrik modelleme yaparken Bernstein operatdrelerinden faydalanmislardir.
Daha sonra, Bernstein polinomlarinin 6nemi artmis ve bir ¢cok matematikg¢i tarafindan
izerinde calisilmaya baglanmistir. Bu ¢aligmalarin ardindan pozitif lineer operatorlerle
yaklasim teorisi alami ortaya c¢ikmistir. Yaklasimlar teorisi adi verien bu teorinin
asil amaci; eldeki fonksiyonlardan daha kullanish, daha kolay islem yapilabilen

fonksiyonlar dizisinin norm altindaki goriintiisiinii bulmaktir.

1952 ve 1953 yillarinda Bohman (Bohman, 1952) ve Korovkin (Korovkin,
1953), aynn bir sekilde siirekli fonksiyonlara diizglin(uniform) yakinsayan
pozitif lineer operatorlerin mevcut oldugunu gosteren 6nemli ve benzer teoremi
ispatlamislardir.Burada, sonlu bir aralikta diizgiin yakinsamanin ger¢eklenmesi i¢in
li¢ sartin saglatilmasinin yeterli olacagi gosterilmistir. Bunun sayesinde daha sonra bir
cok matematikci farkli pozitif lineer operatdrler tanimlayarak yaklagim ozelliklerini
incelemistir.Bu operatorlere Meyer-Konig ve Zeller operatorii, Szasz operatorii,Szasz-
Mirakyan operatorii,Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorii, Bleimann-Butzer-Hahn

operatorii gibi 6rnekler verebiliriz.

Bernstein operatorleri ile olusturulan yeni operatorler gz Oniline alinarak
farkli genellemeleri olusturulmustur.. Ornegin, 1930 senesinde Kantorovich, otuz
yedi yil sonra Durrmeyer, bundan on dort yil sonra da Derriennic analizin bilinen
temel teoremlerini kullanarak Bernstein operatdrlerinin integral tipli genellemelerini
tanimlamis ve yaklasim 6zelliklerini incelemistir. Temel olarak Durrmeyer (1967) ve

Kantorovich tipli genellemeler seklinde ifade edilen integral tipli bu genellemeler,
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integrallenebilir fonksiyonlar uzayindaki yakinsakligin incelenebilmesinden ortaya

¢ikmustir.

Bernstein operatorlerinin - diger bir modifiyesi de kuantum teorisine
dayanir.Kuantum analiz teorisinin taslar1 ilk kez 18. yiizyilda Euler tarafindan
olusturulmaya baslamis ve 19. yiizyilda bu alanda 6nemli sonuglarin elde edildigi
cesitli calismalar yapilmistir.20. yiizyilin ikinci yarisinda g—analizin matematik ve
fizik alanlarindaki cesitli uygulamalar1 ortaya ¢ikmis ve bundan sonra bu teoriye olan
ilgi hizla artmistir.Son yillarda matematik alaninda, klasik analizden bilinen bir ¢ok
tanim ve teoremin yani sira bilinen bazi integral esitsizliklerinin de g—genellesmeleri

tizerinde calismaktadir.

Yaklasimlar teorisinde, klasik yakinsaklik kavrami ile ilgili ¢alismalar siirerken,
son yillarda istatistiksel yakinsama ifadesi, lizerinde calismalarin ¢ok yapildig ve bir
cok teze konu oldugu goriilmektedir. 1950 yillinda calisilmaya baslanan istatistiksel
yakinsaklik kavramini Gadijev ile Orhan pozitif lineer operatdr dizileri iizerinde
Korovkin tipli yaklagim teoremini olusturmak icin kullanmiglardir. Elde edilen
teoeremle beraber var olan ¢ok fazla sayida operatoriin istatistiksel yaklagim 6zellikleri

ve yaklagim hizlar1 incelenmistir.

Tezimizde, yaklasimlar teorisinde baz almman baz1 operatorler tanitilmig
olup S, . operatoriiniin kapali bir aralikta yaklasim o6zellikleri ve yaklasim hizi
incelenmistir.Lipschitz sarti saglayan fonksiyonlar1 kullanarak S, . operatdriiniin
yaklasim hizi inlenmis olup S, . operatoriiniin segilen siirekli fonksiyonlara
yakinsakliginin ne derece saglikli oldugunu gostermek igin Mapple programi ile
grafik cizilmis ayrica Matlab ile de fonksiyona olan yaklagimin hata paylari tablolar
seklinde ifade edilmistir. ¢— analiz ile ilgili temel kavramlar hatirlatilacak olup
genellestirilmis g—Szasz-Mirakyan-Kantorovich Operatorii olusturularak klasik ve

istatistiksel yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Weierstrass (Weierstrass, 1885) 1n siirekli fonksiyonlara polinomlar ile birlikte
yakinsamanin saglanablecegini ispatlamasiyla yaklasim teorisi konusuna agirlik
verilmeye baglanmistir.Diger matematik¢iler icin Weierstrass’in yapmis oldugu bu
teoremin ispati fazla islemli olmas1 ve kullanish olmamasi, yeni ispat yontemleri
bulunmasi1 gerektigini diisiindiirtmiistiir. 1912 senesine gelindiginde S.N. Bernstein

kendi adin1 verdigi

B, (h;k) = zﬂ: <M> k(1 — K)“Ch <§> , pep, 0<k<1,
o \6 %

polinomlar dizisi ile siirekli bir /& fonksiyonuna yaklasmanin daha basit bir ispatini
vermistir (Bernstein (1912-1913)). Pozitif lineer operatorleri Bernstein temel alinarak
cok sayida ayr1 operatdr olusturulmus ve bu operatorlerin degisik genellestirilmeleri

olusmustur.

Son zamanlarda yapilan c¢alismalara bakildiginda da bu operatorleriin
calismalardaki Onemi goziikmektedir. Bernstein operatdrlerinin = kurulmasinin
ardindan Kantorovich (Kantorovich, 1930), [0, 1] aralig1 tizerinde integrallenebilir &

fonksiyonlar i¢in

ku(h;k) = (n+1) ZM: ('Z) k(1 — k)¢ / h(t)dt,

¢=0

bigiminde tanimli k, operatorlerini tanimlamustir. k, operatorlerine Kantorovich

operatorleri denilmektedir.

[0, 00) yar1 ekseninde Bernstein polinomlarindan yararlanarak agirlikli uzayda h

stirekli fonksiyonlari i¢in

00 K ¢
S0 e 5 05 ()

S, Szasz (Szasz, 1950) operatoriinii tanimlamisti.Bu operatér integrallenebilir 7

sonksiyonlar1 i¢in

Cc+1
5;(h;m):uewi(“§)< / h(t)dt @.1)
¢=0 Tt
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S,, operatdril tanimlanmustir.

Yukarida bahsedilen pozitif lineer operatorler kurulduktan sonra bu operatdrlerin
h siirekli fonkisyonuna yaklasimi problemi incelenmistir. Bu yaklagimin diizgiin olmasi1
icin gerekli kriterler ispatlanmaya calisilmistir. Popoviciu (Popoviciu, 1951),Korovkin
ve Bohman birbirlerinden habersiz sekilde bu teoremi ispatlamistir. Ancak bu ii¢
matematik¢iden P.P.Korovkin problemin ¢dziimiine daha biiyiik katkilar sunmus ve
pozitif lineer operatorler ile yaklagim teorisinde ¢aligmalar1 daha da ileri bir seviyeye
ulagsmasmi saglamistir. Korovkin ispatinda kompakt bolgede tanimli ve stirekli A
fonksiyonuna pozitif lineer operatorler dizisi ile diizgiin yaklagsmak i¢in test foksiyonlari
ad1 verilen 1, t ve t? fonsiyonlarinin operator altinda sirastyla 1, s ve x* fonksiyonlarma

diizglin yakinsamasinin yeterli oldugunu gostermistir.

Yaklasimlar teorisinde yakin zamanda yapilan ¢alismalarda ¢— calculus(quantum
calculus) pozitif lineer operatorler iizerine uygulanisi ve bu g— analiz ile kurulan
yeni operatorlerin yaklasim Ozellikleri incelenmistir ve bu yaklasim teoresine
katkida bulunmustur. g-analizde kurulan operatorii L.Lupas (Lupas, 1987) tarafindan
tanitilmistir. Ayrica 96’da Philips Bernstein polinomlarin yaklasim 6zelliklerinin g-
analizde hesaplamistir (Dékmen, 2009). Bu ¢alismalardan sonra g—analizin yaklagim
teorisine uygulanmasi bir¢ok kisi tarafindan yapilmistir. Bunlara 6rnek olarak H.Orug
ve N.Tuncer’in 2002’de ¢alistif1 g—Bernstein polinomlarinin yakinsakligi incelenmis
ve bu operator genellestirilmistir. Daha sonra V.S.Videnski 2005°de bazi parametrik
q—sayailar1 lizeine pozitif lineer operatorler tanitmistir. Ali Aral ve Viaj Gupta g—tiirev
ve q—Szasz-Mirakyan operatérlerini 0 < ¢ < 1,0 < k < (l_big)“q,h e C(Ry) ve (b,)
pozitif tam sayis1 i¢in lim,_,. b, = oo kabulilyle asagidaki sekilde tanitmistir. Yeni
operatoriin uygulmalar1 lizerine incelemeler yapilmistir.

) = A9 (R k) — a1k - [l ([M]q’ﬁ)g
o) =)= (-l ) S () (e
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3. MATERYAL ve YONTEM

Tezin 3.boliimiinde ise ilerideki boliimlerde yapilan islem ve ispatarda isimize

yarayacak olan bazi temel kavramlara yer verilmistir.

3.1. Tammlar ve Korovkin Teoremi

Tanim 3.1 Q CR A:Q —> R vea € Qsecildiginde Ve > 0 igin |k — a| < § iken
| A(k) — h(a) |< € saglanacak sekilde 5 = 6(¢) > 0 sabiti var ise h fonksiyonuna o
noktasinda stireklidir denir (Mustafa BALCI, 1999).

Tanm 3.2 Q C R, h: Q — Rve ki, ko € Qolsun. Ve > 0igin | k1 — ko |< 0 iken
| h(k1) — h(k2) |< € saglanacak sekilde sadece € 'na bagh (5 = (¢)) sabiti var ise <)
kiimesinde h fonksiyonu diizgiin siireklidir (Musayev ve ark., 2007).

Tanmm 3.3 Q C R, h: Q — R fonksiyonu secilsin. Eger Vr € () icin
| Alw) [< M

icin M € R sabiti var ise h fonksiyonu <) kiimesinde sinwrlidir denir (Alp, Musayev,
Ekincioglu ve Mustafayev,2007).

Tamm 3.4 V& € [a,b], Ve > 0 igcin ng gibi bir sayr bulunabilir olsun. Yy > ng
oldugunda
| hu(r) — h(k) [<e

olacak sekilde ng varsa (h,,) dizisi h uzayina diizgiin yaklasmaktadir denir. h, = hile
ifade edilir.
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Tamm 3.5 €2 ve U uzaylar: reel degerli fonksiyonlardan olusan kiimeler olsunlar ()
kiimesinin elemanlarint V kiimesinin elemanlarina gétiiren T déniigiimiine operator

denir.

7T: Q= U

seklinde ifade edilir. Bu T h fonksiyonunun k noktasindaki goriintiisii T (h; k) seklindedir.

Tanim 3.6 €2 ve U reel degerli fonksiyonlardan kiimeler olsun. 7 : Q) — WV tamimli 7

doniistimii Vh,g € QveVa, 5 € Rigin,

7(ahi + fg) = ar(h) + 57(g)

ifadesi saglandiginda T lineer operatordiir (Korovkin, 1960).

Tamm 3.7 QF, Q’den ve U, U'den segilen pozitif degerli fonksiyonlarin kiimesini
gosteriyorsa ;

O ={heQ:hk) >0}

Ur={geV:g(x) >0}

olur. ) iizerinde tamml T doniisiimii QF kiimesinden aliman her bir h(k) i, UT
uzayindan alinan bir §(k) 've gétiiriiyorsa; yani, Q) uzayindaki fonksiyonlarin tanim
kiimesindeki her t icin

R(t) >0 iken 7(h;k)>0
saglaniyor ise T doniisiimii pozitif operatordiir (Hactyev ve ark., 1995).
Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlart ayni anda saglaniyorsa bu operatére

porzitif lineer operator denir.

Tanim 3.8 7 : Q — U operatorii verilsin. Eger; Vh € ) icin
Im(h; s)lly < CliRllx

iken C' > 0 sabiti varsa T operatoriine sumirlt operator denir.

Tamm 3.9 Kapali ve simirli olan bir [a, b] araliginda tanimlanmus olan , ayni aralikta
gergel degerli, siirekli fonksiyonlardan meydana gelen kiimeye C'a, b| fonksiyon kiimesi

denir Bu kiime tizerindeki norm,

h € Cla, b

6
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icin,
IFllctasy = max |i(x)|

seklinde tamimlamr. Ayrica bu norma maksimum normu denir (Hacisalihoglu ve

Haciyev, 1995).

Tamim 3.10 Vk € [a, b] igin

Tim |, = lletas = Jim max [, (x) = A(k)| = 0
kosulu saglaniyorsa (h,,) fonksiyon dizileri maksimum normunda h fonksiyonuna
diizgiin yakinsaktir denir ve

h, = h

ile ifade edilir ( Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 3.11 (h,) fonksiyon dizisi
lim h,(k) =0

U—00

sartim sagliyorsa, bu durumda (h,(k)) e sonsuz kiigiilen dizi denir (Balc1,2012).

Tamm 3.12 («,) ve (5,), her p € p* icin oy, < B, ve p — o0 igin o, — 0 ve
B, — 0 kosullarini saertlarim yerine getiren fonksiyon dizilerini secelim. Oyleyse,

(o) dizisinin sifira yakinsama hizi () dizisininkinden daha hizlvdir denir.

Tanmm 3.13 0 < o < 1 iken;
| (t) — (k) [ M [t — K[

kosulunu yerine getiren fonksiyonlarin sinifina Lipschitz sinifindan fonksiyonlar denir.

M ile gosterilen sabite ise Lipschitz sabiti denir ve asagidaki gibi gosterilir;

h € Lipy,(a)

Teorem 3.14 (Weierstrass) [a,b] kapali araligindan reel sayilar kiimesine tanimli

olan siirekli bir h fonksiyonu olsun. Oyle bir P, polinomu vardr ki Vi > ng igin
| Pu(k) — P(r) [< e

olacak sekilde bir ng € p vardir.



3. MATERYAL ve YONTEM Betiil OZTEL

Teorem 3.15 (P.P.Korovkin) 4, [a,b] araliginda tamimh siirekli fonsiyon uzayi ve
gergel sayilar kiimesinde

|A(k)| < My 3.1)
kosulunu gercekleyen bir fonksiyon olarak secilsin. Sayet 7,(h; k) pozitif lineer
operator dizisi verilen aralik iizerinde;

) 1,(1;k) =1
i) T,(t k) 2 K

iii) 7,(t% k) = K

sartlar: gercekleniyorsa, T, operator dizisi [a, b] iizerinde
Tu(h; k) = h(k)
dir. Baska bir bi¢imde ifade edilecek olunursa;
17(R) = hllefap) — O( — 00)
ya da buna eg deger olan

) 225, | (i) = Bl) |= 0

Ispat. Farz edelim ki 7, [a,b] araligindaki Siirekli fonksiyon uzayimin bir elemani olsun.
Tanim geregi her sifirdan biiyiik £ sayisina kargilik 6yle bir 0 elde eldilsin ki, [t — x| < §

oldugunda |A(t) — (k)| < e saglanir. |t — k| > J oldugugunda ise tiggen esitsizliginden
[2(t) = h(r)| < [A(1)] = [(R)] < 2M (3.2)

yazilabilir. Ote yandan |t — k| > § igin % > 1 olacagindan

>1 (3.3)

saglanir.
(t —r)?

A(t) = h(w)| < |A(E)] — |A(k)] < 2M§ < 2M 5)?

yazilabilir. O halde,

o |t — K| < & icin |A(t) — A(k)| < &
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o |t — k| > digin |A(t) — h(x)| < 2M, 42
dir.Bundan dolay1 V¢ € R ve Vk € [a, b] igin
(t = K)*
(9)?

dir. $imdi yukarida Ui¢ sart1 saglayan (7,,) lineer operatdriiniin

(1) — h(r)| < 2M; +e (3.4)

Jim (17, (8) = 7(B) o = 0

esitligini sagladiginin gosterilmesi gerekmektedir.

Lineerlikten

|7 (A(t); k) — ()

= [7u(A(t); &) = h(k) + Tu(M(k); k) = Tu(h(K); £)]
= |Tu(A(t); &) — 7u(A(K); k) + Tu(R(K); K) — A(K)]
= |Tu(A(t) = (k); &) + ((r)7u(1; K) — 1)]
dir. Bu denklemde {i¢gen esitsizliginden faydalanarak
|7 (A(t); £) = A(R)| < [7u(A(E) = R(k); )] + [A(#)[[7u(Li k) = 1] (3.5)

olusur. Her a € R i¢in a < |a| oldugundan
|7 ((t); £) = A(R)| < Tu([(R(t); k) = B(r)|; )
yazabilir. (3.1) gbz Oniine alinarak (3.5) esitsizligi
|7u(R(t); k) — h(r)| < 7 ([(R(); K) = A(K)]; &) + My |(Tu(1; 5) — 1))
sekline doniisecektir. (7,,) monoton artan oldugundan

|7.(R(t); k) — h(K)| < T, (8 + Zg)j;(t — k)% I<L> + My¢|1,(1; k) — 1 (3.6)

yazilir. Diger yandan 7,, operatoriiniin pozitif lineer oldugu goz 6niine alinirsa;
My 2 My 2
22— (t—kK) K| = . 90 F (1 )2
T#<8+ (5)2( Ii),li) T#(é‘,FJ)—i—T#( (5)2( k)% K
M
=ce7, (I;k) + 2(5)];7'“(752 — 2kt + K% K)
— 267, (t; k) + K2 L, (15 k)
My 2 2 2
=er, (LK) + QWTM@ i R) — K+ 2r° — 267, (¢ K)
+ &% + 7, (% k) — K
Mj 2 2
= e7,(1; k) + 25 (1,(t%; k) — K*) + 26(k — T,(t; K))

(9)?

+ &% (1, (1K) — 1)
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yazilabilir. Bu son ifade (3.6) da yerine yazilmasiyla

A1) ) = BR)| < 27,10 + 25 (7 (120) = 1) + 2l = 7y 1:5)
(3.7)

+ K2 (1, (L k) — 1)) + My|7,(1; ) — 1
elde edilir. (3.1.) kullanilirsa, Ve’ > 0 i¢in
|7 (A(t); &) — h(k)| < €
olur. Sonug olarak
Jm 17,(8) = Bllegan =0

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur. U

3.2. Szasz-Mirakyan-Kantorovich Operatorleri

S, C[0, A] — C]0, A] olmak tizere,

C+s+1

(s+1)
_ = [u(s+ Dkl "
Spc(ly k) = p(s + 1)e HisHr E 7[
HS( ) ( ) CZO <'

h(t)dt (3.8)
(G

u(s+1)

Seklinde tanimli olan pozitif lineer operatorlere Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-

Kantorovich operatorleri denir. Burada ¢ = 0 degeri i¢in (2.1) operatorii ile tanimli

Szasz Kantorovich operatoriinii vermektedir.

Oncelikle S, . operatdriiniin lineer ve pozitif operatdr oldugu gosterilmistir.

Lineerlik ozelligi; Vo, 5 € R, Vh, g fonksiyonu i¢in
Suclah+ Bg; k) = aS,(h; k) + BS,.(9; k)

esitligi saglandigindan S, ¢ lineer operatordiir. Simdi pozitif oldugunu gosterelim.

Vi € [0, A] i¢in
¢! g
ve eger h > 0 ise
C+s+1
u(s+1)
h(t)dt >0

¢+s
u(s+1)

olacagindan S, . operatorii pozitiftir.

10
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Lemma 3.16 S, (h; k) operatorii igin

Z) Su,<(1§ ”) =1

2¢+1

ZZ) S“’g(t; /<L) =K+ m

26+2 3¢2+3c+1
p(s+1)  3[p(s +1)2

ii1) S, (t* k) = K>+ K

dir.
ispat.
D
oo 1 C (S
)us(1:4) = (s + Desiervn 3o W DA g
¢=0 ¢! I
p(s+1)
1
= ¢+ 1 67#(§+1)K6H(§+1)n7 1
et n(s+1)
mGEy
S 1 ¢ n(s
i0)5c(t5) = ls + ety WO L DA T 7
=0 C _Cts
w(s+1)
= §+ 1) ] 2 C+<+11
= (s 4 1)e #tDr £ 5
" <Zo g

— <+1noo §+1 K| l ¢ 2 +1 1
= pls+ e CZ; PCES TR

=u(c+1 euc+1n§: <+1 K]S [u(gil)]

etn o= (s + Dw]C [ 26+ 1
tals+) ;] ¢! [%(Hl)]
[(s + 1)k]1 26+ 1
(¢—1)! 2p(s +1)
(s + 1)k]s 2¢+1
(¢ —1)! 2u(s + 1)
(s + k]S 26 +1
= (©) 2p(s + 1)

= k(s 4 1)e HtDR >

= fopu(s + 1)eH(HDx

M 108 1

= k(s 4 1)e HHDR

. 2¢+1
I{'/ e —
2p(s + 1)

11
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Cto+1

00 ¢ n(s+1)
i) S, (1% k) = p(s 4 1)e HsHDm Z ) | / t2dt
¢=0 _C+s
u(s+1)
00 + 1)k t3 Ct+e+l
= H}(g _|_ ]‘)e_“(g—"_l)"i Z Lu(gl)] M((J:r;)
¢=0 C 3 u(s+1)
- = (s + D] 1 2 a2
— s + e L -] (3K + 3
He e 2 T st o) ¢

+ 6kr + 3k 4+ 3¢ + 1)
_ nlernn g [+ DA ( ¢? (26 +1)
go ¢! e+ P [uls + 1P
3[u(s +1))2

_ = + 1)k
—e n(s+1)k [[L(§
%

4 e Hlst )R i (s + 1)K ( C(2¢ + 1])

¢=0 ¢!

—p(s+ :u(
e u(s 1)n§ : [
(=0 ¢!

— efu(ngl)n Z [ (§ + 1) ]C ( C >
o =D \ple+1)
WL e i [u(s + k)" 32 +3¢+1
pu(s +1) =] (C 1)! 3[u(s + 1)
¢ ] seklinde parcalanirsa
ps+1)  pls + 1) ,u

ety < s+ DR]
= ey (¢—1)! (M(<+1)>

¢=1
1 i (s + Ds]!
u(s+1) ¢=1 (€ —1)!
2t e i [u(s + Dkl 32 +3¢+1

1+ ge Hstr

T & €C-D 3+ P

— 2ehlsH DR g W + /@e#(wl)nlu(gl—i_ 3 g [u(<( g_l)lf;cr‘l
/si(zi—i)e—u(wl)ng [M(g(gL_l)lfﬂc‘l N 3§[ (+3g 1;]1

s S i 1 it e

12
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/<;72§ 1 o~ h(s+D)k i [u(s + Dr]* 362 +3¢ +1
n(s+1) = ¢! 3lu(s + 1)J?
2 26+2 3P +3+1
=K +K
ple+1)  3lp(e + 1))

Teorem 3.17 h, [0, A] araliginda siirekli olan fonksiyon ise, bu araik iizereinde
i [ Sy (B ) = hllogo,a) = 0

dir.

Ispat. Lemma3.16 kullanarak S, . pozitif lineer operatériiniin 1 — oo iken C[0, A]
uzayinda ||72||cjo,4) normuna gore i fonksiyonuna yakinsamasinnin diizgiin oldugunu

gostermek icin Korovkin teoreminin sartlarini sagladini géstermek yeterlidir.

Mh_)rrgo 1Sl = 1llcpo,a) = lim max [S,(1;x) —1] =0

p—00 0<K<A
oldugundan,
Suc(lir) =1
Jn 1St = sllco. = fim max, 1, 0) = Koo
) 2c+1
= lim max /4:%—7—“’
[0 0<K< A 2u(s+ 1)
. 26+1
= lim max ‘7‘ =0
p—00 0<k<A 1 2p(s + 1)
oldugundan
(A =
Jim (St = #2llop,a) = lim, max |5,(8; £) = £[op,a
' ) 264+2 3 +3k+1
= lim max |k“+ K _H‘
=00 0<K<A pe+1)  ulc+ 1P
= lim max /€2§+2 3§2+3§+1’
n—o00<k<Al (e 4+1)  [u(s + 1))
_ 26042 | 37 +3+1
= lim max ‘ =0
pooo0sk<Al p(e+1) - [u(s +1)P3

oldugundan,

S/m(t2; 52) = K

13
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O halde ,S,, . pozitif lineer operatériiniin ¢ — oo iken C[0, A] uzaymda ||A||c(o,4]

normuna gore h fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. .yani
Su,g(h; k) = h(k)

olur. O

3.3. Szasz-Mirakyan-Kantorovich Operatorlerinin Yaklasim Hiz:

Polinom dizilerinin yaklagim 06zelliklerinin incelenmesinin ardindan bu
yaklasimin dogruluk payinin ne kadar oldugu veya farkli bir ifadeyle yaklagimin ne
hizda oldugunun hesaplanmasi da énemli bir konu haine gelmistir. Yaklasim hizim
karsilastirabilmek igin terimleri pozitif deger alan ve sifira yakinsayan {c, } ve {5, }
dizilerini ele alalim.Her n i¢in 0 < {a,} < {f,} ise o halde {a,} sifira {,} den
daha hizl yaklagir denir. Bundan dolay1 /& fonksiyonuna yakinsayan 7, pozitif lineer

operatdriiniin yakinama hizini
[7u (B k) = A(R)| < cay

olacak bigimde {c,}’ler ile birlikte diisiinebiliriz. Amacimiz ¢ — oo alindiginda
{a,} — 0 saglayan {c,}’lerin var oldugunu gosterebilmektir. Boylece operator
ile {c,} in sifira yaklasim hizin1 karsilastirabiliriz. Operatorlerin yakinsaklik hizini

hesaplarken kullanacagimiz tanimlardan biri olan siireklilik modiilii asagida verilmistir.

3.3.1. Siireklilik modiilii

Tamm 3.18 h € C[0, A] olsun. h fonksiyonun siireklilik modiili,

w(h;0) = sup |A(k) — R(t))|
(trrecio.al

seklinde tamimlanir.  Stireklilik  modiiliiniin ~ ozellikleri asagida  gosterilmistir
(Altomare, Campiti, 1994).

1) w(h;0) >0

2) 51 < 52 = W(h, (51) < W(h, (52)

14
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3) wh+g;0) < w(h; o) +w(g; o)
4) m € pigin w(h;méd) = mw(h;0)
5) NesTicinw(h; A) < (1+ Nw(h;9)
6) |h(t) — h(k)| < w(fis |t — k|)
7) [h(t) = h(s)] < (14 155) w(B; 0)
Teorem 3.19 7 € C|0, A] ise
Sycls ) — B(i)| < Cuo (h; ;ﬁ) (3.9)
dir. Burada
C=(1+VA+1)
dir.
Ispat.
Sy (B k) = B(K)| =[S, (A(t); k) — A(K) S, (1; k)|
= |Sus(A(t); k) — Sue(R(K); k)|
= S (A(t) = h(k)); )]
< Suc([(t) = h(k)]; k)
< Spelettlt = i) = S (w (1 55) )
< 5. ((1+ 15 ) wtmoyon)
N )
< (0) 1) + 5 Suslle = i)
<w (1 + (1; St — k)2 /{)
1 K 32 +3¢+1
= (1 TN+ " Bl T 1)P>
1 A 362+ 61+ 3
= (1 T\ nle D) Bl 1)]2)

15
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1] A 3(c + 1)
w(1+5¢u<+1) 3[u(§+1)]2)
w(l—i—l\/ A !

SV pls+1)  p2(c+1)
w<1+1\/ A ! >

oV p(c+1)  ple+1)
w(l—i—l A—i-l)

S\op o p

1 JA+1
=w 1—1—5 p )

(5 = 1) alinirsa; < (1 4+ VA + 1)w (

=t
‘:‘H
N——

\/ﬁ
1
< Cw (B
<o ()
0]
Teorem 3.20 7 € Lip,[0, A] ise,
1
[Sps(hi k) = R(K)] < C (u) (3.10)

dir.

Ispat. h fonsiyonu lipschitz smifindan ise,

|Su,<(h§ k) — (k)| = |Su,<

w|R

KL 3¢2 + 3¢ + 1)
p(s+1)  3lp(s +1)]2

< g
( K 2k2+6r+3>2
(

PSR E

K 3(s+1)? 2
i+ 1) 3uls + 1>12>
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Ornek 3.21 4sagida h(k) = sin(nk)e™ fonksivonuna S, . Genellestirsilmis Szasz-
Mirakyan-Kantorovich operatorii ve Szasz-Kantorocivh operator ile yaklasimi Maple
programinda grafikler c¢izdirilerek gosterilmistir. Sekil de siyah renkli grafik h
fonksiyonunu, yesil renkli grafik Szasz-Kantorocivh operatoriinii , mavi renkli grafik
Genellestirlmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatoriinii gostermektedir. Burada
swrasiyla ¢ = 0,09 ve ¢ = 0,5 degerlerimi almistir. Ayrica Cizelge 3.1. 'de ¢ = 0,09
icin p ve k’'nin farkli degerlerindeki hata paylari verilmistir. Aymi sekilde Cizelge 3.2.

‘de ¢ = 0,5 igin p ve k’nin farkl degerlerindeki hata paylari verilmistir.

17
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-0.2 +

=03

0.5

r=0,09

Sekil 3.1. ¢ = 0,09 degeri i¢in Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorii ile Szasz-
Kantorovich operatorlerinin /i(x) fonksiyonunu diizgiin yaklagimi

-0.2 4

-0.4

-0.6 -

r=0,5

Sekil 3.2. ¢ = 0,5 degeri i¢in Genellesirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorii ile Szasz-
Kantorovich operatorlerinin /i(x) fonksiyonunu diizgiin yaklagimi

18
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Cizelge 3.1. Farkli ;o ve k noktalar i¢in S, (%; ) operatériinin ¢ = 0.09 degerindeki niimerik hata

paylart .

e 0.5 15 25 35

10 0.942650 0.945607 0.955795 0.955707
25 0.931655 0.931275 0.936127 0.939739
50 0.927803 0.925653 0.927886 0.930659
75 0.926506 0.923690 0.924943 0.926766
100 0.925851 0.922693 0.923434 0.924736
150 0.925200 0.921686 0.921901 0.922662
200 0.924875 0.921186 0.921130 0.921625

Cizelge 3.2. Farkli ;1 ve k noktalar igin S, (h; k) operatériiniin ¢ = 0.5 degerindeki niimerik hata

paylart.

WK 0.4 14 2.4

10 0.603943 0.712567 0.756982
25 0.543419 0.662235 0.696790
50 0.521911 0.644368 0.670903
75 0.513635 0.637575 0.660772
100 0.510849 0.635302 0.657367
150 0.507122 0.632264 0.652808
200 0.505262 0.630766 0.650555

19
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde g-analiz ve Genellestirilmis g-Szasz Mirakyan Kantarorovich
operatorii tanimlanis ve bazi yaklasim Ozellikleri incelenmistir. Tanimlanan
Genellestirilmis ¢-Szasz Mirakyan Kantarorovich operatoriiniin siireklilik modiiliiniin

ozelliklerinden faydalanarak yakinsaklik hiz1 bulunmustur.

4.1. q-Szasz-Mirakyan-Kantorovich Pozitif Lineer Operatorlerinin Yaklasim

Ozellikleri

4.1.1. Quantum analiz (g-analiz)

Tanim 4.1 g-lar pozitif gercgel sayilar olamak iizere, ( > 0 olan bir ( sayisinin g-

genellesmesi .
1—¢q
=11-q g7 1
¢ ,q=1
q-binom katsayist
H (]!
(| T@e—aq #=e=0

ve g-faktoriyeli

1 S
seklinde tanimlanir.(Andrews 1999).
Tamim 4.2 Rastgele alinan bir h(k)’in q—diferansiyeli
D,hh(s) = hlgr) — h(x)
ile tammlidir. Ozel olarak d,rx = (q — 1)k dir:
Tamm 4.3 7 fonksiyonunun q tiirevi

Dgh(k)
dyk

D,h(k) =

20
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ile tanmimlanir,

Tamm 4.4 D,h(k) = h(k) olacak bi¢imde bir h(r) fonksiyonuna h(k) fonksiyonunun

= /h(lﬁ))dq/i

q—anti tiirevi denir ve

ile gosterilir.

Tanim 4.5 0 < ¢ < 1 ve Pozitif degerli a < b segilsin. h(k)(k)’in [0,b] aralik

tizerindeki q—integrali

b
(hOb:/h dm—l—qbZh (¢b)q 4.1)
0

ile tanimlanr.

Eger (k) fonksiyonu, [0, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ise

b
lim h / h(k
q—1- 0

dir.

Tamm 4.6 7(rk) fonksiyonunun [a, b] araligindaki q—integrali

b b a 00
(B a,b) = [ )y = [ B()dgi— [ B()dg = (1=0)b 3 (0 (@b)~af (¢'a)a’
a j=0
’ ’ ’ 4.2)
ile tanimlanir (Kac ve Cheung 1953).

Eger (4.1) ve (4.2) ile verilen seriler yakinsaksa, o halde, & fonksiyonu sirasiyla [0, b]

ve [a, b] araliklarinda g—integrallenebilirdir denir.

Lemma 4.7 0 < a < b, (0,1) € qolsun. h fonksiyonunun [0, b| araliginda tanimlanmug
stirekli artan fonksiyon olduguna gére

I,(hya;b) = /h(li)dqli

a

ile gosterilen q—integral pozitif operatordiir.
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Ispat. & siirekli artan bir fonksiyon olarak verilsin.Farz edelim ki & > 0 verilsin. Bu
takdirde

a

/bh(/ﬁ)dq/i - /bh(li)dqli - /h(fa)d (1—q) i:: (bli(b) — ah(¢?a))g’

ifadesinde A fonksiyonu pozitif oldugundan Vx € [0, b] i¢in i > 0 dir. i fonksiyonu
monoton artan oldugundan b > a var olmas1V j = 0,1,2... igin i(¢’b) — A(¢’a) >
0 olmasini gerektirir. Dolaisiyla parantez icerisindeki ifade pozitiftir ve 0 < ¢ < 1

b
oldugundan [ i(x)d,x > 0 dir ve bu da ispat1 tamamlar. O

4.1.2. Operatoriin olusturulmasi

Bu bolimde amacimiz (3.2) ile verilen operatoriin q-Szazs-Mirakyan-
Kantorovich tipli bir genellemesini olusturarak yaklasim ozelliklerini incelemektir.
(5.1) denleminde kullanilan eksponansiyel fonksiyon e” in g-analogu asagidaki sekilde
verilmistir.

KH 1

H):;M!, |/<:|<17_q

I

oo —
/i) _ Z qu(MQ 1):‘17
©n=0

W e

Yukaridaki iki denklemden asagidaki esitlik kolaylikla elde edilir.
4(R) Ey(—r) = 1

dir.

Genellestirlmis Szasz-Mirakyan-Kantarovich operatoriiniin q-Szasz-Mirakyan-
Kantorovich genellesmesini /1 € [0, A] aralik tizerinde ¢ integralinin hesaplanabildigi

bir fonksiyon olarak segilirse, her i, € pve ¢ € (0, 1) i¢in

¢¢—1) k]S
SI‘vC(q; R) = eq(_[:u(g + 1)]I{)q 2 Ma M= 17 27 3

[
[¢+s+1]
00 [u(s+1)]gSts
S,u,c,q<h§ q; ’i) = [N(g + 1)] Z qC+CS!L7C(q; 5) / h(t)dqt (4.3)
¢=0 (¢Hd]

[u(s+1)]gSFs—1

ile tanimlayalim. Bu operatoriin yaklasim o6zelliklerini incelemden Once asagidaki

lemmalar1 verelim.
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[C+s+1]
[u(s+1)lg5 T

Lemma 4.8 (4.3) ile tammlanan operatorde / h(t)d,t ifadesi sirasiyla

[¢+<]
[(s+1)]gS o1

asagidaki esitlikleri saglar.

[¢+s+1]
lu(s+1)lg5 T

i) / 1d,t =

[¢+<]
[(s+1)]gSFe—1

¢t [p(s +1)]

[¢+s+1]
[n(s+1)]gS+s

ii) / td,t =

[¢+s]
[u(s+1)]gFs—1

2][¢ + <]+ ¢¢**
2] 2 [u(s + 1)]2

[¢+s+1]
lu(s+1)lgSFs

iii) / t2dt =
[¢+s]
[u(s+1)]qCFe—1

B¢ + <] + ¢¢F[¢ + <] (1 + [2]) + g%
[B]¢?+3[u(s + 1)?

Ispat.
[<+<+1C]+
[n(s+1)]gsTe
, C+e+1] &
Do ug=(- q>— >
C+§
[¢he] q g + 1 ]:0
[u(s+1)]gSFe—1
¢ + ] 2j
- (]. - Q) q<+§ 1 Z /
+ §

=<1_q>([<+§:[”(< )
([c+g+1]q[cic]> B

g~ lu(p + 1)]
_ <[<+dq+1— [C+§]q>

¢t [p(p +1)]
1

S u(p + 1)]

23
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[¢+s+1]
[(s+1)1qSFs

i) / tdyt = (1—q) C+e+1] & ¢¥[C+c+1]

qC—H[M(g + 1)] §=0 gt [M(( + 1)]

[¢+5<]
[u(s+1)]gcFs—1

S Iy

gt u(s + 1)] pu(s +1)]
[C+e¢+ 12— [C+§22 >

-0 q>( ¢ [pu(s + 1) 2::
1 ( C+c+ 1]+ C+<] (¢ +s+
1+gq g2 (s + 1))
1 ( [C+ <]+ [C+s]g+ ¢t
+q 2k+2§ §+1]
+((q 1)<+<]+q<+<)

2]\ ¢ [u(c+ 1))
_1<[2][C+<]+q<“>

2\ [u(c + 1)

1] — [¢ +lg ))

[$+s+1]
[(s+1)]lgsFs

i) / tdt = (1 — q)

[¢+s]
[u(s+1)]gSFe—1

C+s+1] & ¢¥[C+c+ 1]
g relu(s + 1] = ¢ [u(s + 1))

[ +] X [+
~(1=9 gt Hpls + D] 53 @22 (s + DP?

:(1_q)<[C+<+1] [g+g3 3>i y

1 1 )
) <1+q+q2> ¢ (s + 1P (-t el

+HC+<Jg T2+ @) + )

) <1> (BM FP O+ a1+ [2) + q>
3] [ + P

Lemma 4.9 S, ,(h; q; k) operatorii igin

i) Sp,c,q(1§q; "43) =1
K [s + 1] + [¢]
gt [2][p(s + 1)l

ii) S;mq(t q; R )
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e R (B 1+ ) + [+ )
M)&mﬁuqm»_f”3+ﬁ< [3[u(s + 1)Jg>+2 )

¢ + ¢ [s](1 + [2]) + [3][s]*

_l_
[3][u(s + 1)]*g>
dir.
ispat.
[C+s+1]
oo [u(s+1)]qS+e
DSucaliaim) = (s + DI aSuclgm) [ dyt

¢=0 (¢%s)

N (e Y R
[u(s+1)]gSFs—1

— s ¢ts ‘K 1
s+ 0 6 S ) iy )

=1

[¢+s+1]
[n(s+1)]gS+s

ii)Su,c,q(t§ q, "f) = [ﬂ(g + 1)] Z q<+<5u:<(‘]§ "“3) / tdgt
¢=0 )
[u(s+1)]gSFs—1

DS S ) ( 2)¢ +<] + 7 )
(=0

2lg?+2e[p(c + 1P

N e )

_ésu,c(q’“)qc+<[u S+ 1)] +ZS"C Bt T 1

o ) o0 %[u(ngl)]] [C+d]

= eq(—[u(s + 1)] )CZOQ ]! <q<+<[u(<+1)1>
1

T2l + 1)

o ) 00 @[H(g—l—l)]lﬁ]c [d

= eo(—[p(s + 1)) )CZOQ ]! <q<+<[u(§+1)]>
o .t

(s + 1)] [2][u(§+1)]
et 1) Zq (o (s + DY 1RS

[ —1]lgsts
<] n 1
¢ lp(s+ 1) [2)[u(s +1)]

— e (— o~ S £ [1(s + 1)]JCRSH!
o(=[p(s +1)] CZO q L
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<] N 1
¢lu(c+ 1) [2)[u(s +1)]
_ [c+ 1]+
gt [2][p(s + 1

=

<

'~
S |

~— |—

[¢+s+1]
[u(s+1)]qSFe

i) Sucalt @i 0) = (s + D 0 Suclain) [ #dgt
¢=0

B (<. I
[n(s+1)]g¢+s—1

o 24 ¢St 2%k-+2¢
+ 1)] Z qC+<SM,C(q; l-i) ([3] [C + §] ‘[;](zgkj?i[";(?(i _1")][32]) +4q + )

_N . [C + <] [C+<](1+[2])
= ;Suvé“(q’ “)qzng[u (c+1)] 3t Z Suc(a; Ble[uls + 1)

o0 1
+ 2 SR
< e €] 2[c] » €]
- cz Sl )q%“g[u@ + 1)] Tl + 1] Z Sl >q<+2§[u(< +1)]
[]? 1+ [2 ]
* g*[u(s +1)]2 " ([3] (s +1 > 2 Sl q“ﬂu(c +1)]
LRy

= ey~ s (s + DI (¢ 1] 4 gt
=eo(—[u(s+1)k) D q (¢ —1]! <q2k+2<[u(g + 1)})

) i ceon [p(s + D]k

<:1q [¢ — 1lg¢t>

[s](1 +[2]) 1
Blas (s + )12 [3][uls + 1)]?
e [ple + D%k

= eg(=[pls +1)]r) 3 q

= [¢ — 2]lg2k+2s

eq(~ 2 aen[u(e+ DR (gt
+ eq(—[u(s +1)] )Cz::lq (¢ —1]! <q2k+2c[u(g I 1)]>

2 . =D + 1)]J¢k¢H?
+ eg(—[u(s + Dx) ([,u(g[g—l—] 1)]> CZ:‘BQ s >q< [M([Z]!qﬁ]l]ﬁc
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1+ [2] S [1u(s + 1)]]SkSH!
+ex—m«+1wo(pmw?ﬁm>;%q e

i+l
Bl + P T Blluls+ P

_ o el o (s + D)JoRT
= eq(—[u(s + 1)]x) CZ_%Q q - [¢ — 2]lg2k+2et

(s + )]st
lgt 22 (s + 1)]

Feg(—lu(s + D]m) S T
Z q

Al (1 +2Dn o
(s + D))=t Bl u(s +1)] ¢ [u(s + 1)
01+ [2) |

Blalals + VP Bl + DP
f¥+%<mm+u+mm+u+MWH>+ﬁ+¢ma+mrum¢
P Blluls + D]+ Blluls + P>

O

4.1.3. Genellestirilmis q-Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatoriiniin yaklasim

ozellikleri

Bu bolimde S, ¢ 4(k; ¢; ) operratoriiniin diizgiin yakinsakligini inceleyecegiz.

Teorem 4.10 ¢ = (q,,) dizisi 0 < g, < 1 olmak iizere

1
limg,=1 ve lim — =0 (4.4)

Ji—¥00 p—00 [N]

sartlart saglansin.Bu taktirde, [0, A] araliginda h siirekli bir fonksiyon olmak iizere, bu

aralik tizerinde
Mh_{IOlo HSu,ng(h; Qi ) — h”C’[O,A} =0 (4.5)

dir.

Ispat. S, . pozitif lineer operatdriiniin ;1 — oo iken C[0, A] uzayinda ||7|cjo,4)

normuna gore i fonksiyonuna diizgiin yakinsama i¢in tanimlanmis operatoriin yukarida
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verilen (3.15) sartlarini sagladigin1 géstermek yeterlidir.
i)||5u7§,qu - 1||C[0,A] =0

Su,c,qu(l; "‘3) =1

B _ K [c +1] + [¢] .
i) | Spc.q.t — Ellcro,a = ey ‘ gt 2l + Dgp, ‘
I N e R O
= '“(qzﬂ 1> + [2][u(s + 1)),

< (q;“ - 1) i [gmj]Lq[lL]

1 ¢+1
HS;t,c,qut - HHC[O,A] <A ( — 1)) + [ ]

1
q"

1 +1
i (S, H||00A—hmA< a —1>)+[§ |

oo\ gt [1]qr,

Sueau(ti ) =

PN _ K [3]([s + 1] + [s]g.) + [1 + [2]] g™
1S, t” = Wllowa = max, ’q?f” " [3l(s + V)]g+?
N G+ aql<](1+[2]) + B][<)* <

B][u(s + D)]*qi

<‘2 1 +R< 2[s + 1]+1>+ s+ 1] ‘

" q2<+3 -1 (s + Dlgist2 ) [nls + Dlgg
1Ssa.t” = W llcoa < A g . ([u Q;“‘f“) [u(£§++ 11)}]615
<t 4 (ip) e
H0, Isat” = -l = Jim A2q2<+3 ~1 +A< TMJ]rq;; 1) [[Hq;] -

SH,C,(];L (tQ; K) = K?
dir. O halde, S,, . ,, pozitif lineer operatdriiniin y« — oo iken C'[0, A] uzaymnda ||A|| (o, 4]

normuna gore h fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. U

4.2. Genellestirilmis q-Szasz-Mirakyan-Kantorovich Operatoriiniin Yaklasim

Hiz1

Lemma 4.11 S, . , operatoriiniin bazimerkezi momentleri asagida gosterilmistir.
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a) S,cq ((t — li)()) =1

AN SR S B St sl
D) Suca ((t=1)') = <q<+1 1) T Rllals + e

1— 2q§+2 + q2<+3
¢) Sisca <(t - K>2) =~ ( 23

+HCﬂMk+HQﬂ—¢“) T )
2B + ) Bl + Dgr Rl + D)
q

¢*[3[u(s + DI

Teorem4.12 ¢ = (q,) dizisi 0 < q, < 1 almursa, Vh € C[0,A] igin S, g,

operatoriiniin siireklililik modiilii ile yaklagim hizi,

1
B, —h <2 h; 4.6
‘S/J«&‘th( ’q‘“ﬁ> (K)l = ( 7 \/m> ( )
dir.
Ispat.

Suca (5 4 £) = R(E)| = [Sucq, (A(); qus k) — A(K) Spcq. (1 4; K)|
= [Su.0u (A(1); G K) — Spusg, (R(K); qus K)|
= [Shucq (B(t) — B(K)); 43 5]
< S (1M(E) = B(K); gus K)

t— kK
< Sy Wi [t = K53 k) = Spcq, <w (h; | 5 ‘5> G /f)

< Sucan ((1 + i ; H|> w(h; 0); qu; /-s)
|t — K|
< w(h;0)Speq, | [ 1+ 5 S Qu R

1
< (1:6) | Sy, (154 )+ 5 + Suca 1t = ol i )]
1
<w (1 + 5 Su,g,qu(t - “)2§ qu; /f)

Vo 1Y, 3kt [+ 12
= (1 i 5J <q2<+3> ! ([u(<+ 1)]q2<+2> s+ 1)]‘-’%)
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<o bl () < (i) - )

i ) () )

1
Vpeg =0 = alinirsa

() + 4 () + 53

4.3. Genellestirilmis q-Szasz-Mirakyan-Kantorovich Operatériiniin Istatisitksel

Yakinsakhg

Bu boéliimde istatistiksel yakinsaklik tanimlanip (4.3) ile tanimlanan operatoriin

istatistiksel yakinsaklig1 incelenecektir.

4.3.1. [Istatistiksel yakinsaklik

Dogal sayilar kiimesinin kapsadigi bir K kiimesi alinsin.

K,={(<p:(e K}

olsun. ilk olarak yogunluk kavramimin tanimini verelim.

Tamim 4.13 Bir K C N alt kiimesi i¢in
1
lim —| K|
Hp
limiti hesaplanabliyor ise, bu limitin sonucuna seg¢tigimiz kiimenin(K) yogunlugu denir.

d(K) seklinde ifade edilir (Niven vd. 1991). Ayrica K kiimesinin eleman sayisi | K| dur.

Tamm 4.14 « : (ky) gergel terimli dizi olarak alinsin. Eger porzitif € sayisi igin,
MH{C: |k —L| >e}=0
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olmak sarti ile bir L sabiti bulunabiliyorsa, k dizisi L sabitine istatistiksel olarak
yakinsiyor denir.

st—limk, =L
nw

seklinde ifade edilir (Fast 1951).

Pozitif lineer operatorlerin istatistiksel yaklasiminigdsteren korovkin tipli teoremi

asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 4.15 (orhan ve Gadjiev 2022) A, pozitif lineer operatorler dizisi |a,b]
araligindaki siirekli fonksiyon sumrlt fonksiyon uzaywma tamml olsun. e,(t) = tv,
v=20,1,2i¢in

st —lim [ Ay (es; ) = evllopay = 0

kosullarini yerine getirse, h € C|a, b igin
st =i A4, (A ) — Bl = 0

saglanir.

4.3.2. Genellestirlmis q-Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatoriiniin istatistiksel

yakinsakhgi

Teorem 4.16 ¢ = (q,,) dizi ve 0 < q,, < 1 olmak iizere
t—1i 1,st —li L 0 4.7)
st —limgq, = 1,st —lim — = .
v k)
sartlart saglansin.O halde h, [0, A] araliginda siirekli ve monoton artan bir fonsiyon

olmak tizere ,(4.3) ile tanimli operatorii igin

st — liﬁn 1Suc.a. () = B()|lcjo,a) = 0 (4.8)
saglanir.
Ispat.

i)st — 11/1;11 1S 1.c.0. (€0) — €ollcro,4) = O
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oldugu agiktir.
. 1 [¢ + 1]
DlSpcne) —eilon < 4 (5 -0) + B @9)
simdi de £ > 0 i¢in agsagidaki kiimeleri tanimlayalim.
T :={C: [[S¢cqu(e1) —erllcoa = }
' ' 1 €
c+1]1 5)
Ty :=14C: ( — > =
2 =1 g [¢] 2 }
(4.9) esitsizliginden 1" C T U T5 oldugu agiktir. Bu durumda
1 €
¢ < s [ Seequler) —erllcpa =2 e} < o{C < p AF 125}
k
c+1] 1 _ ¢
+to{<p:——=2=25}
g, C] 2

yazabiliriz. (4.7) kosullarindan

1
st —lim A —1

st—lim<[g+1]1> —0

z q, 1]

I
o

oldugu goriiliir. Boylece yogunluk tanimindan

1 €
Ve
c+1] 1 _ €
< — > - =
O R

dir ve bu da bize

st — hin ||Su,<,qu (e2) — 62“0[0714] =0

oldugunu verir.

1 2[c+1]+1 [s+ 1]
2
Z“)HSM,C,QM (62) - €2HC[O,A} S A q2g+3 _ 1 + A ( [/L]qlgf_FQ > + [,U]qff (410)
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elde ederiz. Burada eger,

1
_ 42
o, =A <q2<+3 —1)
m

M= A (2[§ ;}ﬁj 1) [;]

t—li = st — i = st — i =0
S m g, = s ime, = s im 7,

segilirse, (4.7) kosullarindan

oldugu kolaylikla gortiliir.

U:={(: ||S§,<7qu(62) - 62||C[0,A] > e}

U= {C x> 3)
U= {C:me > 2)
€

kiimelerini tanimlayalim. (4.10) esitsizliginden U C U; U U, U Us oldugu agiktir.

Dolayistyla buradan
0{¢ < i [[Scgu(€2) — €2l 2 e} SH{C < p:or = g} +o{C< 2 g}
+5{C<M5§k22}
yazabiliriz.(4.7) kosullarindan
st — liprtn o=0
st — liin Ny =0
st — h;{n S, =0
oldugu goriiliir. Boylece yogunluk tanimindan
HC<p:oe} =0
HC<p:m}p=0
HC<p:at=0
dir ve bu da bize
st —lim [Syq,(€2) = €allcr0,4) = 0
oldugunu verir. 0
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

[lk olarak S, : C[0, A] — C[0, A] olmak iizere,

meay
00 + 1 C H(sH 1
Suc(hi k) = pu(s + 1)e T3~ w / h(t)dt
¢=0 ) (C+<)
p(s+1

Genellestirilmis  Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatérleri tanimlanmigtir. S, ¢
Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatoriiniin - yaklasim  6zellikleri

incelenmistir.

Oncelikle tanimlanan Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich
operatoriiniin lineer ve pozitif operatdr oldugu ifade ve ispat edilmistir. Daha
sonra verilen Korovkin teoreminin sartlarinin saglandigi kontrol edilmistir. Stirekli
fonksiyonlar uzayma ait keyfi bir h fonksiyonuna S, . Genellestirilmis Szasz-
Mirakyan-Kantorovich operatorii ile yaklasimin diizgiin olacagi ispatlanmis ve her
h € C|0, 4] i¢in

Jim [[Sych = Rllcp.a =0

saglanacag1 yani

S,u,c(h; 5) = h("i)

sonucu elde edilmisitir.

Daha sonra siireklilik modiilii ve 6zellikleri tanimlanmis ve tanimlanan bu

stireklilik modiiliiniin 6zellikleri kullanilarak yaklagimin hizi hesaplanmistir.

Lipschitz kosullar1 tanimlanmis ve Lipschitz smifindan olan fonksiyonlara
S,.c Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorii ile yakinsama durumlari

hesaplanmis ve bu yakinsamanin da diizgiin oldugu gosterilmistir.
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Tezin 3.boliimiinde ise verilen operatdriin q-Szazs-Mirakyan-Kantorovich tipli
bir genellemesini olusturarak yaklasim ozelliklerini incelemektir. Genellestirlmis
Szasz-Mirakyan-Kantarovich operatoriiniin g-Szasz-Mirakyan-Kantorovich
genellesmesini i € [0, A] aralik tlizerinde g-integrallenin hesaplanabildigi bir

fonksiyon olarak alinsin. Vi, ¢ € N ve g € (0, 1) igin

[C+s+1]
0 [n(s+1)]qb s
S,u,c,q(h? q; /{) = [,u(g + 1)] Z qG_CSlMC(q; "{) / h(t)dqt (5.1)
(=0 [¢+5<]

[n(s+1)]gcFe—T
operatorii tanimlanmistir. Burada da S, genellestirilmis g-Szasz-Mirakyan-
Kantorovich operatoriiniin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.Lineer ve pozitif operator
oldupu gosterildikten sonra verilen Korovkin teoreminin sartlarinin saglandigi
kontrol edilmistir.Siirekli fonksiyonlar uzayma ait keyfi bir 4 fonksiyonuna S, .,
Genellestirilmis g-Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatdrii ile yaklasgimin diizgiin
olacag ispatlanmus ve her ;1 — oo iken C|0, A] uzayinda ||%||¢jo,4) normuna gore A
fonksiyonuna diizgiin yaklasmanin miimkiin oldugu sonucuna ulasilmistir.Stireklilik
modiiliiniin 6zellikleri ve Lipschitz smifindan olan fonksiyonlar kullanilarak
yaklasimin hizi1 hesaplanmistir. Daha sobra istatisitksel..... Tezin son boliimiinde
ise Maple programi kullanilarak niimerik Ornekler verilmistir. Iki farkli siirekli
fonksiyon i¢in S, . Genellestirilmis Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatoriiniin belirli

i ve ¢ degerlerindeki grafikleri ¢izdirilmistir.

5.2. Oneriler

pozitif lineer operatorler ile yaklasim alaninda yukaridaki boéliimlerde
gordiiglimiiz gibi bir ¢ok operator iiretilmis ve yaklasim ozellikleri incelenmistir.
Giliniimiizde hala bu ¢aligmalar devam ederken matematige ve diger disiplinlere destek
olmaya ve farkli calisilabilecek alanlarinin olugmasina yardimei olmaktadir. Bu baz
alimarak bundan sonraki ¢alismalar i¢in bu tezde ele aliman genellestirilmis Szasz-
Mirakyan-Kantarovich operatorii i¢cin tanim kiimesi degistirilerek siirekli yiizeylerde
geometrik acidan yaklasimi ve hizi hesaplanabilir. Miihendislik ve tip gibi birgok

alandaki uygulama yontemleri arastirilip somut ¢alismalar elde edilibilir.
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Tezde ele alinan Szasz-Mirakyan-Kantarovich operatdrii agirlikli uzaylarda ele

aliip yaklagim 6zellikleri incelenebilir.

Tanimlamis  oldugumuz  Genellestirlmis  g-Szasz-Mirakyan-Kantarovich
operatorii i¢in son yillarda cesitli dallarda karsimiza ¢ikan ve Ozgiin calisilacak
alan imkan1 yaratan (p, ¢)-analog operatorleri ifade edilip burada yaklagim 6zellikleri

incelenebilir.
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