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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
SIMETRIK ARALIK UZERINDE BERNSTEIN POLINOMLARININ BiR MODIiFiKASYONU

Zehra BILGEN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman : Prof. Dr. Aydin iZGi
Yil: 2023, sayfa: 38

Bu caligmada simetrik aralik tizerinde Bernstein polinomlarinin bir modifikasyonunun yaklagim &zellikleri
ve yaklasim hizi incelemistir. Bernstein polinomlarinin simetrik aralik {izerindeki modifikasyonu

= (s 5 0) (55 o) (o) ((3) 350

seklinde tanimlanmistir. Operatoriin merkezi momentleri ve siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim
ozellikleri ve yaklasim hizi incelenmistir. Ayrica Z= (h, ¥) operatdriniin lipschitz sinifindaki yaklagimi
incelenmistir. Son olarak operatoriin belirli fonksiyonlara yaklasimi, grafikler ve hata paylarini iceren
niimerik deger tablolar1 yardimiyla gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein polinomlari, lineer pozitif operatorler, siireklilik modiilii,
lipschitz kosulu, korovkin teoremi



ABSTRACT

MSc Thesis
A MODIFICATION OF BERNSTEIN POLYNOMALS ON SYMMETRIC RANGE

Zehra BILGEN

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Aydn iZGi
Year: 2023, page: 38

This work examines the approximation properties and rate of convergence of a modification of Bernstein
polynomials on a symmetric interval. The modification of Bernstein polynomials on a symmetric interval
is defined as

o ()£ 0) (o) () (4)320)

Jj=0

The approximation properties and rate of convergence of the operator have been studied using its central
moments and continuity modulus. Additionally, the approximation of the Z-(h,¥) operator in the
Lipschitz class has been examined. Finally, the approximation of the operator to certain functions has been
demonstrated using numerical value tables that include graphs and error margins.

KEYWORDS: Bernstein polynomials, linear positive operators, modulus of continuity, lipschitz
condition, korovkin theorem
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1. GIRIS Zehra BILGEN

1. GIRiS

Yaklasim teorisi ; 19 ylizyilin sonlarina dogru ortaya ¢ikan matematigin dinamik
bir alan1 olarak bilinmektedir. Yaklagimlar teorisi, fonksiyonlar teorisinin en yaygin
uygulama alant olan boliimlerden bir tanesi olarak nitelendirilebilir. Yaklasimlar
teorisinin asil hedefi; fonksiyon uzaylarindaki elemanlari bilinen normda uzayin bir alt
uzayinin veya farkli bir uzayin elemanlarindan elde edilmis dizilerin limitleri bigiminde
ifade edilmesidir. Bu ifadede, lizerinde ¢alistigimiz uzaydan aldigimiz c¢aligmasi
giic olan bir fonksiyona ayni uzaydan aldigimiz iyi niteliklere sahip olan polinom
dizileriyle yaklagmaktir. Bahsettigimiz iyi nitelikli fonksiyonlara ; cebirsel polinomlar,
trigonometrik polinomlar1 ve sonsuz mertebeden diferensiyellenebilen fonksiyonlari
ornek olarak belirtebiliriz. Ancak genel itibariyle fonksiyonlara yaklagmak i¢in en
kolay yapilar lineer pozitif operatorlerdir. Yaklasim teorisinde son altmis yildir lineer
pozitif operatorlerinin 6nemli bir yeri vardir ve bu alanda ¢ok c¢alisma yapilmistir ve
yapilmaktadir.Bu operatorlerin monoton operatér olmasinin sebebi pozitif fonksiyonlari
pozitif fonksiyonlara doniistiirdiiklerinden dolayidir. Bu ylizden pozitif operatorler

onemli esitsizlikler ispatlamaya yardimci olur .

1885 yilinda Alman matematik¢i Karl Theoder W.Weierstrass ,kompakt bir aralikta
stirekli her bir fonksiyona ayni aralikta yaklasan bir polinom dizisinin var oldugunu

ispatlamustir.

1912 yilinda Bernstein, Weierstrass’in soziinii ettigi polinomlara 6rnek olmasi

acisindan binom agilimini kullanarak bir polinom dizisi tanimlanmaistir.

U € [0,1] olmak tizere fonksiyona yaklasan polinomun kendi adiyla anilan

Bernstein polinomu oldugunu ispatlamistir. Bu polinom;
LA A g
B+(h, V) =" ( _)@3(1 — )T ()
J=0 \J 1
seklindedir. Burada h € C[0,1], U € [0, 1], T € N dir ( Bernstein (1912);Lorentz.1953).

Bernsteinin bu ¢alismasindan sonra;1952 de Bohman ve 1953’te Korovkin pozitif

operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsama ile alakali dnemli bir teoremi
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ispatlamiglardir. Lineer pozitif operatorlerinin yaklagimi ile ilgili olan Bohman ve

Korovkin teoremi asagida verilmistir.

(Z+) lineer pozitif operatorler dizisi olsun. h kompakt [a, b] aralig1 tizerinde siirekli
ve biitiin reel eksende smirli bir fonksiyon olmak tizere 7T — oo i¢in (Z4) operatdrii
ile agagida verilen ii¢ sart saglandigi taktirde (Z-) operatorleri altinda h fonsiyonun

goriintiisti h fonksiyona diizgiin yakinsar.

Z+(1;0) =1 (1.1)
Z+(t;0) =W (1.2)
Z4(t%0) = U2 (1.3)

Burada ” = 7 diizgiin yakinsaklig1 ifade etmektedir.

Yukarida belirtigimiz Korovkin sartlar1 Weierstrass’in sdylemis oldugu ifadeyi
kolaylastirarak ispatladigindan ve Bernsteinda, Weierstrass’in bahsettigi polinomu

belirttiginden dolay1 lineer pozitif operatdrdeki ¢alismalar hiz kazanmustir.

1930 yilinda Bernstein polinomlar1 C'[0, 1] uzayinda tanimlanan , integrallenebilir
fonksiyonlar yakinsakligini elde etmek amaciyla modifiye edilmistir ve bu modifikasyon

ilk defa Kantorovich tarafindan tanimlanmustir.

Voronovskaya 1932 yilinda, Z-(h)’larin k fonksiyonunun [0, 1] kompakt araliginda
bir ¥ noktasinda h fonksiyonun Taylor seri agilim1 yardimiyla A fonksiyonunun tiirevleri

cinsinden yazila bildigini géstermistir.

Szasz 1950 yilinda operatoriin tanimli oldugu aralig1 degistirerek ;normalde sonlu
aralik bulunan Bernstein operatoriinii sonsuz araliga genisletilerek yeniden modifiye

etmistir. Ve yaklasim 6zellikleri incelemistir.

Gecmisten giiniimiize yaklagimlar teorisinin ortaya ¢ikis sebebini, lineer pozitif
operatorlerin tanimini, gelisiminin arastirilip giinlimiizde bu alanla 1ilgili yapilan
bazi calismalarin literatiir taramalarinin anlatildigi boliim, tezin giris boliimiinde

yazilmaktadir.
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Tezin ikinci boliimiinde tez ¢alismamizi yaparken yararlandigimiz Onceki
calismalardan bahsedilmistir. Ugiincii boliimde tez igin gerekli olan bazi temel teoremlere
, tamimlara ve materyallerden bahsedilmistir. Tezin dordiincii boliimii tamamen orjinal

olup asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tanimlanan operatorlerin; lineer pozitifligi, moment ve merkezi momentleri

T+2 T+2
hesaplanmasi, Korovkin teoremin sartlarinin sagladigi, | ————, —— | simetri aralig1
P ’ Sl I FRE L R 8
iizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosterilmis ve siireklilik modiilii vasitasiyla yaklasim

hiz1 elde edilmistir. Tanimlanan operatorleri i¢in Voronovskaya-tipi teorem ispatlanmistir.
Lipschitz sinifinda olan h fonksiyonlar i¢in operatdriin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
Maple programi yardimiyla farkl siirekli fonksiyonlar i¢in grafik ¢izimleri ve niimerik

degerler elde edilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

1885 yilinda Alman matematik¢i Karl- Weiertrass tanimlayip ispatladigi sonucu su
sekildedir; her eleman, herhangi bir topolojik uzayin igerisinde yogun olan bir alt uzayin
noktalarindan olusan diziye yakinsar demistir. R {izerinde siirekli ve siirli fonksiyonlar

i¢in tanimli olan

Wa(h, W) = \/;/_0; e__I(t;Wh(t)dt @.1)

bu fonksiyon dizisi s6z konusu fonksiyon h’a R’nin kapali ve sinirl alt uzaylari tizerinde
yakinsak oldugunu kanitlamistir. Yani bu yaklasim teoresinin temel teoremi olarakta
adlandirilip boylece, kompankt [a, b] bolgesinde reel degerli siirekli her A fonksiyonu igin

keyfi bir € > 0 cebirsel sayist ve Vv € [a, ] i¢in;
|PA(V) = h(W)] <€

esitligi saglanir. Boylece sonlu [a,b] araliginda siirekli her h fonksiyonuna diizgiin
yakinsayan en az bir polinomun varhigini ilk kez Weiertrass 1885°te tanimlayip
ispat etmistir. Bu teoremin ispati diger matematik¢iler tarafindan karmasik ve uzun
bulunmustur. 1912 yilinda Weiertrass’in ispatini kolaylastiran veya farkli bir metotla 6ne

siiren Rus matemetikgisi S.N.Bernstein , bu polinomu v € [0, 1] i¢in;

B-(h, V) = i h (;) <-‘> I (1 — W) 2.2)

j=o J

seklinde tanimlamustir. Bernstei’nin yukarida tanimladigi polinom dizisi [0, 1] araliginda

taniml1 ve siirekli fonksiyonlara yaklasilabilecegini ispat etmistir.

Bernstein’in 1912 yilindaki ¢alismalarindan sonra 1952°de Bohman ve 1953’te
Korovkin fonksiyon uzaylar {iizerinde tanimli lineer pozitif operatdrlerin siirekli
fonksiyonlara diizgiin yakinsamasiyla ilgili ve Bernstein "in ispatindan daha kolay olan
bazi 6nemli tanim ve teoremler sunmuslardir. Genel itibariyle bu tanim ve teoremler

Korovkin sartlar1 denilir. Korovkin sartlar1 ise su sekildedir;
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Z7(L,¥) =1 (2.3)
Z4(t;0) =V (2.4)
Z1(t%0) = v (2.5)

seklinde ifade edilir.

Bu sartlar sayesinde fonksiyon uzaylari tizerinde tanimli lineer pozitif operatorlerin

stirekli fonksiyonlara yaklagimi ¢ok daha kolay bir sekilde ispat edilmektedir.

Korovkin sartlarindan sonra lineer pozitif operatdrlerde yaklagim caligmalar hiz

kazanmistir ve bir¢ok bilim insani1 tarafindan caligilmistur.

Daha sonraki yillarda Bernstein polinomlar1 {izerine birgok ¢alisma yapilmistir.
Bernstein polinomlarinin; fonksiyonlar teorisi, geometri, sayisal analiz, fizik bilimleri

gibi bir ¢ok uygulama alanlar1 vardir.

Aydin iZGI danismanliginda 2012 yilinda bitirdigi Yiiksek Lisans tez calismasinda

Aysegtl Cilo, [—1, 1] araliginda Bernstein operatorlerini

A, (h: 0) = 2171 3 (;‘) (1+ 2y (1 —2)"h (2] - 1)

§=0 "

seklinde tanimlanmis ve bu dperatdrlerin yaklasimini incelemistir.(Cilo, 2012)

Bu galismalar 1s131nda, Harun CICEK ve Aydin iZGI Bernstein polinomlarinin yeni

bir modifikasyonunu tanitmiglardir;

a, By, y,u,s,p<0vex <y, a+ =1,p¢e Nyolmak iizere

n+p\ 7+P n+p—k
A(DEETT) S (R xk(ner_x> p|ntY gk ke
n+x =\ k n+x n+x\'n n+p+s

seklinde tanimlanmustir.

Burada A, := (h;a, B, 2,y,u,8,p;x) ve x € {0 ”—ﬂ’}, h € C[0,1]. x < y ’dir.

' n+x

Tanimlanan operatorde;

1. 5 =1,a =p=0vex =y klasik Bernstein polinomlarin1 verir
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2. a =1, = p=0vex = y Bernstein-Stancu polinomlarini verir,
3. B = 1,a = 0 ve x = y Bernstein-Schurer polinomlarini verir
4. B =1ve a=p =0, Bernstein-Izgi polinomlarini verir,

5. B=1,a=p=x=0vey = 1, Bernstein-Deo polinomlarini verir.

seklinde olur. Bu operatér bilinen bircok Bernstein genellemesini igerdigi icin

yaklasimida diger operatorlere gore daha iyi sonuglar verir. ( CICEK ve ark. 2022)

1930 L.V.Kantorovich [0, 1] kapali aralig1 iizerinde integrallenebilir & fonksiyonlart
i¢cin
J+1

K~(h, 0) = (T+1) i C) (1 —w)Td /7“ h(t)dt (2.6)

=0 REsT
pozitif lineer operatoriinii tanimlamis ve yaklasim 6zelliklerini incelenmistir. K+

operatorlerine Kantorovich operatorleri olarak adlandirilmistir.

1932 yilinda Voronovskaya Z-(h)’larin h fonksiyonunun [0, 1] kompakt araliginda
sinirlt ve sabit bir v noktasinda h fonksiyonun Taylor seri agilimi yardimiyla h
fonksiyonunun tiirevleri cinsinden yazilabildigini gostermistir.

: (1 _ \Il) "
dim [ Zw) o] = U—5—h"(F) 2.7)

Lipschitz sinifi siirekli fonksiyonlarin bir alt uzay1 olan, Bernstein polinomlari i¢in
| Z4(h; W) — f(¥)] <€

esitsizliginden en iyi esitsizlikler elde edilmistir. 1953°de Lorentz h € Lipa, 0 < o <1

olmak iizere [0, 1] kapali araligmnin her bir ¥ noktasinda

| Z2(h W) — H(W)| < M (w(l ;‘”)2 2.5)

esitsizligini polinomlara asimptotik yaklasimini ifade edilmistir.

Bernstein polinomlart i¢in w(h;d) ile h fonksiyonunun siireklilik modiili

T.Popoviciu(1935) tarafindan ifade edilmek tizere

(W) — Zn(h: )] < Cu (jﬁ) 2.9)

6
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gosterilmistir.

1937 yilinda Chlodowsky , Bernstein operatorlerinin siirlarini sonsuz araliga

IVI\WAAY AN
cq(h,qf):;%(j) (b_]> (1—b_i> h(_[b‘l),‘leN 2.10)

Bernstein-Chlodowsky operatorleri adi  verilen (- operatorleri olarak

tasimis

adlandirilmistir. Burada (b71) reel terimli ve 0 < ¥ < b1 monoton artan ve pozitif say1
dizisidir.
lim-_,o, b1 = 00, lim-HOOQ =0

kosullarimi saglar.

Bu c¢aligmalar 15181inda tezimizde simetrik aralikta Bernstein polinomlarimin bir
modifikasyonunu tanittik ve bu operatoriin yaklagimmi ve yaklasim 6zelliklerini

inceleyecegiz. Yeni tanimladigimiz opertadriimiiz;

T 9 .
Zn(h, ¥) = (2(_'_[112)) 3 6, () ((zii _ 1) ::i)

Jj=0

burada , oy
T (T+2 T(+2 -
9”_<j> <1+1+\D> (‘l+1_qj)
ve
Ve | T2 142
T+1T7+1
seklindedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde tezimizde kullanacagimiz yaklasim teorisinde 6nemli bir ¢alisgama

alana olan tek degiskenli fonksiyonlar i¢in bazi tanim ve teoremler tanitilacaktir.

Tanim 3.1. V' C R kiimesi bostan farkli w € V ve h : V' — R bir fonksiyon olsun.
Ve V,Ve>0igin |V —u| < dise |h(¥) — f(u)|< € olmak lizere 0 = d(¢) sayis1 varsa,

h fonksiyonuna u noktasinda siireklidir denir (Balc1,1997).

Tanim 3.2. V' C R kiimesi bostan farkli, 4 : V' — R bir fonksiyon ve V1, U5 € V olsun.
e > 0igin |y — Ws| < dise |h(Vy) —h(Vsy)| < €olacak sekilde ¥y, Uy € V noklari igin
en az bir €'na bagl bir § sayisi var ise ,h fonksiyonu V' tizerinde diizgiin siireklidir denir

(Balci,1997).

Tamm 3.3. V C Rve V # @ olmak tizere h : V' — Rolsun .V € V iken |h(V)| <
H,H > 0 seklinde bir H € R degeri varsa h fonksiyonuna V' kiimesinde sinirlidir denir
(Musayev ve ark.2006).

Tamm 3.4. (¢,s) # Rve h: (¢, s) — R bir fonksiyon olsun. ¥, ¢ € (¢, s) olmak lizere

- h(t) = f(Y)
e W
sonlu limiti mevcutsa, H (V)degerine h fonksiyonunun ¥ noktasindaki tiirevi denir. A/ ()
veya Dh(¥) seklinde gosterilir. O halde h fonksiyonu W noktasinda tiirevlidir veya

tiirevlenebilirdir denir ( Musayev ve ark,2006).

Tanmm 3.5. V,U vektor uzaylarin elemanlar1 fonksiyonlar olan normlu uzaylar olur.
V’den almman h fonksiyonunu karsilik getirilen kurala “operatdr” denir (Haciyev ve

Hacisalihoglu,1995).

Tamim 3.6. V' ve U iki fonksiyon uzay1 olmak tizere H : V' — U seklinde tanimlanmis
operator olsun.m ve n fonksiyonlart V' uzayindan alinan herhangi iki fonksiyon ve 6; ve

0, sayilar1 da keyfi iki reel olmak iizere
H(6hm + 0n; ) = 0, H(m; V) + 6, H (n; V) 3.1

8
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kosulunu sagladig: taktirde yukaridaki ifadeye lineer operatér denir (Haciyev ve

Hacisalihoglu,1995) .

Tamm 3.7. V' ve U™ ile V' ve U uzayinda alinan pozitif fonksiyonlar uzayi olsun. Yani

Vit = {meV:m(¥) >0}
Ut = {nelU:n(¥)>0}

olacak sekilde tanimlanan uzaylar ise H : V — U dogrusal operatorler igin,
H(V*) Cc H(U") kosulunu saglayan H’ye lineer pozitif operator adi verilir (Haciyev
ve Hacisalihoglu,1995).

Uyan 3.8. Lineer ve pozitif operatorler negatif fonksiyonlari negatif fonksiyonlara
doniistiiriir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Teorem 3.9. H lineer pozitif operator ve H : V' — U operatérii monoton artandir. Yani;
h¥) < U(¥) = H(h; V) < H(I; V)
esitligi saglanr.
Ispat. H lineer pozitif operatdr oldugundan dolay1, H (V*) C U~ saglanir. Yani h(¥) > 0
oldugundan H(h; V) > 0 olur. O halde her ¥ € V igin
WD) < 1(D)
kabul goriildigi gibi [(¥) — (W) > 0 gosterilir. F' operatdrii pozitif oldugundan;
H(h(¥V) = 1(¥); ) >0

olur. H operatorii lineer oldugundan;
H(h(V); W) = H([(V); W) = 0 = H(h(V); ¥) < H(I(V); ¥)

elde edilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995). 0

Teorem 3.10. H : V — U lineer pozitif olmak iizere |H (h)| < H(|h|) esitsizligi saglanir.

Ispat. Herhangi bir h fonsksiyon igin;
—[h] < h <R

9
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olur. H operatoriin lineer ve monoton artan oldugundan dolay1
H(—|h]) < H(h) < H[(h)] (3.2)
seklinde yazabiliriz. H lineerliginden dolay1
H(—|h]) = —H(|h])
dir . Buldugumuz sonugu (3.2)’de yerine yazilarak;
—H(|h|) < H(h) < H(|h|) = |H(h)| < H(|h|) olacak sekilde ispat tamamlanir
(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995). U

Tamm 3.11. V' C R ve V iizerinde taniml tiim reel degerli fonksiyonlarin kiimesi H (V)
olsun. & : N — H(W) seklinde tanimli ~ fonksiyonuna  fonksiyon dizisi”ad1 verilir.

Terimler hy, ho, hs... ile gosterilir ve (h,,) seklinde yazilir (Acar, 2013).

Tamm 3.12. k = {F : V — U : F lineer pozitif operator }, H : N — &, seklinde tanimli

fonksiyona lineer pozitif dizisi ad1 verilir. ve (F,,) = (F}, Fy, F3, ...) seklinde gosterilir.

Tamim 3.13. £ : [a,b] — Rigin C|a, b] uzayu,[a, b] sonlu aralik tizerinde taniml1 olsun .
C'a, b]’de tanimli norm;

h|| = h(¥
Ihll = s ()

seklide yazilir (Hacisalihoglu ve Hactyev 1995).

Tamim 3.14. Herbir ¥ € [a, b] ve H,, : [a, b] — R siirekli fonksiyonlarin bir dizisi alalim.
Eger ¢ > 0 i¢in dyle bir ng var ise Yn > ng i¢in |h, (V) — h(V)| < € olacak sekilde ny

varsa h,, dizisi h fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir (Shevchuk,1992).

Tamim 3.15. Her ¥ € [a, b] ve h,, dizisi h fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir < her ¢ > 0
i¢in en az bir ng vardir ki her n > ny i¢in |h, (V) — h(V) < € ’dur ve h,, =2 h ile gosterilir
(Shevchuk,1992).

Tamm 3.16. ¥, U, € V ve h, [a, b] kapali araliginda tanimli fonksiyon olsun. Herhangi
bir 6 > 0 iken
1(5) = sup{|h(\111) — ]’L(\IIQ)| . |\111 — \112‘ S )

, seklinde tanimlanan fonksiyona, & fonksiyonunun siireklilik modiilii denir

(Shevchuk,1992).
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3. MATERYAL ve YONTEM Zehra BILGEN

Teorem 3.17. h [a,b] kapali araliginda tamimh ve siirekli bir fonksiyon ise o halde h

fonksiyonunun siirekli modiilii olan w(J),

1) limw(®) =0 (3.3)
2) 0< 0 < dgisew(07) < w(dy) (3.4)
3) w(d1 + 02) = w(d1) + w(da) (3.5)
1) w(nd) < nw(d),n e Z* (3.6)
5) [h(t) — h(D)] < w(hs |t — ) 37)
6) wihs |t — ]) < (1+ ‘t“”)wm;a) (.8)

ozelliklerini saglar (Altomare ve Campiti,1994).

Tamm 3.18. Kabul edelim ki,1 < a < cove a ,b ve = 4+ 7 = 1 sartim1 saglasmn. O halde

her (o) € 1, her (3;) € I, dizileri igin;

-
S

> lasil < (Z |ozj|“) (Z |leb) (3.9)
Jj=0 Jj=0 j=0
bu esitsizligine Holder esitsizligi denir.

Holder esitsizliginden p = ¢ = 2 segilirse

> 1Bl < (Z|Otj|2) (Z|5j|2) (3.10)
Jj=0 j=0 =0

esitsizligi ihtiva edilir. Bu esitsizlie Cauchy-Schwarz esitsizligi denir (Musayev ve

ark,2006).

Teorem 3.19. Biitiin reel eksen iizerinde ve h € Cla, D]

[h()] < M, (3.11)

11



3. MATERYAL ve YONTEM Zehra BILGEN

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Eger [a, b| kapali aralik iizerinde LA lineer pozitif

operator dizisi 71 — oo iken,
1) Lq(1;0) = 1
2) LA(t¥) = W
3) L% W) = W2

kosullarint sagliyorsa L= operator dizisi [a, ] tizerinde diizgiin siireklidir yada L-h =
h(W) dir. Yani,

lim max |L-(h; V) — h(¥)] =0 (3.12)

T—=00 a<W¥<bh
Ispat. Varsayalim ki h € Cla, b] olsun. Siireklifonksiyonlarin tanimindan her pozitif
sayisina karsilik dyle 6 sayist vardir ki, |t — ¥| < ¢ i¢in
|h(t) — h(V)| < € (3.13)

saglanir.(3.11)’den |h(t) — (V)| < |h(t)|+ | (¥)| < 2M), seklinde yazilir. Diger yanda
|t —¥| > ¢ iken “_6—\1" > 1’den “_57\21’)2 > 1 olur.Bu durumda,

(t— )

n(t) — h(w)| < 20, < 200, (3.14)
esitsizligi saglanir. O halde her t € R ve her U € [a,b] igin (3.13) ve (3.14)" deki
esitsizliklerden

(t— W)
|h(t) — h(V)| < e+ 2M, 52 (3.15)

olur. 1), 2), 3) kosularini saglayan L+ lineer pozitif operator dizisinin

lim max |L=(h;¥) — h(¥)] =0

500 a<W<b

esitliginin var oldugunu gostermek gerekmektedir. Lineerlik 6zelliginden

[ LA(R(t); O) = h(W)] = [La(R(t); ¥) — h(¥) + L(h(V); V) — L~ (h(V); O]
= |LA(h(t); O) = (W) + L (h(V); W) — La(h(V); ¥) — h(V)]
= [La(h(t) = h(¥); ¥) + h(¥)(L~(1; W) — 1)

dir.Yukardaki esitsizlikle tiggen esitsizliginin kullanilmasiyla
|[LA(R(t); ¥) — h(¥)| < [La(A(t) — R(V); ©)| + [R(V)[[(L~(1; ¥) = 1) (3.16)

12



3. MATERYAL ve YONTEM Zehra BILGEN

elde edilir. Lineer pozitif operatorlerinin 6zelliginden, her X € R i¢in x < |z| 6zelligini

kullanarak

| LA(R(t) — h(¥)); W] < [La([A(t) — h(V)]; )
seklinde yazilabilir.(3.11)’i g6z 6niine alarak (3.16) esitsizligi asagidaki ifadeye doniisiir.
| LA(R(t); W) = h(9)] < [La([A(t) = h(V)[; ¥) 4+ (Mn(1; ¥) — 1)
L+ monoton artanligindan (3.16)’dan

| LA(h(t); W) — ()| < La(e + 2Mh(t_52\1])2; ) + Mp|(LA(1;¥) = 1) (3.17)

seklinde yazilir.Diger taraftan L<’in lineer pozitifligini gz oniine alarak;

(e 2 ) = ey ()

= elq(1;0) + Zé\thj(t2 — 2t + U2 )

= el~(1;7) + 2]5\5" [L(t%0) — U2 — U2 4+ 202 — 2W [(¢; W) + W2 L4(1; ¥)]
= eL+(1;7) + Zfs\fh [LA(t%0) — U2 + 20% — 2W? [4(t; ) + U2L~(1; ¥) — U]
= elq(1; V) + 2]5\?‘ [(La(t%0) = U2) + 20(W — L(t; ¥)) + U*(L+(1; W) — 1)]

yazilir. Son ifadenin (3.17)’de yerine kullanilmasiyla

eL~(1; V) + +2§fh [(L~(t%); U) — W2) 4+ 2U(V — L+(t; ¥)) + U2 (L+(1; ¥) — 1)(3.18)

dir. 1), 2), 3) kasullar1 (3.18) ifadesinden yararlanilirsa;

V € € 1se
[LA(h(t); ¥) — h(V)] < €

esitligi saglanmis olur. Oyleki

im0 [|L9h — h||c[a,5 = O olur ve bdylece ispat tamamlanir (Korovkin,1953). [

Tamim 3.20. P,, , m- inci mertebeden bir polinom ve m > 1, x,y de ¥ = (0 noktasinda

m-inci mertebeden tlirevlenebilen fonksiyon olsun;

lim y(V) =0

¥ — 00

13



3. MATERYAL ve YONTEM Zehra BILGEN

olmak iizere;

2(V) = Pu(0) + 0"y (V)

ifadesi yazilabiliyorsa P, polinomuna ¥ = () noktasinda y fonksiyonu tarafindan iiretilen

Taylor polinomu denir (Musayev ve ark.,2006).

Tanim 3.21. x , b noktasini i¢ine alan bir aralikta her mertebeden tlirevlenebilir bir

fonksiyon olsun.

0 .(5) A
> - ~ by’
=0

serisine b noktasinda x fonksiyonunda tiretilen Taylor serisi denir (Musayev ve ark.,2006).

3.1.1. Tek Degiskenli Bernstein Operatorleri

Tamm 3.22. V71 € N olmak iizere ve U € C'[0, 1], h € C[0, 1] tek degiskenli Bernstein

polinomu;

j) Wi (1— W) (3.19)

seklinde ifade edilir (Bernstein, 1912). Bu operatoriin lineer ve pozitif
oldugunugosterelim. 1€ R ve «, 8 € R,h, f € C[0, 1] olmak iizere;
7

Be(ah+ Bf; V) = Zah—i—ﬁf (‘I) (;l)q/j(l_\p)?—j

— i () (;[)vj(l—\lf)-l‘j
4 Ji ()C)\Ifj(l—\ﬂ)”

= aB+(h; V) + BB+(f; ¥)

lineer oldugunu gosterir. 7€ RY®¥ € [0,1] veher j = 0,1,...,nise W/ (1 — ¥)77 <0
oldogundan h < 0 i¢in B+(h; ¥) < 0 iken T € N dolay1 operator pozitiftir.

Sonuc 3.23. Y ukarida tanimlanan Bernstein operatorii igin;

14



3. MATERYAL ve YONTEM Zehra BILGEN

B+(1;v) =1

B-(t0) = U

U(1-—w
BA(t* ) = g2y YUY

Ispat. h(t) = 1igin

1 | ) )
BA(10) = Y ( .)\wl )T

oldugu asikardir. h(t) = t igin

B+(t;¥) = f:j<7>\1/j(1—\1/)7—j

j yerine j + 1 donilistimii uygulanirsa

-1 -
Bt 0) - wz( |

j=o
.

1) P (1 — o)
J

elde edilir.

15



3. MATERYAL ve YONTEM Zehra BILGEN

son olarak h(t%; W) = ¢? igin

B+(t% ) = z-[j <_i Wi (1 — @)Hﬁ

ifadesi elde edilir. Son esitsizlikte sol tarafta j yerine j + 2, sag tarafta ise j yerine j + 1

yazilirsa;

Bt W) = ‘1\1152_2(_'—,2)@«1_@)12]-

esitligi saglanir. Korovkin kosullarinin saglayip saglanmadigini gosterelim. U

Teorem 3.24. C[0, 1] 'nin elemani olan her h igin ve her 71 € N olmak iizere;

[1B+(h; W) = h(¥)]|cpoa = 0

lim
T—oo
esitligi saglanmr.

16



3. MATERYAL ve YONTEM Zehra BILGEN

Ispat. Sonug (3.23)’de ispatladigimiz ifadeleri kullanarak

_}1_>I£IOHB-|(1;\P)—1|10[0,1] =0
-}LHQOHB-‘(“ V) —¥llcpy = 0

. . vl -1v)

S (1B ) ~ ey = i e+ YY) g
Ul -
= lim max ||¥
00 0<T<1 9

=0

Boylece Korovkin teoremi sayesinde Vh € C|0, 1] i¢in
Jim [[B+(h; W) — ~(¥)]|cro,) = 0

olup ispat biter. U

17



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Zehra BILGEN

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bubolimde Z- (h, V) operatorii tanimlanmig,bu operatoriin linner pozitif oldugunu
ve Korovkin teoremi sartlarini sagladigi gostermistir. Daha sonra 74 (h, V) operatori

icin merkezi momentleri, lipschitz kosulu,yaklasim hizi ve asimptotik yaklagimi

hesablanmustir.
T+1 ) N T+2
Zﬂh"“‘( <‘|+2> 2, 0(Y) (( 5-1) 1+1> (“-1)
burada ‘ _y
T\ (T+2 TT+2 -
&“__<j><7+4,+w> <7+1'_m>
ve
\\/) c _H E
T+1T+1
seklindedir.

Tanim 4.1. Varsayalm ¥ € [—1, 1] ve h € C[—1, 1] olsun.
T+1 ) j T2
Z4(h, V) = 0 1
1 (0 ) <(7+2>]§%” ((‘1 )

seklinde tanimli linner pozitif operatore Z- (h, V) operatorii denir.
Oncelikle Z+ (h, ¥) operatdriiniin linner ve pozitif bir operatdr oldugunu gosterelim
Lineerlik:

Vh,g € Z+(h,¥) veVa, 5 € R, i¢in,

T3
4 (ah(0) + 5g(0)0) = (5555 ) S oms0w)

(05 22 (49 222)]

_ (M)‘Zem(\pxah) ((ggl _ )jﬁ)

7=0

18



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Zehra BILGEN

oldugundan Z- (h; V) lineer bir operatordiir.
Pozitiflik:

V1,5 € NveVU e

oldugunda h(¥) > 0 iseZ4 (h, ¥) > 0 olur.
Buradan ¢ikarilan sonug Z+ (h, ¥) lineer pozitif bir operatordiir.

Teorem 4.2. Simdide Z- (h, V) Korovkin sartilarimin hesaplamalari incelenecektir.

i) Z~ (L ¥) = 1 4.2)
i2)Z~ (8 W) = ¥ (4.3)
(1-v?)

is)Z (%5 0) = W2 + (4.4)

S
ia) 74 (1% 0) = 0° 4 B1-2)v <_' 2 \11> (j 2y w) (4.5)

T2 T+1 ) \T+1

19
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2_
i5) 2 (t4;\11) = \114—<6_I _1|31-I+6) o
N T+2\ [ —487T* 4+ 887 — 48 -
T+1 B
<‘I+2> ( 138‘12+256‘| 71)
2
T+1
(‘I+2> ( 16812+296‘|—160>
+ v
T+1
<‘I+2> ( 45‘[2+123‘I 50)
+
T+1

(2(;Ij12)>‘l B é(;‘) (er\Ij)j (j{ii—m)j_j

oldugundan dolay1

)2+ (L V) = (2(__‘I112)>—[§:9-;,j(\11)h ( 2ZI - 1) j{j:i)

elde edilir.

' : BERIAEN j T2
i0) 2+ (W) = (2(_‘ n 2)> Z@T,j(\l})h ((2_I — 1) -|—|—1>
(4.1)dendolay

_ T+1 ‘|+2 2
((‘l+2>> RPN

T+1 T4+2 T4+ 9

(mm) 1 T

20
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Zehra BILGEN

T-1 4

> 011(0) —
j=1

I-1 49

2(7+2)

<2‘l +1 )
;971,1(‘1’) =

2(7+2)
(o7
T+ 2

T4+1
CT+1

[M]

i5) 7+ (t2; \If)

.
o

L~]-

<.

L=

.

Nags

.

]

[e=]

<.
Il

)
—

o

N ngl

.

.
o

1 A aJ +
+ |+

|
N

——~ o~ — ——~ —— ]

(\V]
_

1
+

T
[N}

)
—

[\

7
A a4 a
+ |+ +

—_

I

&
1
+o

21

T+2

T+1
T4+2

T+1



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Zehra BILGEN

2
_ 1—1<1+2+@>+21+2<1+2+m)

TO\T+1 TI+1\T+1
_ o242 N T2y
T+1\T+1 T+1
o, 1=
= Ut j
. T+1 L j T+2
W) - (mz) 2;het0) <<‘I 1)‘I+1>

B T+1 -'“0 8]_12j L6 T+2\°
- \2(0+2) ?%‘J RER C T+1
Yukardaki esitlikte

.3 .
A c=2 D=1 (4.7)

T I

olarak ayr1 ayr1 hesaplanacaktir.

a 8(‘[+2)3< T+1 )j_giew(\p)j(j—1)(j—2)+3j2—2j

T+1) \2(7+2) = P
T+ TP a=n(T-2)
_ (2“%)) )

T+1 ) P2
2<2CL+m> ;;ﬁ“w;ﬂw)

(22'+ 1 )” (T-1)(T-2) &

eI T
L2 T+2) 1+2+W2__§ T+2)? 7+2+W2
2 \Tr1) 71 2 \T+r1) T+1
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Zehra BILGEN

T2 T+ — 1)+
b= _374—1<2ﬁh+m> [E:&” 4443747

T+2) ( T+1 P [-1 g 1d
_'%<7+1>< 7+2> 1;;%”“4+7;;%*“ﬂ@)

T2 T+1 0\ 2T 11
_'%<7+J< 1+2> 2 1-2(V

7=0
3 7+2)< ‘I+1>-'2'I
-2 o
‘|<7+1 2(7+2) EO‘“
O 3(A=D(T+2) (T+2 o6 T2\ (742
- S ) 5l (g

Te1 T2\ T1 ) T2\
( 7+2> <7+1>Z;%] (%7+20 <7+1>§:%ﬂw)
g (T2V (T2 712}
N T+1 1+1 T+1
uy

o (T+2) T+2 N3P 6744
T+1) \T+1 2

<7+1
T+2 (T+2\ [-3TP+97-6
* <1+1+‘P> (1+1>[ T ]
T+2 0 VR -3T+2
- (m”’) e
7+2 3T —6T7+4—-3T+9T—-6+T1—3T+2
= (= 1+
T+ s
e T+2\ [3 P —6T+4—6T2+18T—12+3T2 - 97T+6
T+1 e
N T+2\ [-3T+97-63T2—-97+6 L T - 3742
7+1 2 ! s
T+2 T+2
_ 3
- vty ‘I’<1+1 q’) <1+1+‘I’>

, A T41 0\ T+2\*
97 () = (rg) Zron((5-0)55)

T+ 1654 3253 2452 8j
= ( 1+2> 2,01V l-v* BRI _-[“]

Burada operator hesaplamasi daha kolay olsun diye parca parca ispatlanmistir; Parcalma

16454 —3243 2452
67 B 327 C— ]

AZY, :7, f?, = _[7
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seklinde yapilmustur.
T4

: 1-?%)”(::3) o n
G e e
e 113)1‘”-?“—%9— 5 b
) () (32 B
(e
) ()
- (21112 )H _1)(173 )(‘i : 291”
- () ET e
e  Eoa
" (‘l+ )P)lfrlfi‘)‘ (¥
- <::1 ) ( L )j 1132“%““

5 742 —1)(j —2) +352—2j

(s
e

o (55 (

T4+1
2(7T+2

T+1
(T+2)

)

T+1
T42

) [Z 0(V =

)T

T+1
T+2

)™

—|2 - 29173473(‘9)

)

T4+1

)
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T-1 3
- 3lamen) (55) meee
-1 3 4
+ S (mrg) (555) g
) ) T e
-2 2
- 3l)_G5) e
-1 3
- ii <2(-‘IIJ;12)> Gﬁ) ;)9_‘“(@)
-1 3 4
v = (2(11112)) Gﬁ) ;)97‘”@)
OIS (122 (12 (T (12
48 (‘I+2> (‘l+2+\y>2+ 32 <‘I+2> (‘l+2+\11)
T \T71) \T71 T \771) \T+1
- ) () Bt

T+1 \/T+2\ -
= 6(2(‘I+2)> (1+1> T Jzﬁ 25-2(7)
12 (7+2\°( T+1 ) ' J
* ‘i(‘l+1 (2(‘[+2)> ;9"‘1’3"1(\1’)
T+1 \ T2\ T
=6 2(‘:+2)> <1+1> T 2 ()

12 /T7+2\2/ T+1 '
S <1+1> ((‘l+2)) 2 0r-15(Y)

o (T+2)? 1+2 o 2+g T+ 2\ I+2 o

- \T+1 ‘I Tr1 TA\T+1) \T+1
T+ 2 T+1 0\ T+2)\*

b= (‘I+1> ( ‘l+2> ZQ“ 15-1( (‘I+1>

T+2\*( T+ s T+2\*

B (‘i+1> (2‘I+2> 29-‘ (¥ <‘I+1>

B T+2\° T+2 T+2\*

B Tr1) \Tr1 7 T+1
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B (‘I+2>4+<‘I+2>3<‘I+2+\P> [—4‘[3—1272+16"I+8]

T+1 T+1) \T+1 RE
T+2\* (T+2 . 21673 — 30712 + 5277 — 28
T+1) \T+1 B
T+2 ‘i+2+w ST—4T — 2472 4+ 447 — 24
T+1)\T+1 e
N ‘|+2+\I}4‘I4—6'I3+11‘I?—6‘I
T+1 T
s 6P o11T46,  (T+2) (48T 88T —48) 4
- L G 13 v
L (J+2 2 (—138T2 425077 — 71 g2y (12 ? (—168712 + 29671 — 160 .
T+1 i T4+1 i
T+2\" (=452 + 12377 - 50
41 B
O
4.1. Operatoriiniin Momentleri
Teorem 4.3. Z-((t — V)7; ¥), j = 0, 1, 2... olmak iizere
i) Z-((t—¥)°% W) =1 (4.8)
in) Za((t— )W) =W — W (4.9)
i) Z(( - sy = VALY @10
) Za((t— vy = DAY @.11)
. ooy G =11T46 (T2 (48T 488748\
is) Z+((t — W)L ) = = R = T
T2\ [—138T2+ 2507 — 71 - T+2\* [ —16872 + 29671 — 160
Tr1 aE T+1 aE !
T+2\* (=452 + 1237 50
<1+1> ( 2 > (*12)

Ispat. Z7I(h, V) 6peratoriinii Teorem 4.2 de ispatladigimiz yargilari kullanilarak ispati
yapilacaktir.
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i) Z-((t—0)% ) = Z-(1;0)

i2) ZA((t =) 0) = Z+(t; 0) — Z+7(1; 0) ¥
= V-V

i3) Z((t — )% 0) = Z-(t* — 20t + U 0)

= Z—;(ZfQ; \If) — Q\DZj(t; \I/) + \11221(1;\1,)
g, DY)
7
(14 W)(1 - W)
i

— 29?2 4 P2

is) Z~((t = U3 0) = Z4(t3 — 30t + 3% + U3 D)

= Z4(t%;0) — 3WZ+(t% V) + 3V (t; U) — U2 Z4(1; 0)

= U4 3_'_; 2\11(1 —U)(1+ ¥) - 303

BV e

5
2V
= ?(1 —U)(1+ V)

i) Z4((t — W)HU) = Z9(t" — 430 + 6t2T% — 4403 4 T)
= Z4(t% V) — 4V Z5(t30) + 6V Z4(t%;) — 4V Z-(t; U) + U Z4(1; 1)

2 _ 2 _
_ \114—<6-i 11‘[4—6)\1/4 Gi)( 487 ju_ss‘l 48)\113

<‘i + 2) —13871? + 256‘| 71)
w2
T+1

(‘l + 2) ( 168712 + 296‘[ — 160)
+ U
T+1

(‘l + 2) —4572 + 123‘[ — 50)

T+1
127-8

— 40 —
=

21— W)(1 + )
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oyt 4 OV 1+ D)1 - )
il

_ (6_12 — 117+ 6>

— 40t + gt

\114

‘I+2)< 48‘[2+88‘i 48> -

3

<—138‘l2 + 2567 — 71) 2
‘l+2> ( 168‘[2+296'I—160>‘I}

‘IS
—4571? + 1237 — 50)

-[3

127 -8 602(1+ U)(1 — )
— U1 —U)(14+ W
(- W)+ ) + -
O
2 2
Teorem4.4. h € C' |— 1+ , l ve h biitiin reel eksenlerde sinirli olsun o halde ;
T+17T74+1
—1,1] € { LIRS
’ T+1’ T4+1

araligt iizerinde

lim | Zeh — Al =0
—00

yani Z+(h) = h

Ispat. Teorem (4.2) ,(4.3), (4.4) den

‘lh—>nloo HZ-;(l; \I/) — 1”(;[_171] = lim max |Z—i(1 \If) — 1|

T—r00 —1<¥<1

=0
_‘hl>noo||Z-[(t;\I/)—\I/HC[_171] = _lim max |Z-|(t U) — |

T—00 —1<T L

=0
lim [|Z5(8%0) = V¥jopay = _lim  max |Z+(#% W) — 02|
T—r00 ’

T oo —1<0<1

) 1— 2

= lim max
T oo —1<U<1

. 1— P2
= lim max
T—oo —1<T<1 ]
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oldugunda
Zrw =1
Z_i(t;\I/) =W
Z‘l(t2;\I/) = \112
Korovkinin {i¢ sart1 saglandigindan dolay ispat biter. Ul

Teorem 4.5. h € C[—1,1], hert € [—1,1] ve |f(t)| < M igin
o0 =] = max Z2(h ) £ @13)
1
<

> 2w<f7 ﬁ)

Ispat. Teorem 4.3” den ve (Cauchy-Schwartz Esitsizliginden dolay1)

Zh(t) bt < 7+ (1 Pl t';t) wlh:0)

_ {zj(u) v ;Zj(]u _— t)] w(h: )

< (14 3y =050 wlhs)
= (1 + ;W) w(h;0)
122k = hller-ry = max [Z+(ht) — (h)]

< (0005) s, () et
_ ((1+§> (ﬁ) w(h: 8)
= 2 (i)

1
Yukarida 6 = —= se¢ilmistir. O

Nai

4.2. 7- Operatéorii Icin Voronovskaja Tip Asimtotik Yaklagim.

Yaklasimlar teorisinin ana sorunlarindan birisi lineer pozitif operatorler dizisinin h
fonksiyonuna yakinsama hizini belirler. Bundan dolay1 (L+)->; lineer pozitif dizisi olmak

uzere
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tim_ T(La(h: ¥) — h(¥))

limiti bize yol gosterir. Buradan (L-)->1 operatdrlerinin asimtotik durumu hakkinda bilgi

verir ve Voronovskaja formiilii olarak adlandirilir.

Teorem 4.6. h € C?[—1,1] olmak iizere h,h’,h” fonksiyonlari icin her <(t;¥) €
C?[—1,1] igin

(1-v?)

Jim T Z(h(0); ¥) — h()] = S

h//(q/)

esitligi saglanir.

Ispat. h, fonksiyonunun ¥ noktasindaki Taylor agilimi;

H(E) = h(0) + S ()= W) + SR~ WP (- OP(HT) (414)

2!

(t— )% V) = (t — U)? 31!h’”(\11)( — ) + ‘h4(\11)(t — )2+ . (4.15)

4!
seklindedir. Esitligin her tarafina Z+ operatorii uygulandiginda

Zo(h(W):0) — h(¥) = Zo(((£)): W) — Z+(1: W)h (D)
= Za((h(V);¥) ~ h(¥); V)
= Za((t = WO (W) + [ Za((t— ()
+ ZA((t = U)%g(t — U); U)
= MO w1 (- v - )

esitligin her tarafina 71 ¢arpilirsa
1
WZ2(h(0) = h(W)) = (1 = UPR" (W) + TZ((t = V)’ (t = ¥);)
yazilir.Ayni1 sekilde esitligin her tarafinda yer alan ikinci toplama Cauchy-Schwarz esitligi

uygulanirsa

(NI

TZA(I( = 9L W)E) < TZA((E— 05 0)2 (Z(S3(0); 0))

elde edilmis olur. u(t; ¥) = ¢*(¢; ¥) olarak tanimlanirsa p(t; U) € C*[—1,1] ve
pu(¥; ) = 0 oldugu agiktir. Bu yiizden

lim (Z9(s%(t, ¥); ¥) = _lim (Z9(u(¥,0); ¥) = u(¥, V) =0 (4.16)

T—00 T—o0

30
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ve teorem 4.3°den 1(Z+((t — )% ¥)z ifadesi T — oo iken sonlu oldugundan istenen

sonug elde dilir.

. 1— 92 "
Jim T(ZA(0: ) — b)) = ()
olur. O
2 2
Teorem 4.7. h € C —l, l ve h biittin reel eksenlerde sinirli olsun o halde ;
T+17T7+1
[11]c{1 L iy 1]
’ T+17 T+1

araligy iizerinde h Lipschitz sartint saglayan bir fonksiyon olmak iizere, bu takdirde

| Z~(h; ©) — h(W)] - 1,1] < M(i[) 4.17)

esitsizligi vardur.

Ispat. Teorem 4.5’te siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hiz1 ve operatoriin smirlilig
ispatlanmis olup bu ispatta kullanilacaktir. Z-(1; ¥) = 1 oldugundan dolay1 ve operatoriin

lineerliginden

|[Z7(h; 0) = h(W)| = |24

N
R
>

< ZA(h
dir. i fonksiyonu Lipschitz sartin1 sagladigindan
|A(t) = h(¥)| < M|t — |
dir. Bu yiizden
| Z-(h; W) — h(¥)| < (Z7 Mt — ¥|*; V)
yazilabilir. Holder esitsizliginden

< MZA((t— )% )2

2\ 5
<M<1 \I/>

1
< ()
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sonucuna ulasilmistir. Boylece ispat biter. 0

Simdide farkli h(W) fonksiyonlariyla Z+(h; V) operatoriimiizii kullanarak bazi

ornekler verilecektir.

4.3. Grafik ve Niimerik Degerler Taplosu

Ornek 4.8. n = 20 (mavi), n = 50 (kirmizi) ve n = 100 (vesil) degerleri i¢in Z-(h; V)
operatoriiniin h(V) = In(3 — sin(2¥n)) (sivah) fonksivonuna yaklasimi Sekil 4.1. de

verilmistir.

Ornek 4.9. n = 20 (mavi), n = 50 (kurmizi) ve n = 100 (yesil) degerleri icin Z+(h; V)
operatoriiniin h(V) = U3 (siyah) fonksiyonuna yaklasimi Sekil 4.2. de verilmistir.

Ornek 4.10. n = 20 (mavi), n = 50 (kirmizi) ve n = 100 (yesil) degerleri icin
Z+(h; W) operatoriiniin h(V) = (V3)sin(2¥7)) (sivyah) fonksiyonuna yaklagimi Sekil

4.3.’de verilmistir.

D84

-1 -05 0 05 1
y

Sekil 4.1. Z=(h; ) operatoriiniin 2(¥) = In(3 — sin(2¥nr) fonksiyonuna yaklagimu.
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Sekil 4.2. Z+(h; ¥) operatoriiniin 2(¥) = ¥3 fonksiyonuna yaklagimi.

1 [
k% \J

02
03
04
05

)

Sekil 4.3. Z=(h; V) operatoriiniin h(¥) = (U3)sin(2¥n) fonksiyonuna yaklagimi.

Cizelge 4.1.de ¥ = 0.3 degeri i¢cin T’nin farkhi degerlerinde Z-(h; V)

operatoriimiiziin h(¥) = Wsin(¥(5)) fonksiyonuna yaklasimindaki hata paylari

gosterilmistir. Goruldigii tizere 1 degerleri arttikga hata payr azalmaktadir. Buda

yaklagimin saglikli oldugunu gdosterir.
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Cizelge 4.1. ¥ = 0.3 noktasinde 1 nin farkli degerleri i¢in Z4(h; ¥) operatdrlerinin niimerik hata paylari.

| |[Z7(h; W) — h(V)]
T=50 0.0229787896
T =100 0.0113537087
T =500 0.0022474795
T =900 0.0012471258
T =990 0.0011336232

Cizelge 4.2.de T = 100 degeri igin farkli W noktalarinda Z+(h; V) operatorimiiziin
h(V) fonksiyonuna yaklagimindaki hata paylart gosterilmistir. Gorildigi tzere W
noktalar1 degistikce hata pay1 degismektedir. Bu degisim secilen h(¥) = Wsin(¥(5))
fonksiyonu degistik¢e degiskenlik gosterecektir. Buda yaklagimin saglikli oldugunu

gosterir.

Cizelge 4.2. 71 = 100 degeri i¢in farkli ¥ noktalarinda Z-(h; ¥) operatorlerinin niimerik hata paylari.

v |Z7(h; ¥) — h(W)]
U =02 0.01374077635
=05 0.0052120369
U =07 0.0002141308
U =09 0.0017351360
U=1.1 0.002972345
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢aligmada Simetrik aralik tizerinde tanimlanan Z-+(h; V) operatoriniin, lineer

pozitif operatdr oldugu ve Korovkin sartlarinin sagladigi gosterilmistir. Daha sonra ;

1Z=h = hllc-1,9 =0

lim
T—r00
h  fonksiyonuna diizglin yakinsadigin1 gosterilmis olup merkezi momentleri

hesaplanmistir. Asagida soyle ifade edilmistir.

i) ZA((t-0)%¥) =1 (5.1)

i2) Z+((t =) 0) =W ¥ (5.2)

) Za((t - vy = CHIE D (53)

iz - v = VD) (54

. 612 —117+6 T4+2) (4872 + 8871 — 48

is) Z=((t - \D)4;\Ij> = =3 ut o+ (—[ T 1) ( e > v
T4+2\? (1382 +250T— 71\ _, [T+2\° /16872 + 2967 — 160

* <1+1> ( aE )‘I’+<‘|+1> < T )‘I’
T4+ 2\ (4572 + 1237 — 50

- <111> ( 5 ) (5:3)

Hesaplanan bu merkezi momentler yardimiyla Z+(h; V) operatoriiniin asimptotik
yaklagim1 incelenmistir:

(1-9?)

2 h”(\lj)

Jim [ Z4(h(W); W) — h(W)] =

Siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hiz1 asagidaki gibi dile getirilmistir.

|Z(h) =] = max |Z(h,t) = f(2)] (5.6)
1

20(f, —=

Son olarak olarak Z-(h; ¥) operatdriiniin; h(¥) = In(3 — sin(2¥n), h(¥) = U3 ve

<

h(V) = In(3 —sin(2¥)) fonksiyonlarina ait yaklagimini gosteren grafikleri ve niimerik

degerleri hesaplanip tablo halinde gosterilmistir.

Oneri olarakta; tanimlanmis oldugumuz operatorler ¢- analizi, (p, q)- analizi yada

farkli uzaylarda ¢aligilabilir.
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