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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
ANTI-INVARYANT RIEMANN SUBMERSIYONLARI UZERINE
Filiz MAKSUT

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Dog. Dr. Mehmet GULBAHAR
Yil: 2023, Sayfa: 41

Bu tez galismasinda, anti-invaryant Riemann submersiyonlarinin temel 6zellikleri ifade edilmistir. 2n-
boyutlu bir Hermityen manifoldtan (2n-1)- boyutlu bir Riemann manifolduna tanimli anti-invaryant
Riemann submersiyonlarin temel 6zellikleri arastirilarak hemen hemen kompleks J yapisinin etkileri
bu submersiyonlar iizerinde incelenmistir. Bes boliimden olusan bu tezin birinci bolimii girig kismina
ayrilmustir. ikinci boliimde dncelikle tezin diger béliimlerinde kullanilan bazi temel kavramlar, tamimlar
ve teoremler ifade edilerek kompleks manifoldlar ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde
Riemann submersiyonlart ile ilgili genel kavramlar ile submersiyonlar iizerinde Riemann egrilik tensor
alan1 ve anti-invaryant submersiyonlarin bazi temel 6zellikleri sunulmustur. Dordiincii bolimde ise
kontakt tipli anti-invaryant submersiyonlar tanitilarak bazi temel esitliklere yer verilmistir. Besinci
boliimde ise dordiincii bolimde yapilan galismalarla ilgili sonug ve 6neriler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Riemann submersiyon, Riemann egrilik invaryantlar1, Hermityen
manifold, Riemann manifold, kompleks yap1
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In this thesis, the basic properties of anti-invariant Riemann submersions are expressed. The basic
properties of anti-invariant Riemannian submersions defined from (2n-1)-dimensional Hermitian
manifold to a (2n-1)-dimensional Riemannian manifold were investigated, and the actions of almost
complex J structure on these submersions were investigated. The first chapter of this thesis, which
consists of five chapters, is reserved for the introduction. In the second chapter, some basic concepts,
definitions and theorems used in other chapters are presented and some basic information about complex
manifolds are given. In the third chapter, firstly, general concepts about Riemannian submersions,
Riemann curvature tensor field on submersions and the basic properties anti-invariant Riemannian
submersions are presented. In the fourth chapter, contact type anti-invariant Riemann submersions are
introduced and some basic equations are given. In the fifth chapter, some conclusions and suggestions
are given with the help of relations obtained in the fourth chapter.

KEYWORDS: Riemann submersion, Riemann curvature invariant, Hermitian manifold, Riemann
manifold, complex structure
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1.GIRIS

Riemann yaptig1 calismalar ile geometriye yeni bir bakis acis1 kazandirmakla
birlikte Riemann geometrisini gelistirmis ve Riemann manifoldlarinin temelini
atmistir. Diferansiyellenebilir bir manifold {izerinde pozitif tanimli, simetrik,
bi-lineer bir doniisiim tanimlanabiliyorsa bu tiir manifoldlara Riemann manifoldu ad1
verilir. Riemann manifoldlart ve Riemann geometrisi giiniimiizde geometriciler ve

fizikgiler tarafindan hala yogun bir ilgi ile ¢calisilmaktadir.

O’Neill (1966) ve Gray (1967) in c¢alismalarinda Riemann submersiyonlar
kavrami belirtilmistir. O’Neill ve Gray in c¢alismalarindan sonra bir¢ok yazar

tarafindan da incelenmistir.

Hermityen manifoldlarin her bir reel hiperylizeyi kontakt metrik manifoldtur. Bu
nedenle bu tiir hiperyiizeylerin geometrisini incelemede kompleks ve kontakt yapilarin
ozellikleri kullanilir. Literatiirde bu inceleme bir¢ok yazar tarafindan halen

calisiilmaktadir.

Immersiyonlardan farkl1 olarak Riemann submersiyonlar1 yiiksek boyuttan daha
kiigiik boyuta tanimli doniisiimlerdir. Hemen hemen Hermityen submersiyonlar B.
Watson tarafindan ilk olarak tamitilmistir. 2010 yilinda B. Sahin, Hermityen bir
manifoldtan bir Riemann manifolda tanimlanan anti-invaryant submersiyonlari

tanitmis ve bu submersiyonlarin temel 6zelliklerini sunmustur.

Bu tez calismasinda Riemann submersiyonlari kullanilarak hemen hemen
kompleks yapi ile hemen hemen kontakt yapilarin i¢cinde bulundugu bagintilar

kurulmasi amacglanmistir. Bu amag i¢in 6zel olarak tanim uzaymin 2n-boyutlu bir
Hermityen manifold ve goriintii uzayr (2n—1)- boyutlu bir Riemann manifoldu
olacak sekilde tanimli anti-invaryant Riemann submersiyonlarin temel 6zellikleri

incelenmis olup ve bu submersiyonlar iizerinde tanimli hemen hemen kompleks J

yapisinin etkileri hesaplanarak bazi sonuglar elde edilmistir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Kompleks Yapilar
Tanmm 2.1 M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde g bilineer formu eger simetrik

ve pozitif taniml olma 6zelliklerini sagliyorsa (M ,g) bir Riemann manifoldu olarak

isimlendirilir (Sahin, 2012).

Tanim 2.2 V, (M , g) izerinde tanimli bir lineer konneksiyon olmak tizere

VY.Y,,Y, € y(M) igin
i) [Y,%,]=V,Y, -V, Y, (sifir torsiyon)
i) %g[%,.Y,]=g(V,%,.Y,)+g(¥.V, ;) (metrik ile uyumluluk)

ozelliklerini sagliyorsa bu konneksiyona M nin Levi-Civita konneksiyonu ad1 verilir

(Sahin, 2012).
Teorem 2.3 (M ,g) nin Levi-Civita konneksiyonu tektir (Yano ve Kon, 1984).

Tamim 2.4 M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere
Riy(M)xy(M)xx(M)— y(M)
(ZI,ZZ,Z3) - R(ZI,ZZ,Z3) =R(Z,,2,)Z,
oyle ki

R(2,,2,,2,)=V,V, Y,~-V,V,Z,-V, ,.Z, 2.1)

[2,.2,]
ile verilen R tensorline V konneksiyonuna gore egrilik tensorii adi verilir

(Hacisalihoglu, 1982).
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Tanim 2.5 (M , g) iizerinde lineer bagimsiz X ve Y vektorlerinin gerdigi diizlem
IT olsun.
g(R(X.Y)Y,X)

K(M)=K(x.1)= 2(X, X)g(v,7)-g(X,Y)

(2.2)

esitligindeki K (IT) sayisina IT diizleminin kesit egriligi denir

(Hacisalihoglu, 1982).

Tanim 2.6 (M , g) bir Riemann manifoldu olmak tizere 7,M de her I diizlemi ve
M manifoldunun her p noktasi icin K (H) sabit bir ¢ sayist ise bu durumda M

manifolduna sabit egrilikli uzay veya uzay form adi verilir ve M (c) ile gosterilir

(Do Carmo, 1992).

Burada

i) ¢=0 olmasi durumunda M manifoldu E" Oklid uzay

ii) ¢ =L2 olmasi durumunda M manifoldu S” (r) kiiresi
r

iii) ¢= —Lz olmasi durumunda M manifoldu H"(r) hiperbolik uzay
r

olur.

Teorem 2.7 M(4c) sabit egrilikli uzay formve VZ,,7Z,,Z; ;((M) i¢in
R(Z.2,)Z,=c{g(2,,2,)2,-g(Z,.Z,) Z,} (2.3)

esitligi saglanir (Sahin, 2012).
Tanim 2.8 {el,...,en} kiimesi, ;((M ) lizerinde ortonormal bir c¢ati alani olsun.
VZ,Z,€y(M) igin

S(2,.2,)=2 g(R(e.2,)Z,.¢,) (2.4)

ile tanimlanan
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S:y(M)xy(M)—C*(M,R)
tensor alanina M manifoldunun Ricci tensorii adi verilir. X dogrultusundaki Ricci

egriligi Ric(X ) olarak ifade edilir ve

Ric(X) _SX) (2.5)
g

ile tanimlanir (Sahin, 2012).

Tanim 2.9 (M , g) bir Riemann manifoldu ve p € M noktasindaki tanjant uzay1 7, M
olsun. T M uzaymin ortonormal bir bazi {el,...,en} olmak tizere M manifoldunun

p € M noktasindaki skaler egriligi 7(p) ile gosterilir ve

n

t(p)=).S8(e.¢) (2.6)

i=1

ile tanimlanir (Sahin, 2012).

Tanim 2.10 M reel 2n- boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olmak tizere
J? =—I esitligini saglayan (M,J) ikilisine hemen hemen kompleks bir manifold

denir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.11 Hemen hemen kompleks manifoldlarin boyutu cifttir

(Kabayashi ve Nomizu, 1969).

Teorem 2.12 M kompleks manifoldunda hemen hemen kompleks bir yap1 vardir
(Yano ve Kon, 1984).

Tamim 2.13 M bir kompleks manifold ise
N(Z,.Z,)=-[2,2,|+|JZ,.JZ,|-J[JZ,,Z,]- T | Z,,JZ,] (2.7)
ile tanimli N tensor alanina J nin Nijenhuis tensér alani denir

(Kobayashi ve Nomizu, 1969).
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Teorem 2.14 M kompleks bir manifold ise Nijenhuis tensor alant sifirdir

(Vandoren, 2009).

Tanim 2.15 Eger M bir kompleks manifoldu meydana getiren 2n- boyutlu reel
manifold ise hemen hemen J kompleks yapisina kompleks yapi denir (Kobayashi ve

Nomizu, 1969).

Teorem 2.16 M hemen hemen kompleks manifold olmak iizere J bir kompleks

yapidir < N =0 dir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Tanim 2.17 M hemen hemen kompleks bir manifold ve VY,Y, ;((M )
igin

g(J%.7%,) =g (1.1, 2.8)
sartin1 saglayan g doniisiimiine M {izerinde Hermityen bir metrik denir

(Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.18 (M ,J ) iizerinde Hermityen bir g metrigi mevcut olmasi durumunda

(M ,g2,J ) ticliisii hemen hemen Hermityen bir manifold olarak adlandirilir (Yano ve
Kon, 1984).

Tanim 2.19 (M,g,J) Hermityen bir manifold olsun. Eger VJ =0 ise (M, g,J)

ye bir Kaehler manifold ad1 verilir (Bejancu, 1986).

Ornek: E* uzayinda J ( VisVas Vss y4) = (— Vys Vis— Vs y3) tanimlansin. Bu durumda
Oklid i¢ carpim < , > olmak tizere (E4,< , >,J ) ticliisti Hermityen bir manifoldtur.
Ayrica direkt hesaplamalar ile VJ =0 oldugu gosterilebilir. Boylece (E 4,< , >,J )

bir Kaehler manifold 6rnegidir.
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Onerme 2.20 (M, g) bir Kaehler manifold olmak iizere VY,,Y,,Y, € (M) i¢in
asagidaki ozellikler saglanir (Yano ve Kon, 1984):
i) R Riemann egrilik tensorii olmak {izere
R(V.1,)JY, = JR(V.1,)Y, ve R(JV.LJ)Y, =R(F.L)Y,,  (2.9)

ii) § Ricci tensorii olmak tizere

S(JY,JY,)=S(%,1,) ve S(Yl,)g):%(inR(Yl,JI@)). (2.10)

Tamm 2.21 M hemen hemen kompleks bir manifold, pe M i¢in 7,M nin bir

diizlemi IT olsun. Eger Il diizlemi J altinda inyaryant ise I1 ye holomorfik bir
diizlem kesiti denir (Okubu, 1987).

Tanim 2.22 M bir Kaehler manifoldu, M {izerinde hemen hemen kompleks bir yap1

J olsun. IT holomorfik diizleminde taniml kesit egriligine holomorfik kesit egriligi

denir. IT = span{Y,JY} ve Y birim vektor olmak iizere
K (M) =R(Y,,J%.Y,JY,)=g(R(Y,,J%).Y,) (2.13)
ile verilir. Eger M nin her p noktasindaki diizlem kesitleri i¢in K (H) degeri sabit

oluyorsa M manifolduna bir kompleks uzay form denir (Okubu, 1987).

Teoram 2.23 M bir Kaehler manifold olsun. Bu durumda M nin bir kompleks uzay
form olmasi i¢in gerek ve yeter sart VY,Y,,Y, € ;((M) ve ceR igin

1{gm)x—g(Yu&)w(W)*’Yz] ean

R(Y,Y,)Y, ==

olmasidir (Yano ve Kon, 1984).
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Tanim 2.24 M manifoldu (2n + 1) — boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold
olmak iizere
0:x(M)—> z(M)
lineer dontisimii, & € ;((M ) ve
n:x(M)—C”(M,R)
1-formu verilsin. Herhangi bir X € ;((M ) icin

n(¢)=1 (2.15)

ve
P’ (X)=—-X+n(X)¢& (2.16)
kosullart mevcut ise ((p, §,77) tcliisiine hemen hemen kontakt bir yapt ve (M , 0, §,77)

dortliisline ise hemen hemen kontakt bir manifold ad1 verilir (Blair, 1976).

Teorem 2.25 (M , 0, 5,77) yapisi iizerinde asagidaki esitlikler saglanir (Yano ve Kon,

1976):
) ps=0, (2.17)
i) 7(pX) =0, (2.18)
i) rankep =2n . (2.19)

Tanim 2.26 M hemen hemen kontakt bir manifold olmak iizere
n(%)=g(%.¢)
g(oY.oYy)=g(1.Y,)-n(¥)n(%,) (2.:20)
saglantyorsa (M ,2,0, §,77) beslisine hemen hemen kontakt bir metrik manifold

olarak adlandirilir (Yano ve Kon, 1976).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Riemann Submersiyonlari
Tamm 3.1 7:(M,g)—(B,g') bir doniisim. (M,g) ve (B,g') nin boyutlar: sirast

ile m ve ndir. Eger x orten, diferansiyellenebilir olacak sekilde
rankrm, =boyB =n
ise 7= ye bir submersiyon denir. Burada 7z, , 7 nin diferansiyelidir (Falcitelli, 2004).

Ornek 3.2 7:R" >R, 7(x,x,,...x,)=x ile tanimlanan 7 dniisimii i¢in 7.

doniigiimiine karsilik gelen matris [1 0 0...0] oldugundan VV e T,R" i¢in

Ixm

7. (v)=7.(v,Vy5..0v, ) =V, ve rankz, =1 dir. Bdylece 7 bir submersiyondur
(Gundmundson, 2006).

Ornek 3.3 7:R* >R, ﬁ(zl,zz,z3,z4) =(z, +z,,2; +z,) donlisiimii tanimlansin.

00

1 1
7, donilistimiine karsilik gelen matris L) .

} ve rankm, =2 =boyR’ olup
2x4

7 bir submersiyondur.

Tanim 3.4 7:M — B bir submersiyon olmak tizere rankz. = boyB < boyM dir.
yeB igin 7, =7x"'(y) deki lif, M nin (m—n)- boyutlu bir altmanifoldu olur.

7~ (y) ye x nin lifleri denir (Yano, 1984).

Ornek 3.5 Ornek 3.3 de verilen 7:R* >R, 7(z,2,,25,2,) = (2, +2,,2, +2,)
submersiyonunu gz oniine alalm. z=(1,1)eR* segilirse 7(z,2,,2;,2,) = (L1)
esitliginde z, +z, =1 ve z; +z, =1 elde edilir. Boylece 7, lifi

T, :{(21,22,23,24)GR4 izy+z, =1, z;+z, :1} c R*

diizlemini verir. 7z, agikga R* {in bir altmanifoldudur.
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Tanim 3.6 7: (M , g) - (B, g') bir submersiyon, p noktasinda
V, = ¢ekn.,
distribiisyonuna dikey distribiisyon,
1

distribiisyona ise yatay distribiisyon denir (Baird, 2003).

N s 3 3
Ornek 3.7 7:R’> >R, ﬁ(zl,zz,z3,z4,zs)—(zl—22,23,24—225) tanimlansin 7,

doniisiimiine karsilik gelen matris
1 -1 0
0 0
0

S = O
- o O

0
0 -2
olup rankm, =3=boyR’ dir. Bdylece 7 bir submersiyondur.
Bu submersiyonun yatay distriblisyonu

H =span{Z, =(1,-1,0,0,0), Z,=(0,0,1,0,0), Z(0,0,0,1,-2)}
ve dikey distriblisyonu

V =span{v, =(1,1,0,0,0) v, =(0,0,0,2,1)}

olup R°=V®H du.

Teorem 3.8 ﬂ(q) =y ve geM i¢in VV, distriblisyonu, a ( y) altmanifoldunun

tanjant uzayi ile ¢akigir (Falcitelli, 2004).

Teorem 3.8 in bir sonucu olarak, g € M igin
1
M =V,®0H, =V,07,

esitligi saglanr.

Tanim 3.9 Eger 7: (M , g) - (B, g') diferansiyellenebilir doniigiimii verilsin:

1. 7 maksimal ranka sahiptir.

2. VgeM igin r. ifadesi ¥, e I'(H,) yatay vektdrlerinin uzunlugunu

korur.
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kosullarina sahip ise 7 donilisiimiine Riemann submersiyonu adi verilir:

Tanimdaki birinci sart doniislimiin bir submersiyon oldugunu garanti etmektedir.

Ikinci sart ise 7, tiirev déniisiimiiniin H , distribiisyonu tizerinde bir lineer izometri
oldugunu ifade etmektedir. Diger bir deyisle
g,wv) =g, (munry), uveH, , geM (3.1)

dir (Falcitelli, 2004).

Ornek 3.10 ¢ (0,%) olmak {izere

7 R* >R, 7(z,z,,2,2,)=(z,cosa +z,sina , z,sina +z, cosa)
doniistimii verilsin. Burada {21,22,23,24} ile R* uzayinim bir koordinat sistemi

gosterilmektedir. Direkt bir hesaplama ile

{cosa 0 sina O}
T =

0 sina 0 cosa

bulunur. Bu durumda rankz, = boy(R*) = 2 dir. O halde 7 bir submersiyondur.

Ayrica
V' =H =spaniZ, = cosozi+sin05i , Ly = sino:i%rcosati
0Oz, 0Oz, 0z, 0z,
ve
. 0 o .
V =¢ekn, = spani Z, = sima—-cosa— , Z, = cosa——sina—
0Oz, Z, 0z, 0Oz,
elde edilir. Ayrica
0 0
n.(Z) = — , n(Z,)=—
(Z3) P (Z,) P

dir.

g ve g', R* ve R*iizerindeki standart i¢ carpimlar olup

g(Z3,Z3) = g'(ﬂ'*(Z3) ’ ”—*(23)) =1 ’ g(Z4,Z4) = g'(ﬂ'*(Z4) > T (Z4)) =1
olur. Elde edilen hesaplamalar ile 7 donilislimiiniin bir Riemann submersiyonu

oldugu goriiliir.

10
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Ornek 3.11 (M , g) ve (B, g') birer Riemann manifold, bunlarin ¢arpimi1 olan
Riemann manifoldu (M x B, g,,.,) olsun. Bu durumda

7 (MxB, g,.,)—>(M,g),

7, (MxB, g,.,)—>(B.g")
dontisiimlerini goz oniine alalim. Ag¢ik¢a gortiliir ki 77, ve 7, birer Riemann

submersiyondur (Falcitelli, 2004).

Tanmm 3.12 X , yatay distribiisyon lizerinde yatiyorsa yatay vektér alani, dikey

distribiisyon iizerinde yatiyorsa dikey vektor alani olarak isimlendirilir. " (M) yatay

vektor alanlarinin kiimesi, y"(M) ise dikey vektor alanlarinin kiimesini temsil eder

(Falcitelli, 2004).

Tamm 3.13 Eger f e C*(B) icin X(ﬁ(f)) = 72()?(]7)) olacak sekilde X e y(B)
vektor alani var ise X e ;((B) vektor alanina izdiistiriilebilirdir denir. Bu vektor

alanlarinin uzayr y* (M ) ile temsil edilir.

. M@ ‘
f=for 7
\ X(f)
X(f)=X(F)en

Sekil 1.1. Izdiisiiriilebilir vektor alani

A
v

11
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Ee ;((M ) icin £ nin dikey ve yatay kisimlar1 vE ve AE ile temsil edilir. Eger E, B

deki E' ile 7 bagh ise yani 7, (E ) = E’ oluyorsa buna temel vektor alani adi verilir.
Bu uzay

2 (M)=z (M) (M)
ile temsil edilir. Temel vektor alanlarinin uzay: ile ;((B), 7 altinda birbirine

izomorfiktir. Temel vektor alanlar yatay distribiisyonu yerel olarak geren vektor

alanlandir (Beri, 2016).

Lemma 3.14 (M,g) ve (B,g'), V ve V' Levi-Civita konneksiyonlari ile verilmis
Riemann manifoldlar1 ve

r:(M,g)—>(B,g)
Riemann submersiyon olsun. M iizerindeki Z, ve Z, temel vektor alanlarina 7 -

bagli olan vektor alanlar1 Z,'ve Z," olmak iizere
i. g(2,.2,) = g'(ZI,,Zz')OE esitligi saglanir.
ii. h|Z,,Z,] temel vektdr alani [Zl',Zz'} 7 baghdr.
iiii. h(VZIZz) , V,z{Z" ne 7 -baghdur.

iv. W e y" (M) olmak lizere [Zl, W] dikey vektor alanidir (Falcitelli, 2004).

Ispat:i. geM , Z,,Z, € " (M) igin

g,(2.2,)= Zx(o) (”*q ()., (ZZ))

dir. Buradan
g, (ZHZZ) = g'(leazzl)O”

elde edilir.

ii. Z,Z,ey’ (M) igin

12
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7.([2,.2,)) = n.h([2,.2,])+ 7.v([2,. 2,))

yazilabileceginden
mh([2,.2,)) = =2, . n.Z,]

veya
mh([Z,.2,]) = [Zl',zz'} r

bulunur. Yani h[Zl,Zz] temel vektor alani [Z{,Zzl} vektor alanina 7 - baghdir.

iii. 7 bir izometri oldugundan
A (g(Zzazs )) =7 (g'(zzlzsl)) °%
ve [ZI,ZZ] ile [Z{,Zzl} 7 -bagl oldugundan Koszul 6zdesliginden Z,,Z,,Z,

temel vektor alanlar1 Z,', Z,', Z," vektor alanlarinin yatay liftleri olmak iizere
2g(VZIZZ,Z3) =7 (g'(ZJ,Z!))—l— z/ (g'(er,Z; )) ~Z) (g’(21’121, ))

e[z oo (2] 7)o (2:2)2)

dir. Bu esitlikte sagdaki ifade B manifoldunun V' olan Levi-Civita konneksiyonu

icin Koszul 6zdesligidir. Buradan
¢(v,2.2,) = g'(V'Zl,Zz',Z;)
elde edilir.
iv. V Wey’ (M) ve Z, ey’ (M) icin X temel vektor alam Z|
vektor alanina 7 - bagli olmak tizere (i) den
n|Z W] =nZ,zW]=0

elde edilir. Buise [Z,,W]el (V) demektir.

Sonug¢ 3.15 Lemma 3.14 iin (iv) sikkindan dikey distribiisyonun integrellanebilir
oldugu goriiliir (Sahin, 2012).
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Tanmm 3.16 ﬁ:(M,g)—)(B,g') bir Riemann submersiyonu olsun. V, (M,g)

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu olmak {izere, (l, 2) mertebeli T temel tensor
alani
T(E,F)=T,F =hV ,vF+W ,hF , E,F e y(M) (3.2)

seklinde tanimlidir.

Tanim 3.16 dan asagidaki 6zellikler kolayca goriilmektedir:
o FEe ;((M ) icin 7, lineer operatordiir.
e Dikey tensor alan1 7T ile gosterilir. E e ;((M ) icin 7, =T, dir (Sahin,
2012).

Diger O’Neill tensor alan1 asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

Tanim 3.17 4 temel tensor alam (1, 2) mertebeli olmak tizere
A(E,F) = A,F =W, hF+hV,.vF , E,F € y(M) (3.3)

seklinde tanimlidir.

Tanim 3.17 den 4 temel tensor alani i¢in de asagidaki ozellikler goriilmektedir:

o FEe ;((M ) olmak tizere A4, lineer operatordiir.

e A yatay tensor alanini ifade eder. E e y(M)igin 4, = 4, dir (Sahin,
2012).

Lemma 3.18 r: (M , g) - (B, g') bir Riemann submersiyonu olmak iizere. Herhangi

bir E,F,Ge y(M) igin

g(T,F.G)=-g(T,G,F) (3.4)
g(4,F,G) =-g(4,G,F) (3.5)

esitlikleri saglanir. Boylece A, ve T, tensor alanlari g metrigine gore anti-

simetriktir (Sahin, 2012).

Ispat. (3.2) den
g(T,G.F) = g(hV ,vG,hF)+ g (W ;hG,vF)

14
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dir. Burada v ve & birer projeksiyon oldugu goz oniine alinirsa
g(T,G,F)=g(V,;vG,hF)+g(V ;hG,vF)
esitligi saglanir. V Levi-Civita konneksiyonu olmasindan dolay1

g(T,G,F)=vEg(vG,hF)-g(vG,V hF)
+ vEg(hG,vF)—g(hG,VvaF)

elde edilir. g(vG,hF) =0 oldugundan

g(T;G.F) =-g(vG.V ;hF)-g(hG.V ,vF)
olur. Bu ise

g(T,G,F)=—(g(vG, W hF)+g(hG, hV ,vF))
demektir. (3.2) esitligi sag tarafa uygulanirsa

¢(1,G.F)=-g(G.T,F)

elde edilir. Bu (3.4) esitligidir. (3.5) esitligi benzer sekilde gosterilir.

Sonu¢3.19 ge M ve ueT M igin T, ve 4, anti-simetriktir. Bu tensérler g € M

noktasinda yatay ve dikey alt uzaylariin rollerini degistirirler (Sahin, 2012).

Onerme 3.20 7 herhangi bir Riemann submersiyon olsun.
i. U,We;(V(M) icin
LW=T,U (3.6)
ii. Z,Z,€x"(M) igin
A,7,=-4,7, (3.7)
iii. v dikey distribiisyon iizerine olan projeksiyon olmak iizere
4,7, :%v[zl,zz] (3.8)

dir (Sahin, 2012).

Ispat. i. U.W ey’ (M) icin (3.2) den

TW=hV W

15
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dir. Buifade U ve V vektor alanlarinin rolleri degistirilir ve gerekli islem yapilirsa
LW-T,U=h(V,W-V,U)
elde edilir. Buradan
LW -T,U =h[U,W]
olur. Dikey distribiisyon integrallenebilirdir bu sebeple [U , W] ey (M ) olup
h[U , W] =0 dir. Boylece
L.w-1,U=0
esitligi bulunur.
ii. Z, temel vektor alami ve W e y* (M ) i¢in, W birim vektor olsun. V
metrik konneksiyon olmas1 sebebiyle
w(g(2.2))=¢(Vy2.2)+g(Z.V,Z)
dir. Daha sonra V konneksiyonunun torsiyonsuz olma 6zelligi kullanilirsa
w(g(2,.2,))=28(2.V,W-[2.W])
olur. Lemma 3.14 {in (iv) sikkindan
w(2(2.2))=2¢(V,W.2)
dir. Burada tekrar V konneksiyonunun metrik konneksiyon olma 6zelligi kullanilirsa
w(g(2.2,))=-2¢(V,2.W)
elde edilir. Boylece (3.3) den yararlanilarak
w(g(2.2))=-2g(4,2.W)
olur. Her lif iizerinde g(Zl,Zl) sabit ve A4, Z, vektor alaninin dikey vektor alant
oldugu goz Oniine alinirsa
A4,2,=0
elde edilir. Z, keyfi oldugundan
A4, .,2,+Z,=0

elde edilir. 4 lineerdir bu sebeple
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/IZI+ZZZI+Z2 = Azlzl"'Alez"'AzzZl"'AzzZz
= AZIZZ+AZZZl
=0

olur. Buradan (ii) elde edilir.

iii. Z,,Z, € " (M ) olup Lie braketin agilimindan
v[2,.2,]=v(V,2,-V,2,)

dir. Burada (3.3) kullanilirsa bu durumda (3.7) den (3.8) elde edilir.

Lemma 3.21 Z,Z, ey (M) ve V.Wey" (M) icin

VW =T,W+V,W (3.9)
V,Z =hV,Z,+T,7Z, (3.10)
V, V=4,V +W,V (3.11

V,Z,=hV,Z,+ 4,7, (3.12)
esitlikleri saglanir ve @VW =vwW, W dir. Burada V dikey distribiisyonu
integrallenebilir oldugundan bu distribiisyona bir maksimal integral manifoldu karsilik
gelir. Bu manifoldun Levi-Civita konneksiyonu V alinirsa
VW =W, W
yazilabilir. Eger Z temel vektor alani ise [Z1 , V] de dikey vektor alanidir. Bu durumda
hV,Z =hV,V =4,V
dir (Sahin, 2012).

Ispat. (3.2) den

W =hV ,vyW+vV hW
=hvV, W

ve
VW =V, W W, W
oldugundan (3.9) esitligi

VW =TW+V,W

17
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elde edilir. (3.2) den
T,Z,=hV ,vZ,+ W, hZ,
=wV,Z,
ve
V,Z =V ,Z +hV ,Z
esitliginden
V,Z =hV,Z +T,Z,
olup. Diger taraftan (3.3) den
A,V =wW,, hV +hV,, vV
=hvV,V

bulunur. Temel manifoldun ayrisimi gz oniine alinirsa
V,V=hV,V+W,V
olur. Buradan (3.11) elde edilir. Tekrar A(E,F)= A.F =V, . hF +hV . vF

kullanilarak
4,2, =VV,, hZ,+hV,,vZ,
=wWV 7 Z,
dir. Burada
V,Z2,=hV,Z,+W,Z,
oldugundan (3.12) elde edilir.
Teorem 3.22 7: (M , g) - (B, g') bir Riemann submersiyonu ve (M , g) tizerindeki

yatay distribiisyon H olsun. Bu durumda H yatay distribiisyonunun integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4 =0 olmasidir (Sahin, 2012).

ispat: Herhangi bir X,Y € 7" (M) igin
A Y =W, Y
dir. Buradan
A Y —A4,X =v[X,Y]
elde edilir. Burada A tensorii yatay distribiisyon iizerinde anti-simetrik oldugundan

A, Y =—A4,X kullanilirsa

24,Y =v[X,Y]

18
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elde edilir. Buradan A4,Y =0 ise H integrallenebilirdir. Tersine / integrallenebilirse
A,Y =0 olur. Buradan U € y" (M) igin
g(A4,Y,U)=-g(4,U,Y)=0
elde edilir. Buise 4,U =0 dir. Boylelikle A, , M de sifirdir ve E € ;((M ) icin
Ap = Ay
den
4,=0

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 3.23 Ornek 3.3 de verilen ﬁ(xl,xz,x3,x4) = (x1 +X,,X; + x4) Riemann
submersiyon 0rnegini gdz Oniine alalim. Burada
1 100

i {0 01 J
olup H =span{X, =(1,1,0,0), X, =(0,0,1,1)} ve
v ={U, =(1,-1,0,0), U, =(0,0,1,-1)} olur. Burada
X =cosx, X, +sinx, X, =(cos x,,cos x,,sin x,,sinx, ) e ' (H )
Y =sinx, X, +cosx,X, =(sinx,,sinx,,cos x,,cosx,) e (H)

alinsin. Bu durumda

VXY:(X[yl]»X[yz]aX[ys]aX[.W])
=(cosx, cosx,, cosx,cosx,, —sinx,sinx, —sinx,sinx,)
=Cos X, cos x, X, —sin x, sin x, X,
elde edilir. Boylece V,Y €e(H) olur. Lemma3.21 de (3.12) esitligi goz oniine
alinirsa

hV Y =cosx, cos x, X —sinx, sinx, X,
ve
A,Y=0
oldugu goriiliir.

Bu 6rnege benzer 6rnekler verilebilir.
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3.2. Submersiyonlar Uzerinde Riemann Egrilik Tensér Alan

Tamm 3.24 U,V W e y" (M ) olmak iizere (3.9) esitliginden

R(U VYW =V, T,W+V N W -V, T,W -V, N W~T, V-V, W olur

[v.r]

7]

(3.9) ve (3.12) kullanilirsa

R(U V)W =WV T, W +T,T,W +T,N W +V N W~V , T, W ~T,T,W
~TN W=V N W =T, W=V, W (3.13)

(U] (U]
elde edilir. (3.13) ifadesinin sag ve sol tarafi da F € y" (M ) ile i¢ carpim1 alinirsa
g(R(UV)W,F)= g(@U@VW—ﬁV@UW—@[U,V]W,F)+g(TUTVW,F)—g(TVTUW,F)
olur. Boylece T tensor alant g metrigine anti-simetrik oldugundan
g(R(U,V)W,F) = g(IAi‘(U,V)W,F)—g(TUF,TVW)+g(T,,F,TUF) (3.14)
elde edilir. (3.13) denkleminin her iki tarafi Z € 3" (M ) ile skaler carpilirsa
g(R(UV)W,Z)= g(thTVW,Z)+g(TUﬁVW,Z)—g(hvVTUW,Z)—g(TNUW,Z)

~& (Vi 7.2
olur. Diger taraftan g(TV@UW,Z) =g(LV,W-T,T,W,Z)=g(T,V ,W,Z)

ve hVy, W =1, ,W-T, ;W oldugundan

7]
g(RW.IW.Z)=g(V ,T,W =T, W ~T,V W.Z)-g(V,T,W T, W ~T,V,W.Z)

olarak elde edilir. Bu ifadenin sag tarafi 7 tensor alaninin kovaryant tiirevidir

(Sahin, 2012).

Boylece
g(RUVYW.Z)=g((V,T),W.2)-g((V,T),W.2) (3.15)

olur. (3.14) ve (3.15) denklemleri submersiyonlarda Gauss ve Codazzi denklemleri

olarak isimlendirilir.

(M , g) ve (B, g') Riemann manifoldlar1 ve (M , g) manifoldunun yatay

distribiisyonu A olsun. R'ile B manifoldunun egrilik tensor alanini gosterelim. Bu
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durumda peM igin R;z(p)(ﬂ'*(p)Xp, z,(p)Y,, ﬁ*(p)Zp) vektoriiniin  yatay

gonderileni R’ (X,.Y,)Z, olsun. Diger taraftan net bir ifadeyle Z,,Z,,Z, € " (M)
icin
7.(R'(2,.2,)Z,) =R (n.2,.n.2,) .2,
seklinde ifade edilir. Ve  Z,,Z,,Z, € y" (M) igin
R (2,,2,,Z,,H) :g(R*(Zl,ZZ,Z3),H) =R (2, 72y w2y, mH o (3.16)

esitligi elde edilir.

T (M , g) - (B, g') bir Riemann submersiyon, M ve B manifoldlarinin Riemann
egrilik tensorleri sirasiyla R ve R' olsun. Boylelikle Z,Z,,Z, e y" (M) ve
UW ey (M) igin temel vektor alanlarmi Z,, Z,, Z, ifadelerini kabul edebiliriz.
[2,.2,], [2,,Z,], [Z;,Z,] braketlerini de dikey olacak sekilde ifade edebiliriz. Diger
taraftan 4V, Z, vektor alaniile V7, Z; vektor alam 7 bagli oldugundan V', Z; vektor

alaninin yatay gonderilenini V*Z]Z2 ile gosterelim. Bu durumda (3.9) ve (3.10)

denklemlerinden

R(2,.2,)2,=V, (V},Z,+ 4, 2,) -V, (V}, Z,+ 4, Z,) - A TALS A

olur. (3.9) ve (3.12) kullanilirsa

R(Z,,2,)2,=V,V, Z;+ A,V , Z,+ A, A, Z,+W , 4, Z, -V, V, Z, - 4,V , Z,
~ A, 4, Z,~W , A, Z,~24,4,7Z,-2T, , Z,

elde edilir. Buradan

R(Z,,Z,)Z,=R(Z,,2,)Z,+ A, A, Z,— A, A, Z,~24, A, Z, - 21, ,Z,

+W, A, Z, VWV, A, Z,+ A, N, Z,— 4,V Z, (3.17)
dir. Ve h[Z,,Z,]=0 dir. Busebep ile 7.[Z,,Z,]=0 olur. Daha sonra (3.17)
ifadesinin her iki tarafi H € '(H) ile i¢ ¢arpim1 alinirsa
g(R(2.2,)Z,.H)=g(R (2,.2,)Z,.H)+ g (A4, 4, Z,.H )-g(4, 4,Z,.H)
~2g(4,,4,7,,H)

olur. 4 tensor alan1 g metrigine gore simetrik oldugundan
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g(R(2,,2,) 2, H)=g(R (Z,.2,)Z,. H )+ 28 (4, H, 4,2, )+ g (4, H, 4, Z,)
~g(4,H,4,7,) (3.18)

elde edilir. (3.17) denkleminin her iki yan1 K € (V) ile i¢ carpimi alinirsa

g(R(2,.2,)Z,,K) = —Zg(TAZ]ZZZ3,K)+g(vVZI 4,7,.K)-g(V,4,Z,.K)

+g(AZ]V;Z3,K)—g(Asz;ZpK)

olur. 7' tensor alan1 g metrigine gore anti-simetrik ve dikey distribiisyon iizerinde
simetrik oldugundan

g(R(2,.2,)2,.K)=2g(TyZ,.4,Y ) +¢(V , 4, Z,.K )¢ (V ,,4,Z,.K)
+2(4,V,,2,.K)-g(4,V,Z,.K)

bulunur. Diger taraftan (V ZIA)Z Z,=V,A4,2,- 4, ,7Z,—A4,V,Z, oldugundan

g((VZ]A)ZZ Z, ,K)—g((VZZA)ZI Z, ,K) =2(V,4,2,.K)-g(4,V,Z,.K)

—g(VZZAZlZ3 ’K)+ g(AZIVZzZ3 ’K)

(3.19)

dir. (3.19) kullanilirsa
g(R(2,.2,)2,. K)=-2g(T, 2y, 4,7, )+ g((VZlA)ZZ Z,, K)—g((VZZA)ZI Z,, K)

olur. Ayrica (VZIT ) den

=-T
A 4,7,

g((vZ]A)ZZ Z, K)—g((VZZA)Z] Z,, K) -—g (VZBA)ZI Z,, K)

(
+ (Azlzz, TKZ3)
(

& (3.20)
+gl 4,2, TKZZ)
+ g(AZZZS > TKZI)

bulunur. (3.20) yukaridaki denklemde yerine yazilir ve A tensdr alaninin yatay

distribiisyon tizerinde alterne oldugu kullanilirsa
g(R(Zl=Zz)Z3 > K) = _g((vz3A)Zl Z,, K)_g(TKZ3 > Azlzz)_g(AZIZ3 > TKZZ)
+g(AZZZ3’ TKZI) (3'21)

elde edilir. (3.18) ve (3.20) denklemlerine benzer olarak
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2(R(2,2,)K, W)=g((VA), Z. W)=2((Vid), Z,. K )+ (4, K, 4,7)
~g(A4, . 4,K)-g(Te2,. T, 2,)+¢(T,Z,, T.Z,)  (3.22)
2(R(2,K)Z,, W) ==g((VyT) W, Z,)+2((VA), Z,. W)

(3.23)
~¢(1x2,. T, Z,)+ g(4,K . 4, )

olur (Sahin, 2012).

Teorem 3.25 M , B manifoldlarinin ve lifin egrilikleri sirasiile S, S, S olsun.
Ortonormal Z, ve Z, yatay vektorleri ve dikey vektorler olan U, V' igin asagidaki
esitlikler saglanir:

i S(U)=SUV)+|nV | -g(T,V.T,V),

. S(ZI,ZZ):S’(Zl',Zz')Oﬂ—3HAlezH2r

iii. S(Z,V)= g((VZIT)V v, Zl)+||TV21||2 4,V (sahin, 2012).
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3.3.Anti-invaryant Riemann Submersiyonlari

Tanim 3.26 (M G ) m- kompleks boyutlu hemen hemen Hermityen bir manifold

ve (N , gN) bir Riemann manifold olsun. 7 : M — N Riemann submersiyon olacak

sekilde JV < H ise x ye bir anti-invaryant submersiyon adi verilir (Sahin, 2010).
H yatay distribiisyonu
H=JV®u

olacak sekilde yazilabilir. Burada £, JV nin tamamlayan distriblisyonudur.

Lemma 3.27 ¢, H iizerinde invaryant distribiisyondur (Sahin, 2010).

Ispat: Kabul edelim ki boyV =s, boyH=n ve n>solsun. {v,..v.}, V
distribiisyonunun bir ortonormal bazi ve {ZI,...,Zn} H distriblisyonun ortonormal bir
bazi olsun. 7 anti-invaryant bir submersiyon oldugundan Jv, € H,...,Jv; € H dir.
Ayrica (M,g,,,J) Hermityen bir manifold oldugundan {M,enV,} kiimesi H da

ortonormal bir kiimedir. Boylece Jv, = Z,,...,Jv, = Z_ segilebilir. Bu durumda

JV =span {Jvl ,...,va} ve /L = span {ZS+l ,...,Zk} olur.

Z, e, le{k+1,...,n} olmak tlizere JZ, = Zasvs +Zkak yazilabilir. J* =—1
k=1

i=l1

esitliginden —Z, = ZaSJVS +ZkaZk olup —Z, € H oldugundan
k=1

i=1

a,=a,=,.., a, =0 olur. Boylece JZ, =Zkak bulunur. Burada Vi e{l,...,s} i¢in
k=1

Eu (JZ[’Zf) =8u (JZ[,JVl.)
=8u (Zl’vi)
=0

oldugundan JZ, L JV dir. Boylece JZ, € M olur. Buise 4 distriblisyonunun

invaryant oldugunu gosterir.
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Lemma 3.28 7 bir anti-invaryant Riemann submersiyon olmak {izere
IN=7,(JV)®x (1) (3.24)

dir (Sahin, 2010).

Ispat: Kabul edelim ki H:span{Jvl,...,JvS , ZM,...,Zn} , stpan{vl,...,vs} ve

y:span{Zm,...,Zn} olsun. VZ € H igin

Z= iaiJvi + i bZ,

i1 i=s+1

a. b R yazlabilir. Buradan

JZ = —Zslaivi + i bJZ,

i=1 i=s+1

oldugundan VZ € H yatay vektori

JZ=BZ+CZ (3.25)

seklinde yazilabilir. Burada BZ €V ve CZ € pu olur. Rimann submersiyon

tanimindan z,H =7TN olup
gy JV,r,CV)=0

olur. Burada Jv e JV dir. Son esitlikten 7,JV Lz, Ju ve 7 JV Nz pu={0}
oldugundan

IN=r,(JV)®x, (1)
oldugu goriiliir.

Zz-f-Z3

V2

Ornek 3.29 7:R* - R?, ﬂ(zl,zz,z3,z4)=( L4 ) ile tanimli olsun. Bu

durumda Jakobiyen matrisi

olup
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stpan{le(%,0,0%j 222(0,%,%,0j} ve
1 1 1 1
V =spaniv, =| —,0,0,——| v, =| 0,——,—,0 dir.
p{l(ﬁ ﬁj( ﬁﬁj}

J hemen hemen kompleks yapisi, J:R* - R*, J(Zl,zz,z3,z4) =(—22,Zl,—z4,z3)

1 1 1 1
olsun. Bu durumda Jv, =| 0,—,—.,0 |=Z, ve Jv, =| —,0,0,—= |=Z
1 ( \/E \/5 ) 2 2 (\/5 \/E) 1

oldugundan 7z bir anti-invaryant submersiyon olur

(Sahin, 2010).

Ornek 3.30 7:R° > R*, 7(z,,2,,23,2,. 25,25 ) =(2), 2,023 + 24,25 + 25 ) dOniisiimii

verilsin. Bu durumda 7 nin Jakobiyeni

1 00000
010000
001100
0 00O0T11

olur. Boylece

{zl ~(1,0,0,0,0,0) ,Z, =(o,1,0,0,0,0),}
H =span

Z, :(0,0,1,1,0,0) ,Z, :(0,0,0,0,1,1)
ve
V:Span{v1 =(0,0,—1,1,0,0) ,V, :(0,0,0,0,1,—1)}

yazilabilir. R® iizerinde J hemen hemen kompleks yapisi
J(zl,zz,z3,z4,zs,z6) = (—zz,zl,—z4,z3,—zﬁ,zs) ile tammlanirsa Jv, =—Z; ve

Jv, =Z, olur. Boylece VJ =0 ve u= span{zl,zz} olup 7 bir anti-invaryant

submersiyondur.
Lemma 3.31 (M 2,y ) bir Kaehler manifold ve (N , g N) bir Riemann manifold

olsun. Budurumda Z,,Z, e H ve veV olmak iizere

g (CZ,,JV)=0 (3.26)
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ve
g (V,CZ,.v) =g, (CZ,.J4,v) (3.27)
esitlikleri saglanir (Sahin, 2010).

Ispat: (M 2,y ) bir Hermityen manifold oldugundan ve (3.25) esitliginden

2, (CZ,,0v)=g,(JZ,-BZ,,Jv) elde edilir. BZ,eV ve Jve H oldugundan son
esitlik

2y (CZ,,v) =g, (JZ,,~Iv)

=8u (Zzav)
=0

olur. Boylece (3.26) esitligi ispatlanir. (M s ) bir Kaehler manifoldu
oldugundan VJ =0 olup (3.26) esitliginden

2,8, (CZ,,v) = g, (V,CZy, Jv) +g(CZ,.V , )
elde edilir. V,Jv=JV,v oldugundan
&y (V,CZy.v)=-g(CZ,, 0V ,v)
(3.11) den g, (V,CZ,,Jv)=-g(CZ,,J4,v)~g, (CZ,. /¥ ,v) olur.
JW,veJV ve CYep oldugundan g, (CY,JwV,v)=0 olup (3.27) esitligi elde

edilir.

Teorem 3.32 7 bir anti-invaryant Riemann submersiyonu olsun. Boylelikle

asagidaki ifadelerin her biri birbirine denktir:

a) H integrallanebilirdir.

b) g, ((V7.)(2,,BZ,)., 7.0V ) =g, ((V7.)(Z.BZ,).x.JV)+g, (czz,JAZlV)
—g, (CZI,JAZZV).

¢) g, (4,BZ, - 4, BZ,,Jv) =g, (CZ.J4,v)-g, (CZ,.J4,v) (Sahin, 2010).
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Ispat: Z,eH,veV i¢in veH ve JZ, € (V+,u) oldugunu biliyoruz. M bir
Hermityen manifold olduguna gore
Eu ([Zlazz]’v) =8u (vz,Zz’V) —8u (szZl,v)

=8, (IV,Z, v) =g, (IV,, Z,, )
M Kaehler manifold oldugundan
g ([2.2,].v) =8y (V 02y, Iv) = 8, (Y, JZ,. V)
yazilabilir. JZ, =BZ +CZ, , BZ €V ve CZ, € u oldugundan
v ([2.2,).v) =2, (V,(BZ, +CZ,).Jv) - g, (V,, BZ,+ CZ,.Jv)
=gy (V,BZy. )+ g, (V,CZ,.Jv)
-8y (V,,BZ,.Jv) =g, (V,,CZ,,Jv)
olur. 7 bir Riemann submersiyon olmas1 sebebiyle

g ([2.2,).v)= gy (7Y , BZ,. mIv)+ g, (V,CZ,, Jv)
-8, (%V, BZ,,m.v)-g, (V,CZ.Jv)

ve Lemma 3.31 den

g ((2.2,).v) =gy (7Y, BZ,. xJv) - g, (CZ,.JA, V)
-8y (%, BZ,,x.0v)+g,(CZ,.J4,v)

7, dontigiimiiniin Pullback konneksiyonu yardimiyla son esitlik

gM ([ZI,ZZ],V) = gM (Vﬁ*(zlaBzz)’ﬁ*Jv)J‘_gM (Vﬁ*(ZZ,BZI),ﬂ'*JV)
-8, (CZ,.4,v)+ g, (CZ,.J4, v)

bigiminde yazilabilir. H integrallenebilir ise g,, ([szz],") =0 olup (b) de verilen
esitlik elde edilir. Benzer sekilde (b) esitligi saglanirsa g,, ([Zl,zz],v):o olup

[Zl,Zz] € H olur. Bu ise A 1 integrallenebilir oldugunu gosterir. Boylece (a) = (b)

ispatlanmis olur.

Pullback doniisiimii tanimindan
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Vr.(2,.B2,)-Vx.(Z,.B2,) =V} x.(BZ)-r.(V,BZ)
-V} .(BZ,)+.(V,BZ,)
=V; 7.(BZ,)-r.(4,BZ,)
-V, 7.(BZ,)+r.(4,BZ,)
elde edilir. Son esitlikten
gy (V7. (2,.B2,)./v)- g, (V7.(Z.BZ,). )= g, (V] 7. (BZI),JV)
~gy (7(4,,B2,), )
-8, (V57 (BZ,).Jv)
+gy (. (4,B2,),)
yazilabilir. g,, (V7 F.BZ,,Jv)= g, (V7 7.BZ,,.Jv) =0 oldugundan
2 (V7.(2:,B2,),1v) -, (V7.(2,BZ,),0v) = g, (7. (4,,BZ,),v) + &, (7. (4, BZ, ), Jv)
elde edilir. (b) esitligi saglamirsa bu durumda
8 (CZ, JA,v) -2, (CZ,, A, v) = ~g,, (7. (4, BZ,),Iv)+ g, (7. (4, BZ, ), v

olur. Boylece (c) esitligi saglanir. (c) esitligi saglaniyorsa (b) esitliginin saglandig
gosterilir. O halde (b) < (c)dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1.Kontakt Tipli Anti-invaryant Riemann Submersiyonlar

Tamm 4.1 7:(M,g)—>(B,g’) bir anti-invaryant Riemann submersiyon olsun. Eger

boyV =1 ise x ye bir kontakt tipli anti-invaryant Riemann submersiyon ad1 verilir.

T (M , g) - (B, g') kontakt tipli anti-invaryant Riemann submersiyon olsun. Kabul

edelim ki; V' = span {w} Oyle ki w birim vektor olsun. Bu durumda
Jw=-¢& 4.1)
olacak sekilde & e F(H) ve vardir. VX e ;((M ) igin
JX =pX +n(X)w (4.2)

yazilabilir. Burada ¢X € ;((H ) ve 77 ise 1-formdur.

Onerme 4.2 7: (M , g) - (B, g’) bir kontakt tipli anti-invaryant Riemann

submersiyon olsun. VX,Y € ;((H ) icin asagidaki esitlikler saglanir:

i) X =-X+n(X)<E. (4.3)
i) 7(X)=g(X.%). (4.4)
iii) 5 =0 ve pS=n°9p. (4.5)
iv) g(pX,Y)=—g(X,pY). (4.6)
v) g(pX,pY)=g(X.Y)-n(X)n(Y). (4.7)

Ispat: (4.1) ve (4.2) esitliklerinden
JX =J(pX)+n(X)w
=JpX +n (X ) Jw
=’ X +n(pX)w-n(X)<& (4.8)
elde edilir. (M, g,J) bir Hermityen manifold oldugundan J°X =-X olup bu

esitlik (4.8) de yerine yazilirsa
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~X =’ X +n(pX)w-n(X)<& (4.9)
bulunur. X e ;((H ) oldugundan (4.9) esitliginin dikey ve yatay kisimlari
karsilastirilirsa (4.3) ve 77(9X) =0 elde edilir.

Ayrica (4.1) esitliginden
JE=w (4.10)
yazilabilir. Bu esitlige (4.2) uygulanirsa
JE=ps+n(S)w=0p (4.11)
(4.11) de dikey ve yatay kisimlar karsilagtirilirsa @& =0 ve 77(§ ) =1 elde edilir.
Boylece n((pX ) =0 ve @& =0 oldugundan (4.5) ispatlanir. (4.2) esitliginden her
iki tarafi ile w i¢ ¢arpimi alinirsa w  bir birim vektor oldugundan
g(JX,v)=n(X) (4.12)
yazilir. Bu esitlikten
g(X,Jw)=g(X,&)=-n(X)

elde edilir. Boylece (4.4) ispatlanir.

(M,g,J) Hermityen manifold oldugundan
g(JX,Y)=—g(X,JY) (4.13)
esitligi saglanir. Burada VX,Y € ;((H ) oldugu g6z oniine alinrsa (4.2) esitliginden

(4.6) ispatlanir.
(M ,2,J ) bir Hermityen manifold oldugundan VX,Y e ;((H ) i¢in

g(JX,JY)=g(X.Y) (4.14)

esitligi saglanir. Bu esitlikte (4.2) kullanilirsa (4.7) esitligi saglanir.

Onerme 4.2 nin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3 72':(M ,g,J )—)(B, g') bir kontak tipli anti-invaryant Riemann

submersiyon olmak {izere submersiyonun yatay uzay H iizerinde (gp,?],§ ) kontakt

yapisi tanimlidir.
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Teorem 4.4 7 bir kontakt tipli anti-invaryant Riemann submersiyon olmak iizere 7
nin yatay distriblisyonu A integrallenebilir olsun. Bu durumda A nin integrallenebilir

manifoldu M ise M hemen hemen kontakt bir Riemann manifoldudur.

Onerme 4.5 7: (M ,2,J ) - (B, g') bir kontakt tipli anti-invaryant submersiyon

olmak iizere agagidaki bagintilar saglanir:
i) 7(V,&)=0. (4.15)

i) 7(AV,&)=0. (4.16)

Ispat: V , (M,g,J) hemen hemen Hermityen manifoldu iizerinde Levi-Civita
konneksiyonu oldugundan VX € y(M) iin
Xg(£,8)=2g(V,&,8)=0

esitligi saglanir. Bu ise (4.15) esitliginin dogrulugunu gosterir. (3.12) ve (4.15)
esitliklerinden (4.16) esitligi rahatlikla elde edilebilir.

Onerme 4.6 (M,g,J) bir Kaehler manifold ve 7: (M,g,J) — (B,g') bir kontakt
tipli anti-invaryant Riemann submersiyon olmak {izere asagidaki esitlikler saglanir:

i) oV, &=V, w=4,w. (4.17)

ii) W, ,w=0. (4.18)
Ispat: (M ,g,J ) bir Kaehler manifold oldugundan

V,w=V,JéE=JV,E (4.19)

yazilabilir. (4.2) esitliginden JV,& =9V, E+1 (V & ) w elde edilir. Onerme 4.5 den
nvV&=0 olup V,w=¢V,¢& elde edilir. (3.11) esitliginden A, w+W w=¢V, &

bulunur. Son esitligin dikey ve yatay kisimlar1 goz ontine alindiginda (4.17) ve (4.18)
esitlikleri elde edilir.
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Onerme 4.7 (M, g, J) bir Kaehler manifold olsun. 7 : (M, g, J) — (B, g') bir kontakt

tipli anti-invaryant Riemann submersiyon olmak iizere VX, X, € " (M ) icin

asagidaki esitlikler saglanir:

i) iV, X, =gV, X, —n(X,) A, w. (4.20)
i) 4, pX, =—g(X,.V, &)w. (4.21)
Ispat: (4.2) esitligi géz oniine alinirsa
VX, =JV, X,-V, (n1(X,)w) (4.22)
elde edilir (3.12) ve (4.2) esitliginden
VipX,=hV, pX,+ 4, pX, (4.23)
IV Xy =gV X, +1(V X, )w (4.24)

yazilabilir. Ayrica (3.11) ve (4.18) esitlikleri goz 6niine alinirsa
Vi (U(Xz)w) =V [g(wa)W]
= g(VXle,cf)w+ g(Xz,VXlgg)w+77(X2)VXlw
=7(V X, )w+g( X5,V E)wn(X,)V,w
=7(V 3 X5 ) w+ g (X, V&) wrn(X,) Ay w (4.25)
bulunur. (4.22) denkleminde (4.23), (4.24) ve (4.25) yerine yazilirsa
Yy 0X,+ Ay X, =gV, X, =g (X,,V, E)w—n(X,) 4, w  (4.26)

esitligi elde edilir. Bu esitligin yatay ve dikey kisimlar1 birbirine esitlenirse (4.20) ve

(4.21) esitliklerinin ispat1 tamamlanir.

Teorem 4.8 (M, g, J) bir Kaehler manifold ve 7 : (M, g.J) - (B, g’) bir kontakt tipli
anti-invaryant Riemann submersiyon olmak iizere V.X,, X, € 1" (M ) icin
Ay X, =0 ve (VXlgo)Xz:—n(Xz)AXlw (4.27)

dir.
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Ispat: VX, X, € y" (M) igin V, pX, = (VXlgo)X2 +9V, X, (4.28)
esitligi yazilir ve bu esitlikte (4.20) kullanilirsa

W0 X, =(V,0) X, +1(X,) Ay w (4.29)
elde edilir. Bu denklemin yatay ve dikey kisimlari birbirine esitlenerek (3.12)
esitliginden ¢V, 9 X, = 4, pX, olup 4, p.X, =0 dir. Boylece ispat biter.

Teorem 4.8 in bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc 4.9 (M, g,J) bir Kaehler manifold ve 7 : (M, g,J) - (B, g') bir kontakt tipli

anti-invaryant Riemann submersiyon. H distriibiisyonu iizerinde 4=0 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul ¢ tensoriinlin V ya gore paralel olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki / iizerinde 4=0 olsun. Bu durumda VX, € z" (M) igin
A, w=0 olur. Teorem 4.8 VX,, X, € " (M) igin (Vxlgo)Xz =-n(X,) A4, w
esitliginden V, ¢ =0 oldugu goriiliir. Buise ¢ tensoriiniin V ya gore paralel
oldugunu gosterir.
(<::) Kabul edelim ki ¢ tensorii V ya gore paralel olsun. Bu durumda Teorem 4.8
den VX,, X, € ¥ (M) i¢in

n (X 2 ) =AW= 0
esitligi saglanir. Bu esitlik V.X, € " (M icin saglandigindan X, =¢& secilmesi
durumunda yine saglanir. Bdylece 4, w =0 olup bu durumun # iizerinde 4=0

oldugunu gosterir.

Onerme 4.10 (M, g,J) bir Kaehler manifold ve 7 : (M, g,J) - (B, g') bir kontakt

tipli anti-invaryant Riemann submersiyon olsun. Bdylelikle asagidaki esitlikler

saglanir:
i) Tw=phV S+JT.8 (4.30)
ii) V,w=n(hV E)w . (4.31)
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Ispat: (3.9) ve (4.1) esitliklerinden

V w=V JE=T w+V_ w (4.32)
yazilabilir. Ayrica (M ,Z,J ) bir Kaehler manifold oldugundan (3.10) esitligi
kullanilirsa

Vw=JV E+JT E (4.33)

bulunur. (4.2) ve (4.33) esitliklerinden

V w=phV E+n(hV E)w+JT,E (4.34)
elde edilir. (4.32) ve (4.34) esitliklerinin yatay ve dikey kisimlar1 birbirine esitlenirse
(4.30) ve (4.31) in ispat1 tamamlanir.

Tanmm 4.11 V, (M , g) tizerinde bir afin konneksiyon olmak iizere. (M , g)
tizerindeki birim X vektor alani

V,X=0
kosulunu sagliyorsa bu vektor alanina bir V konneksiyonuna gore bir geodezik vektor
alant denir. Eger V bir Levi-Civita konneksiyonu ve

o l—->M

diferansiyellenebilir bir egri olmak tizere
a'(f)=X

olup X bir geodezik vektor alamdir. < «, M Tlizerinde bir geodezik egridir.

Teorem 4.12 (M, g,J) bir Kaehler manifold ve 7: (M, g,J) - (B, g') bir kontakt

tipli anti-invaryant Riemann submersiyon olmak {izere w nin V konneksiyonuna

gore bir geodezik vektor alant olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
n(hv,£)=0

olmasidir.

Ispat: Tamim 4.11 ve (4.31) esitliginden teoremin ispat1 agiktir.
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Tanmim 4.13 (M ,2,0,1n,¢& ) beslisi hemen hemen kontakt Riemann manifold olsun.
VX e ;((M ) icin
V, E=—pX (4.35)
esitligi saglaniyorsa ((p, n,é ) hemen hemen kontakt yapisina bir K-kontakt yapt,
VX, X, € y(M) igin de
(Vo) X, =g(X,.X,)E-n(X,) X, (4.36)
esitligi saglaniyorsa ((0, n,é ) K-kontakt yapisina bir Sasakian yapt ad1 verilir.
Ve VX € y(M) igin
V,E=0 (4.37)

ise ((p, n,é ) ticliisiine kosimplektik yap1 ad1 verilir (Blair, 2010).

Teorem 4.14 1 : (M ,8.J ) - (B, g') bir kontakt tipli anti-invaryant Riemann
submersiyon olmak tizere H distriblisyonunda ((p, n, f) hemen hemen kontakt yapisi
bir K-kontakt yap1 olmasi i¢in < VX € 1" (M ) icin

Aw=X (438)

esitligi saglanir.

Ispat: (4.15) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa
Vi&=pAw (4.39)
elde edilir. ((0,77, & ) bir K-kontakt yap1 oldugundan
-pX =—@pA,w

bulunur. Bu ise (4.38) esitliginin dogrulugunu gosterir.

Tersine VX € " (M ) igin
Aw=X

ise (4.17) esitliginden ¢V, & =X bulunur.
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n (VXf) =0
oldugu dikkate alindiginda
V,&=-pX

saglanir. Bu ise ((0,77, & ) bir K-kontakt yap1 oldugunu gosterir.

Teorem 4.15 7r: (M ,2,J ) - (B, g') bir kontakt tipli anti-invaryant Riemann
submersiyon olmak iizere H distribiisyonu tlizerindeki ((p, n, f) hemen hemen kontakt
yapisinin bir kosimplektik yap1 olmasi igin < VX € 1" (M ) i¢in

Aw=X

esitliginin saglanmasidir.
Ispat: (4.39) esitliginden teoremin ispat1 agiktir.

Teorem 4.16 72':(M ,2,J )—)(B, g') bir kontakt tipli anti-invaryant Riemann

submersiyon olmak iizere H distribiisyonu iizerindeki ((p, n,¢ ) Sasakian yapisi mevcut

degildir.

Ispat: Kabul edelim ki ((/),77,§ ) H iizerinde Sasakian bir yapi olsun. (4.27) ve (4.36)
esitliklerinden

g(Xl,Xz)g—n(Xz)Xl:—n(Xz)AXlw (4.40)
elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse

_1
77(X2)

bulunur. Bu esitlik VX, X, € 7 (M ) i¢in saglandigindan 6zel olarak X, ve X,

A,w=X, - g(Xl,Xz)f (4.41)

ortogonal ise 4, w= X, bulunur. Bu esitlik (4.27) de yerine yazilirsa

(VXI(”)Xz :_U(Xz)Xl (4.42)
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elde edilir. V, ¢ =0 esitligi ozel olarak X, = X, se¢iminde de elde edilebilir.

lizerinde (gp,?], & ) nin Sasakian bir yap: olmasi nedeniyle V, ¢ =0 olmasi gelisir.

Ornek: (R4,J) , J(xl,xz,x3,x4):(—x3,—x4,x1,x2) hemen hemen kompleks
yapistyla verilsin. (R“,J ) bir Kaehler manifoldtur. Burada {x,x,,x,,x,} , R*

uzerinde lokal bir koordinat sistemidir.

7:(R*,J) >R’ doniisimi

7 (% %000 %,) :(xl LB +x3j
NI

tanimlansin. Bu durumda

H= span{Xl =0x, X, =0x,,X, = 8x3}
ve

V= span{w: 8x4}
olup 7 bir Riemann submersiyondur. Burada {8x1,8x2,8x3,6x4} R* iin standart bazi
olarak verilmistir. Direkt bir hesaplama ile

JX, =X,, JX,=w, JX,=-X,, Jw=-X,
ve
n(X)=n(X;) , n(X,)=1

bulunur. Boylece ((p, né ) nin H distribiisyonu tizerindeki hemen hemen kontakt bir

yapt oldugu elde edilir.
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5.SONUCLAR ve ONERILER

Dikey distribiisyonu 1 boyutlu olan anti-invaryant Riemann submersiyonlari iizerinde
kompleks ve kontakt yapilar yardimiyla elde edilmis temel bagintilar sunulmustur. Bu
tir submersiyonlar kontakt tipli  anti-invaryant submersiyonlar  olarak
isimlendirilmistir. Kontakt tipli anti-invaryant submersiyonlarin K-kontakt,
kosimplektik ve Sasakian yapiya sahip olma durumlan ile ilgili ¢esitli sonuglar

verilmistir.

Bu tez ¢alismasi ile elde edilen sonuglar ile yari-Riemann manifoldlar tizerinde taniml
kontakt tipli anti-invaryant submersiyonlar, total geodezik liflere sahip kontakt tipli
anti-invaryant Riemann submersiyonlar tanitilabilir ve diferansiyel geometrisi

incelenebilir.
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