T.C.
HARRAN UNIVERSITESI
FEN BIiLiIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

SZASZ-DURRMEYER OPERATORLERININ BiR GENELLESTIRMESI

Mehmet Ayhan

MATEMATIK ANABILIiM DALI

SANLIURFA
2021



ICINDEKILER

Sayfa No

OZE T i
AB ST R ACT .o e il
TESEKKUR ..o iv
SEKILLER DIZINI .. oo v
CIZELGELER DIZINI ... vi
SIMGELER DIZINI . .o oo vii
L G RIS . 1
1.1, Temel Kavramlar ... ... e e e et 1
1.1.1. Diizgiin yakmsaklak ......... ... 4

1.1.2. Stireklilik modiilil ........ ... i e 5

1.1.3. Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri......... ... i 5

1.1.4. Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ........ ... ... .. 6

2. ONCEKI CALISMALAR . ... 7
3. MATERYAL ve YONTEM . ...ttt 11
3oL Materyal .o e e 11

B0 () 112 14 11

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA ... ..o e 12
5.SONUCLAR ve ONERILER .. ...ttt 35
5.1 SONUGIAT ... 35

5.2, OMCTIIET . . .t 37
KAY N AK L A R . . e e e e e e e e e e e e 38
OZ GE M .o 40



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SZASZ-DURRMEYER OPERATORLERININ BiR GENELLESTiRMESI

Mehmet Ayhan
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman : Prof. Dr. Aydmn iZGi
Yil: 2021, sayfa:40

Bu tez g¢alismasi bes kisimdan meydane gelmektedir. Benzersiz kisimlar tezin dordiincii ve besinci
kisimlaridir. Giris kismi bu ¢alismanin ilk kismidir. Bu kisimda lineer pozitif operatorler ile ilgili
bazi esas tanim, teorem ve Ozelliklere yer verilmistir. Lineer pozitif operatorlerin yakinsaklik kosullart
aciklanmis ve tezde kullamlacak olan bazi operatorlerden séz edilmistir. ikinci kisimda ise evvelki
¢aligmalardan bahsedilmistir. Bu ¢aligmada 90t; (¢; £) operatoriniin yaklasim 6zellikleri irdelenmistir.
Lineer pozitif operatorler dizisinin tarifi yapilarak, has 6zellikleri tanitilmigtir. buna ek olarak Korovkin
teoremi ispatiyla birlikte verilmistir. Lineer pozitif operatdrleri ile ilgili yapilan evvelki bazi ¢aligmalara
yer verilmisti. Korovkin teoremi yardimiyla 9% (¢;£) operatoriiniin yaklasim 6zelliklerine dair
calismalar gerceklestirilmistir. 91; (¢;£) operatoriiniin siirekli ¢ fonkiyonuna diizgiin yakinsadigi
kanitlanmis. 9t; (¢; £) operat6rii i¢in Voronowskaja teoremi tipinde bir teorem de kanitlanmistir.0%; (¢; £)
operatoriiniin merkezcil momentleri hesaplanmustir. Siireklilik modulii yardimiyla 9t;; (¢; £) operatdriiniin
yaklasim hiz1 irdelenmistir. Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar kullanilarak 90t;; (1; £) operatorii i¢in
bir teorem sunulmus ve kanitlanmaigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer  pozitif —operatorler, Szasz operatorleri, Szasz-Durrmeyer
operatorleri, Yaklagim hizi, Asimptotik yaklagim

il



ABSTRACT

MSc Thesis

A GENERALIZATION OF SZASZ-DURRMEYER OPERATORS

Mehmet Ayhan

Harran University
Gradate School of Natral and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Aydin 1ZGi
Year: 2021, page:40

This thesis consists of five chapters. The original parts are the fourth and fifth parts of the thesis. Introduction
is the first part of this study. In this section, some basic definitions, theorems and properties of linear positive
operators are given. given. The convergence conditions of linear positive operators are explained and some
operators to be used in the thesis are mentioned. In the second part, previous studies are mentioned. In this
study, the approximation properties of the 9t; (v; £) operator are investigated. The order of linear positive
operators is defined and their properties are introduced. It is also given with proof of Korovkin’s theorem.
Some previous studies on linear positive operators are given. With the help of Korovkin’s theorem, studies
have been made on the approximation properties of the 9; (v; £) operator. It has been proven that the
M, (1; £) operator converges smoothly to the continuous ¢ function. A theorem of the type Voronowskaja
theorem for the 9M1; (¢; £) operator is also proved. Centripetal moments of operator 9, (¢; £) were
calculated. With the help of the continuity module, the approach speed of the 9M; (v; £) operator is
examined. A theorem for the 9; (¢; £) operator is presented and proved using functions satisfying the
Lipschitz condition.

KEYWORDS: Linear positive operators, Szasz operators, Szasz-Durrmeyer operators, Rate of
approximation, Asimptotic approximation.
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1. GIRIS Mehmet Ayhan

1. GIRIS

Yaklasim teorisinde, yeterince iyi Ozelliklere sahip olmayan fonksiyonlara,
kulanigh 6zelliklere sahip daha komplike olmayan fonksiyonlarla yaklasim problemleri
incelenmektedir. cogu zaman, yaklasan fonksiyonlar, {izerinde ¢alisilan esas fonksiyon
uzaymin belirli bir alt uzayr olarak tercih edilir. Bu alt uzaydaki fonksiyonlar temel
uzaydaki fonksiyonlara gére komplike olmayan ozelliklere ve daha c¢ok elemanter

ozellige sahiptir (tiirevlenebilme, integrallenebilme vb.)

Yaklasim teorisinde, ekseriyetle trigonometrik polinomlar, cebirsel polinomlar veya
rasyonel fonksiyonlar, yaklasan fonksiyonlar olarak alinir. Burada hedefledigimiz ana
unsur, verilen fonksiyona alt uzaydan en iyi yaklasan elemanin varlig1 ve bu fonksiyona
en iyi yaklasan eleman arasindaki hatanin minimize edilmesi problemidir. Fonksiyonun
diferansiyel 6zelliklerine gore bunun en iyi yaklasim sayilar1 dizisinin sifira gitme hizinin
incelendigi teoremlere yaklagim teorisinin diiz teoremleri, yaklasim sayilar1 dizisinin
sifira gitme hizina gdre onlarin diferansiyel 6zelliklerinin incelendigi teoremlere yaklagim

teorisinin ters teoremleri denir.

1.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda, calismamizda istifade edecegimiz bazi tanimlar ve teoremler
ispatlartyla beraber sunulacaktir.Burada sunulacak olan tanim ve teoremler genel olmasi

hasebiyle bazilarinda kaynak belirtilmemistir.

Tamim 1.1 F' ve K vektor uzaylart olmak iizere N : F — K seklinde tanmimlanan

doniigiimlere operator denir (Hacisalihoglu ve Hactyev, 1995).

Tamim 1.2 (Operatériin lineerligi) A operatoriiniin F uzayindaki her i) fonksiyonuna K
uzaymnda karsilik getirdigi fonksiyonun £ noktasinda aldigi deger \(1); £) ile ifade edilir.
F ve K, Riizerinde vektor uzaylari olarak alinirsa her f, g € F ve 6,21 € R igin

A(of +Ag; £) = oA (f; £) + ™A (g; £)

Yukardaki esitligi gercekleyen \(1); £) operatoriine lineer operator denir (Hacisalihoglu
ve Hacryev, 1995).
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Tamm 1.3 (Operatériin pozitifligi) Her (1 (x) > 0igin A (¢; x) > 0 ise, A operatoriine
porzitif operator denir (Hacisalihoglu ve Hacryev, 1995).

Tamim 1.4 Bir operatér hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarint saglyyorsa, bu

operatore lineer pozitif operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tanim 1.5 ( C R ve ( iizerinde tamumh biitiin fonksiyonlarin kiimesi © (() bigiminde
olsun. d : N — ©(() seklinde tamimli d fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir.
Fonksiyon dizisi (f,), terimleri ise f1, fa, f3, ... seklinde gosterilir (Hacisalihoglu ve
Hacuyev, 1995).

Tanmm 1.6 | = {A:Ca,b] — Cla,b] : A liner pozitif operatr} , N = {1,2,3,...}
olsun A,, : N — [ seklinde tanimli \,, fonksiyonuna lineer pozitif operator dizisi adi
verilir ve () ile gosterilir A (N) = (Aq, Ag, A3, ...) seklindedir (Hacisalihoglu ve
Hacuyev, 1995).

Tanim 1.7 A C R, ¢ : A — R fonksiyon ve 6 € A alarak segilirse Ve > 0 iin |£ — 0| <
d oldugunda | (£) — 1 (0)| < € olacak sekilde 6 = 6 (&) sayist mevcutsa 1 fonksiyonu 6
noktasinda stireklidir denir. (Balci, 2012).

Tanmim 1.8 ) C R, v : Q — N bir fonksiyon olmak iizere, bu taktirde her ¢ > 0 sayisi ve
Vo1, 09 € Q noktalari igin |61 — 69| < & oldugunda |1 (61) — ¥ (62)| < € olacak sekilde
yalnizea € 'na bagh 6 = ¢ (e) sayisimn varligi séz konusu ise 1 fonksiyonu Q kiimesi

tizerinde diizgiin siireklidir denir(Musayev ve Alp, 2000).

Tanim 1.9 ), [0, ] araliginda tamm bir fonksiyon ve 1y € (6,2) olsun.

o 0O = (1)

£—10 £ — LO
limiti var ve sonlu ise 1 fonksiyonu vy noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu deger

o PO = (1)

£—t0 £ — LO

=" (1)

dir( Thomas, Finney, 1984).
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Tanim 1.10 ) fonksiyonu 6 noktasini i¢eren bir aralikta her mertebeden tiirevienebilir

olarak kabul edelim.

“ (6) N
) (£ - 0)
s 0!
serisine 0 noktasindai) fonksiyonu tarafindan tiiretilen Taylor serisi denir (Musayev ve

Arkadaglari, 2007).

Teorem 1.11 (Ortalama Deger Teoremi ) 1) : [6,2] — R fonksiyonu [6,2] iizerinde

siirekli ve (0, 2) iizerinde tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

-0
S =)

olacak sekilde 3\ € [6,21] noktast vardur.

Teorem 1.12 ( Minkowski Esitsizligi)

L > ligin 01,09, ...05 > 0 ve Ay, Ao, .. Az > 0 olsun. Bu taktirde

6=1

ol

saglar.

Teorem 1.13 ( Holder Esitsizligi) . > 0 ve v > 0 reel sayilar
1 1
— 4+ — = 1
[T

sartint saglasin, 01, 0g,...05 > 0 ve Ay, Ay, .. Ay > 0 olsun. Bu taktirde

1 1
i i I il v
> -2l < (S lant) ()
=1 =1 =1
esitsizligi gecerlidir. Ozel olarak Hélder esitsizliginde n = v = 2 almirsa Cauchy-
Schwarz Eysitsizligi elde edilir (Lorentz, 1953).

Lemma 1.14 A bir lineer pozitif operator olmak iizere monotondur. Yani, i < f, ise

A (fis) < A (fa3.) eyitsizligini saglar

Ispat. f; < f, oldugunu kabul edeersek. Bu durumda f» — f1 > 0 olup A operatiriiniin
porzitiflik 6zelligi kulamilarak A (fy — fi1;x) > 0 oldugii goriiliir. A operatorii lineer
oldugundan A (fo;x) — A(fi;x) > 0 olarak bulunur ve ispat tamamlanmis olur
(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995). U
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Lemma 1.15 A lineer pozitif operatorii i¢in |\ (V; £)| < A(|Y|; £) esitsizligi saglanwr
(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

1.1.1. Diizgiin yakinsaklak

Tanim 1.16 [6,2] kapali ve sonlu araliginda tamimli ve siirekli fonksiyonlar uzayin

C [0, Ulile gosterelim. C [6,2] ;

D) (V1 +12) (£) = Y1 (£) + b2 (£) ve

ii) h € R olmak iizere (ha)) (£) = ha) (£)

islemleri ile bir lineer uzaydir. Bu lineer uzay iizerinde bir normdur ve bu norm

[Vl csag = sup  [¥ (£)| bigiminde tanimlanir (Musayev ve Alp, 2000).
’ 6<£<A

Teorem 1.17 Bir (1) fonksiyonlar dizisinin 1 fonksiyonuna C'[6, 2] normunda diizgiin
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart, V£ € [0, 2] icin

Jim |4y — | oy = Jim max |4 (£) — ¢ (£)] = 0

U—00 £€[6,2]

olmasidw. Diizgiin yakinsama vy = 1 seklinde sembolize edilir (Hacisalihoglu ve

Hacuyev, 1995).

Tamuim 1.18 £ : Q) — Y lineer operator olsun. Eger Vi € Qicin ||€ ()] < || (¥)]|q
esitsizligini saglayan bir ¢ > 0 sayist mevcutsa, £ operatoriine sinirli operatér denir. Bu
c sabitlerinin en kiiciigiine & operatériiniin normu denir ve ||£||, . ya da ||{|| bi¢iminde

gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Teorem 1.19 &;(v; £) lineer pozitif operator dizisi olsun. Tiim reel eksende sunirli ve
sonlu bir [6, A|araliginda siirekli herhangi bir \fonksiyonu igin eger [6, 2] tizerinde;

(i) &(1;£) =1

(i) &u(t;£) = £

(i) &(1£) = £
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kosullarini saglyorsa bu takdirde [6,2] araliginda &;(¢; £) = (£) dir (Korovkin,
1953).

Tanim 1.20 N, ; (£) = A, ((t - .£)ﬂ,£) , 4 = {1,2,...} ile tamimlanan ifadelere A,

operator dizisinin i-inci merkezi momentleri denir.

1.1.2. Siireklilik modiilii

Yaklasim teorisinde bir diger miihim konuda yaklasim hizimin belirlenmesidir.
Lineer pozitif operatorlerin bir V fonksiyonuna yakinsama hizini arttirmak demek
yvaklasimda meydana gelen hata miktarini azaltmak ve dogal olarak daha iyi bir yaklasim
elde etmek demektir. Bir lineer pozitif operatérler dizisinin yakinsama hizi hakkinda
stireklilik modiilii kullanilarak yorum yapilabilir.Stireklilik modiilii kavrami 1910 yilinda

H. Lebesgue tarafindan tanimlanmstir.

v € C[6,U] olsun. Y6 > 0 igin

w(y;6) = S W(t) — ¥ (£)]
jt—£]<65

ile tanimlanan w(V; §) ifadesine V fonksiyonunun Siireklilik Modiilii” denir (Altomare
and Camputi, 1994)

1.1.3. Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri
1. w(V;0)>0
2. 6 <6y ise w(V;07) <w(V¥;4,)
3. m € Nigin w(¥;md) < mw(¥; )
4. N e RT igin w(¥; M) < (A+1) (F;0)
5. (lsi_rg(l)w(\ll;é) =0
6. [U(t) = U(£)| <w (T;t - £])
7. |W(t) -V (£)| < (% + 1) w (U3 9) (Altomare and Campiti, 1994)

5
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1.1.4. Lipschitz sinifindan fonksiyonlar

Lineer pozitif operatorlerin bir UV fonksiyonuna yaklagim hizini bulurken
fonksiyonun Lipschitz siifindan olmas durumunda inceleyeceliyecegiz. Bu yuzden ilk
olarak bir fonksiyonun Lipschitz sinifindan olmasinin ne demek oldugunu verelim;¥ g, £ €

Licin 0 < a < 1 olarak tercih edersek;
W (9) =V (£)] < M|g—£]*

sartint  gergekleyen  fonksiyonlara  Lipschitz — sumifi  fonksiyonlar  seklinde
isimlendirilir Buradaki M ye de Lipschitz sabiti denir ve bu sartin saglanmasi
halinde V€ Lipy (o) bigiminde gosterilir. Bir fonksiyon Lipschitz sinifindan ise
stireklidir ancak bunun tersi dogru degildir. Dolayisiyla Lipy (o) € C(I) yazilabilr.
Tezde;

W (5) — W (£)] < Mg — £°

seklinde tanimlanan Lipschitz sinifi fonksiyonlar kullanilacaktir. Ayrica0 < o < 1 olmak
lizere

U € Lipy (o) & wy(0) < M6

oldugu bilinmektedir (Cao ve Arkadaslari, 2005).
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2. ONCEKI CALISMALAR

Matematiksel analiz 17. yiizyila kadar yaklasim adi altinda incelenen tek sey
sayilarin yaklasik degerinin hesaplanmasiydi. Buna pi sayisi emsal verilebilir. Daha
sonraki yilarda Newton, Kepler, Bernoulli, Euler ve daha bir¢cok matematik¢inin
farkl metotlarla yaptigi hesaplamalarla operatorlerin, fonksiyonlarin, sayilarin ve
denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Boylece yaklasim kavraminin ilk

adimlarint atmislardir.

Daha sonra Gauss, Integral hesabimn en askeri hata ile ¢éziilmesinin bir yolunu
bulmugstur. Bu alanda diger bir geligsme ise matematikte yaygin olarak kullanilan en kiigiik
kareler metodunu gelistirerek yaklasim teorisini bir adim ileriye tagimistir. 1854 yilina
gelindiginde Rus matematik¢i P. L. Chebyshev, ", [0, 2] kapali araliginda tanimlanmus
stirekli bir fonksiyon ve m pozitif tamsayt olmast sartiyla;

max |4 (£) — p (£)]

O0<£<U

ifadesini minimum yapacak sekilde derecesi en fazla m olan

m

P(£)=> cot’

0=0

seklinde bir polinom bulunabilir mi? ” sorusunu sorarak yaklasim teorisinde énemli bir

yere sahip olan en iyi yaklasim problemi anlam kazanmistir (Chebyshev, 1854).

Alman matematik¢i K. Weierstrass bu sorunun yanitini kendi ismini tasiyan
Weierstrass teoremi ile ispatlamistir. Teoremi agik olarak ifade edersek; v € C [6,%]
herhangi bir fonksiyon olarak tercih edilirse, Ve > 0 sayisi ve V£ € [0, ] i¢in oyle bir

P, (£) cebirsel polinomu vardir ki
[V (£) = P (£)] < €

Saglanwr (Weierstrass, 1885). Weierstrass teoreminin ispati uzun ve karmastk oldugundan
bir cok matematikci bu teoremin daha basit bir ¢oziimii tizerinde calismistir. 1912 de S.
N. Bernstein Weierstrass teoreminin en basit ve en etkili ispatini vermigtir. Bernsteinin

yapmis oldugu bu kisa ispat temel ve uygulamalr bilimler de biiyiik bir etki yaratmigtir

7



2. ONCEKI CALISMALAR Mehmet Ayhan

(Bernstein, 1912). Bernstein polinomlari olarak ; £ € |0, 1] olmak iizere

i

By (U; £) = zuj v <9> £(1— £
o=0 \U

Polinomlar dizisi ge¢misten giintimiize kadar bir¢ok matematikgi tarafindan ¢alisiimis ve
calisilmaya devam ediliyor. Giiniimiizde Bernstein polinomlarinun bu kadar ¢ok popiiler
olmasinmin bir¢ok nedeni vardir. Bunlardan bazilari bu polinomun agik ve sade bir
gosteriminin olmasi, ¢esitli sekil koruma ozelliklerinin olmasi, islevsel olmasi ve kolay
tiirevlenebilir ve integre edilebilir olmasinin yanisira bilgisayarla yapilan hesaplarda

bize kolaylik saglamasidir.

Bernstein polinomlari, sadece matematikte degil, miihendislik bilimleri basta olmak
lizere, diger alanlardaki bir¢ok problemin ¢oziimiine katki saglamis ve giinden giine 6nemi
de artarak devam ediyor. Sekil 2.1. de goriildiigii gibi giiniimiizde ozellikle bilgisayar
destekli geometrik modelleme; iiretilecek iiriiniin, bilgisayar destekli olarak dizayn
edilmesinde c¢esitli egri yontemleri gelistirilmistiv. Bu bahsi gecen egriler basit daire,
¢izgi gibi egrilerden ziyade daha komplike olan b-Spline, bezier egrileri gibi sentetik
egrilerden olusmaktadr. Sentetik egriler, analitik egrilerin daha karmagik yiizeylerin
(Arag¢ goévdesi, ucak kanadi, gemi govdesi, vb.) tasariminda eksik kalmasi sonucu
ortaya ¢ikartilmis ve kullaniciya biiyiik kolaylik saglamistir. Bernstein polinomlarinin
ozellikleri iizerine dayali Casteljau algoritmalari bilgisayar destekli geometrik tasarimin
ana elemanlarindan biridir . Bu algoritmalarin ilk olarak miihendis Paul de Casteljau
tarafindan Citroen otomobil firmasinda, Pierre Bezier Bezier (1958) tarafindan Renault
firmasinda kullaniimistir.

(b)

Sekil 2.1. Ugak ve Araba Yiizylerinin Cizim Modeli
(Hearn and Baker, 1994)

H. Bohman (1952) ve P. P. Korovkin (1953) birbirlerinden bagimsiz olarak,

fonksiyon uzaylart iizerinde tamimli pozitif lineer operator dizilerinin yaklasim

8



2. ONCEKI CALISMALAR Mehmet Ayhan

teorisindeki uygulamalart iizerine onemli ¢alismalar yapmugslard: |a,b] kapali
araliginda siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsayan operatorler icin uygulanmasi
olduk¢a basit bir kriter veren asagida ispatiyla birlikte verdigimiz Teoreml.19’i
vermislerdir. Korovkin Teoremi sayesinde [a, b] kapali araliginda ¢ok sayida lineer pozitif
operator tamimlanmis ve bu operatérlerin yaklasim ozellikleri incelenmistir. Ornegin
Cheney-Sharma operatorleri, Meyer-Konig ve Zeller operatorleri daha sonrada bunlarin
genellestirmeleri olan Durrmeyer, Stancu,Kantorovich operatérleri tanimlanmig. Daha
sonraki ylarda |a,b] kapali araliginda tamimlanan lineer pozitif operatorlerden ziyade
sumrsiz araliklarda oparator tanmimlama ¢abasi icerisine girilmis ve 1941 yilinda G. M.
Mirakjan, Bernstein operatorlerini sonlu araliktan simirsiz araliga genisleterek, 1 €

C'[0, 00) olmak iizere

&2 () (6
£):e—uf—z(“ ) ¢<> 0 < £< 00
il i
seklinde lineer pozitif operatorler dizisi tammlamistir(Mirakjan, 1941).

Bernstein polinomlarmmin pozitif reel eksene onemli genellestirmelerinden biri
de Baskakov (1957) tarafindan yapilmistir. Tabi bu operatorlerle sinirli kalinmamus;
Lupas (1995) operatorleri, Bleimann ve arkadaslart (1980) nmin tammlamis oldugu
Bleimann Butzer operatorleri, Post Widder operatorleri, Phillips operatorleri, Hahn
operatorleri, Gamma operatéorleri ve bu operatorlerin kendi aralarinda modifiye edilmis
halleri, Stancu, Durrmeyer, Kantorovich tipli genellestirilmeleri tammlanmus. Izgi (2013)

Bernstein polinomlarinin bir genellestirmesini su sekilde tanimlamais;

Gusa (£) = (Zﬁ‘)u Z ﬁ(% — £)u—9, 0 < 6 < QA olmak iizere

i + 0) i+ 0
uo £ 1,0 £7 ng
a (f; Zf( U+Q[)>Q,,m()0 T

dir. Bu ¢calismadan esinlenerek 6,21 € N ve 0 < 6 < 2 olmak iizere

0 i+ 06
—u£ < ]
E 9' (uu+91>’0_£<oo (2.1)

Operatorii Ousman (2019) tarafzndan yiiksek lisans tezi olarak ¢alisilmigtir. Simdide bu

tezdede kulanacagimiz Klasik Szasz-Durrmeyer operatorlerinin tanimini verelim Klasik

—uf (Uf)

Szasz-Durrmeyer operatorleriS; o (£) = e olmak iizere

SD (W) = Y Sug (£) [ S0 (1) 0 () dr (22)
=0 5

9
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Seklindedir. Bizde bu tezde Klasik Szasz-Durrmeyer Operatoriiniin bir genellestirmesi

olan M (g; £) operatoriinii ¢alisacagiz.

10
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu tez c¢aliymasimin olusturulmasit asamasinda kiitiiphane ve internet
ortaminda  buldugumuz  tez ile ilgili basii ve dijital kaynaklardan
faydalamimistir.  Ozellikle  https://www.researchgate.net,  https.//dergipark.org.tr,
https://tez.yok.gov.tr/UlusalTezMerkezi,  https://scholar.google.com  gibi  dijital
ortamlardan; benzer konularda daha once yapilmis ¢alismalar tetkik edilerek

faydalanilmistir.

3.2. Yontem

Calstigimiz M (g; £) operatoriinden once ¢alisilmis operatorlerin yaklasim
ozellikleri ve kullanilan yontemler tetkik edilmistir. Bu ¢alismada Szasz -Durrmeyer
operatorlerinin modifikasyonu olan M (g; £) operatorii [0, 00) un kapalr ve simirl alt
araliklarinda benzer ¢alismalar yapilmistin. Calisma sonuglarimin niimerik degerler

tablosu techiz edilmis ve Mapple yazilim programi vasitastyla grafiklerle desteklenmistir.

11
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu béliimde,(4.1) de Klasik Szasz-Durrmeyer Operatériiniin bir genellestirmesi

olarak tanmimlamis oldugumuz N, (V; £) operatoriinii inceliyecegiz.

Tanim 4.1 6ved € Nve ) <o <0< £ < oo olmak iizere

.. s . (442) »
_ (u—l—Ql iy £ 7 - (i) o “its 9) o\ -
M (15 ) =~ Z O [esalan Iy (gYag @
0

seklinde tanmimli lineer pozitif operatore M, (V; £) operatorii denir.

Burada 6 = U segilirse Klasik Szasz-Durrmeyer Operatoriinii elde ederiz. Simdide

M, (¢; £) operatoriiniin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim.

VYaq, ao S R ve V)1, 1y € C'[0, D] icin,
i1l _ u —d. (i42A) o M
My ((c1thr + agha)  £) = EL:C,QU " Z £ Of e ks 9 % (1t + aathy) dg
i (a+2) o\ 0
u —'— Ql i —d. (+2A) o i+o g o
— of i+o fZ / csjegm, (M55570) *9 )
i 0o . (442) o
ii. (i +2A) Ql it SUNCES ) 9)
oy [T Z - / A udg

0

= Oélmq) (¢17 £) + a2mil (¢27 £)

oldugundan 91, (v; £) lineer bir operatordiir.
V£ € [0, D] ve v > 0 segilirse, e~ (“£) > 0 oldugundan,

i i+ 20) 2\ 0
(U—}-Ql _i —d. (a4 o ( i+o g) —
M (5 £) = = £Z £ femssie ) g5

0

M (1; £) pozitif bir operatordiir.

Lemma 4.2 (4.1) ‘de tammladigimiz M, (; £) operatori, V£ € [0, 00| icin asagidaki
esitlikleri saglar.

12
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Aop | (it
2. M (1 8) = £ — CPg 4 (Lo

3. M, (t2;£> — £2 2ii(A—56)+A%—52 £2 4(ii+6)> £+ 2(ii+6)2

(at+20)° a(i+)? T a2 (it )?
4. M, (t 43 £) = £ _ 3(a+91)(u422)J(r;L)—35)+(91—5)3 £3
9(ii+6)> 2 18(ii+6)> 6(ii+6)>
+ ai(i4-2A)3 sk u2(u+91)3£ + i3 (i+20)3
i —6) [4(a421)% —6(ii -6 —5)2 —5)*
5. 0, (14 8) — £ — (i+20) (A—5) [4(1+2) 6((1:_28(% )+4(A—6)]+(2A )£4
16(ii+6)> 03 72(ii+6)> 2 96(u+o 24(ii+6)*
+3 (i) £+ W2 (i +m4‘£ +m)4£+ 4 (i421)*
ispat.
1.
i (4421
i. (i +2A) Ql > i (+2) (TOQ) N
M, (; £ / it a0 5 (Y dg (42
(Vi) = = 9,0 v (9)dg 42
u = “(;‘Ifl ¢ doniigiimii yaparsak § = u&i‘;[)u = dj = u(ffm) du olur. (4.2) de

yerine yazarsak;

. (i + Ql)e,mS

U+ 0

My (zp’,ﬁ) =

= (@) T () i+
9; ol 0/6 RTES

mu — 7u£ Z

(4.3)

! 0
7u£
M, ( Z o / (w)’1du (4.4)

elde edilir. Gamma fonksiyonu I' (it + 1) = ofo;Eq:‘e_’EdﬁE = 4! seklinde tanimli
0

oldugundan Te*“uedu = 0!
0

6 0! g

13
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2.
o 2 (ig)’ 7 i+0
mﬂ t£) = —uL (U / —u 0 d
(1;£) =e ;9!.9! )
U+0 e / 9+1
= E du 4.
IR0 Z oo ) ¢ (+6)
esitligini elde ederiz. Buradan yine Gamma fonksiyonu yardima ile
u+0 _, £)?
M (t; £ b
GO =g’ = g @Y
W46 g (0f)
= ¢ " 0+ 1
S h e
a6 g i+ e (if)
RACETI Z 9! AT 9;) 0!
6 1 . . . o\0
I, U+0 e (U£)
EET Z 9—1 TG 9;) 0!
(T
__UH0 ey
(i ET
(2 —0) i+ 0
=£ — £+
(42A) " a(a+2A)
elde edilir.
3.

Mm; <t2;£) = e ;jo (:!2!0 Zoe“(u)e(a(%i%ofﬁdu

its \2 —it 2 (i) T _—uy, N0
- (u(uim)> € £9§0 o Of€ (w)"du (4.7)
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esitligini elde ederiz. Gamma fonksiyonu yardimai ile

M (t2; £> = (M) e_wg) (0u'£)' 0+ 2)!

. . 2 00 i 6
_ (M) eﬂﬁez_%(;)(em)(eﬂ)
U+ 0 ? —if > (U£)0 2
_ <M>e 9;0 i (9 +39+2)
B i+ 0 2_—u£oo (7:‘92)9 2
- (u(u+m)> © 922309!9]
U+ 0 2T it (ﬂ£)9 i (U£)9
+ (a(u+2{)> 3¢ ;;; g 012 ;;; ol 1
. 2 r © (iif)?
_ (u(f:;[» e_u£;)(;!)[9(6’—1)+9]]
U+ 0 2T _ gl (ﬂ£)9 i (d£)9
i+ 0 2'_u£°° ii£)?
= (u(u+2{)> © ;)(9!)9(9_1)]
46 \[ _ue (if) e = (i£)’
oy (u(u+2l)> _46 92:;) o 0 + 2e ‘;) 9!]
_ i+o [ 202 —ag (ib£)'9_2
- (u(m%) e Z%(e—w]
i+6 N[, e s @) & (k)
+ (u(u+2{)) ke ;(9—1)!”6 02:% ol ]
i+ 6 ST
- (u(u+m)> iPE? + diik + 2|
i+o \’r., 4£ 2
_ (M) 4y 2] (4.8)
_ £2_(11+Ql)2—(u+6)2£2 (i + 6)° 2(ii + 6)°
(it + 2A)? Al +2A)° (i +2A)°
_ £2_2u(9l—0)+2l2—022 4(u+a)2X 2(ii + 6)°
(it + A)° a4+ 202" a2 (a4 A

ey e () Terw) [ ato 33
M (1) = X O/ o i) "

. . 3 . 0
N R T = (i) g \0+3
- (a(a+m)> ¢ E o161 0/6 (W) du(4.9)
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esitligini elde ederiz. Gamma fonksiyonu yardimai ile

. .. 3 0
B i+ 0 e o= (U£) |
- (a(u+2{)> ‘ 920 gror (0 F3)idu

e iSO (ﬁeff (0+3)(0+2)(0+1)
6=0 :

3 r 00 /0
—if (i£) 3
)

- 50 /0 0o (a0
6e MY (“f“')e? +1le” ™) (“f“‘)e
= 0 = 0

3T IR
£ (U£)
o3
ST e & (i)’
e Y iz (00 -1)(0—2)+30 - 29)]
L =0 :
3r 00 /0 00 /0
66—ﬁ£ Z (Uﬁ) 02 1L 116—il£ Z (u‘fl‘) 9‘|
L 6=0 0 6=0 0
3r o NG
—iif (U£)
be Z T ]

(et
(et
(et
(et
(&)
(etesm)
(et )
)
- (i) [ S a0 -2)
(et +3)
(#te)
(#tr+3)
(efew)
(et
(#6e-w)
(et
(#6ew)

3 JURN SN
ge— 3> E) go g ue 5 (“’%]
= 0 = 0

- o (if)
6efui_ Z (UQ') 1
L 6=0 '

3r . 0—3
2 (iif)
33 ek Z (i ]
L 0=0

6 —3)!

(6(0—1)+6)+9e 3 (“;)991

(i)’ ?

=02

5T oo (u£)9]
|

0
16

)l

3r 00
9--2£2 — UL
e > (0 — 1)

o i (ms)“]
+ 18ife “£Z
0=0

66711;3 Z
L 0=0
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i+ 0

<u(u+9l)>3

U+ 0
7

i)
g3

3 (i + 2A) (i + 6) (A — 6) + (A — )’

[a3£3 + 9ii2£2 + 184k + 6}

9£2 18£ 6
5

£3+f—|'f+
i 12

£3

9(ii + 6)° e
(i + 2A)°

(i)’

(it + 2A)
18(ii + 6)°
+92)°

6(ii + 6)°
a3 (i + 2A)°

P (4.10)

7 e‘“(u)e

My (t4; £)
g

Gamma fonksiyonu faydalanirsak,

U+ 0

(i +2A)

/ 0!

0

0!

g ©0

4 £
., £)
efu£ (U
) (,ZZO 910!

(ﬂ;‘!)e (0+4)(0+3) (0+2) (0+1)

(i)’

(94 + 106 + 350% + 500 + 24)

(ii€)”

i [693 1162 + 69]

(ii€)” 3 9
o (109 + 3502 + 500 + 24)
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0o/ \O—4

u+0 4pd —iif (i£)
£%e

U+Ql>u 92% 0 —4)!

U+ 0 e & (ag)’
+ ( ) £Z i (166° + 2462 + 560 + 24)

(4 2A
B U+0 .. 4
B u+2l
4 Y]
i+ 0 g 3 i+ 0 e o= (1£)
16| ——— e
i 6<ﬂ<d+ﬁl> Z 9' Lo (u(u+2l>€ 02:%) 0!
. 4 . 4
i+ 0 o & (iig)” i+ 0
_UTO ) i Y| .
’ 56(&(&%)) > ( (@ +%>)
. . 4
_ (_UFO ) a4
- (u(u+m)>“£

U+ 0 U+ 0

+ 16 <u(u+§2{)> ( PE3 4 302E2 + u£) + 24<u(u+%)> (u2£2 T u£)
U+ 0 4 U+ 0 4
+ 56 <M> (iif) + 24<M>

. . 4
_ ( “+0) ) [u4£4 + 1663€3 + 720%€2 + 961if + 24}

i (i + A
AR EY 4£4 168 726 96e 24
— \da(ia+20 i a2t
_ £4_(u+2{)4—(a+5)4£4+16(u+m)4

(i + 2A)* i+ 2A)*
72(ii + 6)* g, 96(i+ oyt 24(i + o)
a2(a4+2)" @@ W)t ad(i +A)?
(2 = 6) (it + 2A) [—4(i +2)° + (2 — 5) [6 (ii + 2A) — 4]| + (A - 5)"

= £4 —+ £4
(i + 2A)*
16(u + g{)j iy 72(u + o')‘;e2 N ?6(?% + a)ii_: N ?4@ + 6>1
(i + 2A) (i + 2A) (i + 2A) ut(i + 2A)
U

Lemma 4.3 (4.1) de tammladigimiz N (¢; £) operatoriiniin merkezi momentlerinin

bazilari soyledir;

1) (0 £)) = s (1) =

i) My ((t—£):£) = —Lbg 4 ko

u+2A a(a+2A)

18
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—5)2 i~40) (i+26— o
i) o, ((t B £)2;£) _ gg+m§2£2 4 2t +()(+;L§ Wle 4 uQ((sz)

iv)

5 A —06)° i+ 6) (20 + 36 — A) (6 — A)]
M ((t—£)%5€) = &+ﬂ; g3y 3l )(mu+mf)( )¢
6 (i +0) (2t + 36 —2A)] 6(A— o)

+ £+ 4.11
a2 (i -+ 2A) a3 (i + 2A)° (“10)

V) My (= €)' 8) = (A= 6) (i + Q) [FEEE B0

N 4(A — o) —6(u—(|—u22(;)l+0)+12(u+2l)] @.12)
4 (it + 6) [4(it + 6)° — 9(ii + 6)° (it + 2A)|
i+ 2)*

4 (it + 6) [6 (it + 6) (it + %) — (i1 + A)°]
i+ 2A)*
12(ii+ 6)° [6 (it + 6) (6 — 2A) (it + 2A)*]

a2 (i + 2A)*
24(ii + 6)° (3 + 46 — A) . 24(it + 6)"
v 2 £é+mf )£+M&+m§

£2

2

£2

Ispat.

i) (4.5)ten
My ((t— £)%5£) = My (1;£) =

oldugu agiktur.

i)
My ((t— £):£) = My (£ £) — £ (1; £)

yazabiliriz. (4.2.) ve (4.5)’ten;

My ((t—£);€£) = My (4£) — £ (1; £)

A—6 i+ 6
— £ £ £
TRy Ty
A— 6 i+ 6
- _ £ 4.14
w4+ A +uw+ﬂ) ( )

19
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iiii )

iv)

My ((t— £)%€) = M (P26 + £2) :£)

= My (£5£) — 2£Ms (15£) + £29M (1;£)

yazabiliriz.Lemma (4.2)’den;

2 (A — ) +9212 —a2£2 4(ﬂ+5)22£+ 2(u+5)22
(i 4+ 2A) (i +2A) U2t + A)

(A —0) i+ 0 )

2t [’g_ (u+m)£+u(u+2()] T
(m—a)2£2+2(u+a)(u+26—m)£+ 2(ii + 6)°
(ii + 2A) (i + 2A)? @2 (i + 2A)?

£2 —

(4.15)

M ((t—£)°%€) = M (£ -3 +36% — £9) ;)

= My (£ £) — 30y (£%5£) + BE29My (£ £) — £99M; (1 £)

yazabiliriz. Lemma (4.2)’den;

3 (i + 2A) (i + 0) (2{—5)+(9{—a)3£3
(it + 2A)?

9(ii + 6)° g2, 180+ 0)° 6(ii + 0)°

ala+ 20T a(a AT ad(a+ A

£3—

fo- B0 Py Mar0 st
(i +2A) (i +2A) w? (i 4+ 2A)

) (A — ) i+ 0 s
3 [£_(u+2l)£+u(a+at) B
_(Ql—")3£3+3[(u+6)(2u+36—2l)(2l—6)]£2

(it + 2A)° (i 4 2A)°
6 (i +0) (20 + 36 — )] 6(A — 6)° 4.16)

a2 (i + 2A)° a3 (i + 2A)° '

My ((t—£)5€) = My (¢ — 4°E + 6£742 — 4£% + £1) ; £)

= My (¢4 €) — 460, (£ £) + 6£7, (¢4 £)
— AP (4 £) + £2My (1;£)

yazabiliriz. Lemma (4.2)’den;
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(A—06) (ii+2) [—4(ii+2)*+6(A—6) (ii+2) —4(A—5) | +(2A—06)*
(a+2A)*

16(ii + Ql)4£3 N 72(ii + 6)* g, 96(i+ o)* . 24(ii + 6)

(i + 20)* a2(a+ )T @@+ )T ad(a -+ A)

. . 3 2
u—+o 5 9L 18 6
— 4 — Fo S Hia B
(u(u+9l)> [ * (] * i? +1’l3]

. . 2
+ 0 44£ 2
£2 U’i [£2 it :|
0 ((u+9{)> TE T
U+ 0

=£4 ¢ £

4

L (4.17)

— 48 (i€ +1) + £

6(A—0) (+A) —4(A—6)+ (A—-0)"
(i + 21)"*
4A —6)° — 6 (i + 2A) (A+ 6) + 12 (i + A)
(i1 + 2A0)*
4 (it + 6) [4(i + 6)° — 9(ii + 6)* (i1 + 2A)
(i + 20)*
4 (it + 5 [6 (it + 6) (it + %) — (it + A)°|
i+ )"
12(ii+ 6)° |6 (it + 6) (6 — 2A) (it + A)?]
a2 (i + 2A)*
24(i1 + 6)° (3ii + 46 — A) ¢ 20+ o)
a3 (i + )" (i + )"

= (A—-0)(a+A)[

£

£2

£2

2

4

Teorem 4.4 D > 0 olmak iizere 1 € C'|0, D] ve 1 biitiin reel eksende simirli olsun. Bu

durumda ; (V; £) operatorii diizgiin yakinsaktur.
Ispat. Teorem 1.19°de verilen Korovkin teoremi yardimiyla i — oo igin

2) My (6£) = £

3) My (t%£) = £2
oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

1) |91 — 1l cpo,py = 0 oldugu agiktir.
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2) Lemma (4.2)’den;

A5 i+ 6
Mt — £ = lim Sup |£— - £+ — —£
I lown =i oo | @t nla+ ) ‘
A—6 i+ 0
= lim Sup |—-= £+ —
U—>00£e[0 D] U+9/l 7’}(U+91)‘
= lim

-0 u+a'

B Y Ty

U— 00

esitligine ulasiriz. Buradaki supremum sonlu bir deger oldugundan

A —0 U+ 0
Mt — £ 1 — =0 4.18
olur.
3) Lemma (4.2)’den;
2 2 1 2 20 (A—6)+A%—52 02 u+0) 2(i+0) 2
|2 — £2 = lim Sup |€ - oy +QL)2£+UZU+QO2—£\

C'0,D] U—00 £€[0,D)

. o 2 _ ) . o\ 2 . .\ 2

— Jim Sup | RO H T, AEHO) 2D EO)

=00 g¢[0, D] (i 4 2A) (i + 2A) u? (i + 2A)
= 2 . .9 2 . .\ 2
SR S L L W R L
ii—00 (i +2A) (i + 2A) (i + 2A)

esitligini elde ederiz. Buradaki supremum sonlu bir deger oldugundan;

2 2 2ii,(A— o)+9l2—o' 2 | A(it6)> 2(u+o)
[t £‘kﬂ0D A e D e D T ea

olur ve ispat tamamlanur. 0

Teorem 4.5 9; (¢; £) operatoriiniin  yaklasim hizi siireklilik modiiliinden istifade
edilerek 1) € C'|0, D] igin;

1900 (0:.£) — o (£)]] < Ko (w; ja)

seklinde hesaplanmgstir.

22



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mehmet Ayhan

Ispat.

Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden;

=41\ o
e
()~ (8):8)

() -0 (E)] < (1 i
|fmu' (¢ (t) §£) - @/’ (£)| |mu ((1/)

< M ([ (1) =¥ (£)]:£)
< M (w (]t —£]);£)
<

w (1;0) My <<1+ |t;£|> §£>

burada Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanirsak

00 0):8) = 0 0 < (14 3900 (0= 078) J (030

Lemma (4.3)’ten

00 0):8) = 0 ) < (14 3y (- 055) J (00

A —0) 5, 2[(a+0)(@+20—-A)] . 2A-0)° |
(1+5$(u+9()£ i+ AP £+u2(u+ﬂ)2)w(¢’5>

buldugumuz bu son ifadenin maksimum olmasit i¢in, 0 < £ < D oldugundan £ = D

alirsak;

@2 (A—6)2 i[(114-0) (114+20—
9, (6 (1):£) = (B)] < (1+ g 2 4 BB 1 2805 ) (1:9)

1 /42 (A—0) u[(u+o)(u+20 2A)] 2(A—6
< <1 + 5\/u2(u+91) D2 + a2 (i+20)? D+ Q2 (i 2D2> (¥30)  (4.19)

2 (A—6)° 421 (ii+6) (ii+26—2) | +2(A—6
(14§ POl 200" ), (4;.)

IN

1 [ 22— 202 GA+ A2 — 203 +61125— 202U+ 41152 — 206U +202 +41i6+252 .
= <1+5\/ 2 (ii+21)° D)w(¥;0)

son ifadenin maksimum olmasi i¢in negatif ifadeleri ¢ikarip 6 < £ < 2 oldugundan 6
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yerine 2l yazarsak ve gerekli islemleri yaparsak;

1 2412A2 4243 + 602 A+ 41A2 4242 +4uA+-222 .
< (1 + 5\/ @2 ()2 D) w (1;0)

< (1 n é\/2u3+2u2(m2+2§l(+ﬁ2+);)42a(2[2+m)+2m2 D) w (1 6)

< (1 " (15\/2@3(m+3)2+2u3(91+3)2+4u3(m+3)2+2u3(91+3)2D) w (1 6)

@2 (i421)?

a4

< (1 + 10} (Q%)D) w (13 0)

e

§=-L ve K=+10(A+ 3) D + 1 alirsak;

i

E

190 (0:£) — 6 (£)]] < Kuw (w; ja)

olur ve ispat tamamlanmis olur. O

Teorem 4.6 ) fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagliyorsa;

2 /2
190 (6 (6):£) = ¥ (Dl ooy = O ((WD) )

u

‘dir.
Ispat.
M (1; £) operatorii liner oldugundan ve 9; (1; £) = 1 oldugundan,;

|5mu (%ZJ;?E) —¢(£)| = |mu (¢§£) —@/1(95) mu(1§£)|
= ‘mu (¢§£) — My (¥ (£)5£)’
< Malp @) —v(E):£) (4.12)

yazabiliriz. ¢) fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan;
(¥ (1) = (E)] < M|t — £
bu ifade (4.12)’de yerine yazilirsa,
[ (5 £) — ¢ (£)] < MM ([t — £[7; £)
Holder esitsizliginden,
M ([t — £1°£) < My (1 — £)%£)
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olur. O halde;

(905 (5 £) — o (£)] éM( ii2 (i + )

Boylece;

20i% 4 202 (A2 + 62 + 2) + 4it (A2 + A) + 22(2D2>a/2

199 (43 £) — ¥ ()l 0.0 < M( a2(i + 2A)°

IN

M e 3
W2 (i +A)

IN

. /2
M<10u3(?l + 3)2D2>

44

2 /2
- < 10(9l"+ 3) D2>
i

IN

bulunur ve ispat tamamlanir.

2ii® 4 202 (A2 + 62A + 2) + 4i (A2 + A) + 2%2D2>a/2

<2a3(m +3)° +20° (A + 3)° + 4i° (A + 3)" + 2% (A + 3)° Dz>%

(4.13)

O

Teorem 4.7 1) fonksiyonu tiirevienebilir ve tiirevi [0, D] araliginda siirekli ve sinirli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda belirli bir ii ‘den sonra;

9 05.) ~ 0 (0] < 3+ (VID+10) (@9 D) (5

S

dir.

(A +3) D)

Ispat. ¢ fonksiyonu tiirevlenebilir ve tiirevi [0, D] araliginda siirekli ve tiim reel eksende

sinirlt bir fonksiyon oldugundan ¢, £ € [0, D]i¢in ortalama deger teoreminden ¢ ile £

arasinda dyle bir v vardir ki; .

. dir. Buradan

olur. Esitligin sag tarafina

eklenirse; .

() = (£) = —£) ¢ (£) + (t - £) (V' (u) — ¢ (£))

25



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mehmet Ayhan

elde edilir. M; (¢; £) goruntiistini alirsak;

M (¢ () — ¥ (£)) = M (£ — ££) P (£) + My (£ — £) (' (u) — ' (£) ; £))

Lemma (4.3)’ten;

M (1 (8) = (8) =V (6) |-t + i
(- W W) -y ©:0) @

elde edilir. u, ¢ ile £ arasinda oldugundan |u — £| < |t — £] olur. Siireklilik modiiliiniin

ozelliginden,;

9" (u) = ¢" (£)] < w (¥ Ju— £]) <w (¥]t - £])

s(1+t%£)ww&%> (4.15)

elde edilir.Buldugumuz bu ifadeyi (4.14)’de yerine yazarsak;

' | %=, i+o
M (V8) =Y (E) = |5 gt () + gy ()
+ M ([t — £ ¢ (u) — ' (£)]: £)
< |t O+ (®)
- i+ 2 i+ 2A)
+ My (!t — £ (1 + V;é') ;£> w (¢';64)
A5, i+6
S’_a+afw<ﬂ+ﬁwa+90w<ﬂ‘
oo (= ]+ (- £ w (v53)
Cauchy Schwartz esitsizliginden,;
_ A—0 ., i+6
rmmm@—w@ﬂs+ﬂ+ﬁw4@+&@+m¢%@

+Gm%@—£fﬁf”+;‘m%@—ﬂ%ﬁ>wWﬁ%)

saglanir.

2[(i +0) (1 + 26 — A)] . 2(A — 5)°
i+ 2A)° @2 (i 4 )
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oldugu bilinmektedir.

- ((Q{—o‘)2£2+2[(u+a)(u+2o‘—m)] . 2(91-5)2)1/2
( )

0<¢<D \ (i1 + 2A)° i + 2A)* 2 (it + 2A)?

2 /2

— 26 — 2 —
:<@ ®#ﬂ+[w+®w+c> Wlp, 22 6)" )
(i +2A) i+ A a2 (i + A)?

) (uQ(Ql—é)QJr% (it + ) (a+za—m)]+2(m—a>2D2>l/2
- @2 (i + 2A)
o | TR 20POU 4 A2 — 2P 4 G — A + 4P — 200U + 20 + 406 + 207
- a2 (i + A

son ifadenin maksimum olmas1 i¢in negatif ifadeleri ¢ikarip 6 < £ < 2 oldugundan o

yerine 2 yazarsak ve gerekli islemleri yaparsak;

203 4 242 (A2 + 62A + 2) + 4 (A2 + A) + 22(2

a2 (i + A

_ 2@t 3)% 4 2a3(A + 3)% + 4u3(A + 3)” + 203 (A + 3)2D
- (i + 2[)2

1 -3 2
< 0t (214—1— 3) D

i

10
<y/=—(@A+3)D

u

olur. Bu durumda
A6 i+ 0

900, (15 £) — o (£)] < |— ¥ (£))

arat T ae
+\/_<\/_(2l+3)D> (45 05)

+1o(§acu+3flﬂ>w(¢5@g

Y’ biitiin reel eksende sinirli oldugundan |¢)' (£)| < M olacak sekilde M > 0 sayist
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vardir.

M
i (i 4 2A)

FVIO (@49 D) w (0

M (95 £) — v (£)] <

410 (5(2(+3) D ) (W 63)

§+\/_<\/_(Ql+3)D> (¥'; 0a)
+10 (;u(QH—S) D )w(tﬁ';%)

L @+3)D

(51‘127
\/a

olarak alinirsa

9 (v; £) — o (£)] < %+(\/ﬁ+10)< (21+3)D> <¢’;\/15(QI+S)D>

==

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Teorem 4.8 v € [0, D] ve v,y 4" fonksiyonlarn [0, D] aralhiginda simrli ise bu,
takdirde;

. . . !/ 1 "

lim (@ +2A) (M (¥ £) — ¢ (£)) = (6 = A) ¢ (£) + S£7 (£)

£—o00

dir.

Ispat. ¢/ fonksiyonunun £ noktasindaki Taylor agilimi;

V() =0 (&) + 10 (€) (5~ £) + o0 (6) (5 - £ + 530" (8) (3~ &)
PP OG-0+ (4.16)

D (5) ~ (€)= 10! () (5~ )+ v (€) (5~ £ + (5 £ (5~ ©)

pG—) = (30" @© @G-8+ 0D © -9+
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Lemma (4.3)’ten

M (V:£) — v (£) =

A—6 i+ 6 ,
<_a+m£+ "("+m)>¢ (£)

1/ (A—0) 2 (it + 6) (i + 26 — A)] 2A—0)%\ ,
+2<(u+9() " i (i + ) £+a2(u+ﬂ)2>w ®)

+ M (5 — £ (5 — £);£)

esitligin her iki tarafi @ + A carpilirsa;
} . L A0 i+ 6 ,
0+ 2B (058) 0 (0) = (0490 (5 g+ -0 ) @
1. (A — 6)° 2 2[(@+0) (a+26 - A) - 2AA- 0\
+2(“+m)<<u+m) ¢ i + 21)? £+u2(u+m)2>w (®)

+ (i + 2) M (9 — £)°p (5 — £); £)

lim p (g — £) = 0 fonksiyonu sinirhidir.
g—£

(u+ﬁwm4@—£fu@—ﬁp£)g¢w+agmt«g—g;Q¢m+mﬁm(mg—@%g Daha
once Lemma (4.3)’te elde ettigimiz I ((g — £) ; ) ifadesininin her iki tarafini @ + 2A
ile carparsak

(i 4 2A) M ((t — £)4; £) = (A —0) (it +2A) [G(mfa)(uwt)ﬂfg(gga)ﬂmfa)‘*

+Mﬁ—of—6w+?0@?wﬂ+1ﬂu+mﬁﬁ
(i +2A)
4 (it + 6) [4(i + 6)° — 9(ii + 6)° (ii + )|
(i + 2A)°
4 (it + 6) [6 (it + 6) (i + A)° — (it + A)°|
(i + 2A)°
12(ii+ 6)° [6 (it + 6) (6 — 2A) (i + 2A)?]
a2 (i + 2A)°
24(i1 + 6)° (3ii + 46 — W), 240+ o)
a3 (i + 2A)° i (i -+ 2A)°

+ £2

+ £2

+ £2

olup lim (i +2) My ((3 — £)*;£) = 0 olacag agiktrr. (1.1.) esitliginin limiti alinrsa;
U—r00

lim (i + 2A) (M (0 £) — ¢ (£)) = (6 —A) £+ 1) o' (£) + £)7 (£)

U—r 00

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Son olarak iizerinde ¢alistigimiz 9;(¢); £) operatoriiniin farkli @ degerleri i¢in
g(£) = (£+1) sin(@) fonksiyonuna yaklasimini gosteren grafikleri ve yaklasimin

niimerik degerlerini tablo halinde verelim.

- 4
— i 1
[0y}

Sekil 4.1. M, (g; £) ve SDy; (g; £) operatorlerinin @ = 10, 6 = 1,2 = 3 i¢gin g (£) fonksiyonuna yaklagim
grafigi.
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d
5D 1+
(1]

Sekil 4.2. My, (g; £) ve SD;; (g; £) operatorlerinin i = 10, 6 = 1,20 = 2 i¢in g (£) fonksiyonuna yaklagim
grafigi.

—
— i 1
[0y}

Sekil 4.3. M, (g; £) ve SDy; (g; £) operatorlerinin @ = 50, 6 = 1,21 = 2 i¢in g (£) fonksiyonuna yaklagim
grafigi.
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g
5D

Mn

Sekil 4.4. M, (g; £) ve SD;; (g; £) operatdrlerinin i = 100, 6 = 1,2 = 2igin g (£) fonksiyonuna yaklagim

grafigi

—
—_— 5D
[0y}

A

Sekil 4.5. M, (g; £) ve SDy; (g; £) operatorlerinin @ = 500, 6 = 1,20 = 2igin g (£) fonksiyonuna yaklagim

grafigi
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5.
4_
3_
b

a

5D

Mn

Sekil 4.6. M;; (g; £) ve SD;; (g; £) operatdrlerinin i = 900, 6 = 1,2 = 2igin g (£) fonksiyonuna yaklagim
grafigi

a
sD 1
iy}

Sekil 4.7. M, (9; £) ve SD;; (g; £) operatorlerinin & = 1500, 6 = 1,20 = 2 i¢gin g (£) fonksiyonuna
yaklasim grafigi
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Simdide yaklagimin niimerik degerler tablosunu verelim.

Cizelge 4.1. N (£) = W DM (g;£) ile SDy (g;£) operatorlerinin g fonksiyonuna

yaklasiminin karsilastirilmasinin sayisal degerler tablosu.

£ 0 1 2 2 4 5
10 1,00000 1,06896 1,01809 1,19563 1,01457 1,48271
50 1,00000 1,05673 0.994957 1,14980 1,00126 1,26183
100 1,00000 1,05522 0.988520 1,14244 0.994415 1,24571
200 1,00000 1,05353 0.974031 1,13892 0.994180 1,23694
300 1,00000 1,05242 0.987840 1,13759 0.992972 1,23397
1000 1,00000 1,05043 0.987143 1,13692 0.991928 1,23647
1500 1,00000 1,05042 0.990329 1,13935 0.992281 1,21501

Cizelge 4.2. |M; (9;£) — g (£)] degrinin baz1 £ degerleri ve 4’nin farkli degerleri igin saysal degerler

tablosu.
10 1 0.400159 1,21015 0.431912 3,14146 0.263681
50 1 0.111200 0,27397 0.221910 0.89474 0.282465
100 1 0.0576304 0.13850 0.124038 0.46559 0.170241
200 1 0.0293515 0.07086 | 0.0654613 0.23878 0.0933120
500 1 0.0118625 0.02796 | 0.0270160 0.09670 0.0393634
1000 1 0.00595772 0.01400 | 0.0136506 0.04858 0.0200716
1500 1 0.00397045 0.00931 0.03239 0.03239 0.0135723

i degeri butytidikge M (g; £) operatoriiile g (£) fonksiyonu arasindaki farkin sifira
yaklagtig1 gortilmektedir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

9, (1; x) operatoriiniin lineer pozitif oldugu gosterilmis, 1,¢,¢% ¢3,¢* gibi baz1
test fonksiyonlarinin operator altindaki goriintiileri ve merkezi momentlerden bazilari

hesaplanmis ve sonuglari;

) g @8 (i)
2. M (1 £) = £ — CDg 4 (Lo,

4200\ 02 20(A=6)+A2—62 p2 | 4(i+o6)? 2(ii+6)>
3. M (15:£) = £ (ii+20)* £+ ﬁ(ﬁ+2[)2£ T 2 (ii+2)

4. My (13 £) = £ — AHNEHIEAH+RA-0) ¢3

9(i+5)° 18(ii+6)° (Em)gf
i@+6)3 02 ii+6 ii+6
- u(u+2{)3£ - u’2(u+91)3£ y 43 (a-+20)3

i —6)[4(a+2)2—6(i -6 —6)?]+@A—6)*

5. 9, (14 £) — ed_ (i1+20) (A—0)[4(a+2) 6((;2839[ )+4(2A—5)%]+(A—0)
16(i+6)% p3 | T2(>0+0)® p2 | 96(it+6)? 24(ii+6)*

+ ai(at2r)? £+ u?(a+m)4‘£ + il3(ﬂ+21)4£ + a4 (i+21)?

£4

i) My (¢ —£)£) =My (15£) = 1

) O (1~ £): ) = ~ 2586 + gy

2 v | e\ . )
i) M (1 - £)%€) = Goghe? 4 AL Nle 4 200,

iv)
, A—06)° 5 3[(i+06) (20 +36—2A) (6 —A)]
ma(<t_£);£) - _Eu+g())3£ + ! )(u(u+91)3 2 )]£
6[(a+6)(2a+35—2l)]£ 6(A — 5)° (5.1)
(i 1 2A)° i (it + 2A)° '
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My ((t—£)'£) = @) (o LB+ — 4@ =0)+ (A= 0)

(ii + 20)*
4(A —6)* — 6 (it +A) (A +06) + 12 (i + )
(i +2A)*
4 (it + 6) [4(i + 6)° — (it + 6)° (i + )]
i+ 2A)*
4 (it + 6) [6 (it + 6) (i + A)° — (it + A)°]
i+ 2A)*
12(ii+ 6)° [6 (it + 6) (6 — 2A) (it + A)?]
@2 (i + 24)*
24(ii + 6)° (3i+46-2)
a3 (i + 2A)* (i 4 )

£

£2

2

seklinde elde edilmistir.

Korovkin teoremi vasitasi ile 9; (¢; £) operatoriiniin diizgiin yakinsak oldugu

gosterilmistir.

Siireklilik modiiliinii kullanarakt; (¢; £) operatoriin yaklasim hiz1 V¢ € C'[0, D]
i¢in;
1
My (V€)=Y (E)| < K =
[ 4:5) = 0 8)] < Ko (1)

seklinde hesaplanmustir.

1 fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagliyorsa;

2 */2
190 (6 (1) 1) — (€)oo = O ((WD) )

u

seklinde bulunmustur.

¢ fonksiyonu tiirevlenebilir ve tiirevi [0, D] araliginda siirekli ve smirli bir
fonksiyon olsun. Bu durumda belirli bir i ‘den sonra;
1 1
(Ql+3)D> w (1&';

\/a

D, (0:8) — 0 (8) < 2+ (VIO -+ 10) <ﬁ

(A +3) D)
oldugu gosterilmistir.

Y € [0, D] ve 1,y " fonksiyonlar [0, D] araliginda smirli ise bu, takdirde;

lim (i -+ 20) (M () — v (£)) = (5 2) ¥/ (&) + 30" (8)

£—00
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oldugu gosterilmistir.

Son olarak iizerinde galigtigimiz 90%;(g; £) operatoriiniin farkli @ degerleri i¢in
g(£) = (£+1) sin(@) fonksiyonuna yaklagimini gosteren grafikler Maple
programiyla ¢izilip, yaklasimin niimerik degerleri tablo halinde verilmistir.

20 Mayis tarihinde Ankarada diizenlenen 2.ULUSLARARASI MATEMATIK VE

GEOMETRI KONGRESINDE calisilan operator ile ilgili sunum yapilmustir.

5.2. Oneriler

o0 ve 2l egerleri arasindaki fark kiiciildiikge operatdriimiiziin daha iyi sonug verdigi

gorilmiistiir. Burada ¢ ve 2l degerlerini degistirerek daha iyi bir yaklagim elde edilebilir.

Yaklasim Teorisi gatisi altinda calisilan bu ve buna benzer operatorlerin gliniimiiz
tasarim ve ¢izim programlarinda kulanildigin bilyoruz fakat bunlarin kulanilan yazilimin
icerisine ne sekilde entegre edildigi ve nasil calistigiyla ilgili neredeyse hi¢ calisma
yok. Buradan hareketle bahsi gegen yazilimlar incelenip elde ettigimiz bu operatdrler ile

yazilimin kodlarinda yer alan operatorler incelenip karsilastirilabilir.
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