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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
DONUSUM YARIGRUPLARININ SiNGULER KISMI iCiN BiR TAKDIiM
Didem POLAT GUNEY

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Kemal TOKER
Yil: 2021,Sayfa: 53

Butezde, doniisiim yargruplarinin singiiler kismi i¢in bir takdim incelenmistir. Giris boliimiinde Cayley
teoreminin dnemi ve tarihgesi acgiklanmistir. Temel kavramlar olarak serbest yarngrup, kongriians,
yarigrup takdimiile ilgili bazitemel bilgilerden bahsedilmistir. Doniisiim yarigruplarinin bazi dzel alt
yarigruplart tanimlanmis ve bu alt yangruplarin takdimleri bulunmus ve bunlardan faydalanarak
doniisiim yarigruplarinin singiiler kismiigin bir takdim verilmistir. Ayrica minimal doguray kiimesi ile
baglantili takdim tanimi verilmis olup n=3 igin doniisiim yarigruplarinin singiiler kisminin minimal
doguray kiimesi ile baglantili takdimiverilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: yarngruplar, yangrup takdimi, doniisiim yarigruplar
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MSc Thesis

A PRESENTATION FOR THE SINGULAR PART OF THE FULL TRANSFORMATION
SEMIGROUP

Didem POLAT GUNEY

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Kemal TOKER
Year: 2021, Page: 53

In this thesis, a presentation is given for singular part of the full transformation semigroup. In the part
of introduciton, the importance and history of Cayley’s theorem is explained. Some basic information
about free semigroup, congruence, semigroup presentation as basic concepts are mentioned. Some
special subsemigroups of the transformation semigroups are defined and the presentations of these
subsemigroups are found and a presentation is given for the singular part of the transformation
semigroups by making use of them. In addition, the definition of presentation associated with the
minimal generating set is given, and presentation associated with the minimal generating set is given
which n=3 for the singular part of the transformation semigroups.

KEY WORDS: semigroups, semigroup presentation, transformation semigroups



TESEKKUR

Bu calismanin gerceklestirilmesinde, yiiksek lisans egitimim boyunca calistigim tim
hocalarima; degerli bilgilerini benimle paylasan, mesleki tecriibesini siire¢ boyunca esirgemeyen Dr.
Ogr. Uyesi Kemal TOKER’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Dogdugum giinden beri benimilli biling ve evrensel ahlak ilkeleri ¢ergevesinde yetistiren ve bu
glinlere gelmemde en biiyiik paya sahip olan anne ve babama minnettarim. Sevgili babaciZimmn beni
izledigini ve gurur duydugunu biliyorum. Hayat boyu desteginiarkamda hissettigim tiim aileme sonsuz
siikranlarimi sunarim.

Her calismamai sabote eden, klavyenin {izerine yatip bilgisayarin yeni 6zelliklerini kesfetmemi
saglayan kedim Hursit’e; mesleki hayatimin 6zelhayatima en biiyiik katkis1 ve en giizel yol kesismesi
olan, igsel motivasyon kaynagim, sadece yiiksek lisans egitimim boyunca degil hayatm her aninda
maddi manevi destekgim, sevgili esim Gokhan GUNEY’e biliyorum ne yazsam eksik kalacak sonsuz
tesekkiirlerimle.
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1.GIRIS

Yarigrup teorisi icerisinde yer alan yarigrup takdimleri konusu son yillarda
calistlan olduk¢a popiiler bir konudur, ayrica yarnigrup takdiminde temel
problemlerden bir tanesi verilen bir yarigrubun takdimini bulmaktir.

Grup teorisinde simetrik gruplar olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Bunun sebebi
ise her grubun bir simetrik grubun altgrubuna izomorfik olmasidir, bu ifade Cayley
teoremi olarak bilinir (Cayley, 1854), bu teoremin ispat1 ilk olarak Dyck m
makalesinde yer almistir (Dyck, 1882). Benzer bir durum yarigruplarda dontistim
yarigruplart ig¢in mevcuttur. X, = {1,2,...,n} sonlu bir kiime olmak iizere X,
tizerindeki simetrik grup S,, ile ve X, iizerindeki doniisiim yarigrubu T, ile gosterilir.
T,\S, kiimesinin fonksiyonlarm bileske islemi ile bir yarigrup olusturdugu
bilinmektedir. T,\S,, yarigrubunun takdimi ile ilgili agik problem ilk olarak Nikola
Ruskuc un “Semigroup Presentations” isimli doktora tezinde yer almaktadir (Ruskuc,
1995). James East bu probleme 2010 yilinda bir ¢éziim bulmustur ancak bulmus
oldugu takdim T,\S,, yarigrubunun minimal doguray kiimesi ile baglantih degildir
(East, 2010).

Bu tezde, yarigrup takdimlerinin temel 6zellikleri sunulmustur. Bu tezin ikinci
bolimii temel kavram ve teoremlere ayrilmistir. Dordiincii bolimde ise T,\S,
yarigrubunun bir takdimi verilmistir, ayrica n = 3 i¢in yani T5\S; tin minimal doguray

kiimesi ile baglantili olan bir takdimi sunulmustur.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu boliimde bu ¢alismada kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

2.1. Yangrup ve Homomorfizma

Tanmm 2.1.1. @ # A, A bir kiime 6:4 X A = A seklinde taniml bir fonksiyonu varsa
(4, 0) ikilisine bir grupoid denir. Genellikle “6”yerine ““.” yazilabilir. Yani x,y € A
i¢in

(x,y)8 = x.y = xy
yazilir (Howie, 1995).

Tanmm 2.1.2. (S,) bir grupoid olsun. Va, b, c € S i¢in

(a.b).c = a.(b.c)
oluyorsa (S,") yapisina bir yarigrup denir. Ayrica bu durumda S bir yarigruptur denir
(Howie, 1995).

Tanmm 2.1.3. S bir yarigrup olsun. Eger S birim elemana sahip ise yani S birimli bir

yarigrup ise S ye bir monoid denir (Howie, 1995).

Tanim?2.1.4. S bir yarigrup olsun. Eger S birim eleman igermiyor ise S ye birim eleman
asagidaki gibi eklenebilir. S U {1} kiimesi lizerinde ikili islem Vs, t € Sicin s-t = st

ifadesi S dekiile ayni ve

1-s=s
s-1=s
1-1=1

olarak tanimlanir ise S U {1} birimli yarigrup (monoid) olur. Bu monoide S ye birim
eleman eklenerek elde edilen monoid denir. Bu monoid S ile gosterilir.

o1 { S, S birim elemana sahip ise
T lsu{1l, S de birim eleman yoksa

bigimindedir (Howie, 1995).
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Tanim 2.1.5. S bir yarigrup ve X de S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S nin X i
iceren S nin en kii¢lik alt yarigrubuna X tarafindan dogurulan alt yarigrup denir. Bu
yarigrup < X > ile gosterilir. Ayrica S =< X > ise X e, S nin bir doguray kiimesi
denir. Sonlu bir X kiimesi i¢cin S =< X > ise S ye sonlu dogurayli yarigrup denir
(Howie, 1995).

Tanmm 2.1.6. S ve T iki yarigrup ve 8: S — T bir fonksiyon olsun Eger Va, b € § i¢in
(ab)B = (ab)(bO)

ise 6 ya bir homomorfizma (yarigrup homomorfizmasi) denir. Ayrica eger 6 birebir

ise @ ya monomorfizma, 6 orten ise 8 ya epimorfizma ve 8 hem 6rten hem de birebir

ise 6 ya bir izomorfizma denir. S ve T iki yarigrup olmak iizere S ve T yarigruplari

arasinda bir izomorfizma mevcut ise S =T yazilir ve bu yangruplara izomorfik

yarigruplar denir (Howie, 1995).

Tanmm 2.1.7. Sve T iki yarigrup ve 6: S — T bir homomorfizm olsun.
Im6 = {(af):a € S}
olarak tanimlanir ve bu kiimeye 8 nin goriintii kiimesi denir.
Ayrica;
Ker6 = {(a,b) € S X S:ab = b6}
kiimesine 6 nin ¢ekirdegi denir (Howie, 1995).
Bazi yarigrup ornekleri verelim;

Ornek 2.1.1. Gruplar yarigruptur.

Ornek 2.1.2. (Z*,+) ve (Z*,) birer yarigruptur.

Ornek 2.1.3. (Q, +) bir yarigruptur.

Ornek 2.1.4. (R, -) bir yangruptur.

Ornek 2.1.5. R bir halkave n € Z*olsun. R iizerindeki tiim n X n tipindeki matrislerin

kiimesi R™™" ile gosterilirse bu kiime matrislerin garpimu ile bir yarigruptur.
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Ornek 2.1.6. L # @ bir kiime olsun. L iizerinde ikili islem Va,b € L icin a.b = a
olarak tanimlansin. Ag¢ik¢a bu islem ikili islem olur.
Ayrica Va, b, c € L i¢in
(ab)c=ac =a
a(bc) =ab=a

oldugundan L bu islem ile bir yarigrup olup bu yarigruba sol sifir yarigrup denir.

Ornek 2.1.7. S # @ bir kiime ve sabit bir s € S segelim. S iizerindeki ikili islem;
Vx,y €S icin
X.y=S§

olarak tanimlanirsa bu iglem ile S bir yarigrup olur.

Ornek 2.1.8. X # @ bir kiime olsun. X X X kartezyen ¢arpimmin alt kiimesine bir
bagnt1 denir. X {lizerinde biitiin bagmtilarm kiimesini By ile gosterelim. By lizerinde
"o " ikili islemi Va, f € By igin
aof={(ab)EXXX:3c€ Xicin (a,c) Eave (c,b) €L}
seklinde tanimlansm. Tanimdan «a, f € By i¢in (a o ) € By olur. Ayricaa, 5,y € By
ve (a,b) € (a o) oy olsun. 3c € X vardir ve
(a,c) EaopBve(cb) ey
olur. Budurumda3d € X vardir ve
(a,d) € a,(d,c) e Bve(c,b) €y
olur. Boylece (d,b) € (B o y) olur.
(a,d) €eave(d,b) € (Boy)
oldugundan
(a,b) Eae(Beoy)
olur yani
(@ep)eySac(Bey)
olur. Benzer sekilde
ae(Boy) S(aep)ey
oldugu gosterilir. Boylece By; o islemi ile birlesme 6zelligine sahiptir. Sonug olarak
(By,°) bir yarigruptur. Ayrica
1, ={(x,x):x € X}
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kiimesi X tizerinde bir bagmti olup 1, € B, dir. Va € By i¢cin
aecl, =avel,ca=a

oldugundan 1,, By in birim elemanidir.
2.2. Bagmtilar ve Kongriianslar

Tanmm 2.2.1. @ # X bir kiime olsun. § € X X X ise §; X {lizerinde bir bagint1 olur.
Eger B bagntis1 Va € X i¢in (a,a) € f ise B ‘ya yansiyan bagint1 denir. Eger
V(a,b) € B igin (b,a) € B oluyorsa B ya simetrik bagint1 denir. Eger V (a, b), (b, c) €
B icin (a, c) € B oluyorsa f ya gecismeli ya dagegisken bagmti denir. Eger 8 bagintis1
hem yansiyan hem simetrik hem de gecisken ise f bagintisina bir denklik bagintisi
denir (Howie, 1995).

Tamm 2.2.2. S bir yarigrup ve R de S iizerinde bir bagint1 olsun. Eger Vs € S ve
V(a, b) € R igin (sa, sb) € R ise R ye sol uyumlu bagint1 ve (as, bs) € R ise R ye sag
uyumlu bagmnti denir. R, S iizerinde bir denklik bagintis1 ve R hem sol hem de sag
uyumlu bir baginti ise R ye S {izerinde bir kongriians denir (Howie, 1995).

S bir yarnigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun.
S/p ={ap:a € S}
olarak tammlanir. S /p kiimesi iizerinde bir ikili islem, V ap,bp € /,D i¢cin
(ap)(bp) = (ab)p seklinde tanimlansin. Oncelikle bu islemin iyi tanimh oldugunu

gosterelim.
ap =cp ve bp =dp
olsun.
p ayni zamanda bir denklik bagmtis1 oldugundan (a, c¢) € p ve (b,d) € p olur.
p sag uyumlu oldugundan (ab, ch) € p ve p sol uyumlu oldugundan (cb, cd) € p olup

gecisme ozelliginden (ab,cd) € p yani (ab)p = (cd)p olur. Tanimdan S /p kiimesi
bu islem ile kapahdir. Ayrica S ‘de birlesme 6zelligi saglandigindan S / D kiimeside bu

islem ile birlesme 6zelligine sahiptir. Boylece S / D kiimesi bu islem ile bir yarigruptur.
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Ornek 2.2.1. X ={1,2,3} olmak iizere P*(X) = P(X)\{@} olsun. Ayrica, S =
(P*(X),u) = SLyve I = S\ {{1},{2},{3}} alinrr ise bu durumda I < S olur. Yani I,

S nin bir ideali olur.
pr = I xDu{({1},{1h, ({2}, {2}, ({3}, 31}
olarak tanimlansm. Bu durumda p,, S lizerinde bir kongriians olur. Boylece S /P1 bir
yarigrup olup bu yarnigrup asagida cizelge ile verilmis olan yarigruba izomorftur.
Cizelge 2.2.1. /PI yarigrubuna izomorf olan bir yarigrup
o [ ([ 2] 3
0 0 0 0 0

W o [ 3] o 0

2} | o 0 | (21| o

B} | o 0 0 | (3}

Tanim 2.2.3. @ # X bir kiime ve E de X iizerinde yansimali (1, € E) bagmti olsun.
Bu durumda

E=Eol, CEoE=E*=E?01,CE*cE=E3C--CE"C-
olur. Yani vn €Z* i¢gin E" =E"o1, CE"o E =E™! olur. E®=U,,+E"
olarak tanimlanir ve E* a, E nin gegismeli kapanisi denir. Ayrica E* bagmtisi E Vi

iceren en kiigiik gecismeli bagmtidir (Howie, 1995).

Teorem 2.2.1. S bir yarigrup ve R de S iizerinde bir bagint1 olsun.
R¢ = {(xay,xby):x,y € Stve (a,b) ER}
olarak tanimlansin. Budurumda R€, R yi i¢eren en kiigiik sol ve sag uyumlu bagmtidir

(Howie, 1995).

Ispat. V (a,b) € R icin 1al = a,1b1 = bolup (a, b) € R oldugundan R € R€ olur.
(a,b) € R ve s € Solsun.
x,y € S! icin sx €S olup (xay,xby) € R® ise (sxay,sxby) € R® olur.

Boylece R€ sol uyumludur. Benzer sekilde R€ sag uyumludur.
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R S p ve p sol ve sag uyumlu bir bagmt1 olsun. (a,b) € R ve x € S? i¢in
(xa,xb) € p (psol uyumlu oldugundan) ve y € S* i¢in (xay,xby) € p (psag
uyumlu oldugundan) olur. Béylece R¢ € p olup ispat tamamlanur.

Ayrica tanimdan
R S Qise R¢ c Q¢
(R = (R
(RUQ)® =R UQ"
olur.

S bir yarigrup ve I bir indis kiimesi olsun. i € I olmak iizere p;, S iizerinde
kongriians olsun. Bu durumda N;; p; kiimesi S tizerinde bir kongriianstir. R yi i¢eren
S iizerindeki en kiigiik kongriiansa R tarafindan dogurulan kongriians denir ve R ile

gosterilir. Boylece
R* = ﬂ{p,S lizerinde kongriians ve R € p}

olur.

Tanmm 2.2.4. @ # X bir kilme ve R € X X X olsun. X {izerinde R yi iceren en kiigiik
denklik bagintisina R nin dogurdugu denklik bagintis1 denir ve R¢ ile gosterilir. X X
X bir denklik bagintist olup

A ={p: R C pve p,X lizerinde bir denklik bagintis1 olsun. }
olarak tanimlanirsa A # @ olup R® =, ¢, p olup R® daima mevcuttur.

Ayrica R = @ ise R® = 1, ve R bir denklik bagntis1 ise R® = R olur.

Teorem2.2.2. @ # X bir kiime ve R de X iizerinde herhangi bir bagint1 olsun. O zaman
Re=[RUR'U1,]®
olur (Howie, 1995).

Ispat. E=RUR™*U 1, 0lsun. 1, € E olup E yansiyan bir bagmtidir. Bdylece 1,
E® olup E® yansiyandir. Ayrica E® un tanimindan R € E® olur ve E® gegismelidir.
E7'=[RUR'U1,]'=R'URULl, =E

olur.
(E¥) Y= (EcE)'=E'oE'=EoE =E?
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olur.
Tiimevarim hipotezi kullanilirsa Vn € Z* i¢in
(E"M)~1 = (E~1)" = En
oldugu gortiliir.

E®=U,,, E"olup (UE™M ™' =U(E™H)" = UE™olup (E®)™* = E® olur.
Boylece E™ simetriktir. E® bagmtisi R yi igeren bir denklik bagmtisidir. p, R Vi
igeren bir denklik bagntisi olsun. Bundan dolays; 1, € E S p olur.

E®, E ‘yi igeren en kiiciik gegismeli bagmti oldugundan E* C p olur. Boylece

R =E*=[RUR'U1,]®

olur.

Ornek 2.2.2. X ={1,2,3,4}, R ={(1,2),(3,1)} olsun. R yi iceren X iizerindeki en
kiigiik denklik bagmtisin1 bulalim.
E=RUR'UL,
E={(1,1),(22),(33),(44),(1,2),(13),(21),(31)}
EoE =EU{(23),(3,2)} = E? bir denklik bagintis1 olur. Bdylece

A, = {1,2,3}, A, = {4} olmak {izere
2
R® = EU{(23),(32)} = UAL- X A,
i=1

olur.

Onerme 2.2.1. R, X iizerinde bir bagmnti olsun. O zaman (x,y) € R® olmas1 icin gerek
ve yeter kosul x = yyada(z;,z,,,) €E RUR™* (1 < i <n—1) olmak iizere
X=2y 722y 222y =Y

dizisinin olmasidir (Howie, 1995).

Ispat. () (x,y) ER® ve E=RUR ' U1, olsun. x = y ise sonug agiktir. x # y
olsun.
(x,y) ER*=[RUR1U1,]*”
olup
3k € Z* vardir yle ki (x,y) € [RUR™* U 1,]* = E*
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olur. Boylece 3n € Z* vardir 6yle ki
(x,z,) €EE, (z,,z3) €E,..., (z,_, V) EE
olacak sekilde z,, ..., z,_, € X vardir. (2;,2;,,) € R U R™? olarak segilebilir. Bu ise
X=2y 22y 2 2y 172y =Y
dizisinin varligin1 gosterir.

(&) Agik.

Teorem2.2.3. S bir yarigrup ve R, S iizerinde bir bagintiise R* = (R€)¢ olur (Howie,
1995).

Ispat. & = R° U (R°)~* U 1,° olsun. Bu durumda

6 =R°URHUAH*=(RURTUL)
olup 6, R yi igeren sol ve sag uyumlu bir bagintidir ve 6 yansiyan bir bagintidir. Ayrica
6~ =6 ve 1, € 6 oldugundan

U 6" = 6¢ = ((RUR™U 1,)°)°

nez”*

olup bu bagmti R yi igeren bir denklik bagintisidir. 8¢ sol ve sag uyumlu olup 8¢, R yi
iceren bir kongriianstir. Ayrica R € p ve p,S iizerinde bir kongriians olsun. (a, b) €
6° olsun. Budurumda
(@), (2123, o) (1, b) € 6

olacak sekilde a = xy,b = x,, ve 0 <i <n — 1 olmak iizere (x;,x;,,) € 8 mevcut
olup (x;,x;,,) € R°U (R)~! olur. R¢,R yi igeren en kiigiik sol ve sag uyumlu baginti
oldugundan R¢ € p ve p simetrik bagmti oldugundan

(R)'cp
olur. Boylece

(x;,x:41) € polup 6° S p

olur. Yani

R* = (R%)®

olur.
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Tanim 2.2.5. S bir yarigrup ve R ‘de S {izerinde bir bagint1 olsun. Eger ¢,d € S i¢in
¢ = xayve d = xby olacak sekilde x,y € S* ve (a,b) € RUR ! mevcut ise cile d

ye basit R-ge¢ismesi ile baghdir denir.

Onerme 2.2.2. S bir yarigrup ve R de S iizerinde bir bagmt1 olsun. (a, b) € R¥ olmasi
i¢in gerek ve yeter kosula =byadaa=2z, >z, > - >z, ; = z, = b dizisinin
z; ile z;,, In basit R gecismesi ile bagh olacak sekilde mevcut olmasidir (Howie,

1995).

Ispat. () (a,b) € R* ve a # b olsun.
(a,b) € R* = (R°)® = (R°U (R)TUu1)*
olur. 3n € Z* igin;
(a,2,),(25,23),..,(Z,_1,b) ER U (R)PU1, =R°U (R MU,
olur.
(a,2,),(25,23), ., (2y_1,b) ER° U (R™HE
olarak distiniilebilir. a =z;,b =12, ve 1<i<n-—1 olmak iizere (z;,2;,,) €
R°U (R™Y)“ise dyle (r;,1;.1) € RUR™* ve x,y € S* vardir ve z; = xr;y Ve z;,, =
xr;.,y olup z; ve z;,, basit R-gecismelidir.
(&) a = b ise agik, dizinin varligi durumundaise yapilan ispatin ters yoniine hareketle

dogrulugu goriiliir.

Ornek 2.2.3. X = {1,2,3} olmak iizere S = (P*(X),U) olsun.
s = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} olur. R = ({1},{2}) olmak iizere R*

bagmtisini bulalim.

RU 1, € R* olmalidir. (4,B) € R* = A > --- > B olmak iizere A dan B ‘ye basit
R- gegismeli dizisi vardir.
K € Stise (KU {1}, KU {2}) € R*
K € Stise (KU {2},K u {1}) € R* olur.
R*¥ =1,U{(AU{1},(AU{2):4 c S\{{1},(2}}}

| Jrav@yauan:a e s\, o2

10
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{(Au{12},Au{1}):4 € S\{{1},{2}}}
{(Auf{12},Au {2}):4 < S\{{1},{2}}}
| Jiauiau{Lzh:ac S\({1} {2}

| Jiau iz} au{Lzh:4c S\({1} {2}

olur.

Ornek 2.2.4. L = {1,2, ... m} sol sifir yarigrup ve R = {(1,2)} olsun. R# =?
Vi,j € L i¢in i.j = i olur. Ayrica R¢ = {(x1y,x2y):x,y € L'} olur. Eger x € L ise
x1y = xve x2y = x olup (x,x) € R°dir. Egerx € L*\Lise x1y = 1y = 1ve x2y =
2 olup (1,2) eR¢
R°= 1,U{(12)}
0 =R°U(R) U1, =1,U{(1,2),(21)}
6 bir denklik bagmtis1 olup 8¢ = 6 Yani, R* = 6 olur.

Onerme 2.2.3. Homomorfizma ¢ekirdegi bir kongriianstir (Clifford, 1962).

Ispat. S ve T yangruplar ve a: S — T homomorfizma olsun.
Kera = {(a,b) € S X S,aa = ba}
olup Kera nin bir denklik bagintisi oldugu agiktir.
Ayrica s € S ve (a,b) € Kera igin aa = ba olup
(sa).(aa) = (sa).(ba)
olup a bir homomorfizma oldugundan (sa)a = (sb)a olup (sa,sb) € Kera olur.

Benzer sekilde (as, bs) € Kera olur, boylece Kera, S tlizerinde bir kongriianstur.

Tanm 2.2.6. S bir yangrup olsun, a, b € S olmak iizere S'a = S U {a} kiimesi S nin
a elemanini igeren en kiigiik sol idealidir. S tlizerinde L (Green-L denklik) bagintisi
(a,b) € L olmasi igin gerek ve yeter kosul S'a = S'b ile tanimlanir. Benzer sekilde
S tzerinde R (Green-R denklik) bagintis1 (a, b) € R olmasi igin gerek ve yeter kosul
aS! = bS'ile tanimlanir. Ayrica S iizerinde H (Green-H denklik) bagmtist H = L N

R olarak tamimlanir.

11
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2.3. Serbest Yarigruplar ve Takdim

Tanmm 2.3.1. A bos olmayan kiime olsun. Bu kiimeyi bir alfabe olarak diisiinelim. A*
ile de A alfabesinden elde edilen bos olmayan tiim sonlu kelimelerin kiimesini
gosterelim.
A™ tzerinde tamml a,a, ...a,, b;b, ...b,, € A* i¢in

(a,a, ...a,)(bsb, ..b,;) =a,a,..a,bb, ..b,
seklinde tammli islem ile A* bir yangruptur. Ayrica w € A* i¢in w kelimesi n tane

harften olusuyor ise |w| = n yadal(w) = n yazlr.

Ornek 2.3.1. A = {x, y}icin A* = {x,y,xy,yx,x%,v?% x3,x%y, yx?,y?x, ... } olur.

A lizerinde bos kelime ¢ ile gosterilir. A* = A* U {€} kiimesi tanimlanan ikili iglem ile

bir monoid olur.

Tanim.2.3.2. A bir kiime, F bir yarigrup ve A € F olsun. i: A — F fonksiyonu Vx € A

icin xi = x olarak tanimlansin. Bu fonksiyona gomme fonksiyonu denir.

Tamm 2.3.3. A bir kiime ve F bir yarigrup ve A € F olsun. Ayrica i: A = F gomme
fonksiyonu olsun. Her S yarigrubu ve her 8: A = S fonksiyonu i¢in 8 = i o 1 olacak
sekilde sadece bir tane Y: F — S yarigrup homomorfizmas: varsa F yarigrubuna A

tizerinde serbest yarigrup denir.

A - F
o |/1//
S

Teorem 2.3.1. A lizerindeki tek serbest yarigrup (izomorfizme gore) A* olur (Howie,
1995).

Ispat. F ve F’ yangruplart A iizerindeki serbest yarigruplar olsun. F, A iizerinde

serbest oldugundan i:A —» F gomme fonksiyonu ve i:A — F' gomme fonksiyonu

olsun, bu durumda i = i o Y olacak sekilde y: F — F' bir tek homomorfizm vardir.

12
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A - F
il Jy
Ff

Benzer sekilde F', A iizerinde serbest oldugundani =i oy’ olacak sekilde Y':F' —

F bir tek homomorfizm vardir.

A - F’
i 1/(//'
E

Boylece i = (iop’) op =io (P’ o)) olur. Ayrica

A - F'
il 1.,
F,

olup Y’ op: F' - F' bir homomorfizm ve i =io (3’ o) oldugundan teklikten
dolay1

Yo =1p
olur. Benzer sekilde

Yoy =1;
olur. Boylece 1 homomorfizmasi birebir ve értendir yani F = F' olur. Ayrica F yerine
A* segersek AT nin A lizerinde serbest yarigrup oldugu agiktir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Teorem 2.3.2. Her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik imajidir (Lallement,
1979).

Ispat. S bir yarigrup olsun. ® # A €S olacak sekilde <A >=S vardir. A", A

tizerinde serbest yarigrup olur. Bu durumda i birim doniisiim olmak tizere

A > A
il o
S

13
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i =i o¢ olacak sekilde ¢: A* — S bir homomorfizm vardir. s € S olsun. A doguray
kiimesi oldugundan s = a,a, ... a,, olacak sekilde a,, a,, ..., a,, € A vardur.

(a,a, ...a)p = (a)e(a)e..(a)p = a,a,..a, =S
olup ¢ ortendir.

Teorem 2.3.3. Yukaridaki notasyonlar ile A+/Ker 0 = S olur (Howie, 1995).

Ispat. Bir 6nceki teoremin ispatindan ¢: AT — S homomorfizmasi mevcut olup Ker ¢

bagntis1 A* {izerinde bir kongriianstir. Boylece A* / Ker ¢ bir yarigrup olur. Ayrica

AT
S /Ker<p_)5

doniisiimii
Va,a, ..a, € A" i¢in ((a,a, ...a,)Ker )8 = (a,a, .. a,) @

olarak tanimlanirsa § nin bir izomorfizm oldugu goriiliir.

Ayrica, R € AT x A* olmak iizere R¥ = Ker ¢ ise yukaridaki notasyonlarla S =

A+/R# olur.

Tamm 2.3.4. S bir yarigrup, A bir alfabe ve R € A x A* olsun. Eger § = A+/R# ise

(A|R) ifadesine S nin yarigrup takdimi denir. S = (A|R) yazilr.

Tanmm 2.3.5. S bir yarigrup olsun. A ve R sonlu kiimeler olmak iizere S = (A|R)

olacak sekilde S yarigrubunun takdimi varsa S ye sonlu takdimli yarigrup denir.

Tamm 2.3.6. w,,w, € A* olmak lizere w, ve w, aym kelimeler ise w, = w, yazilr.
R C A* X A* olmak lizere w, =urv ve w, = usv olacak sekilde u,v € A" ve
(r,s) € RUR™! mevcut ise w,, w, den R nin bir iligkisi kullanilarak elde edilmistir
denir. Tanimdan goriilecegi tizere ise w;, w, den R nin bir iliskisi kullanilarak elde

edilmis ise w, de w, den R nin bir iligkisi kullanilarak elde edilmis olur. Bu durumda

R
w; & w, yazilr.

14
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Ayricaw,; = w, yadaheri =1,2,..,n—1i¢in a;,,, a; den R nin bir iliskisi

kullanilarak elde edilmis olmak tizere

R R R R

Wi Ea,o0,.oa, 190, =W,

dizisi mevcut ise w; = w, ifadesi R nin bir sonucudur denir.

Teorem 2.3.4. (A|R) bir yarigrup takdimi p daR yi igeren en kiigiik kongruans (p =
R*) olmak iizere S = A+/p vew,,w, € A* olsun. O zaman w,p = w,p olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul w, = w, ifadesinin R nin bir sonucu olmasidir (Ruckuc, 1995).

Ispat. (&) VY={(ap)€ At x A" : a = B,R nin bir sonucudur}  olarak
tanimlayalim. Eger, w;, =w, ise (w;,w,) € Y olup agik¢a w;p = w,p olur. w; #
w, olsun. Eger (w;,w,) € Y ise a;,,,a;den (i =1,2, ..., n—1) R nin bir iligkisi

kullanilarak elde edilmis olmak iizere

R R R R
WS Oa,e.o00,_ 190, =W,

n-1
dizisi vardir. a; = y;u;f; ve a;,, = y;v;p,; olacak sekilde y;, 5; € A", (u;,v;) ERU
R~ vardnr.
wip =ap = (Khufp

= (1. p) (uyp) (B1p)

= (np)(wp)(B1p)

= (mvBIp=ap == wyp
olur. Boylece Y € p olur. Ayrica Y kiimesinin tanimidan R S Y ve Y ‘nin bir

kongriians oldugu agiktir. p = R* oldugundan tanim geregi p € Y olur. Boylece p =

Y olur.

Tanmm 2.3.7. S bir yangrup ve p ‘da § iizerinde bir kongriians olsun. Va € S i¢in a
elemanin ap € S / D elemanma gotiiren doniisiime dogal déniisiim ad1 verilir ve p” ile

gosterilir. Acikca p” drten bir yarigrup homomorfizmasidir.
(A|R) ikilisi S yarigrubunun takdimi ve p da R yi igeren en kiiglik kongruans olmak

tizere wy, w, € A* igin

Wip = Wyp

15
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ise w, = w, ifadesi S de saglanir denir. : A* — S doniistimii Vw € A* i¢in
wyYy = wp
olarak tanimlanirsa
wihp = w1

olur. Boylece w; ile w, kelimeleri S nin ayni elemanini temsil eder.

Tanmm 2.3.8. S sonlu dogurayh bir yarigrup ve (A|R) ikilisi S yarigrubunun takdimi
ve ayrica A kiimesinin eleman sayisit S yarigrubunun minimal doguray kiimesinin
eleman sayisina esitse (A|R) ikilisine S yarigrubunun minimal doguray kiimesi ile

baglantili takdimi denir.

Tanmm 2.3.9. S sonlu dogurayh bir yarigrup olmak {izere S yarigrubunun ranki
rank(S) = min {|X| :< X >= S}

olarak tanimmlanir.

Tanmm 2.3.10. M bir monoid, A bir alfabe ve R € A* X A" olsun. Eger M = A*/R# ise

(A|R) ifadesine M nin monoid takdimi denir. M = (A|R) yazilur.

2.4, Takdim ile Tigili Teoremler

Teorem 2.4.1. (A|R) bir yanigrup takdimive S = A+/R# olsun. Ayrica T bir yarigrup,
B < Tve<B>=Tolsun. f:A — B 6rten fonksiyon olsun. Budurumda 6 : A* —

T, f yi geren tek homomorfizm

A - A

fl 0

T
olmak iizere eger her (u,v) € R icin uf = v oluyor ise her wR* € A+/R# icin
(WR*)¢@ = w8 olarak tanimlanan ¢: S — T fonksiyonu bir rten homomorfizma olur
(Ruckuc, 1995).
(R =p)

16
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Ispat. w,,w, € A" i¢in p = R¥ olmak iizere (w;,w,) € p olsun. Eger w, # w, ise
a; =By, veay, =Bviy;  (Biy €A, (upv)ERUR™)
olmak iizere
W=, o a, > D a, =w,
dizisi vardir. Boylece
w0 = a,60 = (Bu1,)0
= (810)(u,0)(,0) = (B,0)(v,0) (1, 0) = (B1v171)0 =
a,0=--=w,0
olur. Ayrica
w; =w, ise w,0 = w,60
olur. Béylece w;p = w,p = w, 8 = w,6 olur. ¢ doniisiimiiniin iyi tanimh oldugunu
gostermis olduk. T =< f >ve f:A — B orten fonksiyon oldugundan V t € T i¢in,
t =byb, ...b, = (a,f)(a,f)..(a,f)
olacak sekilde
b;=a;f (1<i<n)
vardir (a; € A, b; € B). Dolaysiyla (a,a, ...a,)p € Sicin
(a,ay...ay)p)e = (a,a, ...a,)0 = a,0a,6 ...a,0
= (@) (@) . (anf)
=b,b, ..b, =t
olup ¢ ortendir. Ayrica w,p,w,p € S igin,
(w1p) w,0))9 = ((wyw,)p)g = (wyw;)6 = (w,8) (w,6)
= ((w1p)9) (W2p) @)
olur.

Sonuc 2.4.1. (A|R) bir yangrup takdimi S = A+/R# ve T de A tarafindan dogrulan bir

yarigrup olsun. Eger V(u, v) € R i¢in, u = v, T desaglaniyor ise T, S nin homomorfik

imajt olur (S = T 6rten homomorfizm vardir).

17
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Sonuc 2.4.2. (A|R) ve (A|Q) iki yangrup takdimi ve S = (A|R), T = (A|Q) olsun.
Eger R € Q ise (S deki tiim esitliklerin T de saglanmasi demek olur). T,S nin

homomorfik imaj1 olur (S — T 6rten homomorfizm vardir).

Teorem 2.4.2. S bir yarigrup A € S nin bir doguray kiimesi olsun ve R € A* x A*
olsun. O zaman (A|R) nin S nin takdimi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (S = (A[R))
I) R dekitimbagntilarin (iliskilerin) S de saglaniyor olmast.
i) Heru,v € A% i¢in u = v ifadesi S desaglaniyor ise u = v ifadesinin R nin

bir sonucu olmasidir (Ruckuc, 1995).

Ispat: (=) Agik.
(<)1) veii) saglansm. A kiimesi S yarigrubunun doguray kiimesi oldugundan

A - A"
il o
S

f:A* - S oOrten homomorfizmasi mevcut olup bu homomorfizma i birim

doniistimiiniin homomorfizm geniglemesidir yani Va € A4 i¢in ad = a olur.
Ayrica p = R* olmak iizere ¢ : A* / p S homomorfizmas1 wp € A* / D icin
(wp)e = w6 olarak bir Onceki teoremde tanimlanan homomorfizm olsun. Bu

durumda i) den dolay1 ¢ orten olur.

A - A"
il Vo 1p

S <« A/
9 P
¢ homomorfizmasmimn birebir oldugunu gosterelim. (w,; p, w,p) € Kere olsun. Bu
durumda
wip)o = (w,p)¢
w0 =w,0
olur. Yani w, = w, ifadesi S de saglanir. Boylece ii) den dolay1 w; = w, ifadesi R

nin bir sonucu olur yani w;p = w, p olur. Dolayistyla ¢ bir izomorfizmadir.
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2.5. Kanonik Form

Takdim bulma yontemlerinden birisi direkt yontemdir. S bir yarigrup olmak {izere
I) S nin bir doguray kiimesi (A4 kiimesi) bulunur.
i) Teorem 2.4.2 deki kosullar1 saglayan R € A x A* bulunur.
Teorem 2.4.2” de yer alan ii) kosulunu gostermek bazen zor olabilir. Bunun yerine
a) Vw € A" i¢in w = w ifadesi S de saglanacak sekilde w € W varsa (W < A*)
b)vVw,,w, € W icin w; £ w, ise w; =Ww, S desaglanmayacak sekilde
W < A" mevcut olmasidir

kosullar1 gosterilir, bu kosullar saglaniyor ise W ya S nin kanonik formu denir.

A - A7
il Vo 1p

S «— A/
) P
Burada tanimlanan W kiimesi 6 : At — S orten homomorfizmasinda S nin

elemanlarmin ters gorlintiisiidiir. Yani Vs € S i¢in ters goriintii kiimesinden birer

eleman segiliyor.

Onerme 2.5.1. S bir yarigrup, AC S ve <A >=25,R S A" x A" olsun.
Eger,
)] R deki tiim iligkiler S de saglaniyor.
i) VweA* icin w =w ifadesi R nin bir sonucu olacak sekilde w € W
varsa
i) Yu,veW igcinu#viseSdeu +# v ise
(A|R) ifadesi S nin bir takdimi olur (Ruckuc, 1995).

Ispat. w,,w, € A* ve w, = w, ifadesi S de saglansin. ii) den w, = w; vew, = w,
ifadeleri R nin sonucu olacak sekilde w,w, € W vardir. w, = w, ifadesi S de
saglandigindan w; = w, ifadeside S de saglanir. iii) ‘den w; = W, olur. Boylece
S
w,ew, =W, ow,

olur, yani w; = w, ifadesi R nin bir sonucudur.
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Onerme 2.5.2. S bir yarigrup A € S olmak iizere < A>=S, RS At x At ve W ©
At olsun. Eger,

)] R deki tiimiligkiler S de saglaniyor,

i)  Vwe A" igin w = w ifadesi R nin bir sonucu olacak sekilde w € W
varsa

i) W< |S]ise
(A|R) ifadesi S nin bir takdimi olur (Ruskuc, 1995).

Ispat. i) ve ii) den |W| > |S| olur. Ayrica iii) den |W|= |S| olur. S, (A|R) nin

homomorfik imaji oldugundan A* / R#™ S izomorfizmi vardir.

Onerme 2.5.3. S bir yarigrup olsun. A ve B kiimeleri S nin iki farkli sonlu doguray
kiimesi olsun. Eger sonlu bir R € A* x A* i¢in S = (A|R) ise S = (B|Q) olacak
sekilde Q € B* x BT vardir (Ruskuc, 1995).

Ispat. S=< B > oldugundan Va € A igin w, = a olacak sekilde w, € B* vardur.

Va € A igin af = w, olacak sekilde f: A - B* olarak tanimlayalim.

A - A
fl ¢
B+

A* yanigrubu A kiimesi tizerinde serbest oldugundan ¢ homomorfizmasi
f fonksiyonunun homomorfizma genislemesidir.
Benzer sekilde S =< A >oldugundaVb € B i¢in w;, = b olacak sekilde w,, €

A" vardir. Vb € B igin bg = w, olacak sekilde g: B — A" olarak tanimlayalim.

B - B*
gl o
A

¢ , g nin bir homomorfizm genislemesidir.
Ayrica Vu € A% igin u¢p = u, sembolii ile ve Vv € B* igin v¢p = v,
sembolii ile gosterelim. u = a,a, ...a,, ise

u, =up =(a,a, ..a,)¢p = a,pa,p ..a,d =a,fa,f ..a,f

20



2. ONCEKI CALISMALAR Didem POLAT GUNEY

olur, yani u = u, ifadesi S de saglanir, benzer sekilde v = v, ifadesi S de saglanr.
Qr = {uep,vep : (wv) € R} ={(uy,v,): (w,v) € R}
ve
B, ={((bp)¢,b) : b € B}
olarak tanimlayalim.

Q = QU B,olsun. (u,v) € Riseu,v € A* olup u¢p € B* ve vp € B* olur.
Ayrica b € B olup (be)¢ € BY olur. Yani Q € B* xB* olur.R sonlu olup
tanimindan Q, sonludur. B sonlu olup B, kiimesi de sonlu kiimedir. Bdylece @ sonlu
bir kiimedir. (u,v) € R = u = v ifadesi S de saglanir. Ayrica u = u¢p ve v = v¢
ifadesi S de saglandigindan u¢p = v¢ S de saglanir. b € B igin b = b¢ ifadesi S de
saglanir. Benzer sekilde b € A* olup bo = (bg)¢ ifadesi S desaglanir. Yani; b =
(bp)¢ ifadesi S de saglanir. Boylece Q daki tiim iligkiler S de saglanir.

u,v € B* i¢in u = v ifadesi S de saglansm.u = b, b, ... b, olsun.
(u@)p = (b19)d(b,0)¢ ... (0, 0)p =u
olup (u@)¢ = u ifadesi B, nin yani Q nun bir sonucudur. Benzer sekilde (vgp)¢p = v
ifadesi B, nin yani Q nun bir sonucudur. u = v ifadesi S de saglandiginda up = ve
ifadeside S desaglanir. Boylece ugp = v ifadesi R nin bir sonucudur. (R dekiiliskiler

kullanilarak ge¢is yapilabilir)

ue ?R—> ug olup (up) e Q—;Q—; (vp)¢ olur.
u > ) 22 (ve)p Hv

oldugundan u = v ifadesi Q nun bir sonucudur.

Onerme 2.5.4. S bir yarigrup olsun.
A={a,:s €S}veR ={(a,a,ay):s,t€ES}

olarak tanmimlanirsa (A|R) ifadesi S nin bir takdimi olur (Howie, 1995).

Ispat. Va, € A igin a, f = a olacak sekilde f: A — S fonksiyonu tanimlayalim.

A - A
fl ¢
S

¢: A* - S olmak tizere ¢ homomorfizmasi f nin homomorfizm genislemesidir.
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Af =Solup<Af >=S§

olur. Boylece ¢ ortendir. V (asa,,ay) € R igin
(a5a)¢ = apa,d = afa,f = st = agf = ag¢

olur. Boylece R deki tiim iliskiler S de saglanir. W = A € A" olsun. w € A* olsun.
lwl =1 ise w e W olur. |w| =2 olsun. Kabul edelim ki V|u| < |w| i¢in u =1
olacak sekilde u € W olsun. W = A oldugundan u = a, olacak sekilde s € S vardur.
w=u.a, (u€A*,a, € A) olsun. Timevarim hipotezinden u = a, ifadesi R nin
sonucu olacak sekilde a;, € W vardir. Dolayisiyla

WEUa = A, 2 Ay ew
olur. Ayrica |[W| = |A| = |S| oldugundan W kiimesi S nin kanonik formu olup (A|R)

ifadesi S nin bir takdimi olur.

Ornek 2.5.1. A = {a,b} ve R = {(a* a), (b*,b), (ab, ba),(a* b?)} olsun. A7/,

yarigrubunu bulalim.

Bu 6mekte 3.(bagnt1) iligki her elemanin a™b™ bi¢iminde (m = 0,n = 0)
yazilabilecegini gosterir. Ayrica 1.(bagmti) iliski,0 < n < 3 ve 2.(bagint1) iliski 0 <
m < 2 yazilabilecegini gosterir. 4.(bagmnt1) iliski 0 < n < 2 oldugunu ifade eder.

A+/R# = {a, b,ab,a?, b? a*b}

olur.

Ornek 2.5.2. m,r € Z* olmak iizere M(m,r) = {a,a?, ..., a™, a™*?, ..., a™*"1}
kiimesinde tiim elemanlar birbirinden farkli ve a™ = a™*" oluyor ise M(m,r)
yarigrubuna indeksi m ve periyodu r olan monojenik yarigrup denir. M(m,r)

yarigrubunun takdimi asagida verilmistir (Howie, 1995).

A ={a} ve S={(ala™ =a™*") olsun. a™*" =a™ (iliskisi) bagmtisi

moam™tl L, a™* "1} olsun.

M(m,r) de saglandig1 agiktir. Ayrica W = {a,a?, ...,a

w€EAtisen € Z* icin w = a™ € A* bigimindedir.

22



2. ONCEKI CALISMALAR Didem POLAT GUNEY

m=1)1<n<m+r—11ise welW olur. Eger n>m+rise n—m
sayist 7 ile boliinlirse n — m = qp +r olacak sekilde q,p € Z vardir. (0<p <
r) n=m + qr + p olur. Bdylece,

q = gmtrtar ;*) am+p+(q—r)r I;)“,}?amﬂJ eEwW

olupa™ =a™*?, R nin bir sonucudur. Ayrica |W]| <|S| oldugundan

(ala™ = a™*"), M(m,r) nin takdimidir.

Ornek 2.5.3. Q = {¥1,Fi,Fj, ¥k} kuaternion grup olsun. Bu durumda i.j = k,
jk=i,ki=j, ji=—k, kj=—i,ik=—j, i?=j2=k?=—1olur Q icin
yarigrup takdimi agsagidaki gibidir (Ruskuc, 1995).

A={ab}olsun. X = {i,j} , < X>=Qolup f: A - X olmak iizere af =i,
bf = j olarak tanimlansm. Bu durumda Af = X olur. u: A* - Q; f nin genislemesi

olan homomorfizm olsun.

A - A
fd u
Q

Ayrica R = {(aba, b),(bab,a)} € A* x A* olarak tanimlansm. Bu durumda

(aba)u = aubuap = afbfaf =i.j.i=j =bf =bu

(bab)u = buaubu = bfafbf =j.i.j=i=af = au
olup R deki tiim iliskiler S desaglanir. W = {a, b, a?, ab, ba, a®, a*b,a*} olsun. w €
A* alalim.

lwl=1isew=a€eW yadaw=b e W
lw| =2ise w = a?,w = ab,w = baise w € W olur. Ayrica w = b? ise
b*> - bb - abab - aa =a* €W
olup b2 = a?, R nin bir sonucudur.
lwl| =3 isew =a®,w=a?bh =>weWolur.
Ayrica;
w = aba pu beWw

w=bab};>a€W
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W=ab2;gaa2 ;ga3EW

w = ba? = bbaba = b® > b*b—a’bh eW
R R R R

w € AT ve l[w| = 4olsun. w = a* ise w € W olur. w # a* olsun. 7 € W olmak iizere
w = uayadaw = ub olur. w = @a i¢in ve w = ub i¢in
T=a >w=ad’€ewWw
Uu=b >w=baeW
i=a> sw=a*ew
U=ab >w=aba=beW
u=a>w=atew

i =ba = w = ba? R—gazbEW

ﬁ=a2bzw=a2ba}?abEW

olur. Benzer sekilde @ € W olmak {lizere w = ub ise w € W olur. Ayrica
a*a - a®> - a’aa® - b%*ab? - b(bab)b > bab - aa®> =a € Wvea*h -
a’a’b - b?b*b - b> > b*bb* - a*ba® - aabaa - aba > b €W
Boylece Wa € W ve Wb < W olur. Yani W bu yarigrup i¢in bir kanonik form olup

Q = (A|R) olur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu tez hazirlanirken gerekli literatiir taramasi yapilmis olup ilgili kitap, makale
ve tez caligmalar1 incelenmistir. Konu ile alakali caligmalar ayrmntili bir sekilde
incelenmistir.

3.2. Yontem

Cahismada dontlisim yanigruplarinin = singiiler kismmm yarigrup takdimi

incelenmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bélimde T,\S,, yangrubu icin bir takdim verilmis olup ayrica T;\S;

yarigrubunun minimal doguray kiimesi ile baglantili olan bir takdimi verilmistir.

4.1. Doniisiim Y arigruplarmn Singiiler Kismi

Tanmm 4.1.1. X bos olmayan bir kiime olsun. X ten X e birebir ve Orten olan tiim
fonksiyonlarin kiimesi S, ile gosterilir. Fonksiyonlarin bileskesi islemi ile S, kiimesi
bir grup olup bu gruba X iizerinde permiitasyon grubu ya da simetrik grup denir.
Ayrica eger X kiimesi sonlu bir kiime ve |X| = nise S, kiimesi S,, ile gosterilir ve bu

grup n. dereceden simetrik grup olarak adlandirilir.

Tanmm 4.1.2. X bos olmayan bir kiime olsun. X ten X e tiim fonksiyonlarm kiimesi 7T,
ile gosterilir. Fonksiyonlarm bileskesi islemi ile T, kiimesi bir yarigrup olup bu yar1
gruba X tizerindeki doniisiimler yari grubu denir. Ayrica eger X kiimesi sonlu bir kiime

ve |X| = nise T, kiimesi T,, ile gosterilir .

Teorem 4.1.1. Her grup bir simetrik grubun alt grubuna izomorftur (Cayley, 1854).
Bu teoremin ispat1 igin (bk. Rotman, 2002). Grup teoride iyi bilinen bu teoremin

bir benzeri de yarigrup teorisinde vardir.

Teorem 4.1.2. Her yarigrup bir doniisiim yarigrubunun alt yarigrubuna izomorftur
(Howie, 1995).

Ispat. S bir yarigrup ve X = S* olsun. Vx € X icin a € S olmak iizere xp, = ax
olarak tanimlanirsa p, € Ty olur. Ayrica 8:S — T, doniisiimii Va € S i¢in af = p,
olarak tanimlayalm. a = b olsun.
ab = p,, b8 = p,,
olup Vs € Sti¢in a = b = sa = sb oldugundan p, = p, olur yani 8 iyi tanimhdir.
(ab)6 = pg,
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olup
Vs € St igin xp,, = xab = (xa)b = (xp,)p,
Boylece p,, = p,-pp, Olur, (ab)8 = ab. b6 olur. Yani 8 bir homomorfizmdir.
Ayrica a,b € S igin a8 = b6 olsun. Bu durumda p, = p, olup 1 € X oldugundan
1p, =1la=avelp,=1b=b

olur, boylece a = b elde edilir. Yani 8 bir monomorfizmdir.

Dikkat edilecek olursa S, kiimesi T, in bir alt kiimesidir. Ayrica eger X sonlu bir
kiime ise T,\S, kiimesi bileske islemiyle bir yarigruptur. Yani n € Z* i¢in T,\S,, bir
yarigruptur, bu yarigruba doniisiim yarigrubunun singiiler kismu denir. T,\S,,
yarigrubunun takdimi ile ilgili agik problem ilk olarak Nikola Ruskuc un “Semigroup
Presentations” isimli doktora tezinde yer almaktadir (Ruskuc, 1995). James East bu
probleme 2010 yilinda bir ¢6ziim bulmustur ancak bulmus oldugu takdim T,\S,,

yarigrubunun minimal doguray kiimesi ile baglantili degildir (East, 2010).

4.2. Baz1 Onemli Yarigruplar

Bu bolimde 4,,,B,,,f,,_, < T,, alt yarigruplar1 tanimlanmis olup bu yarigruplarin

takdimleri verilmistir.

4.2.1. A, Monoidi

Tanm 4.2.1.1. @ € T, olsun. Im(a) ve rank(a) ifadeleri sirasiyla a nin goriinti
kiimesini ve rankini belirtmektedir. Ayrica bir doniisiimiin ranki doniisiimiin goriintii
kiimesinin eleman sayismi ifade etmektedir. n € Z¥igin X,, = {1,2,...,n} olarak
tanimlanir. @ nin ¢ekirdegi ise
Ker(a) ={(i,j) € X, x X, lia = ja}
olarak tanimlanir ve Ker(a) bir denklik bagintisidir. Ker (a) nin denklik siniflarina a
nin ¢ekirdek smiflar denir. @ nin ¢ekirdek smiflant K, K,, ..., K,, seklinde ise;
Mins(a) = {min (K,), ..., min(K,,)}
olarak tanimlanir. Vi,j € Mins(a) i¢in i < j oldugundaia < ja oluyorsa a ya blok

sira koruyan doniisiim denir.
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Ornek 4.21.1. a = (;;32;’ g) € T, i¢in a nin ¢ekirdek siniflart {1,2},{3,5,6}, {4}
olur. Béylece Mins(a) = {1,3,4} olur. Ancak 1,3 € Mins(a) ve 1 < 3olup 1la > 3a

oldugundan a blok sira koruyan doniisiim degildir.

Tanm 4.2.1.2. A, kiimesi,

A, ={a €T,| ablok sirakoruyan doéntisiim ve 3k € X,, i¢cin Im(a) = X, } olarak
tanimlansimn.

Ayncal<i<j<nigna, €A4,,

X, 1<x<j
xa, =31 L X=]j
x—1, j<x<n

seklinde tanimlansin.

Lemma4.2.1.1. 4,,, T,, nin bir alt monoididir. Ayrica
A={a |1<i<j<n}

olmak iizere, A, (bir monoid olarak) A kiimesi tarafindan iiretilir (East, 2010).

Ispat. M, A kiimesi tarafindan iiretilmis T, nin bir alt monoidi olsun. Oncelikle 4, €
M oldugunu gosterelim. a € A, ve k = rank(a) olsun. k iizerinden tiimevarim
yontemi ile @ € M oldugunu gosterecegiz. Eger k =n ise « =1 € M olur. Simdi
varsayalim ki 1 < k < n —1 olsun. Budurumdai,j € X,, vardirki i <j ve ia = ja

olur. Ayrica f € T,, doniistimiinii

xa, 1<x<j
xp=1(x+1a, j<x<n
k+1, X =n

olarak tanimlayalim. Budurumda 8 € A, ve a = @, oldugu kolayca goriilir. Sonug

olarak rank(B) =k + 1 oldugundan tiimevarim hipotezi geregi B € M olur,

dolaywisiyla @ =@, € a;M S M olur. Béylelikle 4, S M oldugu ispatlanir.
Simdi M < A,, oldugunu gosterelim. A € A, oldugundan A nin elemanlarinin

A, lzerinde sagdan c¢arpma islemi ile kapali oldugunu gostermek yeterlidir.

n
Varsayalm ki @ €4, ve 1<i<j<mn olsun. aa; € 4, oldugunu gosterelim.
im(a) = X, a nin ¢ekirdek smiflarinin kiimesi K;,K,,..,K, ve min(K;) < -+ <

min (K,) olsun. (6zel olarak biliyoruz ki Vi € X, icin K; = ia~') Burada iki durum

28



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Didem POLAT GUNEY

vardir, bunlan inceleyelim. Eger j >r +1 ise im(a) =X, € {1,...,j — 1} olur,
bundan dolay1 aa@;; = @ € M olur. Sonra varsayahm ki j < r olsun.

(1,...,r)a_l] =(,.—1,j,j+ 1,...,r)a_l] =,..j—-1ij,.r—=1)
olur. Bundan dolay1 im(aa_l]) = X,a, = {1,..,r — 1} olur. Ayrica a@;, nin ¢ekirdek
smiflarmm kiimesi K, ... K;_;,K; U Kj, K1 ...,K]_l, K]H, ..., K. olup aa,, blok sira
koruyan doniisimdiir ve im(aa_u) =X,_, Yyani aa; € A, olur, boylece M € A,

oldugu gosterilmis olup ispat tamamlanir.

Not4.2.1.1.n = 3 i¢in tiim blok sira koruyan doniisiimlerin kiimesi, T,, nin alt monoidi
degildir.

Ornek 4.2.1.2. T, igin (;g;’) ve (1;? elemanlarin1 alirsak bu ifade ispatlanir. Bu

elemanlar blok sira koruyandir fakat (; ; 2) * G; i) €T; = (; fg eleman1 blok sira

koruyan degildir.

Tamm 4.2.1.3. A = {a;;|1 < i < n}kelimeleri 4 ile birebir ve 6rten olacak sekildeki

kiimeyi tanimlayalim. Ayrica asagidaki bagmntilar1 géz dniine alalim,

A Ay, = Ay tim i, k, Licin (A1)

Wy Qyj = Ay Qyj = Qg U< < k (A2)
AijAg_11-1 i<j<k<l
A = AijQpp—q i<k<j<l

(A3-A5)
(A1-AS) bagmnti kiimesiyle iretilen A" lizerindeki kongriiansi ~, ile gosterelim.
Lemma 4.2.1.1 den dolay1
Gpr A" > Apra;; —a;
epimorfizmini tanimlayabiliriz.
Eger ker¢, = ~, oldugunu ispatlarsak A, nin monoid takdiminin (A|(A1 — A5))
oldugunu goéstermis oluruz. w € A* i¢in w = w¢, olarak tanimlayalim.

Lemma4.2.1.2. ~, € kerd, olur (East, 2010).
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Ispat. (A1-A5) bagmtilan A, de saglandigindan ~, S kerd, olur.

ker¢p, © ~, oldugunu gostermek icin, N, € A" olmak tlizere normal kelimeler
kiimesini tanimlayalm. Oncelikle A iizerinde " < " siralamasim tanimlayahm. a;; <
a,, olmasi icin gerek ve yeter kosul yai < rveyai =r vej > s olarak tanimlansim.

€ A* olmak Uzere a; ; <--<a kelimesi

Ly i ij, oluyorsa a; ; ..a

ai1j1 . 1 ik

artan bir kelime olarak adlandirilir.
a

.a; ;. artan bir kelime olmak {izere eger Vr € X,i¢in j, <n — r + 1 oluyor ise

bJy = Py

a; ; ..a kelimesine normal kelime denir. A tizerindeki tim normal kelimelerin

i1J1 ik
kiimesini N, ile gosterelim, burada N, € A olur. (w bir kelime olmak tizere w daki
bazi harfleri silerek elde edilen kelimeyi w' ile gosterelim bu kelimeye w nun bir alt
kelimesi denir.)
Ayrica, 1<i<n igin bir alfabe A, ={a;,q, ..,0;,,3 SA olarak

tanimlayalim, bu kiimeye A nin bir alt alfabesi denir.

Lemma 4213 1<i<j<n ve we€(4;,,V..UA,_,)" olsun. Bu durumda
l(w,) = l(w) ozelligine sahip dyle w, € A;" ve w, € (4;,, U ...UA, _,)* vardir ki

wa,;;~,w;yw, olur (East, 2010).

Ispat. w = a; j, - Ay, j, Olsun. Ispat1 k iizerinden tiimevarim ile yapalm. Eger k = 0

ise w = ¢ (bos kelime) olur,

W.aij = Eaij = al-]-

l(w,) = l(w) oldugundan w, = € olup w,.w, = w, e = w; olur, yani bu durumda

w; = a;; secilmesi yeterlidir. k = 1 oldugunu varsayalim. Simdi

([ ipjie Alden j=n

Ayjp1 Qi ASten j,<j<n

A, j A~ { Ay, Adten [, <j<]j,
L aijaijk_l AZ den] = ik

Qi Qi iy A3ten j<i,

bagintilarini diisiinelim. Bagint1 kiimesindeki ilk durumda yani j = n ise

wa;; = a a

ij i1j1 es alkjk. l] = ailjl ...aikjk.a

in
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olup wa;;~,q; =w olur. Yani w, =w ve w,; =¢ secmek

J1 aik—1jk—1 aikfk

yeterlidir. Diger durumlarda tiimevarim hipotezi ile gosterilir.

Lemma 4.2.1.4. we€ A" olsun. 3w, €A%, ..., w,_, EA}_, icin w~,w, ..w,_,
olur (East,2010).

Ispat. w = q; a; ; olsun. k = 0 ise sonug aciktir. Varsayalim ki k > 1

1 " Vg jiema Yl
ve i = min (i, ..., i) olsun. k tizerinden tiimevarim ile
Iw, €A, ... w,_, € A_,icin w~,w; ..W,_,

oldugunu gosterecegiz. k = 1 ise sonug yine agiktir. k > 2 olsun. Bu durumda i <
j < n olmak tizere w, € (4;,, U..UA,_)"vew, € (4;U..UA,_,)" vardir dyle
kiw = wya;;w, olur. Lemma 4.2.1.3 ten [(w,) = [(w,) olacak sekilde Iw, € A; ve
w, € (A;4, U...UA,_,)" vardir dyle ki w,a;;~,w;w, olur. Boylece

W = W, a;;W,~,Waw,w, olur. Benzer sekilde w,w, kelimesine tiimevarim hipotezi

uygulanirsa ispat tamamlanir.

Lemma 4.2.1.5. w € A"olsun. 3 i+ 1<), <. <j. Snigin w~yq;; ...q;; olur

(East, 2010).

Ispat: m=n—1i olsun. Ayrica V1< <m igin Aj=a;;,; olacak sekilde
tanimlansin. (A1) ve (A2) baglantilarindan

{Ajak = Mesdp,  1<j<ksm-1 L)

bagintilari elde edilir. Boylece sonug (bk. Lemma 4. East, 2006) agiktr.

Lemma 4.2.1.4 ve Lemma 4.2.1.5 in bir sonucu olarak A tizerindeki her kelime ~,

kongriiansi iizerinde o kelimeye denk olan artan bir kelime vardir.

Lemma4.2.1.6.w = a; ; a € N, ve k = 1olsun. Budurumda v1 <

Ji ™" aik—1jk—1 ik

p <n—kigin wa, ,_j,,~4W olur (East, 2010).
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ispat. k = 1 ise (A1) den dolay1 sonug agiktir. k > 2 olsun. w normal oldugundan

Jx <n—k + 1 olur, boylece

q= {p , P <Jk
pt+1, P 2k
olarak tanimlanirsa (A2-A4) dendolay1 a;, ; @, n_j41~4Qgn—k+29;,, olur. Boylece

Way,per1~a (@ Qi )Oqn-k+2Qij,

olur. Ayrca (a; )Qgn—k+, ifadesine timevarim hipotezi uygulanarak

A ;
1 le—1Jk-1

ispat tamamlanr.

Sonu¢ 4.2.1.1. w=aq; ; ..a; ; a;; €Nyvek=>1olsun. 1<p<gqven-—

k+1 <q <nicin wa,, ~,w olur (East, 2010).

Ispatt 0<r<k-1 icn gq=Mm—-k+1)+r=n—(k—r)+1 olarak
tanimlansm. Bu durumda
Wayg = (ailjl airjr)(aiﬂ_ljﬂ_l aikjk)ap,n—(k—r)+1

olur. w kelimesinin alt kelimesi olan a; kelimesi normal kelime

: . a
bti)rsa

ik
oldugundan Lemma 4.2.1.6 dan dolay1
(air+1jr+1 aikjk)ap,n—(k—r)+1 ~a air+1jr+1 aikjk

olur. Boylelikle ispat tamamlanir.

Lemma 4.2.1.7. A lizerindeki her kelime i¢in ~, bagntisi iizerinde o kelimeye denk

olan normal bir kelime vardir (East, 2010).

Ispat. Lemma 4.2.1.4 ve Lemma 4.2.1.5 ten dolay1 w = a; j, - Q,j, artan bir

kelimesi icin ~, kongriians: lizerinde w kelimesine denk olan normal bir kelimenin
varhgmi gostermek yeterlidir. k < 1 oldugunda sonug¢ aciktir, k > 2 olsun. Eger w

normal bir kelime ise sonu¢ agiktir. Diger durumda, w' =a; ; ..a; ; € N, Ve
1J1 rlr

!

w'a; . &N, olacak sekilde r € X}, vardw. w'a; ; artan bir kelime fakat
r+1Jr+1 r+1/r+1

normal olmayan bir kelime oldugundan j,,, =n —r + 1 olur, bu durumda Sonug

! ! .
4211 den w'a; ; ~,w' olur. Béylece w~ya; ; ..a;,a; ;  ..a;; olur,

iy Qi Gy, - Ay, Kelimesinin uzunlugu k —1 oldugu igin tiimevarim
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hipotezinden dolay1 a; ; ...a . a kelimesine denk olan ~, bagntis

s PR .
T lry2)r+2 Lk

tizerinde normal bir kelime vardir. Sonug olarak w kelimesine ~, bagmtis: iizerinde

denk olan normal bir kelime vardir.

Boylece w, A lizerinde herhangi bir kelime ise w kelimesine karsilik gelen N, lizerinde
bir kelime oldugunu biliyoruz, sonraki amacimiz ise ¢, nin tanim kiimesi N, kiimesine
kisitlanir ise ¢, nin birebir oldugunu gostermektir. w € A* olmak {lizere we, € 4,

ifadesini w ile gosterdigimizi hatirlayalim.
Lemma4.2.1.8.w € Nyve [(w) = k ise im(w) = {1, ...,n — k} olur (East, 2010).

Ispat. w= a; j -, olsun. k <1 ise sonu¢ agikti. k =2 olsun, tiimevarim
hipotezinden dolay1
im(@, ; ..a, ;. )={,..,n—k+1}
olur. w normal kelime oldugunda j, <n — k + 1 olur. Bu durumda ise
(1,...,7’1 — k + 1)C_llk]k = (1,...,jk - 1']k’jk + 1, ...,Tl e k + 1)C_llk]k
= (1""’jk F 1,i,jk,...,7’l - k)
olur. Bundan dolay1 im(w) = {1,...,.n — k + 1}dikjk ={1,..,n—k} olur.

Sonu¢ 4.2.1.2. w,;,w, € N, ve W, = w, ise l(w,) = [(w,) olur (East, 2010).

ispat: w,,w, € N, ve l(w;) = k, ve l(w,) = k, olsun. Bu durumda Lemma 4.2.1.8
den dolayi,

im(w,) ={1,..,n—k,}
im(w,) ={1,..,n—k,}
olur. w, = w, olugundan
n—k,=n—k,
ki =k,
olur, yani I(w;) = l(w,) olur.

Lemma 4.2.19. 1 <i,j<n-—1 olmak ilizere w; = w, olacak sekilde w, €
Af (A1 V. UA,_ )" vew, € Af (A, U ...UA,_ ;)" olsun. Budurumdai = j olur

(East, 2010).
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Ispat. i = min{x € X, |xw; ! # {x}} = min{x € X, |xw;* # {x}} =) oldugundan

i =jolur.

Lemma 4.2.1.10. 1 <i < n —1 olmak tizere w,w;,w,w, € N, Ve w,w| = w,w,
olacak sekilde w;, w, € Af vew;,w, € (4;,, U ..U A,_,)*olsun. Budurumdaw, =
w, olur (East, 2010).

. — 1
— — . _ .—_1 — . .
Ispat. w; = a;; ..q;; Ve w, =ay ..ay, olsun. iw,w; = =iw; " ={jj, ... j,}

olur. Benzer sekilde iwzwz’_1 = {k,, ..., ks } olur. wyw] = w,w; oldugundan dolay1

Ui jrd = {ky, ..., kg} olur. Yani w, = w, olur.

Lemma 4.2.1.11. 1 <i<n—1 olmak ilizere ww,,ww, €N, ve WwWw; = Ww,
olacak sekilde w € Af ve w,w, € (4;,; U..UA,_;)*olsun. Budurumdaw; = w,

olur (East, 2010).

Ispat. w;,w, € (4;,, U ..U 4,_,)* oldugundan dolayr her 1 < x < i igin xw; =
x = xw, olur. k=+¢(w) ve [ =+4(w,;) olsun. Bu durumda Sonu¢ 4.2.1.2 den
£(ww,) = £(ww,) olur, boylece £(w,) = £(w,) olur sonug olarak #(w,) =L olur.

Wy =y g Oy VEW, =0y oy e By

, olsun. wwy, ww, € N, oldugundanV 1 <
r<ligin q,,v, <n—(k+r)+1 olur. Boylece Vn — k +1 < x < nigin xw, =
xw, = x — [ olur. W déniisiimiiniin tanim kiimesi X,, \ iw ~* kiimesine kisitlanirsa
birebir olur, bundan dolay1 6yle i+1<d;,; < <d,_, <nigin (i+1,..,n—
kK)yw™ =(d;yq, -, d,_;) olur. Ayrica, x € {i + 1, ...,n — k} i¢in xw, = d, ww, =

d,ww, = xw, olur, yani w, = w, olur.

Sonuc 4.2.1.3. ¢, fonksiyonunun tanim kiimesinin N, kiimesine kisitlanmasiyla elde

edilen fonksiyon birebir olur (East, 2010).
Ispat. w,,w, € N, ve W, = w, oldugunu kabul edelim. Sonug 4.2.1.2 den dolay1 bu

kelimelerin uzunluklar esit olur. k = £(w,) = €(w,) olsun. k =0 ise e = w;, = w,

olur. Kabul edelim ki k > 1 olsun. Lemma 4.2.1.9 ve Lemma 4.2.1.10dan dolay1 1 <
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i <n—1icin dyle w € A ve w],w; € (4;;, U ..U A,_,)* vardir ki w, = ww; ve
w, = ww, olur. Lemma 4.2.1.11 den w; = w; olur, tiimevarim hipotezinden w, =
w, olup sonug olarak w; = w, olur.

Lemma 4.2.1.1, Lemma 4.2.1.2, Lemma 4.2.1.7 ve Sonu¢ 4.2.1.3 ifadelerinin bir

sonucu olarak asagidaki teoremi yazabiliriz.
Teorem 4.2.1.1. A, monoidinin (monoid) takdimi (4| (A1 — A5)) olur (East, 2010).

4.2.2. B,, Monoidi

n? = X, \ {n} olarak tammlansin. X = {x,,...,x,} S n’ ve x; < -+ < x,, olmak
lizere by € T, déniisiimii

B = {xi, i€ X,
Py = n,  diger durumlarda

olarak tanimlansm, ayrica B, = { by | X c nb} olsun.
Lemma 4.2.2.1. B,,, T,, nin alt monoididir (East, 2010).

Ispat. @, € B,, olsun, bu durumda dyle 1<x, < <x, <n—1ve 1<y, <
<o <y, <n—1vardir ve im(a) = {x,,..., x,,n} ve im(B) = {y,, ... y,n}olur. 0 <
p <kicnnpnim(a) = {Xp41s o0 Xp,m} (eBer p = k ise {xp+1, ...,xk} = @) olur.
Boylece,
n(aB)™r = (™t nim(a))a™
= {po, ...,xk,n}a"1
={p+1,..,n}

olur. Eger; 1<i<p ise i(ap)=x;,8=1y, olup bunun sonucu olarak Z =

{yxl, o yxp} C nP olmak iizere af = b, € B,, olup ispat tamamlanir.

b, = Enb\ @ € By olarak tammlansin. §imdi, B, i¢in bir doguray kiimesi bulalim.
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Lemma 4.2.2.2. X S n® ve varsayalm ki i; < -+ <i, igin n? \ {X} = {ij, ..., 0}
olsun. Bu durumda by = b; ...

i, olur, boylece B, nin doguray kiimesi B =
{b,, ..., b,_,} olur (East, 2010).

Ispat. Lemma 4.2.2.1 den dolayr b; ...b; € B, olup im(b; ..b;)=XU {n}
oldugunu gostermek yeterli olur. k = 0 ise sonug agiktir. Varsayalim ki k = 1 olsun.
Tiimevarim hipotezinden
im(by, ..b;,_ ) =XV {iy,n}
olur. El-k doniigimii tanimidan dolayr {1,2 ...,i,_,} kiimesi iizerinde birimdir ve
{i}, ... n} kiimesinin Eik doniigtimii altindaki goriintiisit {i),,,, ...,n} olur. Boylece,
im(by, ...b;_ b; ) = (X U{i),n})b;, =X U{n}

olup ispat tamamlanur.

B = {b; ...b,_,} olarak tanimlansin, ayrica B ile B kiimesi arasmda dogal birebir
esleme vardir. Asagidaki baglantilar1 dikkate alalim.
bib; =bb;,;, 1<i<j<n-2 (B1)
b,_,b;, =b; Viigin (B2)
B* iizerinde (B1 — B2) baglantilartyla iiretilen kongriians ~, olsun. Lemma 4.2.2.2

den dolay1

¢p:B" — B, i by — b
epimorfizmi vardir.
Lemma 4.2.2.3. ~; € kergg olur (East, 2010).

Ispat. (B1— B2) bagmtilar1 B, de saglandigindan dolay1 ~, € kerdg; olur.

(B1 — B2) bagmtilart (L1 — L2) bagntilarinin duali oldugundan (Lemma 4. East,
2006) kullanilarak asagidaki lemmay1 yazabiliriz.

Lemma 4.2.2.4. w € B* olsun. Budurumda 6yle 1 <i; <-- < i, <n— 1 vardirki

w~pb; ..b; olur. (East, 2010).
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Ng = {bil ...bik|0 <k<n-11<i,<-<i,<n-—1} olsun. Bu kiimeye ait
kelimeleri B iizerinde normal kelime olarak adlandiralim. Lemma 2.2.2.4 ten dolay1 B
tizerindeki her kelimeye i¢in bu kelimeye esit olan normal bir kelime vardir. Ayrica
Lemma 2.2.2.2 den dolayr ¢y fonksiyonunun tanim kiimesinin Ny kiimesinde
kisitlanmasiyla elde edilen fonksiyon birebir olur. Bunlarm bir sonucu olarak

asagidaki teoremi yazabiliriz.
Teorem 4.2.2.1. B,, monoidinin monoid takdimi (B|(B1— B2)) olur (East, 2010).
4.2.3. Maksimal Yarigrup €,,_,

Dikkat edilecek olursa, a,_,, € A, €T, bir idempotent elemandir. « € T, olmak

lizere eger a elemamt T,’ de @, ,, ile H baglantih ise tammdan im(a) =

im(a,_,,) = n® ve ker(a) = ker(@,_, ) = (1| ..[n — 2|n — 1,n) olur. Bdylece,
{a €T,Ina = (n — 1)a ve im(a) = n’}

kiimesi T, nin @,,_, ,, elemanim igeren maksimal altgrubu olur (bk. Clifford, Preston,

1962 sayfa 22). Ayrica bu maksimal altgrubun S,,_; simetrik grubuna izomorf oldugu

aciktir. Bundan dolayi biz bu yarigrubu £, _, ile gosterecegiz. 1 <k < n —1 i¢in
t,=f{a€l, | xa=x(Vxen’\X,)}

olarak tanimlayalim. Agik¢a #,,¢, _; in bir alt yarigrubu olup S, simetrik grubuna

izomorftur. 1 <i < n — 2 i¢in §; doniisimiini

X, x#iL,i+1,n
_ )i+ 1, xX=1
5=, x=i+1
(n—-1)5;, xX=n

olarak tanimlayalm. #,_; grubu (yangrup olarak) S ={s,...,5,_,} kiimesi
tarafindan iiretilir. S = {s,, ..., s,_, } kiimesi S ile dogal birebir esleme olusturulacak
sekilde tanimlansmn, ayrica 1 < k <n —1igin S, = {5, ..., S _1, ap_q nJ OlSUN. S, _,
lizerinde
Silp-1n = An-1,5; = S;  Viigin (§1)
Sf =0y, Viign (52)
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baglantilart tanimlansin. S, izerinde (S1 —S4) bagmtilarmi igeren en kiigiik

kongriians1 ~ g ile gosterelim.

Teorem 4.23.1. ¢,_, =S, _; grubunun yarigrup takdimi (S,_,|(S1 —S4)) olur
(Moore, 1897).

Teorem 4.2.3.1 deki epimorfizma ¢g: Sy = €, _1:5;, > 5,0, 1, = @,_4 , seklinde
tamimlidir. w € S,/_; icin W = w¢g olarak tammlayalim. Ayrica, 1 <i<j<n-—1
icin v;; € S;_; kelimesini

b {sj_l S i< jise
i' . U _di
2 Ay 10 i =jise

olarak tanimlayalim. Bunlarin bir sonucu olarak asagidaki lemmay1 ifade edebiliriz.

Lemma4.231.1<k<n-—1 weS; vej=kwolsun. Budurumda Iw’ € S;"_,

igin w~ sw'vy, olur (East, 2010).

4.3. Déniisiim Yarigrubunun Singiiler Kismm i¢cin Bir Takdim
Bu boliimde T, \S,, yarigrubunun takdimi verilecektir.

Lemma4.3.1. a € T,\S, ve rank(a) = r olsun. Bu durumda 6yle rank(B) =r,

T, n € im(a)ise

rank(§) = {r +1, n ¢ im(a)ise
ozelliklerine sahip olan ve a = [yd kosulunu saglayan tek tiirlii § € A4,,y € £,.,

6 € B, vardrr (East, 2010).

Ispat. p € A, ve ker(B) = ker () olsun, tanimdan dolay1 bunu saglayan sadece bir
tane S vardir. Sonra, varsayallm ki a nin cekirdek smiflant kiimesi K, ..., K, ve
min(K,) < -+ < min (K,), ayrica i; < <{i, olmak tzere im(a)= {iy,..,i,}
olsun. Bu durumda éyle € S, vardir ki her bir t € X, i¢in K,a = {i,,} olur. Ayrica,

y € £, doniisiimiinii
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XTT, 1<x<r
x)/:{x, r+1<x<n-1
(n— 1)y, X=n
olarak tanimlayalim. Ayrica,
P {im(a) \ {n}, ne€ im(a)
— lim(a), n e im(a)

olmak iizere § = by € B, olsun. t € X, ve x € K, i¢in

x(Byd) =t(ys) = (tn)§ =i, = xa
olup dolayisiyla @ = Byé olur. B,y, 6 nin tekligini ispatlayalm. Varsayalim ki a =
B'y'6've B',y', 8" gerekli kosullar1 saglasin. ker(B') < ker(B'y'S8") = ker (a) olur
ve rank(B') = rank(a) oldugundan ker(B’) = ker(a) = ker (B8) olur bundan
dolay1 B = B olur. Ayrica, im(a) = im(B'y'8") € im(5") olur.

oy (lim(a)], n € im(a)

lim(691= {Iim(oc)l + 1, n ¢ im(a)
oldugundan

o _ (im(a), n € im(a)

m(8") = {im(a') U {n}, n¢ im(a)

olur, dolaystyla 6’ = by = 8. Ayrica, t € X, ve x € K, igin
i, =xa=x(By8)=x(By' s = (ty")s = Ly’

olup, y'|x = m =y|x_oldugundany’ =y olur. Boylelikle ispat tamamlanr.

Bu lemmanimn sonucu olarak T,\S,, = A,¢,_, B, olur ve bu yarigrup AUS U B

kiimesi tarafindan tiretilir. Bundan dolay1
$:(AUSUB)T > T\S:{ SiP 5
b; » b;

- C_lij

olacak gekilde bir epimorfizm tanimlanabilir. w € (A U S U B)™ olmak tizere w = w¢

olsun.
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( an—l,naijsr )

an—l,nai—l,jsr'

an—l,nai+1,jsr'

an—l,naij )

a
a

n—1,naijsr'

s.a a

ij =
n-1,n

a

ij—1

n-1,n@

i,j—1’
an—l,nai,j+1'

an—l,naijsr—l ’
\S

T’
(SA1-SA9)

( an—l,nan—z,n—lsrbi ,
Sy

an— 1,nan—2,n—1bi—1 )
S

T

i°r T
an—l,nan—z,n—lbi+1 ,

an—l,nan—z,n—15i+1'

a a

n—-1n"*n-2n-1

\ an—l,nain—z,n—lsr— 1bi ,

(BS1-BS8)

(BA1-BA6)

an—l,nbn—l = bn—l (BAY)

r<i—2 ve j<n
r=i—1wve j<n
r=i<j—1wvej<n
r=i=j-1
i<r<j—lwvej<n
i<r<j—1lvej<n

i<r=j—-1
r=j
j<r
j=n

r<i—2ve i<n-—1
r<i—2ve i=n-1
r<i—1lve i<n-1
r=i—1ve i=n-1
r=i

r=i=n-—3
r=i=n-—2

i<r
r<i
r=i <j-—-1
r=i=j—1
i<r<j
r=j
j<r

bagmtilar1 tanimlansmm. (AU S UB)* lizerindeki (A1-A5),(S1-S4),(B1-B2),(SAl-
SA9),(BS1-BS8) ve (BA1-BAT7) iliskileri ile tiretilmis kongriianst “~” ile gosterelim.

Lemma 4.3.2. ~ € ker¢ olur (East, 2010).
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Ispat. (A1-A5),(S1-S4),(B1-B2),(SA1-SA9),(BS1-BS8) ve (BA1-BA7) iliskiler
T, \S,, de saglandigindan dolay1 ~ € ker¢ olur.

Lemma 4.3.3. Egerw € (AU SUB)*ise 3w, € (AU S)* ve w, € B* i¢in w~w,w,
olur (East, 2010).

Ispat. Eger w € (AUS)™ ise sonug aciktir. Ayrica, (BS1-BS8) ve (BA1-BAG)
baglantilar1 kullanarak B kiimesine ait elemanlar kelimenin en saginda olacak sekilde
tekrardan diizenlenebilir (veya bu durumda kelimenin igerinde B kiimesine ait eleman
olmayabilir). Boylece dyle w,’ € (AU S)* ve w, € B* vardir ki w~w,'w, olur. Eger
w; # ¢ sonug aciktir. Eger w; = ¢ ise (B2) ve (BA7) deki bagmntilar1 kullanilirsa

w~w,~b,_w,~a b,_sw,~a

n—1nbn— w, olur, bu durumdaw; = a,_,, olup ispat

n-1in

tamamlanir.

Lemma4.3.4. Egerw € (AU S)* ise oyle w; € A* vew, € S}, vardir ki w~w,w,
olur (East, 2010).

Ispat. Eger w € A" ise (A1) den dolayr w~wa,,_, ,, olur, bu durumda w;, = w ve

W, =a,_;, almr. Diger durumda ise (SA1 —SA9) bagmtilan kullanilirsa S
kiimesine ait elemanlar kelimenin en saginda olacak sekilde tekrardan diizenlenebilir
(veya bu durumdakelimenin ig¢erinde S kiimesine ait eleman olmayabilir). Bu durumda
Jw; € A* ve w, € S* vardir ve w~w;w, olur. Ayrica (A1) ve (S1) bagmtilar
kullanilirsa wiw, ~w;a a,_,,W, olur, bu durumda w; = wja ve w, =

n-1,n n-1,n

!
A1 nW, alimir.

Lemma 4.3.3 ve Lemma 4.3.4 iin bir sonucunu yazalim.

Sonuc¢ 4.3.1. Eger w € (AU S U B)" ise dylew, € A*,w, € S,"_, ve w; € B* vardir

ve w~w,w,w;, olur (East, 2010).

N, ve Ny sirasiyla A ve B kiimeleri {izerindeki tiim normal kelimelerin kiimesini

gostermektedir. 0<k<n—1 icin N ={weN,|ew) =k} ve N9 =
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{w € Ng|#(w) =k} olarak tammlansm, ayrica Njﬂ =N, \ Njo) olsun. Lemma

4.2.1.7, Lemma 4.2.2.4 ve Sonug 4.3.1 in bir sonucunu yazalim.

Sonug 4.3.2. Eger w € (AU S U B)* dyle w, € Nﬁ),w2 € S5, ve w; € Ny vardrr
Ki w~w,w,w; olur (East, 2010).

1<sisn—-1in @ =a;,0;, 1-.0;;41 € N;n_i) kelimesini tanimlayalm. Bu
durumda, @, € 4, ve

xcf—{x' 1<x<i
L, i+1<x<n

olur.

Lemma4.3.5. 1 < k <n — 1olmak iizere w € Njk) iIse w~wa,,_, olur (East, 2010).
Ispat. Lemma 4.2.1.8 den im(w) = {1,...,n — k} olur, ayrica @,_, déniisiimiiniin
tanim kiimesi {1, ..., n — k} kiimesine kisitlanirsa bu kiime tizerinde birim doniisim

olur. Boylece wa,,_, = w olup w~wa,,_, olur.

Lemma 4.3.6. Eger 1 <i<n—1 ve w € S;' ise 0 zaman a;wa;~a;w olur (East,
2010).

Ispat: ilk olarak, eger 1 <r <i—1ise

O;Sy; = XSy Qi Qi nq - iy

~AS Ay g e Qg (SA9 bagntisindan)
{ai(an_ljnai'n_l) (@10 141)Spr (SA1'den) eger,r <i—2
ai(an—l,nai—l,n—l) (an—l,nai—l,i+1)sr' (SA2'den) egerr=i-1
{aial-’n_1 e Q1415 (A1 bagintisindan)
A qp_q o Qi 115 (A1 bagintisindan)

olur, her iki durumda @;,_; ...Q; ;41 V& @;_q 51 - @;_q ;44 dOniisiimlerinin tanim
kimeleri {1, ...,i} = im(@;) kimesine kisitlanirsa birim doniisim oldugundan

a;s;a;~a;s, olur. Diger durumdaise yanir = iise, a;a,_,a;~a;a,_, , olur. Boylece
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£(w) = 1 ise a;wa;~a;w oldugu gosterildi. Eger £(w) > 2 ise 0 zaman 3w,,w, €
S vardir ki w = w,w, olup, £(w,) ve £(w,) degerleri £(w) dan daha kiigiiktiir. w,
ve w, ye tiimevarim hipotezi uygulanirsa,

A WA = QW W, O~ W AW, O~ W, W~ W W, = QW

esitligi elde edilir, boylece ispat tamamlanir.

Lemma4.3.7.1 <i < n-—2i¢n a;b;,, ~a; olur (East, 2010).

Ispat. T lizerinden tiimevarimla her 1<r<n-—-i-1 i¢in
A @ip_q o Ay~ Ay Qi - Qi by Oldugunu  gosterelim. Eger =1 ise
@y 1 0y oy, dOniisimiiniin tanim kiimesi {1, ...,n — 2} = im(@;,a;,,_,) kiimesine

kisitlanirsa birim doniisiim olur, boylece

AinQin-1~Ain4q;

in-1a
b

n-1na

(BS5 ve BS7 bagintilarindan)

n-2n-1

~ain ai,n—lan—l,nan— 2,n-1n-1

Nainai,n—lbn—l
olur. Eger2 <r<n-—i—1ise,
Qi@ g o Qi p~ A Qi e Ay 1Py y1 @i (tlimevarmm hipotezinden)
L T PN PRI Sy, SR M- (BA6 bagmtisindan)

~Ap Qi e Q1 Ay Dy (A1 bagintisindan)

olur. Sonug olarak, r = n —i — 1 alnwrsa «a;b;,,~a; olur.

Lemma 4.3.8. Eger 1<i<n—-2vel<r<i+1iseav

2010).

riv1~a;b, olur (East,

Ispat. Ispati i¢in r {izerinden (tersine) tiimevarm ile yapahm. Eger r =i + 1 ise 0
zaman,; (A1) den dolay1

a;Vyiv1 = ;a4

iAdp—1n~ @

i
olur ve Lemma 4.3.7° den dolay1 bu durumda a;v,.; ., ~a;b, olur. Eger 1 < r < i ise,

aian—l,nan— 2n—-1 Nai
olur. Ayrica,

AVrit1 = AiVry1i+15r (tanimdan)
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~a;b, .S, (timevarim hipotezinden)
_ { AQp_ 17y p-1by, r < n— 2 ise (BS3 bagintisindan)
AiSp_y r =n — 2 ise (BS4 bagimitisindan)

olur. Boylece, r <n — 2is€ a;v,;, 1 ~a;0y 1,0y 5, _1b, ~a;b, oOlur. Eger r =n —
2 ise,
AiSpn—2~Ai0n_1nAn_2n-15n-2 Ganﬂndaﬂ)
~a;a a b, _, (BS5) ve (BS6) bagmtilarindan

n—-1L,n"*n-2n-1

~a;b,_, (tanimdan)
olur, boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma4.39.Eger2 <k <n-1,w, € Njk) vew, €S}, ., ise 0 zaman dyle w, €

St wvardirki 1 < r < n—k + 1 olmak tizere w,w, ~w,w, b,. olur (East, 2010).

Ispat. 1 <r <n — k + 1 olmak {izere Lemma 4.2.3.1 den dolay1 8yle bir w, € S,7_,
vardir ki w,~w,v,.,, .., olur. Boylece,
WiWy ~WyWo Uy g1 ~Wy By Wo Uy yq (LEMMA 4.3.5 ten)
~Wy Ay Wl x Ve ryq (LEMMa 4.3.6 dan)
~W, &y, WoQp_ b, (Lemma 4.3.8 den)
~w, &,,_ Wyb,  (Lemma 4.3.6 dan)
~w,w,b,  (Lemma 4.3.5 ten)

olup ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.3.3. Eger 1<k<n-—-1,w, € Njk’) ve w, € S;7_, ise 0 zaman 6yle w, €
Syt vardirkil < r .1, <n— 1olmak tizere w,w, ~w, w, b, ..b,

2010).

) olur (East,

Ispat. Eger k = 1 ise sonug aciktir, varsayalm ki 2 <k <n—1olsun. 1 <i<j <

nigin w; € N /Ek_l) olmak lizere w; = a;;w; olur. Tiimevarim hipotezinden en az bir

" + . . ! ! n
Wy € Sy_j4q vardrkil <7, ..., 7 <n — 1olmak tzere w;w, ~wiw,'b,. ... b,

olur. Boylece,

— ! ~ 1o _ "
WiW, = Q;WiW,~a;Wiw,'b, ...b, =w,w,'b. ..b.
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olur. Lemma 4.3.9 un w,w,’ elemanina uygulanmasiyla ispat tamamlanur.

Lemma 2.2.2.4, Sonug 4.3.1 ve Sonug 4.3.3 ifadelerinin bir sonucunu yazalim.

Sonuc¢ 4.3.4. Egerw € (AUB US)™" ise 0 zaman 1 < k < n — 1 olmak iizere dyle

w, € Njk), w, €SY_ ., w; € Ny vardir ki w~w, w,w, olur (East, 2010).

1<i<n-1i¢n ;=bb;,,..b,_; E ngn_ Y olarak tanimlayalim. Bu durumda

p; € B, olup,

1<x<i-1
i<x<n

- X
xXp; = {n:

olur.

Lemma 4.3.10. Eger1<k<n-—-1vewE€ Nék) ise 0 zaman w~f,_,w olur (East,
2010).

Ispat. Tanimdan §8,_, € N ék) olur, bdylece ker(f,_;) = ker (w) olur. Budurumda,
W elemant ile §,_, eleamani T, de R baglantili olur. f,_, idempotent eleman
oldugundan 3,,_, eleman1 8,_, elemanmi iceren Green R-denklik smifinin sol birimi

olur. Béylece w~pf,_,w olur.
Lemma 4.3.11. Eger 1 < k < n —1ise 0 zaman B;~«;B; (East, 2010).

Ispat: i iizerinden (tersine) tiimevarmla ispat1 yapalim. i = n — 1 ise, (BA7) bagmtisi
kullanilirsa

IBn—l = bn—1~an—1,nbn—1 = an—lﬁn—l

olur. 1 < i <n—2 olsun, bu durumda
Bi = b;Bi+1
~b;a;,,P;+, (timevarim hipotezinden)
=b; Ay 10 Qir1n—1 - Vir1i+2Bit1

N(an—l,nai,n—l)(an—l,nai,n—Z) (an—lai,i+1)biﬁi+1 (BAl baglnusmdan)
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~Ay gy Qi1 Qi g e Qi1 DBy g (A1 bagmntisindan)
~Ap Q1 Aipg o Ay 1D Bisq (A2 bagmtisindan)
= a;B;

olup ispat tamamlanir.

Tanmmlar kullanilarak asagidaki 3 adet lemmay1 yazabiliriz.
Lemma4.3.12.1 <i<j<n-—1ise a;a;~a;olur (East, 2010).
Lemma4.3.13.1 <i<n-—2ise a;~a;,,a; ., olur (East, 2010).
Lemma4.3.14.1 <i <n-—1ise g;~b" " olur (East, 2010).

Lemma 4.3.7 ve Lemma 4.3.14 iin bir sonucu olarak asagidaki lemmay1 yazabiliriz.

Lemma4.3.15.1 < i <n-— 2ise a;~a;f;,, olur (East, 2010).

Lemma4.3.16. Eger0 <k <n—1,w € NS ve 1 < i < n — k ise bu durumda dyle

w' € NV vardirki B;w~w’ olur (East, 2010).

ispat. ,[?i doniisiimiiniin tanmm kiimesi {1, ...,i — 1} kiimesine kisitlanirsa birim

déniisiim olur, bundan dolay1 eger 1 < x < i —1ise x5,w = xW veeger i <x <n

.....

birebirdir. Boylece rank(8;w) = i olup Lemma 4.2.2.2 den dolay1 dyle w’ € Nén_i)

vardir ki S;w~w’ olur.
Lemma 4.3.17. 2<i<n-—1 olmak tizere w, €S,_, Ve w, € Nf) olsun. Bu

durumda j € {i,i +1} olmak flizere dyle w; €S, ve w, ENS) vardir ki

w,w, ~w,w; olur (East, 2010).
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Ispat. Lemma 4.2.1.7 ve Lemma 4.3.4 ten dolay1 dyle w; € S, ve w, € Nflﬂ vardir
Ki w,w,~w,w; olur, bundan dolay1 j = ¢(w,) € {i,i + 1} oldugunu goéstermek
yeterlidir. Ayrica,

rank(w,) — 1 (nw,)w, !

) =
rank(w,w,) rank(w,) diger yerlerde

olur. im(w,) = {1, ...,n — i} oldugundan Lemma 4.2.1.8 den dolay1 rank(w,w,) ya
n—iyadan—i—1olur. Yine, Lemma 4.2.1.8 den dolay1 im(w,) = {1, ...,n — j}
olur, ayrica w; € £,_, olup w; déniisiimiiniin tanim kiimesi n” 2 {1,...,n —j}
kiimesine kisitlandiginda birebir dontisim oldugundan dolay1 rank(w,w;) =
rank(w,) = n —j olur. wyw, ~w,w; oldugundann —j=n—iyadan—j =n—

i — 1 olur. Boylelikle ispat tamamlanir.

Lemma 4.3.18. i < j olmak iizere w, € Nf) ve w, € Nf) olsun, bu durumda k > j

olmak iizere dyle w; € Njk) vardir ki w,w, ~w, olur (East, 2010).

Ispat. Lemma 4.2.1.7° den dyle w, € Nﬁﬂ vardr ki w; w,~w; olur. Bundan dolay1
k = l(w;) = j oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.2.1.8 den dolay1
{1,..,n—k} =im(w;) = im(w,w,) € im(w,) ={1,..n—j}

olur, boylece n — k < n — j olur, sonug olarak k > j olur.
Lemma 4.3.18 in bir benzerini ifade edelim.

Lemma 4.3.19. 0 <k <n—1 olmak iizere w, € B* ve w, € NS° olsun, bu

durumdal > k olmak iizere dyle w; € Nél) vardir ki w,w, ~w; olur (East, 2010).

Lemma 4.3.20. w € (AU SUB)*olsun. Budurumdal<k<n-1vele€ {k,k —
[} olmak {iizere Oyle w, € N;k),w2 €S vew;E Nél) vardir ki w~w; w,w; olur.
Ustelik, rank(w) = n — k olur ve | = k olmas: i¢in gerek ve yeter kosul n € im(w)

olmasidir (East, 2010).
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Ispat. Sonug4.3.4tenenaz bir 1 <p <n — ligin dyle u, € ij),uz €S, _,Veu;E€
Ny vardir ki w~u,u,u, olur. ¢ = £(u,) olsun. Ilk olarak,

(Dyelx,x—1}

((Dx+y>p+q
kosullarindan en az birisini saglayan x ve y sayilar i¢in dyle v; € N jx) v, €S . ve
vy € Néy ) vardir ki w~v,; v, V; oldugunu ispatlayalim.

Eger g € {p,p — 1} ise bu durumda (i) kosulu saglanir (x =p vey = q).
q <p —1ise, budurumda
W~U U, U,
~Uy @, Uy Us (Lemma 4.3.5 ten)

~uUa u

10 _p U,y Us (Lemma 4.3.6 dan)

~MU Ay, U Ay By Uz (LEMMa 4.3.15 ten)

~Uy @y Uy L,y 1ty (Lemma 4.3.16 dan, en az bir uy € N~ igin)

~u,u,us (Lemma 4.3.5 ve Lemma 4.3.6 dan)
olup (i) kosulu saglanir. Eger q > p ise, bu durumda
WU UL U
~MU Ay Uy By, By Uy (Lemma 4.3.5, Lemma 4.3.6 ve Lemma 4.3.10 dan)
~MU Ay Up Ay Uy By U (Lemma 4.3.11 den)
~MU Ay Up Wy By Uz (LeMma 4.3.12 den)
~U UL, Us (Lemma 4.3.5 ve Lemma 4.3.10 dan)
Lemma 4.3.17 den,
~U;uusuUzy enazbiru, €S,F_, veu, € N/ED
JE{gq+1}
Lemma 4.3.18 den,

~ujuyu
1 3{1{ > j icin en az bir u} € Njk)

{ Sonuc¢ 4.3.3 ten

enazbiruy, €S} ,vel<n,.,rn_,<n—-1

L { Lemma 4.3.20 den,

! n
~UWjuy by by Us

~uuyu
1727311 = qigin enaz biruj € Ng)
olup k +1 > p + q oldugundan (ii) saglanur.
p Ve q sayilarinin sonlu sayilar olmasindan dolay1 yukaridaki argiiman yeterli

sayida (sonlu olmak tizere) tekrarda uygulanirsa bu durumda 1 <k <n—-1vel €
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{k, k — 1} olmak tizere dyle w, € Njk), w, €Sy vews; EN él) vardir ki w~w, w, w,
ifadesi elde edilir.

Ayrica, bu durumda X, (w,w,) = {1,..n —k} w, = {1,..n —k} olur. w; €
Ng) ve | < k oldugundan w; doniisiimiiniin tanim kiimesi {1,...n — k} kiimesine
kisitlanmasiyla elde edilen doniisiim birebir olur bundan dolay1r rank(w) =n — k
olur. w, donigiiminin ¢ekirdek smiflann {1},..,{n —1—1},{n — 1, ...,n} olur,
boylece n = (n—1)w; € im(w) olmast icin gerek ve yeter kosul n—1[€

im(w,w,) = {1, ...,n — k} olmasidir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.1. T, \ S,, yangrubunun takdimi,
< AUS UBJ|(A1 —A45), (51 —S4), (B1 — B2),(SA1 — SA9),
(BS1— BS8),(BA1,BA7)>
olur (East, 2010).

Ispat. Lemma 4.3.2 den ~ € ker¢ oldugu bilindiginden dolay1 ker¢p S ~ oldugunu

gostermek yeterlidir. (u,v) € ker¢ olsun, bu durumda bir k sayis1 i¢in k =

rank(@) = rank(v) olur. Ayrca, Lemma 4.3.20 denl € {k, k — 1} olmak tizere dyle

u,,v, € Nﬁk),uz,v2 €S} veusv; € Ng) vardir ki u~u,u,u; ve v~v,v,v, olur.

Lemma 4.3.1 den u, = ¥;,u, =V, Ve u; =1, olur. Boylece, Teorem 4.2.1.1,

Teorem 4.2.2.1 ve Teorem 4.2.3.1 denu,; = v;, u,~,v, V€ u; = v, olur. Sonug olarak
U~NU U U3 = U U, U3~V Uy U~

olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.1 de verilen takdim T,, \ S,, minimal doguray kiimesiyle baglantil
olacak sekildeki bir takdim degildir (East, 2010). Simdi n = 3 i¢in yani T\ S;

yarigrubunun minimal doguray kiimesi ile baglantili olacak sekilde takdimini verelim.

Onerme 4.3.1. A={a,b,c}, R, ={a®? = a,b®> =b,c? =c} , R, = {aba = bab =
cba = ba}, R; = {aca = bac = cac = ac}, R, = {acb = bcb = cbc = cb}, R =

{abcabca = a,bcabcab = b,= cabcabc =c} ve R=R,UR,UR;UR,UR;
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olsun. Bu durumda, (A|R) ifadesi T, \ S, yarigrubunun minimal doguray kiimesi ile

baglantili olacak sekilde bir takdimidir.

Ispat. a = (;;g), f = (ig 3), y = (igg olsun. Bu durumda < a, B,y >= T, \ S;
olur, ayrica rank(T; \ S; ) = 3 oldugundan { a,f,y } kiimesi T; \ S; yarigrubunun
minimal doguray kiimesidir. A = {a,b,c} ve f: A — T, \ S; fonksiyonunu af = «a,
bf = B ve cf =y olarak tanimlayalm, bdylece f:A* — T, \ S; homomorfizm
genislemesi mevcut olur, ayrica f ortendir. R, = {a® = a,b®> =b,c* =c} , R, =
{aba = bab = cha = ba}, R; ={aca = bac =cac =ac}, R, ={achb = bcb =

cbc = cb}, Ry ={abcabca = a,bcabcab = b,= cabcabc =c} ve R =R, UR, U

R; UR, UR, olsun. a?f = (;;2 = af olur, benzer sekilde R kiimesindeki tiim

bagmtilarm Tj \ S; yarigrubunda saglandigi kolayca gosterilir. Yani bu durumda
(A|R) den T;\ S; yarigrubuna oOrten homomorfizm vardir, eger bu Orten
homomorfizmin birebir oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Ayrica,
W ={a,b,c,ab,ac,ba,bc,ca,ch,abc, bca,cab,abca, bcab, cabc,abcab,
bcabc, cabca,abcabc, bcabca, cabcab}

olarak tanimlayalm. A™ iizerinde R kiimesindeki bagmtilar kullanilarak yazilabilecek
en fazla 6 harfli kelimelerin tamam W kiimesindeki bir kelimeye denktir. Yani w €
A* vel < l(w) < 6ise Oyle bir w € W vardir ve w = w ifadesi R nin bir sonucudur,
diger bir ifadeyle wR* = WR* olur. Ayrica Wa € W, Wb S W ve Wc € W olur,
bundan dolay1 w € A* dyle bir w € W vardir ve w = w ifadesi R nin bir sonucudur.

[W| = 21=|T; \ S5 | oldugundan dolay1 ispat tamamlanir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tez caligmasinda yarigrup takdimleri ile ilgili tanim teoremler verilmis olup,

T, \ S,, yarigrubunun bir takdimi incelenmistir, ayrica T; \ S5 yarigrubunun minimal

doguray kiimesi ile baglantil olacak sekilde bir takdimi sunulmustur.

5.2. Oneriler

Bu tez calismasinda sunulmus olan yani T \ S5 yarigrubunun minimal doguray
kiimesi ile baglantili olacak sekildeki takdimi genellestirilirse yani n € Z* i¢in T, \
S, yarigrubunun minimal doguray kiimesi ile baglantih olacak sekilde bir takdimi

bulunursa, bir agik problem ¢6ziilmiis olacaktir.
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