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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KOMPLEKS MANIiFOLDLARIN REEL HIPERYUZEYLERIi

Ozlem DENiZ

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Do¢. Dr. Mehmet GULBAHAR
Yil: 2020, Sayfa: 87

Bes boliimden olusan bu tezin birinci béliimii giris kismina ayrilmustir. kinci béliimde éncelikle tezin diger
bolimlerinde kullanilan bazi temel kavramlar, tanimlar ve teoremler ifade edilerek topolojik manifoldlar,
Riemann manifoldlar1 ve Riemann altmanifoldlari ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde
oncelikle hemen hemen kompleks manifoldlarin tanimlanmasinda kullanilacak cebirsel kavramlar ile
holomorfik fonksiyonlar verildikten sonra kompleks ve hemen hemen kompleks manifoldlar, Hermityen
manifoldlar ve Kaehler manifoldlar kavramlar1 ve temel 6zellikleri sunulmustur. Daha sonra kontak
manifoldlarin temel tanim, teorem ve bazi 6rneklerine yer verilmistir. Dordiincii boliimde oncelikle
kompleks manifoldlarin reel hiperyiizeyleri incelenmis ve kompleks uzay formlar iizerinde tanimlanan
hemen hemen kontak yapilardan kaynaklanan bazi temel esitliklere yer verilmistir. Daha sonra n—umbilik
reel hiperyiizeylerin egrilik tensorleri incelenip bazi sonuglar elde edilmistir. Besinci boliimde ise dordiincii
boliimde yapilan ¢aligmalarla ilgili sonug ve dneriler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Hiperyiizey, kompleks manifold, egrilik.
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The first chapter of this thesis which consist of five chapters is devoted to the introduction. In the second
chapter, some basic concepts, definitions and theorems used in the other chapters of the thesis are expressed
and general informations about topological manifolds, Riemannian manifolds and Riemann submanifolds
are given. In the third chapter, after giving algebraic concepts and holomorphic functions which are utilized
in the definition of almost complex manifolds, the notions of complex and almost complex manifolds,
Hermitian manifolds and Kaehler manifolds and their main properties are presented. Then, basic definitions,
theorems and some examples of contact manifolds are given. In the fourth chapter, firstly, real hypersurfaces
of complex manifolds are examined and some basic equations arising from almost contact structures defined
on complex space forms are given. Later, curvature tensors of n-umbilic real hypersurfaces are investigated
and some results are obtained. In fifth chapter, the results and suggestions related studies in the fourth
chapter are given.

KEYWORDS: Hypersurface, complex manifold, curvature.
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Calismalarimiz boyunca desteklerini esirgemeyen hocam Dog. Dr. Mehmet GULBAHAR’a ve bana
her kosulda ve her durumda destek olan ¢ok degerli aile bireylerime tesekkiir ederim.
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1. GIRiS Ozlem DENiZ

1. GIRIS

B. Riemann’a gore iginde yasadigimiz uzaym nasil bir matematiksel model
oldugunu bilmemizin yolu yoktur. Bu uzay, boyutu 3 den daha biiyiik olan bir Oklidyen
uzay, bir kiire, bir hiperbolik uzay veya bilmedigimiz bir uzay modeli olabilir. B.
Riemann’in bu fikiri matematik ve fizik alanlarinda bir ¢igir agmis olup bu fikir olgunlasip
meyvelerini vermeye baslayinca A. Einstein, B. Riemann hakkinda su sozleri ifade

etmistir.

’Sadece Riemann’in yanliz ve anlagilmaz dehasi, son yiizyilin ortalarinda, uzayin
eski katiligindan kurtarilip fiziksel uzaylarda rol oynama yetisinin olanakli goriildiigii
yeni bir uzayin tasarimima dogru giden yolu bulmustur. Riemann’in c¢aligmalarindan

haberim olmasaydi gorelilik kuramini hi¢bir zaman gelistiremeyecektim.’

B. Riemann, yaptig1 ¢alismalar ile geometriye yeni bir bakis acis1 kazandirarak
Riemann manifoldlarinin temelini atmistir. Diferensiyellenebilir bir manifold {izerinde
pozitif tanimli, simetrik, bi-lineer bir doniisiim tanimlanabiliyorsa bu tiir manifoldlara
Riemann manifoldu adi verilir. Riemann manifoldlar1 ve Riemann geometrisi halen

geometriciler ve fizikgiler tarafindan ¢ok yaygin olarak ¢alisilmaktadir.

Kompleks manifoldlara ait ¢caligmalar, 1930 lu yillarda J. A.Schouten ve D.Van
Dantzng’in Riemann metrigi ve afin konneksiyona sahip manifoldlarin diferensiyel
geometrideki sonucglar1 bu uzaylara tagimalariyla baglar (Schouten ve Dantzig, 1930),
(Schouten ve Dantzig, 1931). 1933 yilinda E. Kaehler (Kaehler, 1933), kompleks bir
atlas yapisina sahip bir Riemann manifoldu iizerinde taniml1 Levi-Civita konneksiyonun
ozelliklerini inceleyerek bugiin Kaehler manifoldlar adi verilen kompleks manifoldlarin
bilinen bir 6rnek disinda hemen hemen her 6rnegini iceren manifoldlar1 tanimlamstir.
A.Weil, 1947 yilinda yayinlanan ¢alismasinda bu konuya farkli bir noktadan yaklagmustir.
A. Weil (Weil, 1947) kompleks manifoldda karesi eksi birime esit olan (1,1) mertebeli
tensoriin varligini ortaya koymustur. C.Ehresman (Ehresman, 1950) bu tensorii kullanarak
c¢ift boyutlu diferensiyellenebilir manifold olan hemen hemen kompleks manifoldlar
tanimladi. Boylece bir kompleks manifoldun hemen hemen kompleks manifold oldugu

fakat bunun tersinin dogru olmadigini gosterdi.

Kompleks manifoldlarin ve altmanifoldlarinin diferensiyel geometrisi birgok
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matematikci tarafindan halen incelenmektedir. Bu tez ¢alismasinda ise sabit holomorfik
kesit egrilikli kompleks manifoldlar olan kompleks uzay formlarin reel hiperytizeyleri
incelenmis, bu tip hiperyiizeyler lizerinde kompleks uzay formun hemen hemen kompleks
yapisindan indirgenerek elde edilen hemen hemen kontakt yapininin sagladigi bazi
temel esitliklere yer verilmistir. Ayrica n-umbilik reel hiperyiizeyler incelenmis olup bu

ylizeylerin Riemann egrilik invaryantlar1 hesaplanarak bazi sonuglar elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER Ozlem DENiZ

2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliim iki kisim olarak diizenlenmistir. Birinci kisimda manifoldlar ve
manifoldlar iizerinde temel yapilar, ikinci kisimda Riemann manifoldlari, Riemann

konneksiyonu, egrilik kavrami ve altmanifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

2.1. Topolojik Manifoldlar

Tamim 2.1 M bir Hausdorff uzayr olmak tizere M nin her p noktasi ihtiva eden her bir
acik alt kiimesi E™ uzayina veya E™ in bir agik altkiimesine homeomorf ise M uzayina

bir topolojik manifold adi verilir (Sahin, 2012).

Tanim 2.2 C* (M,R) kiimesi M topolojik manifoldu iizerinde tanimlanabilen tiim
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu durumda her f, fo € C* (M,R)

ve c1,co € Ricin

(i) Xy (crfi + cafa) = anXp (f1) + X (f2)

(i) Xp(fifo) = X, (f1) fo+ [1Xp (fo)

sartlarint saglayan X, : C* (M,R) — R doniisiimiine M manifoldunun p noktasindaki
tanjant vektorii denir. p € M noktasimin iizerinde tamimlanabilecek tiim tanjant
vektorlerin kiimesine p noktasimin tanjant uzay: adi verilir ve bu uzay T,,M ile gosterilir.
Tanjant uzay bir vektor uzayr yapisina sahiptir. Tanjant uzayin boyutu manifoldun

boyutuna egittir (Sahin, 2012).

M bir topolojik manifold olsun. M nin herbir p € M noktasina bir tanjant
vektor karsilik getiren X diferensiyellenebilir doniisiimiine bir vektor alan1 denir. Yani

M manifoldu lizerinde bir vektor alam1 Vp € M igin
X:M—= UTM
peEM

diferensiyellenebilir doniigiimdiir. Vektor alanlarmm kiimesi x (M) ile gosterilir

(Matsushima, 1972).
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Tamm 2.3 M bir topolojik manifold ve M nin bir atlast S = {(Vo,Wy)},c4 olsun.
Wa N Wz # @ olmak iizere,

Psa = \Ifglo\Ila (2.1)
¢aﬂ = \I’;IO\DB

Vo, B € Aya karsilik gelen ¢o5 ve ¢p. fonksiyonlart C* sinifindan diferensiyellenebilir
iseler S atlasina O sinifindan diferensiyellenebilir bir yap denir (Sahin, 2012).

Tamm 2.4 M topolojik manifoldu iizerinde C* sinifindan bir diferensiyellenebilir bir
yapt tamimlanabilirse M manifolduna C* simfindan diferensiyellenebilir bir manifold

denir (Hacisalihoglu, 1982).

Tamm 2.5 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. VXY, T € x (M) ve
feC>®(M,R) igin
(i) Vy 1 X = Vy X +VrX
() Vo (fX) =T())X + fVrX
sartlarim saglayan NV : x (M) x x (M) — x (M) déniisiimiine afin veya lineer

konneksiyon adi verilir. V xY vektor alanina Y vektor alaninin X vektor alani boyunca

kovaryant tiirevi adi verilir (Sahin, 2012).

Tamm 2.6 V vektor uzayt iizerinde |, | : V x V' — V déniisiimii

i) bilineer,
ii) alterne,
iii)) VX, Y, T € V igin
(X, Y T+ [V [T XN+ [T (X, Y] = 0 (2.2)

4
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ozellikleri saglantyorsa [,| doniisiimiine, V iizerinde Lie parantez operatorii adi verilir

(O°Neill, 1983).

Diferensiyellenebilir bir manifold tizerinde Lie parantez operatorii sdyle tanimlanir.

M diferensiyellenebilir bir manifold, M nin bir ag1g1 U olmak iizere,
Vf,g € C®(W,R) igin
(X, Y] =VxY —VyX (2.3)

dir ( Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.7 V birvektor uzayrve W da V' nin bir alt uzayi olsun.¥V z,y € Viciny—x € W
ise x elemanina moduloW ya gore y elemanina kongruenttir denir ve x = y (modW) ile

gosterilir (Hacisalihoglu, 1974).

Teorem 2.8 V' vektor uzay: iizerinde

i) x =y (modW) bagintisi V' de bir denklik bagintisidur.

i) x1,y1,T2,Y2 € Vigin x1 = y1 (modW) ve xo = yo (modW) ise
T, + X9 = Y1 + y2 (modW) dur:

iii) x =y (modW) iseVc € F igin cx = cy (modW') dur.

ozellikleri saglanir (Hacisalihoglu, 1974).

Tamim 2.9 V' bir vektor uzayr ve W da V' nin bir alt uzayr olmak tizere, Vx,y € V igin
x = y(modW) bagintisina gére V' nin biitiin denklik simiflarimin kiimesine V- nin W
iizerindeki boliim uzayr denir ve V! = V//W ile gosterilir. Aynt zamanda w : V. — V'

lineer doniistimiine ise gergel izdiisiim denir (Hacisalihoglu, 1974).

Tamim 2.10 F bir cisim ve n > 1 olmak sartiyla F""', F cismi iizerinde bir vektor uzay
olsun. ¥i € {0,...,n} igin x;,y; € F vex = (9,21, ..., ) € F" ve
v = (Yo,¥1,-Yn) € F" olmak iizere F™1 \ {0} iizerinde «~ bagintist soyle

tammlansin.



2. KURAMSAL TEMELLER Ozlem DENiZ

x « y olmast icin gerek yeter kosul
rT=\y
olacak sekilde bir \ € F — {0} vardwr:

Burada tamimlanan —~ bagintist bir denklik bagintisidir: F™"* — {0} / « béliim

kiimesine n-boyutlu projektif denir ve bu uzay P™ (F) ile gosterilir ( Do Carmo, 1992).

Tamim 2.11 M, n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere

D M— |JT,M
peEM
p— D, CT,M, boy(D,)=r<n

ile tanmimlanan doniistime r-boyutlu bir distribiisyon denir (Sahin, 2012).

Ornek 2.12 Bir M manifoldu iizerindeki her vektor alani 1—boyutlu bir distribiisyondur
(Sahin, 2012).

Ornek 2.13 Bir M manifoldu iizerinde tanimli vektor demetinin her alt vektor demeti bir

distribiisyon tammlar (Sahin, 2012).

Tamim 2.14 D, M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde r—boyutlu bir distribiisyon

olsun. Bu distribiisyona ait her X, Y vektorleri igin
(X,Y] eIl (D)

esitligi saglaniyorsa D distribiisyonuna involutive dir denir (Sahin, 2012).

Tanim 2.15 M diferensiyellenebilir bir manifold ve bu manifold iizerinde r—boyutlu bir
distribiisyon D olsun. M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere, Vp € M i¢in M
manifoldunun tanjant uzayi ile D, ayni ise M ye D distribiisyonunun integral manifoldu
denir. Baska bir deyisle

f:M— M

bir immmersiyon olmak iizere M, D distribiisyonunun integral manifoldu ise ¥p € M

icin
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esitligi saglamir. Eger D distribiisyonunun M altmanifoldunu ihtiva eden bagka bir
integral manifoldu mevcut degilse bu manifolda D distribiisyonunun maksimal integral

manifoldu denir (Sahin, 2012).

Ornek 2.16 Bir vektor alammin integral egrisi 1—boyutlu distribiisyon olan vektor

alanimin integral manifoldudur (Sahin, 2012).

Tanim 2.17 M, M diferensiyellenebilir bir manifoldunun bir alt manifoldu olsun. M nin
her p noktasini ihtiva eden bir maksimal integral manifoldu mevcutsa bu distribiisyona

integrallenebilirdir denir (Sahin, 2012).

Teorem 2.18 (Frobenius Teoremi) M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M
tizerinde r—boyutlu bir distribiisyon olsun. Bu durumda her involutive distribiisyon
integrallenebilirdir. Ustelik D distribiisyonunun Np € M noktasindan gegen bir tek

maksimal integral manifoldu vardir ve p noktasini ihtiva eden diger tiim integral

manifoldlar bu maksimalin bir altmanifoldudur (Sahin, 2012).

2.2. Riemann Manifoldlar1 ve altmanifoldlar:

Tamim 2.19 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.
g9:x (M) x x (M) — C> (M)

ile tammly g bilineer formu simetrik ve pozitif tammli ise, g bilineer formuna Riemann

metrigi ve (M, g) ikilisine ise bir Riemann manifoldu adi verilir (Sahin, 2012).

Tamm 2.20 V, (M, g) Riemann manifoldu iizerinde tamimli bir afin konneksiyon olmak
lizere VX,Y, T € x (M) igin

a) [X,Y]=VxY —VyX, (sifirtorsiyon)

b) Xg(V,T)=qg(VxY,T)+ g (Y,VxT), (metrik ile uyumluluk)
ozelliklerini saglyorsa, bu konneksiyona M iizerinde bir Riemann konneksiyonu ya da
Levi-Civita konneksiyonu adi verilir (Sahin, 2012).

7



2. KURAMSAL TEMELLER Ozlem DENiZ

Teorem 2.21 Her Riemann manifoldu iizerinde bir tek Levi-Civita konneksiyonu vardir

( Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.22 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

R x (M) xx (M) xx (M) = x (M)
(X,Y,Z) > R(X,Y,Z)=R(X,Y) Z

oyleki
R(X)Y,Z)=VxVyZ —=NVyVxZ —Vixy|Z (2.4)

ile tamimlanan R tensoriine YV konneksiyonuna goére egrilik tensorii adi verilir

(Hacisalihoglu, 1982).

Tamim 2.23 (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere lineer bagimsiz X ve Y

vektorlerinin gerdigi diizlem 11 olsun.

K(Il)=K(X)Y) = g(R(X,Y)Y,X)
= ’ g(X, X)g(V,Y)—g(X,Y)*

esitligindeki K (I1) sayisina 11 diizleminin kesit egriligi denir (Hacisalihoglu, 1982).

(2.5)

Tamm 2.24 (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere T,M de her 11 diizlemi ve M
manifoldunun her p noktast icin K (11) sabit bir ¢ sayist ise bu durumda M manifolduna

sabit egrilikli uzay veya uzay form adi verilir ve M (c) ile gosterilir ( Do Carmo, 1992).

Burada

i) ¢ = 0 olmas1 durumunda M manifoldu E™ Oklid uzayi,
ii) ¢ = -5 olmas1 durumunda M manifoldu, 5™ (r) kiiresi,

iii) ¢ = —= olmasi durumunda M manifoldu A" (r) hiperbolik uzay

olur.

Teorem 2.25 M (4c) sabit egrilikli uzay form ve VX, Y, T € x (M) igin

dir (Sahin, 2012).
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Tamm 2.26 {ey,...,e,} kiimesi x (M) iizerinde ortonormal bir ¢ati alani olsun.

VXY € x (M) igin
S(X,Y) =3 g(R(er X)Y,e) @.7)

i=1

ile tamimlanan
S:ix (M) xx(M)— C*(M,R)

tensor alamna (M,g) manifoldunun Ricci tensorii adi verilir. Diger taraftan M
manifoldunun X dogrultusundaki Ricci egriligi Ric (X)

Ric (X) = ;m (2.8)

ile tamimlanir (Sahin, 2012).

Tamim 2.27 (M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M noktasindaki tanjant uzay T,M
olsun. T,M uzayinin ortonormal bir bazi {ey, ..., e, } olmak tizere M manifoldunun

p € M noktasindaki skaler egriligi T(p) ile gosterilir ve

n

T(p) = Z S (e, €;) (2.9)

=1

ile tamimlanir (Sahin, 2012).

Tamm 2.28 (M, g) ve (M, §) iki Riemann manifold, Vp € M icin f, (p) tirev doniisiimii
birebir ise

f:M— M
diferensiyellenebilir doniisiimiine bir immersiyon denir. Ayrica ¥V X,Y € x (M) igin

gLX LY) =g (X,)Y)

esitligi saglaniyorsa M manifolduna M manifoldunun bir izometrik immersiyonu veya

bir altmanifoldu denir (Sahin, 2012).

Tamim 2.29 M, (]\7@) m—boyutlu bir Riemann manifoldunun n—boyutlu bir
altmanifoldu olmak iizere V.X,, € T),M icin

Jrp) (f+X,N)=0

ise N vektoriine f (p) noktasinda bir normal vektor denir. M iizerindeki tiim normal

vektorlerin demeti T M+ ile gosterilir (Sahin, 2012).

9
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Tanim 2.30 ,VV7 M mn Riemann konneksiyonu ve V,,VV min M iizerine indirgenmis

konneksiyonu olmak iizere VX,Y € x (M) igin

VxY =VyY +h(X,Y) (2.10)
dir. Burada N konneksiyonu bir Riemann konneksiyonudur. Ayrica

Bix (M) x (M) = x* (M)

ile tamimly simetrik bilineer forma M nin ikinci temel formu denir. (2.10) esitligine ise

Gauss formiilii denir (Sahin, 2012).

Tamm 231 X € (M), N € x* (M) icin VxN nin sirasiyla teget ve normal

kistmlarimi sirasiyla, —An X ve Vx N ile gosterelim. Bu durumda
VxN = —AxX + VLN 2.11)

vazilabilir. Burada Ay lineer operatoriine N normal vektoriine gore sekil operatorii ve

(2.11) denklemine de Weingarten formiilii denir (Sahin, 2012).

Ayrica
g(h(X,Y),N)=g(AnyX,Y) (2.12)

bagintis1 saglanir.

Teorem 2.32 (M, §) bir Riemann manifold ve (M, g) ise (M,§) mn bir altmanifoldu
olsun. M ve M nin egrilik tensorleri sirasiyla R ve R olmak iizere VX,Y,T,W € y (M)
icin

g(R(X,Y) T, W) = g(R(X,Y)T, W) —I—g(h(X,T),h(Y, W))
—g(h (X, W),h(Y,T)) (2.13)

esitligi saglamir. Bu denkleme Gauss denklemi adi verilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.33 M, M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu ve {ei, ey, ..., e,} bu

altmanifoldun ortonormal bir ¢atist olsun. Bu durumda

1 1&
H=—izh==) h(e;e) (2.14)
n

n i—1

ile tamimli H vektor alanina ortalama egrilik vektor alani denir (Sahin, 2012).

10
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Kesit egriligi bir altmanifold i¢in i¢sel invaryant iken ortalama egrilik ise digsal

invaryanttir.

Tamm 2.34 M bir Riemann manfoldu ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.

Eger h ikinci temel form sifir ise alt manifolda total geodeziktir denir (Sahin, 2012).

Gauss formiiliinden, bir altmanifold total geodeziktir gerek ve yeter kosul M
altmanifoldundaki herbir geodezigin ayni zamanda M manifoldunda da geodezik
olmasidir. Ornegin Oklidyen uzayda, her diizlem (dogru veya hiperdiizlem ) total geodezik

altmanifolddur (Sahin, 2012).

Tanim 2.35 N € ' (M) ve A € C* (M, R) olmak iizere
Ay = AL, 2.15)

ise M manifoldu N vektor alanina gére umbiliktir denir. Eger M altmanifoldu her normal

vektor alanina gore umbilik ise M altmanifolduna total umbilik altmanifold denir

(Sahin, 2012)

Teorem 2.36 (M, g) , manifoldu (M, §) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun.
H, M altmanifoldunun ortalama egrilik vektor alani olmak tizere M alt manifoldunu total

umbilik olmast igin gerek ve yeter sart, VX, Y € x (M) igin
h(X,Y)=g(X,Y)H (2.16)

olmasidwr (Sahin, 2012).

Ispat. {e1,.. ., eny€ni1,- .., ey} kimesi X(M ) uzayimnin ortonormal bir bazi olmak tizere
x(M) = Span{ey,...,e,} ve x:(M) = Span{e,.1,..., €y} olsun. M altmanifoldu
total umbilik ise VN € (M) igin

Ane; = AN e;, (1<i<n)

olacak sekilde bir A € R vardir. Bu durumda

n

> g(An ei,e;) = nA

i=1

11



2. KURAMSAL TEMELLER Ozlem DENiZ

olur. Boylece

A== g(Ay e, e)
ni3
elde edilir. (2.12) den
1 n
A==> g(h(ee),N)
ni3
dir. Bu durumda
A=g(H,N)

olur. O halde Ay X = A X esitligi saglanir gerek ve yeter kosul
AvX =g(H,N) X

dir. Boylece

elde edilir. Bu ifade keyfi her N normal vektor alani i¢in gegerli oldugundan ispat

tamamlanir. 0

Tamim 2.37 M, M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere M

manifoldunun ortalama egrilik vektor alam sifir ise M altmanifolduna minimal

altmanifold denir (Sahin, 2012).

Teorem 2.38 Total umbilik bir alt manifoldun total geodezik olmasi icin gerek ve yeter

sart minimal olmasidir (Chen, 1973).

ispat. (=) M bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun total umbilik
altmanifoldu olsun. Bu takdirde VX, Y € x (M) igin

h(X,Y)=g(X,Y)H

dir. Eger M total geodezik ise

olacagindan

bulunur. Béylece M minimaldir.

12



2. KURAMSAL TEMELLER Ozlem DENiZ

(<=) M total umbilik altmanifoldu minimal ise
H=0

olup VX, Y € x (M) igin
h(X,Y)=0

bulunur. Dolayisiyla M total geodeziktir. U

M, m—boyutlu bir M manifoldunun n—boyutlu bir altmanifoldu olsun. {ey, ..., €, },
X (M) igin ortomormal bir baz ve {€,, 11, ..., €, } , X (M) normal uzayimin ortonormal bir

bazi olmak {izere p € M noktasinda ortalama egrilik vektorii

H (p) = ! Xn:h (e, €;) (2.17)

N5

ve ikinci temel formun bilesenleri r = {n + 1, ..., m} olmak {izere

hiy = (h(eie;) e ve |IRlI* = 3 (h(ei e;) (e e;)) (2.18)

2,j=1

ile tanimlansin. Eij ve K;; sirasiyla M iistmanifoldu ve M altmanifoldunun bir P
noktasinda e; ve ej tarafindan gerilen diizlem kesitinin kesit egriligi olsun. Gauss

denkleminden

R (e ej,e5,e) = R(ei,ej,e5,e;) + (h(ese), h(eje;)) — (h(eiej), heie;))

oldugundan

esitligi elde edilir. Ayrica

olmak tizere (2.17) ve (2.18) den

n

nH (P) = Zh (e;,€;) ve hi; = (h(ei,e;), e

i=1
oldugundan, bu ifadeler (2.19) de yerine yazilirsa

27 (p) = 27 (T,M) +n* | H (p)II" = ||| (2.20)
bulunur.

13



2. KURAMSAL TEMELLER Ozlem DENiZ

Simdi n = 3 i¢in

3

IBI* = Y (h(eie;) hleie;))

ij=1

= (h(e1, ), h(er,e;)) + (h(ez,e5), h(ez ;) + (h(es,e;), h(es, e)))

= (h(er,e1),h(er,er)) + (h(er,ez),h(er,er)) + (h(er,e3),h(er,es))
+ (h(ea,e1),h(ez,e1)) + (h(ez, ea),h (e, e2)) + (h (e, e3),h(e2,e3))
+( (es,e1),h(es,er)) + (h(es,e2),h(es, ex)) + (h(es,e3),h(es, es))

> {(W) + By + ia)? — 2 (W5 by + iy + B i)

r=n+1

+2 () + (5)? + (h)")}

m 1 r r r 1 r r r ropr
= > {2 (PTy + Ry + i) + 5 (Mg = gy = h35)* = 2 (Bohis)
r=n+1
2 () + (W) + (h)?)}

1 r r r 1 r r r ropr
= {2 (PTy + Ry + i) + 5 (hy — gy = h35)* — 2 (Bohis)

r=n+1

+2 (155) + 2 (hi5)" + 2 (hhs)°}

= SN S {2y By~ R = 2 (Rhi) + 2 (1)
r=n+1

+2 (W55) + 2 (hgy)* }

elde edilir. Buradan n = 3 6zel durumundan benzer bir yolla

B2 = 3 {0 BT S 23 ()

r=n+1 r=n+1 i<j

[N
—2 Z Z hi h]J
r=n+1 2<i<j<n
m m

= > (Wt b))+ 30 (b — By — o= i)
r=n+1 'r:n—i—l
w23 3 () -2 S m
r=n+11<i<j r=n+1 2<i<j<n

dir. Boylece son esitlikten

m n

2
In|? = 2HH|! +5 LS —hy - —2 3 Y (k)

7‘ n+1 r=n+1j=2

—Qi Z (hl}hﬁ} (%)2) 2.21)

r=n+12<i<j<n

elde edilir (Chen, 1999).
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Teorem 2.39 M, m—>boyutlu M Riemann manifoldunun n—boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda

) TyM = {X € T,M : (X, X) = 1} olmak sartiyla X € T} M igin
1 __
Ric(X) < Zn2 IH | + Ricrpar (X) (2.22)
dir. Burada R?cTPM (X), X € Tle de M nin n-Ricci egriligidir.

ii) X € T'M icin (2.22) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve
; g g g

yeter kosul
h(X,Y)=0,VY € T,M, XGTle, Y1X (2.23)
h(X,X) = 3H (p)

olmasidir.

iii) VX € Tle i¢in (2.22) esitsizliginin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ya p total geodezik nokta ya dan = 2 igin p total umbilik nokta olmasidwr
( Tripathi, 2003).

Ispat. (2.20) esitliginde (2.21) esitligi yazilirsa

_ 1
21 (p) = QT(TpM)+n2HH(p)HQ—§n2HHH2

1 m m n 2
—5 2 (B =By — = H)* =2 30 3 ()

r=n+1 r=n+1j=2

0 E (- )

r=n+1 2<i<j<n

~ 1 1 e T T T
= 27 (T,M) + 5”2 IH (p)||” — 5 > (hiy —hhy — .. — hn,)’
r=n+1
2 S ()2 Y (mam - ()
r=n-+1j=2 r=n+1 2<i<j<n
~ 1 1 = ' T T
= 7(T,M)+ 1”2 | H (P)”2 T Z (P11 — by — o — hnn)2
r=n+1
ST ) > (ma-()) e
r=n+1j=2 r=n+1 2<i<j<n

elde edilir. Buradan

1 ~ I & r r r
PIHOE = 7o) = F@M)+ 7Y (0 = hy— = )
r=n+1
m n 9 m m 9
FX ) - X X (hy - (1)) @29
r=n+1j=2 r=n+1 2<i<j<n

15
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olur. Ayrica (2.19) den

r=n+1

olup

m m 2 m o

> > (hii hij — (hij) ) = Y Ki;-Ky (2.26)

r=n+1 2<i<j<n 1<i<j<n
dir. Burada
Ric(e1) =7 (p) — Z Kij, RZ:TPM (e1) =7 (p) — Z Eij
2<i<i<n 2<i<j<n

oldugundan (2.25) ve (2.26) dan

1 1 &

T(p) = 1”2 IH (0)|I* + 7 (T,M) — = >~ (hiy — By — ... — b))
r=n+1
m n 2 m .
- Y X))+ X Ky-Ky
r=n+1j=2 1<i<j<n
olup
. 1 2 2 I I & r r ro\2
Ric(e1) = A" 1H (p)II” + Ricr,um (e1) — 1 Z (hiy —hiy — .. = hyy)
r=n+1
m n 9
Sy () (2.27)
r=n+1j=2

elde edilir. X = e; secelim. (2.27) ifadesinden teoremde verilen (2.22) esitsizliginin

esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul r = {n +1,...,m} i¢in
his=...=hl, =0 ve hjy=his+---+ h,,
olmasidir. Boylece
n|[H ()| = hiy + by + o 4 Dy, = 207,
olur. Bu ise (2.23) ifadesine denktir. O halde (ii) ispatlanmus olur.

VX € T)M igin (2.22) nm esitlik durumu saglansim. (2.23) den
r={n+1,...,m} i¢in
=004 (2.28)

A%~

2h; = hyy + Ry + -+ + Ry, (2.29)

16



2. KURAMSAL TEMELLER Ozlem DENiZ

elde edilir. (2.29) den

2Ry = 2hhy = ... =2k}, = h{;, + hiy+ -+ hl,
= 2hiy + 2Ny + oo+ 2Dy, =n (i + by + -+ hyy,)
= 2(hiy + hgy + -+ ) = n(hyy +hyy + -+ hy)
= (n—2)= (" +hy+-+hy,)=0

olur. Bundan dolay1 ya h;, +hs, +---+ h] = 0yadan = 2dir. Eger h]; + hjy + - +
by, = 0ise (2.29) den hj; = 0 dir ve (2.28) den Vi, j € {1,...,n} igin h; = O olur ki
bu da p nin bir total geodezik nokta oldugunu gosterir. Eger n = 2 ise (2.29) esitliginden
2hY, = 2h4y = -+ - = hY; + hi, olur ki p nin bir total umbilik noktadir. g

Teorem 2.40 M, m—boyutlu bir M Riemann manifoldunun n—boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda

r(p) < 5 || + 7 (T,0M) (230)

dir. Bu esitsizlikte esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul M altmanifoldunun total

geodezik olmasidir ( Tripathi, 2003).

Ispat. (2.20) esitliginden
. 1, o 1
F ) = F (M) + 50 1 @I = & 4]

olup
1 -
7(p) < 5n* 1H (0)|I* +7 (T,M)

elde edilir. Bu esitsizligin esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

|A]|> = 0 olmast, yani & = 0 dir. Bu ise M nin total geodezik oldugunu gosterir. O

Lemma 2.41 n > 1 veay,as, ...,a, reel sayi n—lisi i¢in

n 2 n
711 (Zal) < Za? (2.31)
i=1 i=1

dir (Sahin, 1996).
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Ispat.
2 2 2 2
0 < > (a—a;) = (a1 —as)" + (a1 —az)” + ... + (a1 — ay)
i<j
2 2 2
+(CL2—(I3) —|—...—{—(a2—an) —|—...+(an_1—an)
= aj —2ayay + a3+ a: —2a1a3 + a3 + ... +at — 2a1a, + a’

+as5 — 2asa3 + a3 + ... + a5 — 2asa, + a2 + ... + a2 | — 2a,_1a, +a’

= (n—1) Z (ai)2 — QZaiaj

7 1<j

olur. Buradan

0 < (n=1)> ()" = 2> wa,

— Qzaiaj <(n-1) Z (ai)z
= T2 <nE o)
— i <Zaz> <> (a;)?
elde edilir. -

Teorem 2.42 M, m—boyutlu bir M Riemann manifoldunun n—>boyutlu bir altmanifoldu
olsun. Bu durumda

n(n—1)
T(p)ﬁi

dir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul p nin totol umbilik nokta olmasidir

( Tripathi, 2003).

IH (p)||* + 7 (T,M) (2.32)

Ispat. {e1,...,en, €nt1, ..., €m }» p NOktasinda TpM nin ortonormal bir baz1 olsun. Oyle ki
{e1,...,en} kiimesi p noktasinda M altmanifolduna teget , e, 1, H (p) ortalama egrilik
vektoriine parelel ve {ey,...,e,}, A,y1 sekil operatoriinii kdsegenlestirsin. Bu durumda

sekil operatorii Vi, j = {1,2,...,n} ve r = {n + 2,...,m} olmak iizere
Ay = diag (W3 h5SY o ) (2.33)

‘e nn

Ve

K

Ao, = h;, izAe, =S h =0 (2.34)
=1

18
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olur. Ayrica

n

H(p) = S hiene)

(ot ()t ) = {3 i) )
=1 ;
oldugu g6z 6nune alinirsa
2
n?IH @) = (B + o+ hpt) o (B B
= (4 h;;:l)Q
elde edilir. Burada (2.20) esitliginden
1B = (B1)" + o+ (h0)° + 2(hy) + oo+ 2(h,)" + 2 () + ... + 2 (h5,)°
2 2
+2 (R 1) + 2k y,)

dir. r = n + 1 i¢in h;; = 0 oldugundan

n

2 () = 27 (TM)+ 2 |H () - 30 (1)’

=1
m n 2
-y () (2.35)
r=n+2 j=1
elde edilir. Lemma 2.41 den
" 2
nllH @)I* < Y (b (2.36)
i=1
olur. (2.35) ve (2.36) den
_ n(n—1 1 & )2
SOERICANERAUSCY PRI S ol ()
r=n+2 j=1

dir. (2.32) esitsizligi saglanir. Lemma 2.41 ve (2.34) den
R =hot = =h" ve r={n+2,...,m} igin A, =0

olur. Boylece p bir total umbilik noktadir.

Tersine p bir total umbilik nokta ise
Wit = higt = o= hpttve i =0

dir. Ayrica
L 2
nllH@)° =Y (h)

=1

19
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oldugundan
nn-—1 -
r@) ="y gy 1 7 @)

elde edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM Ozlem DENiZ

3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Cebirsel Kavramlar

Tamm 3.1 V reel bir vektor uzayr olmak iizere
Ve={Z|Z=X+1Y;X,Y €V} 3.1
kiimesini gozoniine alalim. V' ° iizerinde asagida verilen igslemleri tanimlayalim.
+:Vex Ve —» V° (3.2)
(Z,2,) = Z+Z1=(X+iY)+(Xi+iY1)=(X+X1)+i(Y + Y1)

ve

L CxVE o Ve (3.3)
NZ) = (atic)(X+iY)=(aX —aY)+i(aX+aY).

Bu islemlere gore V¢ bir vektor uzayi yapisina sahip olup bu uzaya V nin

komplekslestirilmis uzayr denir ( Yano ve Kon, 1984).

Tanim 3.2 [ doniisiimii V iizerinde tanimli birim doniisiim olmak tizere V' vektor uzay

iizerinde J* = —1I ile tamimli J lineer endomorfizmine bir kompleks yap denir:

V', J kompleks yapisiyla verilen bir reel vektdr uzay1 ve Vey,co € Rve VX € V
i¢cin V' lizerinde

(c1 +ice) X =1 X 4+ cJX (3.4)

carpma islemi tanimlansin. Bu durumda V' kompleks bir vektér uzayr olur. Tersine V,

kompleks bir vektor uzay1 olsun. V' {izerinde J endomorfizmi
JX =1iX (3.5)
ile tanimlanirsa J, V' nin kompleks yapisi olur ( Hsiung, 1995).

Onerme 3.3 Bir J kompleks yapiya sahip V reel vektor uzayimn boyutu ¢ifttir
(Martin, 1991).
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¥ . . n .. .. * .
Ispat. {e1,...,e,}, V nin ortonormal bir bazi olsun. u = Y. u*e;, € V vektorii igin
k=1

J(u)=J (Z ukek> =Y uFJ (er) = D uFJje; (3.6)
k=1 k=1 k=1
yazilabilir. Burada
J(ex) = Z Jle; (3.7)
k=1
dir. (3.5) esitliginden
—u =1 () =J% (u) = J (J (u) = J (uFTie;) = uPJiT (er) = uF Ji T e
elde edilir. Son esitlikten 0] Kronecker deltas1 olmak tizere
JiJl =~ (3.8)

bulunur. .J kompleks yapisinin n X n tipindeki matrisini (J;) ile gosterirsek, burada .J;

elemani ¢.stitun, j. satir elemanini gosterir. (J ;) matrisinin determinant1 |.J ; olmak iizere
(3.8) de verilen matrislerin determinanti alinirsa
. . . 12
(0" = || = || -\ = |
esitliginden n nin ¢ift oldugu gortiliir. U

Ornek 3.4 C" kompleks vektor uzayrve W € C*, W = (wy, wa, ..., wy), Wy = Tr-+iyp,

1 <k<nvei’= —1 olsun.
JW = W
= (iwl, iU)Q, e ,an)

olacak sekilde .J tensorii tanimlanabilir. Béylece R*" iizerinde
X = (21, Tn, Y1, - - -, Yn) vektori igin

JX =(=y1,- oy —UYny T1, -, Tp)

tammlanirsa
J(JX) = (_xla' sy Ty YLy e _yn)

elde edilir. Bu durumda VX € R*" icin J*X = —X olur. Dolayisiyla J, R*" iizerinde
bir kompleks yapidir.
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Onerme 3.5 J, boyutlu 2n olan reel bir vektor uzayr V nin kompleks yapist olsun. Bu

durumda { X, ..., X,,} lineer bagimsiz vektorler ise

(X1, X, JX0, . JX)

kiimesi V iizerinde bir bazidir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Ispat. {X,,..., X,,}, V de lineer bagimsiz bir kiime olsun. Bu durumda ¢; € C,
j=1,...,nigin

C1X1+C2X2+...+Can:0

iken

co=c=...=¢,=0

bulunur. Burada ¢; = a; + ib; yazilirsa

(aj + Zb]) X]’ =0
1

]:
olup Vj € {1,2,...,n} i¢in a; = b; = 0 olur. O halde (3.4) den
CL1X1 + leXl + a2X2 + bQJXQ + ...+ CLan + anXn =0 (39)

iken Vj € {1,2,..,n} i¢in a; = b; = 0 olur. Buise {Xy,...,X,,JX1,...,JX,}

kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gosterir.

V' nin boyutu 2n oldugundan ve {Xi,...,X,,JX1,...,JX,} kimesi lineer
bagimsiz oldugundan {X;,..., X,,JXq,...,JX,},V vektor uzayinin bir bazidir. [

Simdi R?" ile J kompleks yapiya sahip 2n-boyutlu bir reel vektor uzayini

gosterelim.

Teorem 3.6 R?*", .J kompleks yapisina sahip 2n—boyutlu reel bir vektor uzayr olmak

iizere RY" ile C" uzaylari birbirine izomorftur (Okubu, 1987).

Ispat. C" kompleks vektor uzay1 olmak iizere C" nin bir baz1 {&;,&,, ..., &, } verilsin.

Bu durumda R?" nin elemanlarin1 a*X;, + b*J X, formunda ve C" nin elemanlarini
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(a -+ ib*) & seklinde yazabiliriz. Boylece

f:R2" — C"

X - i(a’“+ibk) &

(3.10)

k=1

ile tanimlanan déniisiim lineerdir. Gergekten; X = an a* Xy + bF I X4,
k=1

Y = i kX + d* J X}, olmak iizere
k=1

f(AX)

B

> >

Ve

f(X+Y)

~
= =

n

Z)\a

kX + )\kaXk>

(Aa* + xib*) &

> (o

(x

Il
—

a +zbk>f

) (3.11)

(3.12)

olur. Boylece f lineer bir doniisiim olur. Simdi f nin birebir oldugunu gosterelim. Kabul

edelim ki f(X

) pu—
> ad" X, + 0 IX,

/(2 )

k=1
esitliginden
ko ek
kzzzl (a + b )
Boylece
(aF +ib*) = (& +

f(Y) olsun. Bu durumda

—f (}nj (X + koXk)> (3.13)
k=1
fj (¢* +id*) &. (3.14)
id") = a* =, bF = d* (3.15)
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olur. Buradan X =Y elde edilir. Bu ise f nin birebir oldugunu gosterir. Simdi f nin orten

bir doniisiim oldugunu gosterelim. VZ € C" igin

7z = % ((aF+ ) &)

k=1
= > d"¢ +id VG,
k=1 k=1

olmak iizere f lineer oldugundan & = {1,...,n} i¢in f(X;) = & olacak sekilde
{Xy,...,X,,JXq,...,JX,} bazi vardir. O halde VZ € C" i¢in bir tek

X =Y d"X; + 0" IX;, e RY (3.16)
k=1

olmak iizere f (X) = Z esitligi saglayan bir tek X € R%" vardir. Dolayisiyla f drtendir.

Boylece f bir vektor uzay1 izomorfizmasidir. O
R?" in kompleks yapist Jy, Z, = X} + 1Y}, olmak iizere

Jo: R - R
(T1, o s Ty Y1y Yn) = Y1y oy Yn, —T1, ooy —Tp)

ile verilsin. Burada tanimlanan J; tensoriine kanonik kompleks yap1 denir ve J; tensoriine

karsilik gelen matris [.Jy] olmak tizere
o] = (3.17)

dir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Teorem 3.7 J, V  iizerinde bir kompleks yapr ve 'V nin bir bazi
{Xy,..., Xy, JXq,...,JX,} ise
1 _ — 1 .

olmak iizere {Zl, e T T ,Z} kiimesi V¢ nin bir bazidwr ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. Once ¢, \* € C olmak iizere {Zl,...,Zn,71,...,7n} ciimlesinin lineer

bagimsiz oldugunu gosterelim.
N NZy+> " Zy =0
k k
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olsun. Bu durumda
;Ek:/\k (Xp —iJ X)) + ; S F (X +iJXE) =0
k
olup
S (W) X +i Y (= M) IX =0
k k
elde edilir. Burada { X1, ..., X,,, J X1, ..., J X, Hineer bagimsiz oldugundan
MW =0vecd =\ =0
dir. Bu ise
F=\N=0
oldugunu gosterir.
Simdi V¢ = span {Zl, A ,Zn} oldugunu gosterelim.

Z =X+1iY € Ve, XY € V ve V nin bir baz1 {Xy,..., X,,, JXq,...,JX,} olmak

uzere
n

7 =3 (a"Xp + 0PI X)) + 0> (F X + dIX)
k=1 k=1
yazilabilir. Buradan

Z = Y (¢ (Z+Z)+it (Zi-2)) +i% (¢ (2 + Z) + i & (Zi— )

= kzl (" 2k + a"Zy + i V2 — iV 2y + i F 2+ i My — A2 + d )
- kzn:l((ak—ibk)Zk—i—(dk+ick)Zk+(ak—l—z'bk)Zk—i—(—dk—l—ick)Zk)
_ kz:((ak +d¥) +i (= + F)) Zi+ (a8 = dF) i (B + M) Z

_ zn:(AkaJruZ)evc

olup buise V¢ = Span {Zl, o D T, ,Z} oldugunu gosterir. O

Teorem 3.8 J, V iizerinde tanimlanan bir kompleks yapi olmak iizere
J:Ve = Ve
Z = J(Z)=J(X+iY)=J(X)+iJ(Y) (3.19)
doniisiimii V © tizerinde bir kompleks yapidir ( Yano ve Kon, 1984).
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ispat. J doniisiimiiniin V¢ iizerinde bir kompleks yap1 oldugunu géstermek igin; J min bir

endomorfizm ve J2 = —] oldugunu gostermek yeterlidir.

VZ, 7' e Veigin Z = X +iY ve Z = X' + Y olmak iizere

J(Z+ 27"

ve ¢ = (a + ib) € C olmak iizere

J((a +1ib) (X +1iY))

J((X +iY) + (X' +4Y"))
J(X+X)+i(Y +Y)
J(X+X)+i] (Y +Y)
JX +JX' +iJY +iJY’

J (X 4iY) + J (X' +iY")
J(Z)+J(Z")

= J((aX =0bY)+i(aY +bX))

= J(aX —0bY)+iJ(aY +bX)

= aJX —bJY +iaJY +ibJX

= a(JX +iJY) +ib(JX +iJY)

= (a+ib) (JX +iJY)

= (a+ib) J (X +1iY)

oldugundan J niin bir endomorfizma oldugu goriiliir.

Simdi J? = —TI oldugunu gosterelim. V (X + 1Y) € V¢ igin

J (X +iY)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

= J(JX +iJY)

— J(JX)+iJ (JY)
= — (X +1iY)

= I

U

Ornek 3.9 R?" reel vektor uzayi ve R®™ nin komplekslestirilmigi olan C" kompleks vektor

uzaymi goz ontine alalim. Z € C", W = (Wq,... ,W,), Wy = X, +iY;, 1 <s<n

olsun.

JWi,

= W
= Y, +iX,
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olup R?*" iizerinde J, kompleks yapisi
Jio R R
(371,3/1,9527?J2a---7$myn) — (_ylamla_y%x%'"7_yn7xn>

olarak tanimlanabilir.

Ornek 3.10 C" kompleks vektor uzayi ve Z € C", Z = (Z; ..

12 = —1 olsun. Z,, = X, + 1Y), olmak iizere

= Y, —1 Xy

olup V¢ iizerinde Jy kompleks yapisi

S R R™

(x17y17x27y27"'7'rn7yn) — (y17—$17?/2a—$2a-~-

olarak tanimlanabilir.

Zn), 1<k<n ve

y YUn,s _xn)

Simdi Zy = 1 (X —iJX}), Zy = & (X, + iJXy) olsun. Bu durumda

J(Ze) = 5 (JXk—il?Xy)

NSRS N

(J Xk +1iXy)
1 1
= 1| =Xy —1=-JX
1 5k ZQJ k)
olur. Buradan

J(Zy) =12y

elde edilir. Benzer olarak

J (Z) - (JX;ﬁ, z’J2Xk)

N =N =

(JXk—Z'Xk)
1 1
= —3 (=X —JX
Z(Q k+22<] k)

olur. Buradan da

1 (Z) = ~iZ
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elde edilir. Boylece elde ettigmiz esitliklerden V¢ nin iki alt climlesi

VI ={Z|ZeV:JZ=iZ}, (3.20)
ve

VW ={Z | ZeVe:JZ=—iZ} (3.21)

tanimlanabilir.

Teorem 3.11 V' komplekslestirilmis vektor uzayr olmak iizere
ve=ylgytt (3.22)

dr (Martin, 1991).

Ispat. Kabul edelim ki V1° 0 V%! 2 {0} olsun. Bu durumda
ZeV = Z= ; (X; —iJ X))
ZeV™ = Z= ; (Xy +iJXo)
dir. Buradan X; — X5 = 0 ve 2J X, = 0 olur. J lineer ve birebir oldugundan X; = Xy, = 0
olur. Bu ise bir celigkidir.
Z eVe Z =Y, + Y, olsun. Bu durumda

1
Yi = 5 [X1+JX2—iJ<X1+JX2)]EV1’O

1
Y—Q = 5 [Xl—JX2+iJ<X1—JX2)]EVO’1

yazilabilir. Bu ise V¢ = V10 + V01 oldugunu gosterir. Buradan ispat tamamlamr. O

3.2. (C" de Holomorfik Fonksiyonlar

C" ile R?" izomorf oldugundan C" uzay1 2n—boyutlu bir afin uzay olarak ele almabilir.

Buna gére C™ nin bir p noktasi T,R*" olarak aliir. Boylece T,R*" nin bir bazi

{8%1 |p78%1 |p7""8%k |P’% |p}’ ke {l,...n}igin
0Z, " 20w " oy P
0 1( 0 0
9 _ 1o, .90 3.23
07, » 2 {&'Ek » —Hf)yk |p} (3:23)
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tanimlanabilir. Buradan

I (A

(%ck P 8Zk P 87k P

9, 0 9,

— = i — |, —i— 24
ayk ’p t {aZk ’p ZaZk |P} (3 )

olur. O halde T,,R?" iizerinde

0 0 0 0
{aZl ‘p78771 p,...,aiz’n |p78727n |p} (3.25)

kiimesi bir bazdir (Okubu, 1987).

Tamm 3.12 C" nin bir W ac¢ik alt ciimlesinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon f
olsun. Eger f (p) = u (p) +iv (p) fonksiyonunun reel ve imajiner kisumlart C* sinifindan

ise f ye C' sinifindandir denir:

Ayrica, [ nin kismi ve total diferansiyelleri sirasiyla

D D D
afﬁk b N 8:Ek v ! 8xk p?
0 0 0
— = —— 2
ayk |P f ayk ’p U+ Zayk ‘p v (3 6)
ve
df |,=du |, +i dv |, (3.27)

ile tanmimlanir (Okubu, 1987).

Tanim 3.13 C" nin bir W acik alt ciimlesinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon f
olsun. Az, = Axy + 1Ay icin p = zg € D noktasinda
o F (et Am) — 1 (z,)

Az—0 A,Zk,

limit degeri her k icin mevcut ve z, Axy ve Ay yaklasimindan bagimsiz ise kompleks
degerli [ fonksiyonuna holomorfiktir denir. Bu durumda

ou ov ou ov
— = — 2
Ory  Oyr Oy Owy, (3-28)

Couchy-Riemann denklemlerine sahip oluruz. W C C" iizerinde verilen kompleks degerli

f fonksiyonu Couchy-Riemann denklemlerini saglarsa f'ye holomorfik bir fonksiyon denir

(Okubu, 1987).
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Ornek 3.14
f:C —» C
z = f(z)=¢€
ile tamimlanan fonksiyon holomorfiktir. Gergekten; z = x + 1y olmak iizere
f(z) = &t =¢e"eW
= e”.(cosy+isiny)
= e"cosy+ie’siny

olur. Burada u (x,y) = e* cosy ve v (z,y) = e siny olmak iizere

ou ov .

% —ay = e” cosy,
ou ov y
9y = og = ¢y

elde edilir. Bu ise f nin holomorfik oldugunu gésterir ( Berreira ve Valls, 2012).

Onerme 3.15 W C C" iizerinde verilen kompleks degerli bir f fonksiyonunun z
noktasinda holomorfik bir fonksiyondur gerek ve yeter sart f fonksiyonu zo, noktasinda
C! sinifindan ve % (f) = 0 olmasidir (Okubu, 1987).

Ispat. k € {1,....,n} igin

of [0 (u+iv) 0(u+iv)]

07, o oy

Ou 00 0

ou_ i (o o
0

olur. Buradan 5 (f) = 0 esitligi saglamir gerek ve yeter kosul f fonksiyonu C*

ov ou  Ov ]

NI~ N~ N~
1T

siifindan ve

u o _ o v
al’k 8yk ’ 8yk 8xk ’
ou v ou v
8$k N Gyk Ve 8yk N _0xk

olur. Boylece Couchy-Riemann denklemleri elde edilir ve ispat tamamlanir. O
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3.3. Kompleks Manifoldlar

Tamm 3.16 M, bir Hausdorff uzay olmak iizere M de {U,} ., acik altkiimeleri verilsin.

EgerN'p € M noktasinda

ael

v,:U,cM—-W,ccC"
homeomorfizmalar:t mevcut olup U, NUp # O i¢in

¢a5 = \Ilaollfgl : \Ifg (Ua N Ug) — U, (Ua N Ug) ,
(]55(1 = \I’BO\I’;l Vo (Ua N Ug) — \I/g (Ua N Ug)

doniisiimleri holomorfik ise M ye kompleks bir manifold denir. Burada {(Us, V,)},c; va
M nin holomorfik koordinat komsulugu sistemi olarak isimlendirilir

( Yano ve Kon, 1984).

{Us} e, kimesi M kompleks manifoldunun holomorfik koordinat komsulugu

sistemi olsun. Bu durumda p € U, N Up i¢in

U (p) = (21(p); - - - 2n(p))

tanimlanirsa z; (p) sayisina lokal koordinatlar ve (z1, ..., z,) sistemine lokal koordinat

fonksiyonlari sistemi olarak isimlendirilir ( Yano ve Kon, 1984).

T, M nin bir baz1 {8%;@’ %} k€ {1,...,n} olmak tizere

J:T,M — T,M
0 0 0

(au) - J(azk)—ayk’

<8> J< 0 ) N (3.29)
ayk

) Owy
ile tanimlanirsa J doniistimiine 7, M/ iizerinde bir kompleks yapidir denir. Bu durumda U

ve U’, M nin iki agtk komsulugu ve p € UNU’ olmak tizere 7}, M nin komplekslestirilmisi
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T M tzerinde J tensori
J = J
(aw;) (ax; duy, 0 ayk>

= o’ (&m) " o’ <8yk>

Oy, Oy, Oyy, Oy,
0
= 3.30
ay (3.30)

esitligini saglar. Benzer islemler ile

0 0
S 31
J(@y@) o, (33D

oldugu gosterilebilir (Martin, 1991).

Tamm 3.17 M reel 2n—>boyutlu kompleks manifold olsun. T M nin bir bazi (%}c, %)

olmak tizere

J o TM —TeM

EARNANNY.

0 0 .0
()~ G) e

ile tammli doniisiime T;; M nin kompleks yapisi denir (Chen, 1999).

Tamm 3.18 M reel 2n-boyutlu bir manifold ve ¥p € M igin
Jp : TyM — T,M

lineer doniisiimii J* = —1I esitligini sagliyorsa bu tensére M iizerinde hemen hemen
kompleks bir yapi denir. M ye de J kompleks yapiyla birlikte hemen hemen kompleks bir
manifold adi verilir ( Yano ve Kon, 1984).

Teorem 3.19 Hemen hemen kompleks manifoldlarin boyutu ¢iftir
(Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Ispat. Kabul edelim ki M nin reel boyutu m olsun. J, 7, »M tizerinde lineer bir doniisiim

oldugundan J ye karsilik gelen J = [J;j] matrisi i¢in

[Det (J)]* = (Det .J). (Det.J) = Det ( J*) = Det (—I,,) = (=1)"
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olur. Det(.J) reel ve [Det (J)]? pozitif oldugundan m ¢ift olmak zorundadir. O

Teorem 3.20 M bir kompleks manifold olsun. Bu durumda M iizerinde hemen hemen
kompleks bir yapt vardwr ( Yano ve Kon, 1984).
Ispat. Bir {U,,, ¥,,} kompleks atlas1 igin

V,:UoCM—-W,cCcC"

doniisimi holomorfiktir. {Z;,...,Z,} kimesi M kompleks manifoldunun bir lokal

koordinat komsulugu olsun. Bu durumda Z; = z; + y;, j € {1, ..., n} olmak tizere

0 _1(0 .0\ &8 _ 129 O (3.33)
8Zj - 2 &%’j 3y] ’ 87] B 2 6xj ayj .

olur. Buradan

0 1 0 .0
1(o7) = 3Uor, o)
_1(o o
N 2 0y] 035]-
0
= — 3.34
o7 (3.34)
ve
0 1 0
J=| = - |J—+iJ—
(o) = 2 {730+ 75,)
Y
n 2 8yj 3%
0
= —f—== 3.35
o7 (3.35)
olup T,,M iizerinde J? = —I,, sartin1 saglayan .J endomorfizmasi vardir. U

Tamm 3.21 M ve M’ swrasiyla J ve J' tensorleri ile birlikte hemen hemen kompleks

manifoldlar olsun. Eger

Jof.=fiold (3.36)

ise f ye hemen hemen komplekstir veya f, J ve J' yapilarini korur denir

( Yano ve Kon, 1984).

Yukaridaki tanimdan; f, J ve J' yapilarimi korur ise agsagidaki diyagram
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TpM —L Ty M

TpM —L Ty M
degisimlidir.

Onerme 3.22 C", C™ nin kompleks yapilari sirasiyla J ve J' ve f : C* — C™ fonksiyonu
tamimlansin. Bu durumda f nin C" ve C™ in hemen hemen kompleks yapilarini korumasi

icin gerek ve yeter sart [ nin holomorfik olmasidir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Ispat. (21, ..., zn), C" nin bir lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda z, = u* 4 ",
uf o= WP (oY)
0" = (o, yn e Yn) (3.37)
ve
f:cr—=aCcm

olmak tlizere

0\ _ (0u) 0 ¢~ (0u) 0
Has) - B (o) o (5 ow
9

Ovy,

0 n 8uk n 8vk
I () = () + () (3.38
dy; lcz::l Ay; ) Oux (= \ 9y, :
esitlikleri saglanir. Bu esitliklere .J uygulanirsa
* J| = = —_— | — + — | =,
d ( (3%’)) Z (3%) Quy, kz::I <ay]- oy,
0 o 3uk 0 m 8vk 0
2((3)) - B £ ()
it <0> _ ¥ %i_ ~Ou 0
Oz, =0z Ovg = 0x; Ouy,
J = —— - 3.39
I (8%) =1 0y 0oy Z = dy; Ou, (3-39)
elde edilir. Jf, = f.J esitligi gozoniine alinirsa
Oup,  Ovp  Oug Ouy,
= = — 4
dr;  Oy; = O, dy; (340
bulunur. Bunlar ise Couchy-Riemann denklemleridir. U

Bu 6nermenin daha genel bir ifadesi olarak agagidaki dnermeyi verebiliriz.
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Onerme 3.23 M ve M’ kompleks manifoldlar olsun. Bu durumda
f+ M — M doniisiimiiniin holomorfik olmast icin gerek ve yeter kosul M ve
M'" kompleks manifoldlarinin kompleks yapilarina gore f nin hemen hemen kompleks

olmasidir ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. J ve J',M ve M’ manifoldlarinin kompleks yapilar ve p € M, f (p) € M’
noktalarinin komsuluklarinda tanimlanan lokal koordinat sistemleri sirasiyla {z1, ..., 2, }

ve {wy, ..., w,} olsun. wy = uy + ivy olmak lizere

R 1 n 1 n
fauj = (:p,...,m ,y,...,y)

Ve
fooy =B (a2 gty (3.41)

seklinde tanimlanirsa
0 dal\ 0 o7\ 0
f N — = o B a
oxy, 7 Oxy, ) Ouy Oxy, ) Ov;

0 oad\ 0 op7\ o
=] = + e — 3.42
Haw) = G Ge)asp oo
elde edilir.

) e () o)) e e ()

karsilastirilirsa

ool 0BT 0ol Op
=5 G = e (3.43)

olur. Bunlar ise Couchy-Riemann denklemleridir. Yani; V.X,, € T,,M i¢in f, hemen hemen
kompleks ise

J (JX:D> =J (f*Xp> (3.44)

esitligi saglanir. O

Tanim 3.24 M bir kompleks manifold ve J, M iizerinde hemen hemen kompleks bir yapi

olsun. Bu durumda
N(X,)Y)=—-[X, Y|+ [JX,JY] - J[JX,Y] - J[X,JY] (3.45)

ile tamimli N tensor alanina J nin Nijenhuis tensor alani denir

(Kobayashi ve Nomizu, 1969).

36



3. MATERYAL ve YONTEM Ozlem DENiZ

Teorem 3.25 M kompleks bir manifold ise Nijenhuis tensor alani sifirdwr
( Vandoren, 2009).

Ispat. M kompleks bir manifold, (2, ..., z,), p € M noktasmin bir lokal koordinat
sistemi olsun. z, = x +1iy, alnirsa M ninreel olan {xy, ..., x,, ¥1, ..., Y, } lokal koordinat

sistemi vardir. Burada J : T,M — T, M doniisimii
0 0
A AN
oy, oYy, OYx Oxy,
olacak sekilde tanimlanirsa

0 0 o 0 0 0 o 0
N(M%)—N(%,%)—N(M%)—N(W%)—O

olur. Bu ise Nijenhuis tensdriiniin sifir oldugunu gosterir. U

Tanim 3.26 M kompleks bir manifold, J hemen hemen kompleks bir yapt ve Z, W
vektor alanlar (1,0) tipinde olsun. [Z, W], (1,0) tipinde olmasi durumunda bu tensére
integrallenebilirdir denir ( Yano ve Kon, 1984).

Teorem 3.27 M kompleks bir manifold olsun. J tensoriiniin integrallenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart Nijenhuis tensor alaninin sifir olmasidir ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. X ve Y reel vektér alanlari ve Z = [X —iJX,Y — iJY] olsun. Bu durumda
Z+iJZ=-N(X,Y)—iJN (X,Y)

esitligi elde edilir. Buradan Z + ¢JZ = 0 esitligi saglanir gerek ve yeter kosul Z nin
(1,0) tipindedir. Bu ise N = 0 olmasi i¢in gerek ve yeterdir. U

Tamm 3.28 (M, J) hemen hemen kompleks bir manifold olsun. Eger M bir kompleks
manifoldu meydana getiren 2n-boyutlu reel manifold ise hemen hemen J kompleks

vapisina kompleks yapi denir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Sonuc¢ 3.29 M hemen hemen kompleks manifold ve J, M iizerinde hemen hemen
kompleks yapi olsun. J nin kompleks bir yapi olmasi igin gerek ve yeter kosul N = (
olmasidir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).
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Teorem 3.30 M, 2n-boyutlu hemen hemen kompleks manifold ve M iizerinde hemen

hemen kompleks bir yapt J olsun. U kiimesi M nin bir acik altkiimesi olmak iizere tizerinde

0 0 0 0
AR N B 4
J<3xj> dy;’ J<3yj> Ox; (3.40)

olacak sekilde {x1,...,Tn,21,...,Yn} lokal koordinat sistemi var ise M bir kompleks

manifolddur ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. UNV # & olmak iizere U ve V {izerinde sirastyla {z;, v, } , {1, v;} lokal koordinat

sistemleri verilsin. Buradan

0 dar o 0Bk o
e
8xj 8xj 8uk &cj 6Uk
0 dar 0 opF o
o~ Lt
0y, 0y; Ouy, ~ Oy; Ovy,

0 ook 0 86’“ 0
J(ax) - Zawj‘]<8uk>+8xjj<8m>’
S0 oo o 9pt 9

8yj 8xj 8Uk 8xj 8uk

elde edilir. Burada ikinci ve dordiincii denklemler karsilastirilirsa

bulunur.
we = of (z,y5)
o, = B (z,y))
ise
Wy = Uy + ivp = oF (zj,y;) + iBk (z;,v5)
dir. fp =a*+iB% | (zr,yx) & Zx = 21, + iy, oldugundan

fe(Zy,....Zy) = o (Zy,...,2,)+iB"(Zy,...,2Z,)
W = fk(Zh;Zn)

elde edilir. Boylece f, Vk € {1,...,n} i¢in holomorfik olur. Bu ise M nin kompleks bir

manifold oldugunu gdosterir. U
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Tamm 3.31 Z, M kompleks manifoldu iizerinde bir vektor alani olmak iizere her f
holomorfik fonksiyonu i¢in Z f holomorfik oluyorsa Z ye holomorfik bir vektor alant adt
verilir Yano ve Kon (1984)

Boylece Z =3 fi% vektor alaninmin holomorfik olmasi icin gerek ve yeter kosul f;

fonksiyonunun holomorfik olmasi gerekir. O halde

Z = Zfzﬁaz holomorfiktir <= f; holomorfiktir. (3.47)

i

Teorem 3.32 (M, J) hemen hemen kompleks manifoldunun kompleks bir manifold
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VJ = 0, T = 0 olacak sekilde M iizerinde V
konneksiyonunun var olmasidir. Burada 'l ,N konneksiyonunun torsiyon tensor alanidir

( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. Kabul edelim ki V.J = 0 ve T' = 0 sartlarim saglayan V konneksiyonu var olsun.
Bu durumda VX, Y € x (M) igin

[X,Y] = VxY —VyX
VxJY = (VxJ)Y +JVxY =JVyxY (3.48)
yazariz. Boylece
N(X,)Y) = [JX,JY]-J[X,JY]|-J[JX,Y] - [X,Y]
= VyxJY = VyJX - JVxJY +JVyX — JV,;xY
+JVyJX —VxY +Vy X
= (Vux )Y +JVxY = (VyyJ) X +JIVyyX)—J(VxJ)Y
+VxY + IV X = JV,xY +J((VyJ) X + JVyX)
—VxY +VyX (3.49)

olur. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda
N(X,Y)=VyX+J(VyyX)+VxY —-VxY =0 (3.50)
elde edilir. O halde M kompleks bir manifolddur.

(=) Kabul edelim ki M bir kompleks manifold olsun. M parakompakt oldugu igin

M 1iizerinde bir Riemann metrigi vardir. Bu nedenle 7' = 0 olacak sekilde bir V lineer
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konneksiyonu vardir.

AX)Y) = (VxJ)Y = (VxJ) X
B(X,)Y) = (VxJ)Y + (VxJ) X (3.51)

yazilirsa

VY =ViY + i [A(X,JY) = JB(X,Y)] (3.52)

ile tamimlanan V', M iizerinde bir konneksiyondur. ispatlayacagizki V'J = 0ve T" = 0
dir.
(Ve )Y = Vi JY —JV,Y
_ VLY i (A(X,~Y) = JB (X, JY)]
_J (VXY 4 i [A(X, JY) = JB (X, Y)])
= VxJY —JVxY + i —(VxJ)Y + (VyJ) X
—J(VxJ)JY — J(VyyJ) X — J(A(X,JY) - B(X,Y))

elde edilir. Son esitlikte gerekli islemler yapildiginda

(Vi)Y =2 (Vi)Y — ;J((VXJ) Y)

DN | —

olur. Diger taraftan

J(Vx)JY = J(VxJ?Y — J(VxJY))
= JVxJ?Y — J*VxJY
= —JVxY +VxJY
= —JVxY +JVxY + (VxJ)Y
= (VxJ)Y

dir. Buradan
(V)Y = ; (Vi)Y — ; (Vi)Y =
elde edilir. 7" = 0 oldugundan
AUJX,Y)+AX,JY) = (VyxJ)Y = (Vy ) JX + (VxJ)JY — (V) X
= VyxJY —JVxY — [-Vy X — J(VyJX)] +
(VxJ2Y = JVxJY| = [V JX = J (Vv X)]
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olur. Gerekli islemler yapildiginda

AJXY)+A(X,JY) = —[X,Y]+[JX,JY] = J[JX,Y] = J[X,JY]
— N(X,Y) (3.53)

dir. Buradan

T'(X,Y)=VyY - Vy X — [X,Y]
esitliginde bulunan degerler yerlerine yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
T'(X,Y)=(A(X,JY)+ A(JX,Y)) (3.54)
elde edilir. (3.53) ve (3.54) esitliklerinden
T (X,Y) = iN (X,Y)
bulunur. M kompleks bir manifold oldugundan N = 0 olup bu ise
T'=0

oldugunu gosterir. O

3.4. Hermityen Manifoldlar

Tamim 3.33 M hemen hemen kompleks bir manifold ve M nin hemen hemen kompleks

yapist J olsun. M iizerinde bir Riemann metrigi g olsun. VX,Y € x (M) i¢in
g(JX,JY) = g(X,Y) (3.55)

sartint saglayan g doniistimiine M iizerinde Hermityen bir metrik adi verilir

( Yano ve Kon, 1984).

Ornek 3.34 C" kompleks vektor uzayi ve Z,W € C" olmak iizere 7 = (21, 22, ..., 2n)

2:

ve W = (wy,wa, ..., wy), 2k = Tk + Yk, W = tp +isp, 1 <k <mn, vei —1 olsun.

Bu durumda

JZ = iZ =i(z1,29,..., %),
JW = W =i(wy,ws, ..., w,)
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olmak iizere C" iizerinde Riemann metrigi

g(Z, W) = Re{(Z, W)} = Re{z 2iW; } (3.56)
i=1
ile tanmimlansin. Bu durumda

n

9(Z,W) = [xiti + yisi] (3.57)

i=1

ve

g(JZ,JW) = RG{ZZZZ@}
i=1

= Z[%tz + ¥isi (3.58)

i=1
olur. Buradan g (Z,W) = g (JZ,JW) oldugu goriiliir. Boylece g, C" kompleks vektor

uzayi tizerinde Hermityen bir metriktir.

Tamim 3.35 M hemen hemen kompleks bir manifold olmak iizere M iizerinde ¢
Hermityen metrigi tanimly ise (M, g) ikilisine hemen hemen Hermityen bir manifold denir.
M bir kompleks manifold ve M iizerinde g Hermityen metrigi tamimli ise (M, g) ikilisine
Hermityen bir manifold denir ( Yano ve Kon, 1984).

Tamm 3.36 (M, g) hemen hemen Hermityen bir manifold, J, M nin bir hemen hemen
kompleks yapisi olsun. VX, Y € x (M) igin

®(X,Y)=g(X,JY) (3.59)

ile tamimlanan ® tensériine temel 2-form denir ( Yano ve Kon, 1984).

Lemma 3.37 ®, M iizerinde temel 2-form olmak iizere
¢ (JX,JY)=2(X,)Y), VX,V € x(M) (3.60)

dir ( Yano ve Kon, 1984).

ispat. Temel iki formun tanim1 goz oniine alindiginda, g bilineer ve J X # 0 oldugundan
®(JX,JY) = ¢ (JX, J2Y)
= g(JX,-Y)
= g(X,JY)
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olur. Boylece
O (JX,JY)=d(X,)Y)

elde edilir. O

Lemma 3.38 (M, g) hemen hemen Hermityen bir manifold ve J, M iizerinde hemen

hemen kompleks bir yapt olsun. Bu durumda N X,Y, 7 € x (M) igin
a)
(Vx®)Y =9 (Y, (VxJ)Z). (3.61)
b)
20((Vx )Y, Z)—g(JX,N(Y,Z)) =3d® (X, JY,JZ) —3d® (X,Y,Z). (3.62)

esitlikleri saglanir ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. a)
(VxJ)JY = VxJJY —J(VxJY)
= —VxY —J({(VxJ)Y +J(VxY))
= VY —J(VxJ)Y + VxY
= —J(VxJ)Y
oldugundan

(Vxo)Y = X(2(Y,2)) - 2(Y,VxZ) - ®(VxY,Z)
= X(g(Y.J2)—g(Y,JVxZ)—g(VxY,JZ)
= (VxY,JZ)+g(Y,VxJZ)—g(Y,IJVxZ) — (VxY,JZ)
= g(Y,(VxJ)Z) (3.63)

elde edilir.

b)

N(Y,2) = [JX,JY]=J[Y,JZ] = J[JY,Z] - Y, Z]
= (Vo JZ —=VN2JY) = J(NyJZ — V)
—J(NyyZ =N zJY) = (VyZ = VYY) (3.64)
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elde edilir. Boylece
N, Z)=(VyJ)Z = (Vyz)Y +J(Vz])Y = J(VyJ) Z
ve
3dop(X,Y,Z) = X(@(Y,2)+Y (®(Z, X))+ Z(®(X,Y))
- ([X,Y],2)—-®(]Y,Z],X)—®([Z,X],Y)
olup gerekli islemler yapilirsa
3do (X,Y,Z) = g(Y,(VxJ)Z)+9(Z,(VyJ)X)
+9(X,(VzJ)Y) (3.65)
elde edilir. Benzer olarak
3do (X, JY,JZ) = g(JY,(Vx))JZ)+g(JZ,(VvJ)X)
+g (X, (ijj) JY) (366)
olur. (3.63), (3.64), (3.65) ve (3.66) denklemlerinden
3dp (X,Y, Z) —3do (X, JY,JZ) = g(Y,(VxJ)Z)+g(Z,(VyJ)X)
+9 (X, (Vz))Y) =g (JY, (VxJ) JZ)
—9(JZ,(VyyJ) X) = g(X,(V,y2J) JY)
= g(Y,(VxJ)Z) —g(JY,(VxJ) JZ)
+g (Zv (VYJ) X) —4g (JZv (VJYJ> X)
+g (X7 (VZJ> Y) ) (X7 (vJZJ> JY)

bulunur. Burada

—g(JY,(VxJ)JZ) = g(Y,(VxJ) Z)

oldugundan

3de (X,Y,Z) —3de (X, JY,1Z) = g(V,(VxJ)Z)+g(Y,(VxJ)Z2)
+g (Zv (VYJ) X) +g(X7 (VZJ) Y)
—g (JZa (VJYJ) X) —4g (Xv (VJZJ) JY)

elde edilir. Diger taraftan
Xg(Y,JZ)=-Xg(JY,Z)
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esitliginden
gV, (VxJ)Z) = =g (VxJ)Y, Z)

olur. Bu durumda

3d6 (X,Y, Z) — 3dd (X, JY, JZ) = —2¢(VxJ)Y,Z) - g(J(VyJ)Z,JX)
g (Voyd) Z,JX) + g (JX, T (V2])Y)
—9((VyzJ)Y,JX)

= 29((Vx )Y, Z)+g(JX,N (Y, 2))

Ve

29(Vx )Y, Z) =g (JX,N (Y, Z)) = 3d¢ (X, Y, Z) = 3d¢ (X, Y, Z)

bulunur. O

Teorem 3.39 (M, g, J) hemen hemen Hermityen bir manifold olsun. V, g ile taniml

Riemann konneksiyonu olmak iizere asagidaki ifadeler birbirine denktir

( Yano ve Kon, 1984).

a) V.J=0.
b) Vo = 0.

¢) J torsiyonsuz ve temel 2-formu kapalidir.

Ispat. (a <= b) (3.63) den
(VXCI)> (Y> Z) = g(Y7 (VXJ) Z)

dir. Boylece
VIi=0<=V®d=0

olur.

(b<=c¢) (b) den V¢ = 0 dir. (a) ve (3.65) den d¢p = 0, Lemma 3.37 den ise
N = 0 elde edilir.

(¢ <= b) Lemma 3.37 den V.J = 0 dir. Buise V& = 0 olmas1 demektir. d
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3.5. Kaehler Manifoldlari

Tamm 3.40 (M, g, J) hemen hemen kompleks bir manifold olmak iizere ® temel 2-formu
kapali ise (d® = 0) g Hermityen metrigine bir Kaehler metrik adi verilir
( Yano ve Kon, 1984).

Tamim 3.41 M hemen hemen kompleks bir manifold olmak iizere g Kaehler metrigi
tammly ise M ye bir hemen hemen Kaehler manifold denir. Eger M bir kompleks manifold
ve M iizerinde g Kaehler metrigi tanimli ise M manifolduna Kaehler manifold ad verilir.

( Yano ve Kon, 1984).

Teorem 3.42 (M, g, J) Hermityen bir manifoldunun bir Kaehler manifold olmasi igin
gerek ve yeter kosul NV J = 0 olmasidir (Bejancu, 1986).

Ispat. Teorem 3.39 den ispat agiktr. U

Ornek 3.43 R* jizerinde bir J kompleks yapisi
J : R*-= R
($1,$27x3,$4> — J ($1,$2,I3,$4) - (—$2,$17—x47x3)

tammlansin. Bu durumda (R*,.J) nin bir Kaehler manifold olmast icin VxJ = 0

olmalidir. Bu durumda

VxJY = (VxJ)Y +JVxY
esitliginden
VxJY = JVxY
esitliginin saglanmasi gerekir. Gergekten;
JY = (=v2,y1,—y1,93),
VxJY = (X [-p], X [n], X -], X [ys]),
JVXY = J(X ], X [y2], X [ys], X [ya]) ,
= (=X v2), X [ya], =X [ya], X [3])

esitliklerinden
VxJY =JVyxY

elde edilir. O halde V. J = 0 olup, (R*, J) bir Kaehler manifoldudur.
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Onerme 3.44 (M, g) bir Kaehler manifold olmak iizere N X,Y, Z € x (M) i¢in asagidaki
ozellikler saglanir ( Yano ve Kon, 1984).

a) R Riemann egrilik tensorii olmak iizere

R(X,Y)JZ=JR(X,Y)ZveR(JX,JY)Z=R(X,Y)Z.  (3.67)

b) S Ricci tensorii olmak tizere

S(JX,JY) =S(X,Y) ve S(X,Y) = = (izJR (X, JY)). (3.68)

N | —

Ispat. a) Riemann egrilik tensoriiniin tanimmdan

R(X,Y)JZ = VxVyJZ —VyVxJZ —VixnJZ

= Vyx((VyJ)Z+JIVyZ) =Ny (VxJ) Z + JVxZ)
(Y J) Z + IV ixx 2)

= VxJ(VyZ) = VyJ (VxZ) = JVixy\Z

= (Vx/)VyZ+J(VxVyZ) = (VyJ)VxZ
—J(VyVxZ) = J (VixyZ)

= J(VxVyZ) = J(VyVxZ) = J (VixnZ)

= JR(X,Y)Z (3.69)

ve

g(R(JX,JY)Z,W) = g(RW,Z)JX,JY)
= g(JR(W,Z)X,JY)
= g(RW,2)X,Y)
— g(R(X,Y)Z W)
R(JX,JY) = R(X,)Y) (3.70)

bulunur.
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b) M nin ortonormal bir bazi {eq, ..., e, } olsun. Bu durumda
S(JX,JY) = Zg (e;, JX)JY, €;)
= Zg (R (Je;, JX) JY, Je;)

= Zg eza J}/u Jel)

= S(X, Y) (3.71)
dir. Ayrica
S (Xa Y) = Zg (R(elaX) Y7 ei)
i=1
= —ZQ (JR(%X) JY, 6i)
i=1
i=1
= izJR(X,JY)—-S(X,Y)
1
S(X,)Y) = iiZJR (X,JY) (3.72)
elde edilir. 0

Onerme 3.45 (M, g) bir Kaehler manifold olmak iizere VXY, 7 € x (M) igin
(Vz8)(X,Y) = (VxS) (Y, Z2) + (VyyS5) (JX, Z)

esitligi saglanwr ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. Onerme 3.44 gézoniine alindiginda {e1, ..., e,,} M igin ortonormal bir baz1 olmak

iizere
(Vz9) (X,Y) = fZg (VZR) (X, JY) e, €)
(Vz9)(X,Y) = fZg (VxR) (JY, Z) e, ;)
+= Zg (VovR) (Z,X) e, e:)
= (VXS)(, Z)+ (V5 (JX, Z)
elde edilir, 0
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Onerme 3.46 M bir Kaehler manifoldu, J ve g sirasiyla M iizerinde hemen hemen
kompleks yapi ve Kaehler metrik olmak iizere VXY, Z, W € x(M) igin asagida verilen
esitlikler saglanmr (Okubu, 1987).

g(R(JIX, IY)VZ W) =g(R(X,Y)JZ,JW) =g(R(X,Y)Z,W). (3.73)
Ispat. Onerme 3.44 dan
R(JX,JY)Z=R(X,Y)Z

olup, buradan

g(R(JX,JY)ZW)=g(R(X,Y)Z W)
dir. Diger taraftan

g(R(X,Y)JZ, JW) =g(JR(X,Y)Z, JW)
olup ayrica g Kaehler metrik oldugundan

g(JX,JY)=¢g(X,Y)
esitligi gbz Oniline alinirsa
g R(X,Y)JZ,JW)=g(JR(X,Y)Z,JW) =g(R(X,Y)Z,W).

olur. O

Tanim 3.47 M hemen hemen kompleks bir manifold, p € M igin T, M nin bir diizlemi
IT olsun. Eger 11 diizlemi J altinda invaryant ise 11 ye holomorfik bir diizlem kesiti denir
(Okubu, 1987).

Tanim 3.47 den VX € x(M) igin II = Span{X, JX} diizlemi holomorfik bir

diizlem kesitidir.

Tanim 3.48 M bir Kaehler manifoldu, M itizerinde hemen hemen kompleks bir yapt J
olsun. 11 holomorfik diizleminde tanimli kesit egriligine holomorfik kesit egriligi denir ve
X € x (M) igin

K(I)=R(X,JX,X,JX)=g(R(X,JX),X) (3.74)
ile verilir. Eger M nin her p noktasindaki diizlem kesitleri icin K (1) degeri sabit

oluyorsa M manifolduna sabit holomorfik kesit egrilikli manifold (uzay) denir
(Okubu, 1987).
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Tamim 3.49 Sabit kesit egrilikli bir Kaehler manifolduna kompleks uzay form adi verilir
( Wali, 2009).

Teorem 3.50 M bir Kaehler manifold olsun. Bu durumda M sabit holomorfik kesit
egrilikli olmast igin gerek ve yeter kosul VX,Y,Z € x (M) ve ¢ € R igin

RIX,Y)Z = ic(g(X,Z)Y—g(Y,Z)X+g(JX,Z) Iy
g (JY, Z) JX + 29 (JX,Y) JZ) (3.75)

olmasidir ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat. x (M) iizerinde bir Ry tensérii VX, Y, Z € x (M) igin

Ro(X.Y,2,10) = (g (X, W)g(¥,2) = g (¥, W) (X, 2) +g (X, JW)

+9(Y,JZ) — g (Y. JW) g (X, TZ) +2g (X, JY) g (W, ] Z))
olarak tanimlansin. Bu durumda

g(R(X,)Y)Z,W) = cg(Ry(X,Y)Z, W)
= elo(9 (X, 2) Y, W)~ (9 (¥, 2) X, W)
~g(g (X, J2)JY.W) + g (g (V. J2) JX. W)
—29(g(X,JY)JZ W))

elde edilir. Buradan

GRCY)ZW) = 1elo(g (X, 2)Y,0) =g (g (V. 2) X, W)
+9(g(JX, Z2)JY, W) —g(g(JY,Z)JX,W)

+29 (g (JX,Y)JZ, W)

olur. Boylece

1
R(XY)Z = 1dg(X.2)Y —g(V.2) X +g(JX,2)JY =g (JY.Z) X

+2¢ (JX,Y) JZ)

elde edilir. 0
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3.6. Hemen Hemen Kontak Manifoldlar

Tamim 3.51 M manifoldu (2n + 1) —boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olmak

lizere
P x (M) = x (M)
lineer doniisiimii, & € x (M) ve
n:x (M) = C* (M, R)

1—formu verilsin. Hernahgi bir X € x (M) igin

n(€) =1 (3.76)

ve

O’ (X)=—-X+n(X)¢ (3.77)

kosullary saglaniyorsa (p, &, n) iigliisiine hemen hemen kontak yapt ve M manifolduna ise

hemen hemen kontak bir manifold adi verilir (Blair, 1976).

Teorem 3.52 (M, ¢, &, n) hemen hemen kontak bir manifold olmak iizere asagida verilen

esitlikler saglanwr ( Yano ve Kon, 1976):

i)
€ = 0. (3.78)

ii)
n(eX) = 0. (3.79)

iii)
rank @ = 2n. (3.80)

Ispat. n (&) = 1 ve p? (X) = —X + 1 (X) € oldugundan

() =—E+n(E=0

dir. Bu durumda ya & = 0 ya da @&,  nin 0 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektoriidiir.
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¢ # 0 oldugunu varsayalim,
0 = ¢(¢%€) =" (¥8) = —pE+n(pE) €
esitliginden
n(p€) & = ¢§

olup p¢ # 0 sectigimizden 7 (p€) # 0 elde edilir. Aym1 zamanda 7 (¢€) ¢ = p*¢ olur.
Fakat 7 (p€) o€ = p?¢ = 0 dir. Bu ise bir geliskidir. Bu durumda

=0 ve n(pf) =0

olur. VX € x (M) igin p? (0 X) = —pX + 1 (pX) € oldugundan

n(pX)=0

dir. ¢¢ = 0 oldugundan ranky < 2n ve X, M de bir vektor olmak iizere o X = 0
ve o*(X) = =X + n(X)¢ = 0 dir. Buradan n (X) ¢ = X olur. X ile ¢ orantilidir.
Dolayistyla

ranky = 2n

dir. U

Ornek 3.53 R? uzayinda
1
n = g (dz—ydr),
9,
= 2— M
3 5, € X (M),
e  x(M) linee;x(M)

verilsin. R? iin standart bazinina gére ¢ nin matrisi

0O 1 0
p=1-1 0 0
0 yv O

olsun. Boylece (R3, ¢, &,n) hemen hemen kontak manifoldtur. Gergekten;
1 0
1) = (5= - ydo)) 25
1 0 1 0
= 1
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olur. Simdi X € x (M) ve X = (z1,79,23) olmak iizere ¢*(X) = —X + n(X)¢

oldugunu gésterelim.

n(X) = (; (dz — ydx)) (xli + x2i 4 $38>
1
2

1 1
= 5953—5.%1
(s — )
= —(r3—yx
5 3~ Y1
bulunur.
0 1 0 T )
SO(X): -1 0 0 To| — —x
oldugundan
0 1 0 i) —X1
P X)=p@X)=|-1 0 0| |-zi|= | -2 (3.81)
0 ¢ O YTo —YT
dwr. Boylece
©* (X) = (—z1, —x2, —y11) (3.82)

elde edilir. Ayrica (3.77) esitliginden

X ()€ = (o) + (3 (s ) 0,02
= (=21, =22, —x3) + (0,0, 23 — y11)
= (=21, —9, —ym1) (3.83)

dir. (3.82) ve (3.83) esitliklerinden p* (X) = —X + n(X) € esitligi elde edilir. Béylece
(R3, p, £,m) dortliisii hemen hemen kontak bir manifolddur (Blair, 1976).

Teorem 3.54 N hemen hemen kontak bir manifold olmak tizere VXY € x(M) igin

n(X)=g(X,§) (3.84)
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gp(X), oY) =g(X,Y)=n(X)n(Y) (3.85)

esitliklerini saglayan bir g Riemann metrigi vardw ( Yano ve Kon, 1976).

Ispat. VX € y (M) olmak iizere ¢ (X) = —X +n(X) ¢ ifadesinden
P! (X) + X =n(X)¢
olup esitligin her iki tarafini £ ile i¢ carpimi alinirsa
g(P*(X)+X,6) = g (X)&8)
olup
g (9*(X),€) +9(X,8) = n(X)g(5¢)
elde edilir. ¢ Hermityen bir metrik ve g (£, &) = 1 oldugundan
—9 (0 X, 9€) + 9 (X, €) =1 (X)

esitligi ve Teorem 3.52 g6z Oniine alinirsa ¢ = 0 ve g (pX,pf) = 0 elde edilir.
Dolayisiyla son esitlikten

n(X)=g(X,§)

bulunur. Ayrica ¢* (X) = —X + 1 (X) € esitliginin her iki tarafin1 VY € x (M) igin YV’

ile i¢ carpimi alinirsa

g(¢*(X),Y) = g(=X +1(X)&Y),

esitliginden
9(@X,¢Y) = g(X,Y)—n(X)n(Y).

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(3.85) esitliginde X yerine ¢ X yazilirsa
g(eX,Y) =g ("X, 0Y) +n(eX)n(Y)
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olur. Teorem 3.52 den

g(eXY) = g(=X+n(X)&pY)+0n(Y)
= g(=X,0Y)+n(X)g (& ¢Y)
= —g9(X,9Y)+n(X)n(pY)
= —g(X,9Y)+n(X)0
= _g(X790Y>
dir. Son esitlikten
g(eX,Y)+g(X,9Y) = 0 (3.86)

dir.

Tamm 3.55 M hemen hemen kontak bir manifold olmak iizere

n(X) = g(X,$)
geX,pY) = g(X,Y)—n(X)n() (3.87)

sartlarini sagliyorsa bir g metrigi varsa bu metrige M iizerinde hemen hemen kontak
metrik ve bu manifolda hemen hemen kontak metrik bir manifold adi verilir

( Yano ve Kon, 1976).

Ornek 3.56 Ornek 3.53 da verilen (R?, 0, &,m) hemen hemen kontak manifoldunu géz

onune alalim. M iizerinde

1
1(dx®dx+dy®dy+dn®dn)

_ i ((14?) do? + dy? + d=* — 2ydud:)

g = ds*=

olmak iizere g metrigine karsilik gelen matris

1+y? 0 —y
g= 411 0 1 0
-y 0 1
dir. Burada
g(X,6)=X"g¢ (3.88)
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esitligini kullanilirsa
14y 0 —y] o
1
9(X,6) = | 22 1 0 1 0] |0
-y 0 1 2
__2y
1
- Z |:l'1 T2 CL’3:| 0
2
1
= 1 [—2yz1 + 23]
1
= B ($3 — Y1)
elde edilir. (3.84) ve (3.88) esitliklerinden
n(X) =g (X,¢)
olur. Simdi
9(pX, oY) =g(X,Y) —n(X)n ()
esitliginin saglandigim gosterelim.
X = (z1,79,23) € X (R*) ve Y = (y1,y2.y3) € X (R?) olmak iizere
0 0 0
X = (12, —21,yT2) = xz% - xl@ +y $2$
0 0 0
Y = —_— = _— _ -
@ (Y2, =91,y 42) = Yoy g, TV,
elde edilir. Buradan
g(eX,0Y) = (pX)" g(pY) (3.89)
X 1+y> 0 —y| | v
= 1 [wg T Y 5702} 0 10 —1
oy 0 1] |y
: (T+y*) v2 — ¥y
= 1 [962 —I Yy xz} —h
0

1
g(pX,@Y) = 1 (x1y1 + T2Yyo)
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ve

g(X.Y) = X'gY
X 1+y* 0 —y| |n

- 4|:ZE1 ) ZL‘3] 0 1 0 Y2

-y 0 1] (s

I+v)y —yys

= i [iUl Ho) I3] Y2
—Y Y1 +ys3
= i{$1((1+3/2> yl—yyz>+$2y2+$3(—3/3/1+3/3)}
g(X,Y) = i{(l‘ﬂﬁ) T1Y1 — 1Y Y3 + TaYa — X3Y y1+$3y3}

dir. Boylece
1

n(X) =35 (@ —yz)
n(Y)= ;(ys—yyl)
oldugundan
n(X) n(Y) = i (23ys — 23y 11 — 2195y + v*2101) (3.90)
olur. Béylece
9XY) =0 (X) (V) = 1 (a1 +2202)

oldugu goriiliir. (3.89) ve (3.90) esitliklerinden

g(X,9Y)=g(X,Y)—n(X)n(Y)

esitliginin saglandig goriiliir ( Yano ve Kon, 1976).

Tamim 3.57 M hemen hemen kontak bir metrik manifold olmak iizere
¥ (X) = g(X,9Y) (3.91)

ile tanmimlanan V doniigiimii bu manifoldun temel-2 formu olarak isimlendirilir

( Yano ve Kon, 1976).

Tamm 3.58 M, (2n + 1) — boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere M nin

herbir noktasinda

0 A (dn)" # 0 (3.92)
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esitligini saglayan n diferensiyellenebilir 1-formuna bir kontak form ve M manifolduna

ise kontak bir manifold denir. Burada (dn)" ifadesi

(dn)" =dnpNdnA---Ndn (3.93)

n tane

ile verilir. Ayrica dn 2—form, n A (dn)" ise 2n + 1—formdur. Bundan dolayr kontak
manifoldlar 2n + 1 boyutludur (Blair, 1976).

Tamm 3.59 M, (2n + 1) —boyutlu kontak bir manifold olmak iizere
D=1{X¢ex(M) :n(X)=0} (3.94)

ile tammh D kiimesine M manifoldunun kontak bir distribiisyon denir (Blair, 1976).

X (M) vektor uzayi (2n + 1)—boyutlu oldugundan x* (M) vektor uzayi da
(2n 4+ 1)—boyutludur. Bu iki vektdr uzaymin swrasiyla , {£, Xi,..., Xo,} ve
{n,m,...,mn} tabanlart vardir. ¢ = 1,2,...,2ni¢in n (X;) = 0 ve { X1, ..., X5, } dir.
Burada D = span { X1, ..., X5, } dir. Dolayisiyla boy D = 2n dir (Blair, 1976).

Teorem 3.60 w, n—boyutlu M manifoldu iizerinde 1-form olsun. M iizerinde

A (dw)? #0

ve

(dw)*™ =0

olsun. O zaman M nin her bir noktasinin bir komsulugunda
w=dy"™" = ydz;
i=1

olacak sekilde (1,2, ..., Tp, Y1, Y2, - - -, Yn—p) koordinat sistemi vardir. Boylece (2n + 1)

boyutlu M kontak manifoldunun her bir noktasinin bir komsulugu iizerinde

n=dz— Zyz‘dﬂci

=1

olacak sekilde i = 1,2, ... ,ni¢in (z;,y;, z) koordinatlart vardir (Blair, 1976).

Tamim 3.61 (2n + 1) — boyutlu Oklid uzayr R*"*! de

(Ilvaa vy Ly Y1, Y25 ooy Yn, Z)
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kartezyen koordinatlarini alalim. 1y, R*"™! de 1—form olmak iizere

no = dz — Zyz'dxi

i=1
olsun. Bu durumda

1o A (dio)"™ # 0

dir. Burada ny, R**** de bir kontak formdur denir (Blair, 1976).

Ornek 3.62 R?>"*1 (2n + 1) —boyutlu Oklid uzayinda, & = a% olmak iizere

n=dz— Zyidxi

=1

I-formu R*"*! jizerinde kontak formdur. Gergekten

n(ﬁ)zn(i) :dz<§z) _iyidxi <§Z> _

olur.

n = 2iginn A (dn)" # 0 oldugunu gosterelim.
n = dz—yidry — yadas
oldugundan
dn = —dy; Ndxy — dys N\ dx,y
olur. Béylece

(dn)* = ;(dnAdn)

== dyl N d[[‘l N dyg A dlL’Q + dyg A dZEQ A dyl VAN dl’l

== (dy1 N d[[‘l N dyg A dl’g)

= dy; Ndxy N\ dys N\ dxs

olur. Bu durumda

nA(dn)? = (dz —ypdzy — yodzy) A (dyy A day A dyy A das)

= dz Ndy; Ndxy N\ dys A dzo

bulunur. Burada

dz N\ dyy N dxy N\ dys N\ dxe # 0
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oldugundan
0 A (dn)” #0

dir ( Yano ve Kon, 1984).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Kompleks Manifoldlarin Reel Hiperyiizeyleri

M, kompleks boyutu n (reel boyutu 2n) olan bir Hermityen manifold olmak iizere
M nin hemen hemen kompleks yapisin J ile ve Hermityen metrigini g ile gosterelim. M,

M nin reel (2n — 1)—boyutlu bir hiperyiizey olsun. Bu durumda
boyT,M =2n — 1 ve boyTpM=* =1 4.1)

olur. X € y (M) segilirse JX € x(M) ve N € x* (M) oldugundan JN € x (M) olur.

Simdi £ € x (M) igin JN = —¢ olsun. VX € y(M) i¢in
JX =pX+n(X)N ve JN =—¢ (4.2)
olarak yazilabilir. Burada ¢ X, JX in tegetsel kismi1 olup
o : T,M — T,M
bir projeksiyondur ve 7, 1— form olup
n:x (M) — C* (M, R)
ile tanimlidir (Kon, 2008).

Onerme 4.1 M Hermityen bir manifold ve M, M nin reel bir hiperyiizeyi olsun.
JN = —&veVX € x (M) igin asagidaki esitlikler saglanir (Kon, 2008).

n(eX) =0, (4.3)
P (X) = —X+n(X)¢, (4.4)
ot = 0. (4.5)
Ispat. VX € x (M) igin
-X = J*(X) (4.6)
= J(eX+n(X)N)

= J(pX)+n(X)JN
= @ (X)+n(eX)N —n(X)¢ (4.7)
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bulunur. (4.7) esitliginde ¢? (X) ,n (X) &, —X € x (M) ven(¢X) N € x* (M) oldugu
g0z Oniine alinirsa

n(eX)N =0

oldugu goriliir. Boylece N # 0 oldugundan (4.3) esitligi elde edilir.
(4.7) esitliginden
J(X) = (X) =n(X)§=-X
yazilabilir. Son esitligin teget ve normal kisimlari karsilastirtlirsa (4.5) esitligi elde edilir.
JE = N esitligi ve (4.4) den
J(§) =pE+n(§N

olur. n (§) = 1 ve N = J¢ oldugu goz 6niine alinirsa (4.7) esitligi elde edilir. g

Onerme 4.2 M Hermityen bir manifold ve M, M nin reel bir hiperyiizeyi olsun. Bu
durumda ¥ X € x (M) i¢in asagidaki esitlikler saglanir (Kon, 2008):

g(@X,Y)+g(X,9Y) = 0, (4.8)
geX, oY) = g(X,Y)=n(X)n(Y), (4.9)
n(X) = g(X,§). (4.10)

Ispat. VXY € y (M) igin
g(JX,)Y)=—g(X,JY)
oldugundan ve (4.4) den
g (X +n(X)N,Y) = —g(X, Y +7(Y)N)

olup
g(@X,Y)+n(X)g(N,Y)=—g(X,¢Y) =n(Y)g(X,N)

elde edilir. g (N,Y) = g (X, N) = 0 oldugu gbz 6niine alinirsa (4.8) esitligi elde edilir.

Diger taraftan

g(JX,JY)=g(X,Y)
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oldugundan ve (4.4) den
g@X +n(X)N, oY +n(Y)N) = g(X,Y)
ve
9 (X, oY) +n(Y)g(@X,N)+n(X)g(N,oY)+n(X)n([Y)g(N,N)=g(X,Y)

elde edilir. Son esitlikte g (0 X, N) = g (N,9Y) = 0ve g (N, N) = 1 oldugundan (4.9)

esitliginin dogrulugu ispatlanir.
(4.8) esitliginden
2 _ _

9 (9°X,€) = =g (pX,96) =0
olur. Béylece ¢? (X) = —X + 1 (X) £ olup

g (¢*(X),€) =g(-X +n(X)&9)
esitliginden

9(=X,8) +n(X)g(£€) =0

olup bu ise (4.10) esitliginin dogrulugunu gosterir. O
Onerme 4.1 ve Onerme 4.2 goz oniine alindigunda asagidaki sonug verilir.

Sonug 4.3 M bir Hermityen manifold ve M ,M nin reel bir hiperyiizeyi olsun. Bu

durumda M hiperyiizeyi hemen hemen kontak metrik bir manifoldtur.
Lemma 4.4 M reel 2n—>boyutlu bir Hermityen manifold ve M, M manifoldunun reel

(2n — 1)—boyutlu reel bir hiperyiizeyi olmak iizere Gauss ve Weingarten formiilleri

VxY = VxY +g(AyX,Y)N, (4.11)
VN = —AxX (4.12)

ile verilir (Kon, 2008).

Ispat. 1—boyutlu y (M )L uzayini geren birim normal vektor alan1 N olmak tizere

X,)Y € x(M)igin h (X,Y) = AN yazilabilir. Boylece
g(h(X,Y),N)=Xg(N,N)
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olup
g(h(X,Y),N)=A

elde edilir. (2.12) esitliginden
qg (ANX, Y) =\

olur. Bu durumda (2.10) ile verilen Gauss formiilii
%ny = ny + g (ANX, Y) N

olarak yazilabilir. Bu ise (4.11) esitliginin dogrulugunu gosterir.

Diger taraftan

g (V)L(N, N) =g <§XN, N) =0
elde edilir. Bu durumda (2.11) ile verilen Weingarten formiilii
VxN = —AyX
olur. Bu ise (4.12) esitligidir. d
Lemma 4.5 M reel 2n—>boyutlu bir Hermityen manifold ve M, M manifoldunun reel

(2n — 1)—boyutlu reel bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda ¥ X € x (M) i¢in

n(Vx€) =0 (4.13)

esitligi saglanwr (Kon, 2008).

Ispat. ¢ birim bir vektér oldugundan g (£, €) = 1 olup

9(Vx&,6) +9(€,VxE) =0

esitliginden
9(Vx€§) =0
elde edilir. Bu ise
n(Vx§) =0
oldugunu gosterir. O
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Lemma 4.6 M bir Kaehler manifold ve (M, p,&,n,g) ise M mn reel bir hiperyiizeyi
olsun. (M, p, &, n, g) tizerindeki herbir X,Y vektorleri igin

Vx€=pAnX (4.14)
ve
(Vxp)Y =n(Y)AxnX — g (AnX,Y)¢ (4.15)

esitlikleri saglanir (Kon, 2008).

Ispat. (4.4) ve (4.13) esitlikleri (4.12) ile verilen Weingarten formiiliinde yerine yazilirsa
VN =VyJE = —AyX
olur. Bu durumda
JVxE+ (VxJ) &= —AyX,

olup
JVxE = —AnX

bulunur. Boylece

J(Vx€+g(AnX,§) N) = —AyX
oldugundan
eVx&+n(VxEE —g(AnX,§) = —AnX
dir. n(Vx¢&) = 0 oldugu goéz 6niine alindiginda
@ (pVxE —g(AnX, §) &) = —pAnX

yazilabilir. (4.4) den
Vx§ =pAnX

elde edilir.
Simdi (4.15) esitligini ispatini verelim. VY € x (M) i¢in JY = @Y + 7 (Y) N dir.

Buradan

oY =JY —n(Y)N
olup

Vx (¢Y) = Vx(JY —n(Y)N)
= VxJY —5(Y)VxN
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elde edilir. Son esitlikten
(Vi)Y +¢ (%ﬂ) = JVxY + (%XJ) Y — 5 (Y)VxAN.
yazilabilir. Bu durumda
(Vxg) Y = JVxY = (Y) VN — ¢ (V)
dir. Gauss ve Weingarten formiillerinden

(Vxg)Y = J(VxY +g(AyX,Y)N) = (V) (—AxX)

—o(VxY 4+ g (AnX,Y) N)

= JVxY +g(ANX,)Y)JIN +n(Y)AnX — p(VxY)
—9 (ANX,Y) o (N)

= JVxY —g(ANX,Y)E+n(Y)AnX — ¢ (VxY)
—g (AnX,Y) ¢ (N)

= o(VxY)+n(VxY)N —g(AnX,Y)E+ (V) Ay X
—¢(VxY) — g (AnX,Y) ¢ (N)

elde edilir. Ayrica ¢ (N) = 0 oldugundan

(Vxo) Y =n(Y)AyX — g (AnX,Y) €

esitligi elde edilir. O

Onerme 4.7 M (4¢) , ¢ sabit egrilikli kompleks uzay form ve M, M (4c) uzay formunun
reel bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir (Kon, 2008):

) VXY, Z € x(M) igin
RIXY)Z = c{g(V.2)X —g(X,2)Y +g(¢Y,Z) X — g (¢pX,Z) pY
—29(pX,Y)pZ} + g(ANY, Z) AN X
—g(AnX, Z) ANY. (4.16)
i) VX, Y € x(M) igin
(VxA)Y = (VyA) X =c{n(X) oY —n(Y)pX —29(pX,Y) ). (4.17)
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ispat. M, M kompleks uzay formunun reel bir hiperyiizeyi olmak iizere Gauss
denkleminden
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ AyxnY — Anyn X
+(Vxh)(Y,Z) - (Vyh) (X, Z) (4.18)

yazilabilir. Ayrica, M bir kompleks uzay form oldugundan JX = ¢X + 1 (X) N,
JY =Y +n(Y)NveJZ = pZ +n(Z) N olmak iizere

RX.Y)VZ = c{gV,2)X —g(X,2)Y +g(JY,Z) JX
—g(JX,2)JY —29((JX,Y) JZ)} (4.19)

yazilabilir. Boylece

RX,Y)Z = c{g(YV,2) X —g(X, 2)Y +g(¢Y +n(Y)N,Z) (¢X +n(X)N)
=g (X +n(X)N,Z) (¢Y +n(Y)N)
—29((pX +n(X)N.Y) (pZ +1n(Z)N))}
= {9V, 2) X —g (X, 2)Y + g (oY, 2) oX + g (¢Y, Z)n(X) N
—9 (X, Z) oY — g (X, Z)n(Y)N =29 (¢X,Y) pZ
=29 (X, Y)n(Z) N}
= c{g(Y,2) X —g(X,2)Y +g(9Y,2) oX — g(pX,Z) oY
=29 (X, Y) pZ} + c{g (¢, Z)n(X)N — g (X, Z)n(Y) N
=29 (X, Y)n(Z) N} (4.20)
elde edilir. (4.18) ve (4.20) esitliklerinden

RIXY)Z = c{g(V,2)X —g(X,2)Y +g(¢Y,Z) X — g (X, Z) pY
=29 (X, Y)Z} 4+ g (ANY, Z) ANX — g (ANX, Z) ANY (4.21)

ve
(Vxh) (Y, Z) = (Vyh) (X, Z) = c{g(eY,Z)n(X)N —g (X, Z)n(Y)N
=29 (pX,Y)n(Z) N} (4.22)
olur. (4.22) dan
(Vxh)Y = (Vyh) X = c{pYn(X)N —pXn(Y)N — 29 (pX,Y) N}
elde edilir. 0
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Lemma 4.8 )M reel 2n—>boyutlu bir Hermityen manifold ve M, M manifoldunun reel
(2n — 1)—boyutlu v hiperyiizeyi olsun. {e1, es, . .., ea,_2,&}, X (M) nin ortonormal bir
bazi olmak tizere Vj € {1,2,...,2n — 2} i¢in

g (pej,e;) =0

dr (Kon, 2008).

Ispat.Vj € {1,2,...,2n — 2} igin
g(Jeje;) =0

olup
g (pej +n(ej) Nyej) = g(wej e;) +n(e;) g (N,e5) =0
elde edilir. Burada N € x* (M) oldugundan
g(N,e;) =0
olup
g (pej,e5) =0

bulunur. O

Onerme 4.9 M, M kompleks uzay formunun reel (2n — 1) —boyutlu bir hiperyiizeyi ve

S, M nin Ricci tensorii olmak tizere

S(X,)Y) = 2n+1)cg(X,Y)—=3en(X)n(Y)
FizA g(AX,Y) — g (AX, AY) (4.23)

dir (Kon, 2008).

Ispat. (4.21) esitliginden

gRXY)ZW) = c{g(Y,2)g(X, W) —g(X,Z)g (Y, W)
+9(pY,2) g (¢ X, W) — g (0X, Z) g (¢Y, W)
=29 (pX,Y) g (pZ, W)} + g (ANY, Z) g (ANX, W)
—g(ANX, Z) g (ANY, W) (4.24)
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yazilabilir. {ey, ea, . .., €2,_2,&}, x (M) nin ortonormal bir baz1 olmak iizere son esitlikte

X ve W yerine ¢;, Y yerine X ve Z yerine Y yazilirsa

g(R(e;; X)Ye;) = c{g(X,Y)g(eje5) —gle;,Y)g(X,¢e)
+9 (X, Y) g (pej,¢5) — g (e, Y) g (X, ¢5)
—2g (pe;, X) g (¢Y,€;)} + g (AnX,Y) g (AN €5, ¢;)
—g(An €}, Y) g (AN X, €))
= c{g(X,Y)—g(X,g(e;,Y) ;) —g(pe;, Y) g (90X, €5)
—29 (pej, X) g (Y, e5)} + g (AnX,Y) g (A €5, ¢5)

—g9(Ane;,Y) g (AnX, e;) (4.25)

olur. Buradan

2n—1
SX,)Y) = > g(R(e;, X)Y,¢;)

j=1

2n—1

= ZC{Q<X7Y)_g(Xug(€j7Y>€j>_g<90€jvy)g(¢X7€j)
j=1

—2g (pej, X) g (0Y,€5)} + Z (ANX,Y) g (AN ¢, ¢€;)

—9(Ane;,Y) g (AnX, e)))
2n—1

= (2n—-1)cg(X,Y) —C(Zg (X, g(e;,Y)ej) +g(pe;,Y)g(wX,e))

+2g (pej, X) g (0Y,€5)) + g (AnX,Y)izA — g (AnX, ANY)

= (2n—-1)cg(X,Y) —C(ig Xg(eg,Y)ej))

7=1

2n—1
(Zg ve;,Y) g (X, 6g)+2g(weg,X)g(s0Kej))
+9 (ANX,Y)izA — g (AN X, ANY)
= 2n—-1)cg(X,Y)—-cg(X,Y)

2n—1

+c ( D> g(eY.e;) g (X, e) +2g (X, €;) g (Y, ej))

j=1
—i—g (ANX, Y) ZZA —4dg (ANX, ANY)

= (2n—-2)cg(X,Y) +cBg(pX,9Y)) +g(AnX,Y)izA

—g (ANX, ANY)
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elde edilir. g (0 X, ¢Y) =g (X,Y) —n(X)n(Y) oldugundan

S(X)Y) = (2n—=2)cg(X,Y)+3c(9(X,Y) —n(X)n(Y))
—|—g (ANX, Y) ZZA — g (ANX, ANY)
= 2n—=2)cg(X,Y)+3cg(X,Y)—=3n(X)n(Y)
= 2n+1)cg(X,Y)=3n(X)n(Y)+g(AnX,Y)izA
—g (AnX, ANY)

elde edilir. O

Teorem 4.10 M™ (¢), ¢ # 0 kompleks uzay formunun total umbilik reel bir hiperyiizeyi
mevcut degildir ( Tashiro ve Tachibana, 1963).

Ispat. M total umbilik reel bir hiperyiizey ise her X, Y teget vektorii igin
h(X,Y) = Ag(X,Y) olur. Bu ifade (4.22) da yerine yazilirsa ve ¢ # 0 oldugu g6z 6niine

alinirsa ispat tamamlanir. U

4.2. 1n—Umbilik Reel Hiperyiizeyler

Tanim 4.11 M hemen hemen kompleks bir manifold ve M, M min reel bir hiperyiizeyi
olsun. Y X € x (M) igin

AvX =aX +bn(X)¢ (4.26)

esitligi saglantyorsa M reel hiperyiizeyine total n—umbilik reel bir hiperyiizey denir
(Kon, 2008).

Ornek 4.12 C* de S° = {(21,22,23) € C*: Y0_, ||* = 1} kiiresini ve 7w : S* — C?

stereografik izdiistimiinii goz ontine alalim.
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Sekil 4.1. Stereografik izdiistim

r pozitif bir reel say1 olmak iizere S® de bir hiperyiizey M’ (4, 1)

3
212+ |22? = 72s]? ve DIz =1
j=1

ile tamimlansin. Bu durumda (M (4,7)) = M(3,7), CP? kompleks projektif uzaynn bir

hiperyiizeyi olur. Bu hiperyiizey paremetrik olarak birbirinden farkli iki farkli asli egriligi
olup, CP? nin n—umbilik reel bir hiperyiizeyidir.

Tanim 4.13 M hemen hemen kompleks bir manifold ve M, M min reel bir hiperyiizeyi
olsun. M reel hiperyiizeyinde bir distribiisyon

Ty ={X € T,M :(X) =0} (4.27)

olmak iizere, T}y distribiisyonu integrallenebilir ve integral alt manifoldu total geodezik

bir alt manifold ise M ye bir reel regle hiperyiizeyi adi verilir (Kon, 2008).

M, n > 3 olmak tizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formunun reel bir
hiperylizeyi olsun. A sekil operatoriiniin herhangi X,Y € Tj i¢in g (AX,Y) = a
g (X,Y) esitliginin saglandigini varsayalim. M nin ortonormal bir {ey, e, ..., €2, 2, &}

bazini segelim. Boylece sekil operatorii Ay

a ... 0 hl
A=~ = : (4.28)
0 ... a hgn_g
hi o e b

olur. Burada h; = g (A4e;,&),i = 1,2,....2n — 2 ve b = g (AE, ) ile tammlanir. Simdi
tanimladigimiz bu ifadeleri a # 0 igin degerlendirelim (Kon, 2008).
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Lemma 4.14 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun reel
bir hiperyiizeyi, Ay sekil operatoriiniin herhangi X,Y € Ty i¢in kabul edelim ki
g(ANX)Y) = a g(X,Y),a # 0 esitligi saglansin. Bu durumda i # j,j # k, k # 1,
i,7,k € {1,...2n — 2} icin

hi g (pej,er) = hy g (pex, e;) = hi g (pei, €5) (4.29)

esitligi saglanwr (Kon, 2008).

Ispat. i, j, k,1 < 2n — 2 olmak iizere, (4.17) esitliginde X yerine e;, Y yerine e; yazilirsa
(VeAn) e = (Ve, Av) e = c{n (1) pe; — 0 (e;) oX — 29 (pe;, Y) €}
ve 1 (e;) =1 (e;) = 0 oldugundan
(Ve An)e; — (Ve, An) €5 = 2cg (i, pe;) & (4.30)
ede edilir. Diger taraftan Ae; = ae; + hé,i=1,2,...,2n — 2 igin

(Ve Ax)e; = (Ve,Ay)er = Ve Ane; — AxVee; — Vo, Ayei + AyVee;
= V., (aej + i) — AnVee; — Ve, (ae; + hi€)
+AV,e;
= e¢;(ae;) +aVee; + e (ahj)§+hiVe.§E — AnvVee;
—ej (ae;) —aVe,e; + e (ahy) § — iV, €
AN (431)
elde edilir. (4.16) esitligi ve Vx& = ¢ Ay X oldugundan V., = pAe; ve
Ve, & = pAne; olup
(Ve,A)ej — (VejA) e, = ei(aej)+aVee; +e;(ah;) &+ hjpAe; — AV.e;
—ej (ae;) —aVe,e; + e (ah;) § — hipAe; + AV, e;
= ¢;(aej) +aVeej+e; (ah;) &+ hjp(ae; + hi€)
—AVe; —ej(ae;) —aVe,e; + ej (ah;) §
—hip (ae; + h;€) + AV, e;
= a (Veiej - Veje,-) +e; (ahj) € + ahjp (e;) + hjhp€
—AV..e; —ej (ah;) & — ahip (e5) + hihjp
+AV, ¢, (4.32)
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bulunur. ¢ = 0 oldugundan son esitlik
(Ve A)e; = (Ve A)ei = a(Vee; — Veer) +alhip(e) — hip (¢)))
~A(Vee; = Ve,ei) +ei(ahy) € — ¢ (ahi) § (433)
olur. (V. A)e; — (Vej A) e; = 2cg (e;, pe;) £ oldugundan
0 (Ve = Veses) +alhyp (e) = hip (e;)) = A (Veres = Vi)
+ei (ahy) € — ej (ahy) § = 2cg (ei, pe;) € (4.34)
dir. Simdi (4.34) esitliginin her iki tarafini ey, ile i¢ ¢arpimi alinirsa

ag (Vee; = Ve,ei,ex) + ag (hig (e:) — hip (e) , ex)
-9 (A (Veiej r Vejei) 7€k) + ag (e; (hj) §—¢j (hi) €, ex)
- ch <€i7 906]) g (57 Gk) (435)

bulunur. Buradan
ag (Veiej — Ve, ek) + ag (hjp (e;) — hip (e;) , ex)
—g (veiej — Ve, Aek) +ag ((eih; — e;hq) €, ex) = 2cg (es, we;) g (€, ex)
olup
ag (Veiej — Ve, €k) + ag (hjp (€:) — hip (€;) , ex)
—g (Veiej — Ve, Aek> =0
elde edilir ki dogrudan islemler ile
ag (hjp (e;) — hip (€;) ,ex) — hig (Veiej — Ve, €, §) =0
bulunur. Ayrica son esitlikten
ahjg (¢ (ei,exr)) — ahig (o (e;), ex) — hig (Ve,€5,6) + hrg (Vejei, §) =0 (4.36)

elde edilir. V., = e, oldugundan

ah;g (¢ (e, exr)) — ahig (vej, ex) + hig (e;, v (ae; + hi€))
—hig (ei, ¢ (aej + h;§)) =0

olup
ahjg (p (ei,exr)) — ahig (pe;, ex) + 2ahig (e;, pe;) =0 (4.37)
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bulunur. (4.37) de i yerine j, j yerine k, k yerine ¢ yazilirsa

ahig (¢ (ej,€;)) — ahjg (pex, €;) + 2ah;g (e, pe;) =0 (4.38)

elde edilir. (4.37) de 7 yerine k,k yerine j, j yerine ¢ yazilirsa
ah;g (veg, e;) — ahrg (pe;, ej) + 2ah;g (e;, pex) =0 (4.39)

bulunur. (4.37), (4.38) ve (4.39) denklemlerinden gerekli islemler yapildiginda

hig (pej, ex) = h;g (vex, €;) = hipg (ve;, e;)

esitligi elde edilir. U

Lemma 4.15 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun reel bir
hiperyiizeyi ve M nin sekil operatérii Ay olmak iizere herbir X,Y € Ty ve a # 0 igin
g (ANX.,Y) = ag (X,Y) esitligi saglansin. Bu durumda bir i € {1,...,2n — 2} icin
h; = 0 ise

hi=ho=..=ho 5=0 (4.40)

dr (Kon, 2008).

Ispat.i # j, j # k,k # i olan herhangi ¢, j, k igin

hi g (pej, er) = hj g (vex, €;) = hi, g (pei, e;)

esitliginden ve h; = 0 kabuliinden

hi g (pej, ex) = hj g (vex, e;) = hy g (pei,e;) =0

olur. h; # 0 1ise k # i ve k # j olacak sekilde herhangi bir £ igin g (pey, e;) = 0 olur.
Boylece e; = pe; veya e; = —e; olur. by, g (ve;, e;) = 0 oldugunda k # i ve k # j
olacak sekilde herhangi bir k i¢in A, = 0 olur.

Cyil #i,0 # jvel # k olacak sekilde tanimlayalim. hy = 0 ve h; = 0 oldugunda

hj g(ger,er) = hig(pe,e;) =0
hj g(peieq) = hig(pe,e;) =0

74



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ozlem DENIZ

dir. h; # Oise k # i ve k # j icin g (pex,e;) = 0 ve g(ye;, e;) = 0 olur. Boylece
e, = pe; yada e, = —pe; olur. O zaman e; = ¢, yada e; = —e; dir. Bu ise bir ¢eligkidir.
Oyleyse h; = 0 ise

hi=ho=..=hg 5=0

elde edilir. 0

Lemma 4.16 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun reel bir
hiperyiizeyi ve M nin sekil operatérii A olmak iizere herbir XY € Ty ve a # 0 igin
g (AX)Y) = ag (X,Y) esitliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda h; = 0 olan
i€ {l,...,2n — 2} vardir (Kon, 2008).

Ispat. Kabul edelim ki hy # 0,hy # 0, ..., hon_o # 0 ve i # j # k # [ olsun. Lemma
4.14 dan ¢, 7, k, ¢ nin yer degistirmesiyle

) g (e, &) = hi g (eis ¢))
g (pex,e) = hkg(soee,ej)

)

)

hi g
he g (pej, ex)
= hy g (pei,er) = hi g (per, er)
Iy ) ="hig

= h g (906]7 €l (QDG(, ei)

esitlikleri elde edilir. (4.40) den

hi g (wee, e5) = he g (pej, e

olup
hy,
g(pejen) = 579 (pee ;)
¢
esitligin her iki tarafi h; ile ¢arpilirsa
hi h
hig (pej,er) = hﬁ’“g(@@e,ej) (4.41)
_hih
hig (pej,en) = —=p=g (e, e (4.42)

olup (4.41) den ve h; g (pe;, er) = hy g (e, e;) oldugundan

hy,
hig (wej, ex) = —Eheg (pei,e;) = —hy g (pei, e5) (4.43)

olur. (4.14) ve (4.43) den
h; h h
hig (pej, ex) = Tekg (per, e5) = —h*;hlg (pei,e5) = —hi. g (wei, e5)
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elde edilir.

Lemma 4.15 den h;g (vej,ex) = hi g(pe;, e;) oldugunda h;g (pe;,ex) = 0
oldugunu biliyoruz. Buradan h; # 0 oldugunda herhangi j ve k i¢in ¢ # j,j # k,k # i
i¢in g (we;, e) = 0 olur. Herhangi k # i igin e, = pe; ya da e, = —ye; elde edilir. Bu
ise bir ¢elikidir. Sonug olarak ~; = 0 bulunur. O

Teorem 4.17 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun reel bir
hiperyiizeyi olsun. M reel hiperyiizeyinde bir holomorfik distribiisyon

To={X € T,M :n(X) =0} (4.44)
olmak iizere, eger M reel hiperyiizeyinin sekil operatorii Ay, VX,Y € T, igin
g(ANX,)Y)=ag(X)Y) (4.45)

esitligi saglanirsa, M total n—umbilik ya da regle reel bir hiperyiizey olur (Kon, 2008).

Ispat. Lemma 4.14, Lemma 4.15 ve Lemma 4.16 den eger a # 0 ise herbir i igin h; = 0
oldugundan

AN:aI—i—bn@f

olur. Boylece M total n—umbilik reel hiperyiizeydir.

Simdi a = 0 oldugunu varsayalim. Herhangi bir X, Y € T} i¢in g (AX,Y) = 0 dir.
Bu durumda X, Y € T} i¢in
g(¥.§)=n¥)=0
esitliginden
9(VxY,§) +g(Y,Vx{) =0

elde edilir. Buradan

g(VxY, &) +g(Y,pAX) =0

olur. Boylece

9(VxY,§) = —g (Y, pAX)

olup, buradan

9(VxY,§) = —g (Y, pAX) = g (AX, Y
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elde edilir. O halde VX, Y € Ty icin VxY € Tj dir ve T} integrallenebilirdir.
h; = 0 oldugundan ﬁY = VxY dir. Bu nedenle T} integral manifoldu M™ (¢) nin total
geodezik bir altmanifoldudur. Sonug olarak A regle reel bir hiperylizeydir. U

4.3. n—Umbilik Reel Hiperyiizeylerde Egrilik iliskileri

Lemma 4.18 M, n > 3 olmak tizere 2n-boyutlu M (¢), ¢ # 0 kompleks uzay formun n

umbilik reel bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.

i) X, Ty distribiisyonu tizerinde birim vektér alani olmak iizere

Ricr,a (X) = c{2n + 3}. (4.46)

ii) & M nin yapt vektor alant olmak tizere

Ricg,y (€) = 2nc. (4.47)

Ispat. M kompleks uzay formunun egrilik tensérii R olmak iizere

R(X7Y7Z7T) = C{g(KZ)g(X>T)_g<X7Z>g(KT> (4-48)
+g(JY,T)g(JX,T)—g(JX,Z)g(JY,T)
—29(JX,Y)g(JZ,T)} (4.49)

ile verilir. Burada X ve 1" yerine ¢;, Y ve Z yerine e; yazilirsa

Reieje56) = c{g(eje;)gleie) —gleie;)glese)+g(Jejen)g(Jee)
—g(Jeie;) g(Jej,e;) —2g (Jei e5) g(Jej,e)}

olup

R (e;,€j,e5,€;) :c{1+39 (Jej,ei)Q} (4.50)
elde edilir. (4.50) de e; yerine £ yazilirsa

Ren& & e) = c{l+3g(J¢ )’}
= c{1+39(N,e,»)2}
— ¢ (4.51)
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dir. {eq,e9,...,€9,-1,&} kiimesi y(M) uzaymn ortonormal bir bazi olarak géz 6niine

alinirsa

2n—1
.RNiCTpM (Gj) == [Zé(ei,ej,ej,ei)l +R(§,€1,61,£) (452)

=1

oldugu g6z oniine alinirsa (4.50), (4.51) ve (4.52) den,

RViCTpM (ej) = {2712:11+3g (Jej, e;) }—i—c
= { n—1+3g Jej,el) +39(J€1,€2)2
4+ 3g (Jer, e2n-1) }—i—c
= c{2n+2} +c
= c{2n+ 3}

elde edilir. X' = e; yazilarak (a) ispatlanir.
Simdi (b) nin ispatin1 verelim.
_a 2n—1 _ _
Rien (€)= | 32 R(e i8] + Ri€.£.6
i=1
oldugundan
mTpM (5) = 2nc

elde edilir. U

Lemma 4.19 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun 1 umbilik reel
bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.

i) X, Ty distribiisyonu tizerinde birim bir vektor alani olmak iizere
Ric(X) = (2n+1)c+ (2n — 3) a* + ab. (4.53)
ii) & yapi vektorii igin
Ric(§) =(2n—2)c+ (2n —2)ab (4.54)

dir.
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Ispat. M total n-umbilik reel hiperyiizeyinin sekil operatorii A

@ ... 0 0
A=

0 ... a O

0 ... 0 b

oldugundan ve VX € Tj igin 7 (X) = 0 oldugundan M hiperyiizeyinin
{e1, e, ..., €2,_2, &} ortonormal bir bazi i¢in 7 (e;) = 0 dir. Ayrica M total n-umbilik reel
hiperyiizey olmak tizere VX, Y € Ty, g (AX,Y) = ag (X, Y) esitligi sagladigindan
g(AX,AY) = ag(X,AY)
= ag(AX,Y)
= a*g(X,Y) (4.55)
olur. (4.23) esitliginde X ve Y yerine e; yazilacak olursa
Ric(e;) = S(ep,en)=2n+1)cg(er,er) —3en(er)n(er)
+izA g (Aey,e1) — g (Aey, Aey)
= S(er,e1) = (2n+1)c—3cn(e))’ +izA g (Aer,er) — g (Aeq, Aey)
= 2n+De+(2n—2)a+b)a—ad?
= (2n+1)c+(2n—2)a®>+ab—a®
= (2n+1)c+ (2n—3)a®+ab (4.56)

elde edilir. Boylece (a) ispatlanr.
Benzer sekilde g (A¢, &) = b ve g (A€, AE) = b? oldugundan

Ric(§) = S5(5€) = @2n+1)cg(&8) —3en(§)n (&) +1izA g (AL, &) — g (AS, A)
= 2n+1Dec—3c+(2n—2)a+b)b—b
= 2n—2)c+ (2n—2)ab

dir. Bu ise (b) nin ispatidir. U

Lemma 4.20 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun n umbilik reel

bir hiperyiizeyi olsun. p € M noktasinda ortalama egrilik vektorii H (p) olmak iizere

1
H(p)zzn_1

[(2n — 2) aN + bN]| (4.57)

dir.
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Ispat. Ortalama egrilik vektor alanin tanimindan

Hp)= l(gh <ei,ei)> " h(s,@]

yazilabilir. Burada

he,e) = g(Ae;,e) N

= ag(e;,e) N
— uN (4.58)
ve
h(€,§) = g(ALON
— BN (4.59)
dir. (4.58) ve (4.59) esitliklerinden ispat tamamlanir. O

Lemma 4.21 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun 1 umbilik reel

bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda asagida verilen esitlik saglanir:

(2n — 1| H (p)|I* = (4n” = 8n +4) a® + (4n — 4) ab+ . (4.60)

Ispat. Lemma 4.20 den
(2n—1)H (p) = (2n—2) aN + bN
elde edilir. Buradan

2n—1D2|H P> = g((2n—2) aN +bN ,(2n —2) aN + bN)
= ((2n—2) a+0b)
= (40 —8n+4) a®+ (4n —4) ab+? (4.61)

bulunur. Bu ise lemmanin ispatidir. OJ

Lemma 4.22 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun n umbilik reel

bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

F,M) = (2% +30 - ) e (4.62)

dir.
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Ispat. 7 (T, M) nin tamimi1 géz dniine alindiginda
~ 1 e - P -
T(T,M) = 5 [(RZC(TPM) (e1) + Ricir,ary (e2) + ... + Ricr, ) (e2n—1) + Ric (5))}

yazilabilir. Lemma 4.18 den

P

fi?cTPM (e1) = Ric,, ,, (e2) = ... = Ric,, ,, (ean—1) = c(2n + 3)
ve
R?cTPM (&) = 2nc
olup
FLM) = 2 le(n—1)(20+3) + 204
= <2n +3n — > c
elde edilir. Boylece lemma ispatlanir. U

Lemma 4.23 M, n > 3 olmak iizere M" (c), ¢ # 0 kompleks uzay formun 1 umbilik reel
bir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

rp)=mn—-1)2n+2)c+(n—1)2n—3)a®*+2(n—1)ab (4.63)

dir.

Ispat. Skaler egriligin tanimi g6z 6nune alindiginda

T(p) = an [(nz_:R(ej,ei,ei,ej)> + R (€, €5, €5, €)

j=1

= 5(Rz’c(el)+Rz’c(62)+~~+Rz’c(62n,2)+Rz’c(f5))
olur. Lemma 4.18 den
f(p) = ;[(Qn—z)((2n+1)c+(2n—3)a2+ab)+(2n—z)c+(2n—2)ab}
= (n=1)(@n+1)c+@2n—3)a*+ab) + (n—1)c+ (n—1)ab
= n—-1)2n+Dc+(n—-1))2n—3)a*+ (n—1)ab+ (n—1)c
+(n—1)ab
= n=-1)2n+2)c+(n—-1)2n—-3)a*>+2(n—1)ab

elde edilir. Bu ise lemmanin ispatidir. O
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4.4. n—Umbilik Reel Hiperyiizeylerde Baz1 Temel Esitsizlikler ve Sonuclar:

Teorem 4.24 )M, n > 3 olmak iizere M" (¢), kompleks uzay formun n—umbilik reel bir

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
[(2n —4) a + b]* > =8¢ (4.64)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Chen-Ricci esitsizligi goz oniine alindiginda ve bu esitsizlikte X = e; segildiginde
. 1 —
Ric(er) < o (2n — D*[|H (0)II* + Ricz,a (ex)
yazilabilir. (4.56), (4.60) ve (4.63) den

(2n+1)c+ (2n —3)a® + ab < [(4n2—8n+4) a2+(4n—4)ab+b2}

A

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse
4(n2 —4n+4) a®+4(n—2)ab+b* > —8¢
bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. OJ

Teorem 4.24 in n = 3 6zel durumu icin asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 4.25 M, M3 (c) reel 6 boyutlu kompleks uzay formun n—umbilik reel bir

hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
(2a 4+ b)* > —8¢ (4.65)

esitsizligi saglanmir. Bu esitsizligin esitlik durumunun saglanmast icin gerek ve yeter sart

M total geodezik ve M ise bir kompleks Oklidyen uzay olmasidir.

Sonug¢ 4.26 M, M3 (c) reel 6 boyutlu kompleks uzay formun n—umbilik reel bir

hiperyiizeyi olsun. a = —g isec > 0d

Teorem 4.27 M, n > 3 olmak iizere M" (¢), kompleks uzay formun n—umbilik reel bir
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda
(—2n+2)a®> —b* < (6n+1)c (4.66)

esitsizligi saglanir.
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Ispat. (2.30) den
r(p) < 5 (20— D |H ()| + 7 (T,M)

yazilabilir. (4.61) ve (4.62) de elde edilen esitlikler (4.66) esitsizliginde yerine yazilirsa
(n—1)2n+2)c+(n—1)2n-3)a®>+2(n —1)ab

olur. Son esitsizlik diizenlenecek olursa (4.66) elde edilir. O

Sonug 4.28 M, M3 (c) reel 6 boyutlu kompleks uzay formun n—umbilik reel bir
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda ¢ > 0 dur.

Ispat. (4.66) esitsizligi n = 3 igin
—4a® — b* < 19¢

olur. Bu ise ¢ > 0 oldugunu gosterir. U
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde kompleks manifoldlarin reel hiperyiizeyleri tizerinde tanimlanan hemen
hemen kompleks yapilar ve bu yapidan indirgenen hemen hemen kontakt yapilarin
temel baz1 oOzellikleri sunulmus, Riemann egrilik tensér alani incelenmis ve bu
egrilik tensorleri yardimi ile bazi sonucglar elde edilmistir. Ayrica bu sonuglar, 7-
umbilik reel hiperyiizeyler {izerinde tartisilmistir. Literatiirde bir Riemann manifoldu
ve altmanifoldunun invaryantlar1 arasindaki iligkileri sunan Chen-esitsizligi ve Chen-
Ricci esitsizligi gibi onemli esitsizlikler n-umbilik reel hiperyiizeylerde incelenmis ve bu

esitsizliklerin 6zel durumlarinda ¢esitli sonuglar elde edilmistir.

Bu tez ¢aligmasi ile elde edilen sonuglar pozitif tanimli olmayan belirsiz (indefinite)
kompleks uzay formlarin reel hiperyiizeyleri icin incelenebilir ve bu tezde elde edilen

sonuglar belirsiz kompleks uzay formlarin reel hiperyiizeyleri {izerinde karsilastirilabilir.
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