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OZET

Doktora Tezi

[~1,1] x [-1,1] BOLGESI UZERINDE iKi DEGISKENLI BERNSTEIN-DURRMEYER
POLINOMLARININ YAKLASIMI

Ecem ACAR

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Aydin iZGi
Yil: 2022, sayfa: 66

Bu tezde, genellestirilmis Bernstein-Durrmeyer tipi operatorleri tanimlanmistir ve kompakt bir kiime
iizerinde iki degiskenli siirekli fonksiyonlar uzayinda incelenen bu operatorlerin bazi yaklasim
ozellikleri ele alinmigtir. Bu operatdrlerin yaklasim orani, siireklilik modiilii kullanilarak verilmektedir.
Lipschitz fonksiyon siniflari, Peetre K -fonksiyoneli ve Voronovskaya tipi asimptotik teoremi igin
yaklagim dereceleri incelenmistir ve bu operatdrlerin bazi diferansiyel 6zellikleri kanitlanmistir. Stirekli
fonksiyonlar uzaymdan daha kapsamli olan Bogel siirekli fonksiyonlar uzay: yardimiyla genellestirilmis
Bernstein-Durrmeyer tipi GBS (Genellestirilmis Boolean Toplami1) operatorii tanimlanmis ve karigik
diizgiinliik modiilii, karigik K -fonksiyoneli igin yaklagimi degerlendirilmistir. Son olarak, operatdrlerin
Maple’daki agiklayici grafiklerle iki boyutlu durumlar icin belirli fonksiyonlara yaklasimi ve bazi
degerler igin niimerik tablosu verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein-Durrmeyer polinomlari, siireklilik modiilii, yaklasim hiz1, Bogel
stirekli fonksiyon, Bogel diferansiyellenebilir fonksiyon.



ABSTRACT

PhD Thesis

The Approximation of Bivariate Bernstein-Durrmeyer Operators On The Region
[717 1} X [715 1]

Ecem ACAR

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Aydin IZGi
Year: 2022, page: 66

In this thesis, the generalized Bernstein-Durrmeyer type operators are introduced and some
approximation properties of these operators,which are studied in the space of continuous functions
of two variables on a compact set, are discussed. The convergence rate of these operators is given
using the modulus of continuity. The approximation degree for the Lipschitz class of functions and
the Voronovskaja type asymptotic theorem have been investigated and some differential properties of
these operators have been proven. The Bernstein-Durrmeyer type GBS (Generalized Boolean Sum)
operator is defined in terms of Bégel continuous functions which is more comprehensive than the space
of continuous functions. The degree of approximation for GBS operators are obtained by using the mixed
modulus of smoothness and mixed K -functional. Lastly, the convergence of the operators by illustrative
graphics in Maple to certain functions for two dimensional cases and some numerical values are given.

KEYWORDS: Bernstein-Durrmeyer polynomials, Modulus of continuity, Rate of convergence, Bogel
continuous function, Bogel differentiable function.
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1. GIRIS Ecem ACAR

1. GIRIS

Yaklasimlar teorisindeki asil amag, keyfi bir f fonksiyonunun kendisinden
daha iyi Ozelliklere sahip olan yani polinomlar, tam fonksiyonlar veya sonsuz kez
tiirevlenebilen fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini (normda veya noktada limitini)

elde edebilmektir.

1854 yilinda, P.L. Chebyshev siirekli fonksiyonlara cebirsel polinomlar ile
yaklasim teorisini asagidaki problem ile ortaya koymustur, “Kompakt bir aralik
olan [a,b] araliginda tanimlh siirekli bir f fonksiyonunu, bu aralikta herhangi bir
noktada maksimum hatas1 kontrol edilecek sekilde, bir P polinomu (derecesi n’yi
gecmeyen) ile gosterilebilir mi? 7. K. Weierstrass 1885°te yaklasim teorisi iizerinde
ilk caligmalar1 yapip, kompakt kiimeler iizerinde siirekli fonksiyonlara cebirsel
polinomlarla yaklasmanin miimkiin oldugunu gdésteren bir teorem vermistir. Bagka bir
deyisle, yaklagim teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen Weierstrass Yaklasim

Teoremi;
f € Cla,b] ve e > 0igin, 3 P(() dyle ki V(¢ € [a,b] igin | f({) — P(¢)| < €

seklinde ifade edilmistir. Bu teoremin c¢ikis noktasi, bir topolojik uzayda herbir
elemanin, uzayin yogun bir alt uzayinin elemanlarindan olusan dizinin yakinsadigi
nokta olarak ifade edilebileceginden hareketle ortaya ¢ikmistir. Topolojik yontemlerden
faydanilarak ispatlanan bu teorem uzun ve karmasik bulundugundan Weierstrass

teoreminin lizerine bir¢ok ispat yapilmistir.

1912 yilinda S. N. Bernstein, bu polinomlarin verilen fonksiyona nasil bagh
oldugunu belirleyerek, Weierstrass teoreminin daha basit ve kullanigh bir ispatini
vermistir. Bernstein, [0, 1] kapali araliginda siirekli f(¢) fonksiyonu igin bir degiskenli

Bernstein polinomlar dizisini

Bu(f:¢) = ki_of (i) (Z) ¢H1=¢y* neN (1.1

olarak tanimlamistir. B,,( f) polinomuna f fonksiyonunun n. Bernstein polinomu denir.
Weierstrass teoreminin ispati i¢in, Bernstein B, (f; () operatoriini (1.1) tanimlayarak

bu operatorler dizisinin [0, 1] araliginda diizgiin olarak f(() ya yaklastigini ispatlamistir

1



1. GIRIS Ecem ACAR

yani;

lim B,(f;¢) = f(¢) (1.2)

n—oo

oldugunu gostermistir.

Bernstein’in bu kullanigh ispatt 1952°de H. Bohman ve P. P. Korovkin
tarafindan sadelestirilerek ve Bernstein polinomlarinin 6zelliklerinden de yararlanarak
“Lineer pozitif operatorler ve yaklasimi” kavramini olusturmuslardir. Lineer pozitif
operatorlerin yaklagimi ile ilgili olan Bohman-Korovkin teoremi agsagida ifade
edilmistir:

f, kompakt [a,b] araligi tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. (L,) lineer pozitif
operatorler dizisi altindaki goriintiilerden olusan dizinin bu fonksiyona diizgiin

yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul n — oo iken

La,(1;¢) = 1
Ln(t;¢) = ¢ (1.3)
Lo (t%¢) = ¢2

kosullarin1 saglamasidir. Bohman-Korovkin teoreminden sonra bu teoremin kosullarini
saglayan ¢ok sayida pozitif lineer operatorler dizisi insa edilmis ve yaklasim 6zellikleri
incelenmistir. Bunlardan bazilar1 Szasz-Mirakyan operatorii, Baskakov operatorii,
Bleiman-Butzer-Hahn operatorii ve Meyer-Konig ve Zeller operatoriidii. Bohman-
Korovkin Teoreminin kosullarin1 saglayan ve temel operatorleri belli durumlarda
tiretebilen genel pozitif lineer operatorler {lizerinde de birgok ¢alismalar mevcuttur.
Ornegin; 1957 de V.A. Baskakov, [0,00) araligi lizerinde sonsuz mertebeden

tiirevlenebilir f ve ¢ fonksiyonlart i¢in

o (_ ~\k
L0 =32 G s (5] ce o nem

bigiminde genel lineer pozitif bir operator dizisi tanimlamistir. Burada ¢ € [0, 1] igin
fonksiyon dizisi ¢, (¢) = (1 — )™ olarak segilir ise Bernstein polinomlari, { € [0, b]
igin fonksiyon dizisi ¢, (¢) = e "¢ olarak segilir ise Szasz-Mirakyan operatdrii elde
edilebilir.

1957 yilinda V. 1. Volkov “On the convergence of sequences of linear positive
operators in the space of continuous functions of two variable” adli ¢alismasi ile

iki degiskenli siirekli fonksiyonlar uzayinda yaklasimi incelemistir. 1968°de (1.1)’de

2



1. GIRIS Ecem ACAR

tanimlanan Bernstein operatdrii sabit tliggensel bolgede iki degiskenli Bernstein
polinomlarinin yaklasimi D. D. Stancu tarafindan incelenmistir:
n n—~k ) o
BL(f;¢,m) ZZf( >CkC] WP (L= C =)
k=0 j=0

burada operator A = {((,n) : (,n >0, +n < 1} bolgesi tizerinde incelenmisitir.

Abel 1998’de Kantorovich polinomlarinin asimptotik yaklasimlarini incelemistir.

1988 de F. L. Martinez, [0, 1] x [0, 1] karesel bolge tizerinde tanimli iki degiskenli
f fonksiyonu i¢in B, ,,,(f) polinomlar dizisini asagidaki gibi tanimlanmstir:
Bun(f36,m) ZZf( ) <k> <j>c’“(1 =" A=) (14)
k=0 35=0

boylece iki degiskenli Bernstein polinomlar1 tanimlanmaistir.

Bernstein-Durrmeyer operatorleri basta Voronovskaya tipi diferansiyellenebilir
operatorler arasinda gegisme Ozelligi olmak lizere bircok istenilen Ozellige sahip
oldugundan Bernstein operatorlerine gore bir¢ok agidan daha kullanigl olmustur. 1967
de J. L. Durrmeyer bir boyutlu Bernstein-Durrmeyer operatorlerini asagidaki gibi
tanimlamistir:

f, [0, 1] aralig1 tizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olmak tizere;

ML) = (14 1) Y ra©) [ st 00 (15)

@ = (5) (1) - o (16)

dir. 1981 de ¢ok degiskenliler i¢in Bernstein-Durrmeyer operatdrleri M.M. Derriennic

burada

tarafindan calisilmustir.

Bernstein operatorleri ve genellemeleri bir¢ok alanda karsimiza c¢ikmaktadir.
Ornegin; geometrik nesnelerin sayisal yonleri ile ilgilenen bir disiplin olan Bilgisayar
destekli geometrik tasarimda (Computer Aided Geometric Design CAGD) Bernstein
operatorleri egriler ve yiizeyler olusturmak icin temel olarak alinmistir. Egrilerin
ve ylizeylerin matematiksel olarak temsil edildigi CAGD alaninda ortaya c¢ikan
gereksinimler sebebiyle Bézier egrilerinin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur.
Dolayisiyla hemen hemen her tiirlii geometrik sekli tasarlamak icin yeterli esneklik

elde edilmistir. 1959°da Fransiz otomobil sirketi Citroen tasariminin bilgisayarda

3
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uygulanmasi sirasinda ortaya ¢ikan teorik problemleri ¢6zmek i¢in matematik¢i Paul
de Faget de Casteljau ile ¢calismaya baslamasi ile birlikte Casteljau algoritmasi olarak
bilinen yontemde egrilerin ve ylizeylerin tasarimina yonelik yeni sistem i¢in Bernstein
polinomlart kullanilmistir. 1960 yillarinda ise Paris’te Renault sirketi de CAGD
alaninda c¢alismalar yiirlitmekteydi. Geometrik nesnelerin bilgisayar gosterimleri
tizerinde calisan tasarim boliimii bagkani1 Pierre Bezier sekil modellemede kullandig:
polinom formiilasyonlar1 genis ¢apta bir ilgi ile karsiland1 ve giiniimiize kadar gelen
Bézier egrisi terimine ismi verildi. Sonraki yillarda, A. R. Forrest, Bézier egrilerini
Bernstein polinomlar1 cinsinden Casteljau’nun kullandig1 gibi ifade ederek daha

popiiler hale getirmistir.

Bu ¢alismada, [—1, 1] x [—1, 1] karesel bolgesi tizerinde tanimli genellestirilmis
Bernstein-Durrmeyer operatorleri tanimlanip, bu operatdriin yaklasim 6zellikleri
incelenmis ve stlireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi hesaplanmistir. Lipschitz
fonksiyon siniflar1 ve Voronovskaya tipi asimptotik teoremi i¢in yaklasim dereceleri
incelenmistir. Tanimladigimiz iki degiskenli Bersntein-Durrmeyer operatoriiniin
yakinsamasinin daha iyi oldugunu belirtmek icin Maple’daki agiklayici grafiklerle
operatdriin iki boyutlu durumlar i¢in belirli fonksiyonlara yakinsamasi gosterilmistir.
Ayrica, B-siirekli, B-sinirli fonksiyon ve karigik diizglinlik modiilii tanimlari
operator icin verilerek genellestirilmis iki degiskenli Bersntein-Durrmeyer tipi
GBS(Generalized Boolean Sum) operatoriiniin insaasi yapilmis olup, bu operator i¢in

yakinsamasi verilmistir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

1885 yilinda K. Weierstrass, polinomlar ile siirekli fonksiyonlara yaklasmanin
mimkiin oldugunu ifade eden teoremi ile Yaklasim teorisine Onciiliikk yapmustir.

Weierstrass teoreminde, R tizerinde sinirli ve siirekli bir f fonksiyonu ve ¢ € R i¢in

(1O = o [ e ppa

ile tanimli {W,, (f)} fonksiyon dizisinin R {izerinde f fonksiyonuna noktasal, kapali
ve smirh araliklar lizerinde ise diizgiin yakinsak oldugunu gdstermistir. Bu yaklasim
teoreminin ilk ispatinin uzun ve karmasik olmasindan dolayir bir¢ok arastirmact
daha acik ve kullanigh bir ispat bulmak i¢in ¢aligmislardir. Bunun tizerine 1912°de
Bernstein [0, 1] aralig1 tizerinde siirekli olan bir fonksiyona Bernstein polinomlari
ile yaklasilabilecegini gostererek bu teoremin en basit ispatini ortaya koymustur. Bir
degiskenli Bernstein polinomlarinin temel yapisi, a ve b pozitif sayilar, n € N olmak
lizere

(a+b)" = Z C’fbakbn_k

k=0
binom formiilii ile baglidir. Burada ¢ € [0, 1] olmak tizere « = ¢, b = 1 — ( alirsak

klasik Bernstein polinomunun temelini olusturan formiilii elde ederiz:
1= > Cicta— ot
k=0

f fonksiyonu [0, 1] araliginda siirekli ve bu aralikta ¢, = %, k=0,1,--- nrasyonel
noktalardaki degerleri belli olsun. Bundan yararlanarak klasik Bernstein polinomunu
yani B, (f;()’y1 elde ederiz. Bernstein (1.1) polinomlar1 ile Weierstrass yaklagim
teoremine [0, 1] aralig1 i¢in basit ve insaa edilebilir bir ispat saglamistir. Literatiirde

Weierstrass teoreminin bir¢ok ispati mevcuttur.

Kapali ve smirli bir aralikta siirekli fonksiyonlara yaklagimda pozitif lineer
operatorlerin bir¢ok calismasi yapilmistir. L.V. Kantorovich, 1930 yilinda Bernstein
polinomlarmi = € [0,1] igin integrallenebilir fonksiyonlara asagidaki gibi

genellestirmistir:

Ko, (hi¢) = i( ) K J/* h(t)d.

J=0
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Burada K, operatorlerine Kantorovich polinomlar: denir.

1932 yilinda, [0, 1] araliginda sabit bir = noktasinda ikinci mertebeden siirekli
tiireve sahip bir f fonksiyonu igin asimptotik formiil E. Voronovskaya tarafindan

asagidaki gibi ifade edilmistir:

lim n (B, (f:) — 7(¢)] = 1=

n—00 o 2

1<)

Siirekli fonksiyonlarin bir alt sinifi olan Lipschitz sinifinda, Bernstein polinomlari
icin | B, (f;¢) — f({)| < e esitsizliginden daha iyi esitsizlikler elde edilebilir. Lorentz
1953’de, 0 < a < 1 olmak iizere f € Lipa oldugunda [0, 1] araligmmn her bir ¢

noktasinda .
d1—0>2

n

Balf50) — F(O)] < M(

esitsizligini ve bu polinomlara asimptotik yaklasimi géstermistir.

Chlodowsky 1937 yilinda, sinirsiz genisleyen aralik {izerinde Bernstein
polinomlarininin yaklagim 6zelliklerini agagidaki operator izerinden ele almstir: (b, ),
pozitif terimli artan bir dizi ve ¢ € [0, b,] olmak iizere

: n (kb N <Y
Bn(f§0 = Zf () Or]f (b) (1 - bf (2.1)
k=0 n n n
burada
(bn)

lim (b,) = cove lim —= =0
n—00 n—oo n

dir. B (f; ) polinomlaria Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 denir.

1941 yilinda, G. M. Mirakyan [0,00) araligi iizerinde siirekli ve
lim,, o0 | F(O)]/(1 4+ ¢?) < 0o kosulunu saglayan f fonksiyonuna yakinsak olan

asagidaki {.S, } operatorler dizisi tanimlamugtir:

suri0 = < (1)

n
ve bu operator dizisinin yaklasim ozelliklerini incelemistir. Burada S, (f)

polinomlarma Szasz-Mirakyan operatdrleri denir.

Sonraki yillarda genel pozitif operatorler dizisinin yaklasim 6zellikleri ile
ilgili birgok ¢alisma yapilmistir. Sonu¢ olarak da 1950 lerde T. Popoviciu, 1952-
54 yillarinda H. Bohman ve 1953 yilinda P. P. Korovkin lineer pozitif operatorler

6



2. ONCEKi CALISMALAR Ecem ACAR

dizisi ve stirekli bir fonksiyon verildiginde operatdr dizisi altindaki bu siirekli
fonksiyona diizgiin yakinsamasini saglayan sartlar1 arastirmiglardir. 1951 yilinda
T. Popoviciu arastirmalarini Romen dilinde yayimnladigindan c¢alismalar1 birgok
aragtirmaci tarafindan bilinmemektedir. Bohman ayni problemi sadece ayrik tipteki
pozitif lineer operatorler i¢in ispatlamistir. Korovkin ise ayrik tipte olan pozitif lineer
operatdrler i¢in olan ¢6ziimii genellemistir. Ayrica integral tipli operatdrler i¢in de ayni
problemi ¢ozerek yaklasim teorisini gelistiren ¢alismalar ortaya koymustur. Boylece,
stirekli fonksiyonlara pozitif lineer operatorler ile yaklagim teorisinin temel kriteri olan
Popoviciu-Bohman-Korovkin teoremi ortaya ¢ikmistir. Popoviciu-Bohman-Korovkin
Teoremi olarak bilinen bu teoreme goére; kompakt bir aralik {izerindeki siirekli
fonksiyon i¢in verilen lineer pozitif operatorler dizisi altindaki goriintiilerden olusan
dizinin bu fonksiyona diizgiin yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul test fonksiyonlari
olan 1, ¢, t* nin goriintiilerinden olusan dizinin 1, x, x*’ye diizgiin yakinsamasidir.
Popoviciu-Bohman-Korovkin Teoremi daha yaygin olarak Korovkin teoremi olarak

adlandirildigindan ilerleyen boliimlerde bu sekilde kullanilacaktir.

2008 yilinda Deo, Noor ve Siddiquu, Bernstein polinomlarmin yeni bir
modifikasyonunu tanimlamis ve bundan faydalanarak Kantorovich ve Durrmeyer tipi
operatorler seklinde yeni operatdrler tanimlayip caligmiglardir. Yaklasim problemleri
ayrica iki degiskenli ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar sinifi i¢in ¢aligilmistir. Yaklasim
teoresinde klasik Bernstein polinomlari, iki degiskenli Bernstein polinomlar1 ve

genellestirmeleri ile ilgili bir¢ok incelemeler yapilmistir.

1999 yilinda Ibrahim Biiyiikyazic1 “Iki degiskenli fonksiyonlarin Bernstein
polinomlar1” adli yiiksek lisans tezinde [0, 1] x [0, 1] bolgesinde tanimli asagidaki iki
degisenli Bernstein polinomlarini tanimlamistir;

m(f36,m) ZZ]‘( )Ck(fj A= (L —n)m .
k=0 j=0
Bu operator igin yaklagim hizin1 tam ve kismi siireklilik modiilleri yardimiyla
hesaplamistir ve bu operatdr dizisinin f((, ) fonksiyonuna diizgiin yakisadigini ispat

etmistir.

2004 yilinda Aydin Izgi “iki degiskenli fonksiyonlar smifinda Bernstein-
Chlodowsky tipi lineer pozitif operatorlerin yakinsaklik ozellikleri” isimli

doktora tezinde genellestirilmis Bernstein-Chlodowsky operatoriinii  asagidaki

7
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gibi tanimlamigstir;

f C 77 ZZf<a1C+61 bn70277+62* >¢nm(x y)
k=0 j=0

Burada 657, (C,n) = @5 (Q)d,(n) olup 0 < ¢ < by igin (1) = C1 (£) (1 L)

olarak tan1mlam1§t1r ve bu polinomlarin yakimsaklik hizin1 hesaplamistir. izgi 2013

yilinda tanimladig1 yeni tip bir ve iki degiskenli Bernstein polinomlari i¢in yakinsama

hizin1 hesaplamaigstir.

2008’de U. Abel, V. Gupta ve R. N. Mohapatra, Bernstein-Durrmeyer
operatorlerinin lokal yaklasim oOzelliklerini incelemistir. 2011 yilinda V. Gupta,
bir fonksiyonun yakinsamasin1 daha hizli hale getirmek icin Bernstein-Durrmeyer
tipi operatorleri yeniden modifiye ederek kullanmigtir. Kompakt diskdeki analitik
fonksiyonlara bagli kompleks Durrmeyer tipi polinomlar1 i¢in Voronovskaya tipi
asimptotik formiilii elde etmistir. Boylece bu tip Durrmeyer polinomlari i¢in yakinsama

olgusuna katki saglamistir.

2017 yilinda Agrawal, Baxhaku ve Chauhan, Charlier polinomlarina baglh
iki degiskenli Szasz-Chlodowsky operatorlerinin kombinasyonunun Kantorovich
polinomlarini insaa edip yaklagim 6zelliklerini arastirip, kismi siireklilik modiilii ve
Peetre K- fonksiyonu yardimiyla yaklasimini incelemislerdir. Ayrica, bu operator
icin GBS (Genellestirlmis Boolean Toplami) operatoriinii olusturup, yaklagimini

degerlendirmislerdir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, ¢alismamiz i¢in gerekli temel tanimlar ve teoremler verilecektir.

3.1. Temel Kavramlar

Tamm 3.1 X kiimesi iizerinde tanimli fonksiyonlar dizisi {h,} olsun. Her { € X ve
e > 0igin
2 (C) = h(Q)| <'¢, (n > N)

olacak sekilde bir N = N((,e) € Nvarsa {h,} fonksiyonlar dizisi h fonksiyonuna
noktasal yakinsaktir denir ve lim,,_,, h,(¢) = h(() seklinde ifade edilir.

Tanim 3.2 {f,}, X kiimesi tizerinde tanimli fonksiyonlar dizisi olsun. Her { € X ve

e > 0 igin n > ng oldugunda

[fn(Q) = F(O)] <€

olacak sekilde 3 ny = ny(e) dogal sayisi varsa o zaman {f,} fonksiyon dizisi f
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve f,,(¢) = f(() ile gosterilir. Baska bir deyis
ile

fh=fe ggrgoig)g |fu(Q) = F(O =0

dir.

Tamm 3.3 f((,n) her mertebeden tiirevienebilir, gercel ya da karmasik bir fonksiyon

olsun. f nin tanim kiimesindeki gercel ya da karmasgik bir (a, b) noktasi komsulugunda

f(¢m) =f(a,b) + (¢ — a)gg(a,b) + (n — b)g{](a’ b)
# o (€~ S @) + 2~ ) =0+ =925 L
+..

elde edilen seriye iki degiskenli fonksiyonlar icin Taylor Serisi veya Taylor Formiilii

denir.
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Ingiliz matematik¢i Brook Taylor’dan adin1 alan Taylor serisi sifir merkezli yani
b = 0 alinir ise o zaman Taylor serisinin daha basit bir ifadesi olan bu 6zel formiile

Isko¢ matematik¢i Colin Maclaurin’e istinaden Maclaurin serisi denir.

3.2. 1Iki Degiskenli Fonksiyonlar Simifi

Tamm 3.4 X, F' cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. ||-|| : X — R fonksiyonu
eger asagidaki sartlart sagliyor ise o zaman ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm

ve (X, ||-||) ikilisine ise bir normlu uzay denir.

1. V¢ € X igin |[C]| >0
2. ¥Ce Xigin||¢|| =0 < (=0
3. V(€ Xvea € F olmakiizere ||aC| = |af |||

4. Y(,n e X,

¢+ nll < IS+ Il

a,b,c,d € R olmak iizere E = [a,b] X [c,d] alahm. Bu bélgede tanimli tiim

stirekli fonksiyonlar uzayini ise C'(E) ile gosterlim.

Lemma 3.5 C(E) uzay: bir lineer normlu uzaydwr ve bu uzayda norm asagidaki gibi

tanimlanir:

Hf”caa) = é%‘é(E |£(Cm)l- (3.1
Ispat. f1, fo € C(E) olsun. OhaldeV o, 8 € Riginaf, +3f, € C(E) oldugu acik olup
C(E) uzay1 lineer uzaydir. Oncelikle || f o =0 < f =0 oldugunu gdstermeliyiz.
(3.1)’dan goriildiigii gibi esitligin sag tarafi pozitiftir. max ¢ ,)cr | f({,1)| = 0 ise her
(¢,n) € Eigin f({,n) = 0 oldugu agiktir. Ayrica her (¢,n) € E i¢in f(¢,n) = 0 ise
max ek | f(¢,n)| = 0 dir, dolayistyla istenilen elde edilir. Ayrica, o € R i¢in

||04f”0(]E) = ?}f}é{E laf(¢,n)l

(
= |a [nax, LA = el [ fll ey

10
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dir. Son olarak, liggen esitsizligini de goz oniine alirsak

1fi+ Fellom) = T 1f1(Cm) + f2(¢,m)]

(¢m)
<énax |f1(¢,n)] +(£H?XE’]£2(C ol

= Hf1HC(E) + HfQHC(JE)

olur. Dolayistyla 3.1 ifadesi bir norm olup, C'(E) bir lineer normlu uzaydir. O

Tamim 3.6 ki indisli bir fonksiyon dizisi olan s asagidaki sekilde tamimlanir:

s N x N — C(E)

(n,m) = frm-

Tamim 3.7 n,m € N olmak iizere (f, ), C(E) uzayinda taniml bir fonksiyon dizisi
ve f € C(E) olsun. Eger

lim ”fnm f“c(m‘,) =0 (3.2)

n,m—0o0

ise, bu durumda ( f,, ) dizisi f fonksiyonuna C(E) uzayt iizerinde yakinsaktir denir.

Tamm 3.8 Her e > 0 ve her ((,n) € Ei¢inn,m > N iken

|fn,m<<777) - f(Cﬂ?)| <€ (33)

olacak sekilde bir N = N(e¢) sayisi mevcut ise, (fn ) dizisi E de f fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir denir ve f,, ,, = f ile gosterilir. Ayrica,

n,m—0o0

olarak yazabiliriz. Bu ise, C(E) uzayinda (3.1)’de tamimlanan norma gore

yvakinsakligin diizgiin yakinsaklik ile denk oldugunu gosterir.

Sonu¢ 3.9 C(E) uzayimin elemanlarindan olusmus bir f,, , dizisi C(E) uzayinda bir

f fonksiyonuna yakinsiyor ise o zaman her ((y,n0) € E i¢in

lim fnm(€0an0) f(CO)ﬁO) (35)

n,Mm—00

olur.

11
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Ispat. Tanim 3.8’ gore (3.2) esitligi saglanir. Yani, n, m — oo iken

max ’fn,m(gvlrn - f(C777>’ —0

(¢mEE

dir ve (¢p,m0) € E i¢in

|fn,m(CO7770) - f(COaTlO)l < (gnax |fn,m(C777> - f(C>77)|
m)EE

oldugundan istenilen elde edilir. 0

3.3. Siireklilik Modiilii Tanimi ve Ozellikleri

Siireklilik modiilii ilk olarak Lorentz tarafindan 1953 yilinda tanimlanmustir.

Tamim 3.10 / C R sl araligi vizerindeki f : I — R sinwrli fonksiyonunu alalim.
Herhangi bir 6 > 0 i¢in siireklilik modiilii
w(f;0) = sup [f(a) = f(b)]

la—b|<é
a,bel

olarak tamimlanir.

w(f;0),0 > 0ig¢in 0 degiskenine gore pozitif bir fonksiyon oldugu goriilmektedir.

Bu tez boyunca D = [—1, 1] x [—1, 1] olmak iizere bu bélgede tanimli tiim siirekli

fonksiyonlar uzaymi C(D) ile gosterlim.

Simdi iki degiskenli fonksiyonlar icin siireklilik modiiliinii tanimlayacagiz.
Oncelikle D = [—1, 1] x [—1, 1] karesel bdlgesinde ki farkli noktalari My, = (xx, y),
k=1,2,3,--- ve My, M; noktalar1 arasindaki uzaklig1 p(My, M;) olarak gosterelim:

p(Mie, M;) = /(= 25)2 + (g — y3)?.

Tamim 3.11 (Martinez, 1989) f, D karesel bolgesi tizerinde tanimly reel degerli sinirli

bir fonksiyon ve 6 > 0 olmak iizere

w(f;0) = max |f(z1,y1) — f(22,92)] (3.6)

p(M7,Mg)<5
My ,Mg€D

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.

12



3. MATERYAL ve YONTEM Ecem ACAR

Lemma 3.12 Altomare ve Campiti (1994) ¢ degiskenine gore, w (f;0) tam stireklilik
modiiltiniin ozellikleri agsagidaki gibidir:

a) w (f;0) negatif olmayan, monoton artan bir fonksiyondur.

b) w(f;d) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f nin sabit olmasidur.

¢) lims o+ w (f;0) = 0dr

d) s € Niginw (f;s0) < sw(f;9) olur.

e) B> 0icinw(f;B0) < (B+ Lw(f;0)olur

Tanim 3.13 f, D bélgesinde siirekli bir fonksiyon ve 6 > 0 olsun.

WO (fi6)=  max  max_|f(ar,b) = f(azb) (3.7)

(al ,b),(ag ,b) eD ‘(11 —a2 | <é
ve

w? (f;0)= max max | f(a,b1) — f(a,bs)| (3.8)

(a,b1),(a,b2)€]D> |b1 7()2|§5
fonksiyonlarima swrast ile f fonksiyonunun a ve b degiskenlerine gore kismi siireklilik

modiilleri denir.

Tam siireklilik moduliinde oldugu gibi kismi siireklilik modiilleri de Lemma 3.12

deki ozellikleri saglamaktadir.

3.4. Lipschitz Kosulu

Tamim 3.14 f, D bélgesinde tanimli bir fonksiyon ve My, My € D olmak iizere
|f(My) — [(Ma)] < Cp*(My, Ma), 0 <a <1 3.9)
sarti saglaniyorsa f fonksiyonu D bolgesinde C' sabiti ile a-inct mertebeden Lipschitz

kosulunu saglyyor denir. Bu kosulu saglayan fonksiyonlarin sinifi Lipa ile gosterilir.

Tanim 3.15 f, D bolgesinde tanumli bir fonksiyon ve ((1,1m), (C2,n) bu bélgede keyfi

noktalar olmak iizere

1f(Cm) = f(Gm| S ClG =G, 0<a< ] (3.10)

13
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sartim saglarsa, o zaman [ fonksiyonu D bolgesinde x degiskenine gore Lipschitz
kosulunu saglar veya ( degiskenine gore Lipa sinifindandir denir ve f € Lipco olarak
vazilir. Benzer sekilde D bolgesinde keyfi (¢, m), (¢, n2) noktalarin alirsak

F(Cm) = F(Cm)] < Clm—me|*, 0<a<1 (3.11)

kosulunu saglarsa, o zaman f fonksiyonu D bolgesinde n degiskenine gore Lipschitz
kosulunu saglar veya n) degiskenine gore Lipa simifindandir denir ve f € Lip, o olarak

yazilwr. (3.9) ‘deki Lipschitz kosuluna bakilarak

lim |f(M;) — f(Mz)] =0

Mi— Mo

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisi ile D bolgesinde f € lipa ise her My, My € D igin f
Sfonksiyonu D bélgesinde siireklidir. Benzer sekilde f € Lip,o veya f € Lipca oldugu

durumda f swrast ile ¢ ve n degiskenine gore siireklidir.

Kabul edelim ki f € lipa olsun. (3.6) esitliginden goriildiigii iizere

w(fi0)= el fCum) = f(Gm)] -
< & < &
SO i 0" (M, Ms) < G0
ve [ € lipa oldugundan
w(f;0)=C0" (3.13)
dir. Benzer sekilde f € Lip,o iken
wb (f:6) = Co° (3.14)
ve f € Lip,« iken
w® (f:8) = Co° (3.15)

olur. Kabul edelim ki f € Lip,ave f € Lip:f3, 0 < o < 8 < 1 olsun. Bu durumda
(3.10) ve (3.11) formiillerine gore

|£(Cm) = f(G,m)| <C1[G— Gl
1£(Cm) — F(C,ma)] <Cy i — )

yazabiliriz. Dolayistyla

|f(Cm) = f(Gosme)| S LF(Cm) — f(Gaym)| + £ (Casm) — £(C2,m2)]

(3.16)
<Cy |G —G* +Colm — 772|B

14
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elde edilir. p(My, My) < ¢ iken |(1 — (| < d ve |m — na| < 6 oldugundan (3.16)

esitsizliginin her iki tarafinin maksimumu alimirsa tam stireklilik modiilii i¢in
w(f;6) < C16% + Cyo” (3.17)
elde edilir. Ayrica siireklilik modiiliintin tanimindan ve (3.6) 'de 6 = p(M,, My) alwrsak

|£(Cm) = f(Gasme)| < w (f5 p(My, My)) (3.18)

esitsizligi saglanir. Benzer sekilde swrast ile 6 = |( — (| ve 0 = |m — no| alwsak

asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:

1F(Cam) = f(Com)| <w™ (f51¢ = Gl) 5.19)
£ (Com) = F(Cme)] <w® (f; [m — nal) -

3.5. Lineer Pozitif Operatorler

Tanim 3.16 (Musayev ve Alp,2007) X,Y fonksiyon uzaylari ve E C X olsun. E nin
her bir elemanina 'Y 'nin bir elemanini karsilik getiren kurala Eden Y ’ye bir operatér

veya doniigiim denir.

L, E’den Y ’ye tamimlanan bir operatér olsun. Bu durumda L : E — Y ile
gosterilir. Bu ifade x € E’yi L(x) € Y ye gotirdiigiinii ifade eder ve E’ye L
operatériintin tanim kiimesi denir, E(L) ile ifade edilir. © € E elemanlarinin L(x) € Y
operator altindaki goriintiilerinin olusturduklar: kiimeye ise L operatoriiniin deger

kiimesi denir ve

GE)={yeY :y=L(zx), x € E(L)}

olarak ifade edilir.

Tamm 3.17 (Musayev ve Alp,2007) X ve Y aym F' cismi iizerinde tanimlanmis iki

lineer uzay ve L : X — Y operatorii verilsin. Eger E(L), X ’in bir alt uzay
V¢, n € E(L) veVa, 8 € Ficin L(al + Bn) = aL(¢) + BL(n)

ozelligini saglyyorsa L operatorii lineerdir denir.

15
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X lineer uzayi, tanim kiimesi A ve Y lineer uzayi, tanim kiimesi B olan
fonksiyonlarin smifi ve L : X — Y bir operator olsun. f € X fonksiyonunun L

operatorii altindaki goriintiistiniin bir ( € B noktasindaki gosterimi

seklinde kullanilmaktadir. L(f; () = g({) olarak da ifade edilebilmektedir.

Tanim 3.18 (Korovkin,1960) Negatif olmayan her f fonksiyonu icin
L(f;¢) >0,(€B

kosulunu saglayan L : X — Y operatériine pozitif opertor denir. Yani, L bir pozitif
operator ise

Xt={feX:YweAigin f(v) > 0},

Y+ ={g€Y:¥(e Bigin g(¢) > 0}
olmakiizere, her f € X icin L(f;() € YT olur. Hem lineer hem pozitif olan operatore

lineer pozitif operator denir.

Lineer pozitif operatorlerin bir¢ok 6zelligi oldugundan yaklasim teorisinde 6nemli bir
yeri vardir. 1995°de Hacisalihoglu ve Haciyev lineer pozitif operatorlerin monoton
artanlik gibi birgok 6zelligini ele almistir. Gergekten; her v € A ve fi, fo € X i¢in
fi(v) > fa(v) olsun. O halde f;(v) — fo(v) > 0 olur. Béylece L lineer pozitif operator
oldugundan

L(fi—f:56) 20= L(f1;¢) = L(f2:¢) 20
olur. Boylece

L(f1;¢) = L(f2¢)

Simdi operatdrler i¢in norm tanimina bakalim.

Tamim 3.19 (Lorentz,1966) L, X normlu lineer uzayindan Y normlu lineer uzaymna
tanimli bir lineer operatdr olsun. X ve'Y iizerindeki normlar sirastile ||-|| . ve |-, ile
gosterilsin. Eger

LAy < ClIfllx

olacak sekilde bir C' pozitif sayisi bulunuyor ise L operatoriine sinirli operator denir.
Bu kosulu saglayan C' sayilarinin infimumuna L operatoriiniin normu denir ve kisaca

|L|| ile gosterilir.
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Teorem 3.20 (Bohman,1952) ¢ € [0,1], 0 < ag,, < 1 olmak iizere, genel terimi

n

Ln(f7 C) = Z f(ak,n)pn,k<g)v pn,k(g) Z 0 (320)

k=0
olan dizinin (0, 1] araliginda n — oo iken f fonksiyonuna diizgiin olarak yaklagsmasi
icin gerek ve yeter kosul

Ln(t";¢) = ¢ r=0,1,2 (3.21)

olmasidir. Operatorlerin degeri [ fonksiyonunun [0, 1] araligt disindaki degerlerinden

bagimsizdur.

1953’de Bohman’in sartlarinin genel durumda da gegerli oldugunu Korovkin asagidaki

teorem ile gostermistir.

sartlart |a, b] araliginda diizgiin olarak saglaniyor ise ozaman Ca, b de olan ve tiim

reel eksende sumirlt olan her bir | fonksiyonu igin

Ln(f;¢) = f(C)

olur.

Ispat. f reel eksende smirli oldugundan her C igin | f(¢)| < M olacak sekilde bir M > 0
sayis1 vardir. O halde V ¢, { € [a, b] i¢in

f(t) = f(2)] <2M (3.22)

olur. Ayn1 zamanda f € Cfa,b] oldugundan her ¢ > 0 igin 6yle bir § > 0 vardir ki,
¢ € [a,b],t € Rve |t — (] < § oldugunda

() = F(Q] <e (3.23)

olur. 251(¢ — ¢)? > 0 oldugundan 3.23 esitsizligin sag tarafina eklenir ise ¢ € [a, b],
teRvel|t— (| <0digin

70 = F(OI < e+ 2 (6= 0)? (3.24)

esitsizligini elde ederiz.

17
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Eger [t — (| > d ise ) > 1 olacagindan 2 (¢t — ¢)? > 2M olup € > 0 igin
3.22 dan

70~ fQ <20 < e 21— 0

olur. Dolayist ile her ¢t € R ve ¢ € [a, b i¢in 3.24 esitsizligi saglanir.

Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden

| L (f(t); €) = F(O] = | Ln

(f(@); €) = Ln (F(C); O) + L ((C); €) = (<)
<L (

(t)
f@) = £ Ol + () (Ln (15¢) = 1))
<L ([f(t) = F(O50) + [F (O [ Ln (15:6) = 1]

Set 2 Lo (6= %) + IFQIL (1,0 ~ 1

olur. Ayrica

L (8= €)% ¢) =L (%) = 20Ln (£:€) + ¢*La (1;¢)
= (Ln (%5¢) = ) =2 (Ln (50 = Q) + ¢ (Ln (150 - 1)

olup 3.21°den n — oo i¢in [a,b] araliginda L, ((t — ¢()*¢() = 0 olur ve bdylece
|L,, (f(£);C) — f(¢)] =2 0 elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur. O

1962 yilinda Baskakov, Korovkin teoremindeki f fonksiyonunun tiim reel
eksende simirli olmasi kosulu yerine f fonksiyonuna bagl bir sabit olan M, ve her
x € Rigin

O] < My (1+¢?) (3.25)

sartinin saglanmasi halinde de diizgiin yakinsamanin gergeklendigini asagidaki gibi

gostermistir. 3.25 kosulu saglandiginda

£(8) = FQ) <My (2482 +¢?) 65.26)
=My (24 (t = O)? +2¢(t - O) + 24“2)
yazabiliriz. f € Cla, b] oldugundan 3.23 saglanir. Eger |t — (| > J ise, ) > 1 olup

3.26 ten

|f(t>—f(<>|§Mf<§2+1+(f+g> (t=¢)?

elde edilir. C' = (5% +1+24 %2) M olmak tizere her t € R ve ¢ € [a, ] i¢in

[f(t) = f(Ol < e+ Ct=¢)? (3.27)

18
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elde edilir. 3.24 de oldugu gibi lineer pozitif operatorlerin 6zellikleri kullanilarak [a, b]

aralig1 lizerinde
Ly (f;€) = f(C)
elde edilir.

1995 yilinda, Haciyev ve Hacisalihoglu Korovkin teoremini m- boyutlu uzaylar

icin asagidaki gibi ifade edilmistir:

Teorem 3.22 (Haciyev ve Hacisalihoglu,1995) X C R™ sinwrli bir bolge olmak tizere
C(X), X bolgesinde siirekli ve tiim R™ de sinrli reel degerli fonksiyonlarin uzay
gosterilsin. Eger (L,) lineer pozitif operatorler dizisi, K C X kompakt bolgesinde
n — 00 i¢in

L,(1;¢() =1

L (t;€) = ¢ (3.28)

L (1t ¢) = I

seklindeki (m + 2) tane sarti sagliyorsa, o zaman keyfi f € C(X) i¢in K iizerinde

n — oo iken
L (f56) = £(O)
olur. Burada |C|? = Y7, (2 dir.

Ispat. Her € > 0, her t € R™ ve her ¢ € K igin 3.24 esitsizligi burada da gegerlidir.

Lineer pozitif operatorlerin 6zelliginden
1L (F(8)50) = FOI < L (F(E) = FQ: Q1+ 1£(C) (L (1:€) — 1)
<L (10 = OO + 1A L (150~ 1]
<ot 2L (= 50 + QL (1:0) ~ 1]
s€+2§‘f{Ln(|ﬂ?;)—2z<k 0 0)+IGPL, (150
FIONILL (1:0) — 1
<ot M [Ln(|t|2;<)—|cr}—224k[ (t4:¢) — ¢

+ P [Ln (1:0) = 1} + £l 1L (15¢) = 1]
(3.28)’de verilen kosullardan n — oo ve her ¢ € K i¢in L, (f(t);¢) = f(¢) olur. O
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3. MATERYAL ve YONTEM Ecem ACAR

Simdi, yukaridaki teorem i¢in f fonksiyonunun tiim R™ de sinirli olmasi kosulu

yerine f fonksiyonuna bagli bir sabit olan M alirsak

£ < My (14 [¢]?) (3.29)

kosulu saglandiginda da diizgiin yakinsamanin saglanacagini ifade eden teoremi

verelim.

Teorem 3.23 X C R simirll bir bolge olmak tizere X bolgesinde siirekli ve tiim R™
de (3.29) kosulunu saglayan fonksiyonlarin simifim C,(X) ile gosterelim. Eger (L,,)

lineer operatorler dizisi, K C X kompakt bolgesinde n — oo i¢in

L,(1;0) =1
Ly (t;¢) = G
L (1t1%5¢) = ¢

seklindeki (m + 2) tane sarti saglyorsa, o halde keyfi f € C,(X) i¢cin K iizerinde

n — oo iken

La (f;¢) = f(Q)

olur.

Teorem 3.24 (Volkov,1957) T,,,, lineer pozitif operatorler dizisi i¢in

lim [T (156.9) = Ulgy = 0

m— oo

I [T (t15.¢,m) = Cllox) = 0

m— o0

™m— 00

timy ([T (6 + 835 m) = (€2 4 7)|

m— oo

=0
c(X)

kosullary saglandiginda herhengi bir | € Cy(X) igin

I (| T (f5¢m) = FC+ D)o =0

™m— 00

dir.

20



3. MATERYAL ve YONTEM Ecem ACAR

3.6. Genellestirilmis Boolean Toplam (GBS)

Bu boliimde, stirekli fonksiyonlar uzayindan daha kapsamli olan 1934 yilinda
Bogel tarafindan tanimlanan Bogel siirekli fonksiyonlar uzayminin tanimlarini

verecegiz.

Tamim 3.25 (Bogel (1934)) X ve Y kompakt reel araliklar ve N f [Co,n0; ¢, 1]
karisik fark denklemi (C,n), (Co,m0) € X X Y igin

A(C,n)f [COa To; Cﬂﬂ = f(Caﬂ) - f(C>770) - f(C0>77) + f(COan(]) (330)

olarak tamimlanir.

Tanim 3.26 (Bogel (1934)) f : X x Y — R fonksiyonunu alalim. Eger herhangi
(¢,n) € X XY igin

lim A Moyl =0 3.31
(¢;m—(Cosm0) ((,n)f[CO o y] ( )

ise o zaman [ fonksiyonuna ((y,m0) € X X Y noktasinda B-siirekli (Bogel siirekli)
denir. Baska bir ifade ile; her ¢ > 0 igin | — (o| < 0 ve |n — no| < & oldugunda

’A(C,n)f [Co,no;C,n]\ < €

olacak sekilde enaz bir 6 > 0 varsa o halde f fonksiyonuna ({y,m0) € X XY noktasinda

B-siireklidir denir.

Tamim 3.27 (Bégel (1934)) [ @ X x Y — R fonksiyonunu alalim. Eger her
(¢,m), (Co,mo) € X X Y igin

’A(Cm)f [Como;C,n]’ <M (3.32)

olacak sekilde bir M > 0 varsa ozaman f fonksiyonuna X X 'Y iizerinde B-sinirl

(Bogel sinirli) denir.

Teorem 3.28 Eger X x Y kompakt bir kiime ise o zaman her siirekli fonksiyon X x'Y

tizerinde B-stirekli bir fonksiyondur.
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3. MATERYAL ve YONTEM Ecem ACAR

Ispat. f fonksiyonu X x Y de siirekli olsun. O halde her € > 0 icin |( — (| < & ve
|n — no| < d olacak sekilde bir & > 0 vardir 6yle ki tiim ({,7), (Co,7m0) € X x Y igin

|f(¢,n) — f(Co,m0)| < €olur.

A [Gom0: ol = 1£(C,m) = F(Cmo) = £(Con) + (o)
<[£(¢,n) = f(Co,m)| + 1£(C,m0) — f(Cos o)

<€

olur. Boylece her stirekli fonksiyon B-siireklidir. U

Dikkat edilirse; eger X x Y, R? nin kompakt bir alt kiimesi ise o zaman her

B-siirekli fonksiyon X x Y — R iizerinde B-siirlt bir fonksiyondur.

X x Y iizerindeki tim B-smirlt fonksiyonlart By, (X x Y'), X x Y tizerindeki tim
B-siirekli fonksiyonlarin uzaymi C,(X X Y), B(X x Y) tim sinirh fonksiyonlarm
uzayini, C'(X x Y) ile de X x Y fizerindeki tiim siirekli fonksiyonlarin uzayimni
gosterelim. B(X x Y)ve C(X xY) || fll., =sup{f(¢,n): ({,n) € X x Y} normu

ile bir Banach uzay:dir.

Tamm 3.29 Her ((,n), (Co,m0) € X X Y ve herhangi (01,02) € (0,00) x (0, 00) igin

Wrark (f561,02) := sup {‘A(c,n)f [Co, 10 C,U]‘ D¢ = Col < 01, I —mo| < 52} (3.33)

Wkark © [0,00) X [0,00) — R'ye f € Cy(X X Y') fonksiyonunun karisik diizgiinliik

modiilii denir.

1988-90 yillarinda karisik diizgiinliik modiilii wy,,, 'nin temel 6zellikleri Badea
tafindan verilmistir. Bu 6zellikler bilinen klasik siireklilik modiiliiniin 6zelliklerine

benzerdir. Ayrica; karisik diizgiinliik modiili 01, 05 > 0 igin
Wrark (f3 A101, A2d2) < (14 Ap)(1 4 Xo)wrark (f301,02) (3.34)
esitsizligini saglar.

Simdi Bogel diferansiyellenebilir fonksiyon kavramini verelim.

Tamm 3.30 f: X x Y C R? — R bir fonksiyon olsun. Eger

im A(C,n)f [CO)TIO;Cﬂ?]
€m—=Gom) (¢ — Co)(n—mo)
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limiti var ve sonlu ise f fonksivonuna ((y,nm0) € X X Y noktasinda Bégel

diferansiyellenebilir (B-diferansiyellenebilir) denir.

Bu limite [ fonksiyonunun ({y,no) noktasindaki B-diferansiyelidir denir ve
Tenf(Cosmo) = Tp(f;Co,m0) ile gosterilir. Tp(X x Y) ile tiim diferansiyellenebilir

fonksiyonlarin uzayini gésterelim.

Simdi bir sonraki boliimde diizgiinliik 6l¢iimiinii gelistirmek i¢in kullanacagimiz

karisik K -fonksiyonelininin tanimini verelim.

Tamm 3.31 f € Cy(D) olsun. g, € C3°, go € C¥* ve h € C3* icin karisik K-
fonksiyoneli

Krark (fit1,t2) = infh {Hf —g1— 92— hl|+t HTE’Ong +t2 HTB’QQQH
91,92, o) [e%s}

s )
(3.35)

olarak tammhdwr. Burada C%°; siirekli karisik kismi tiirevlere sahip yani 0 < a <

p, 0<b<qicinT g”’ f olacak sekildeki f € C,(D) fonksiyonlarin uzaywn gosterir.

Acf ([0, CTsm0) = £(¢m0)—f(Corm0) ve Ay f (Coi [10,m]) = f(Co,n)— f(Co,10) olmak

iizere kismi tiirevler asagidaki gibidir;

A .
Tef(Goymo) = T5" (f5Go,m0) = Jn Cf((C[C—Oé)])7 v

Ve

A :
3£ (Gom0) == T (f5Go,m0) = am ”jéffiv 7[77(7)(3’ &

dir. ikinci dereceden kismi tiirevler de benzer sekildedir. Ornegin; Te f(Co,m0) m (Co, 10)

noktasindaki ) degiskenine gore tlirevi

A, (T, .
T =TT o) — Jgy 2200 Gl

olarak tanimlanuir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde genellestirilmis iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatorleri
tanimlanmustir ve kompakt bir kiime tlizerinde siirekli fonksiyonlar uzayinda stireklilik
modiilii yardimi ile yaklagim o6zellikleri incelenmistir. Ayrica Lipschitz sinifindaki
fonksiyonlar ve Peetre K -fonksiyoneli i¢in yaklasimin derecesi hesaplanmis ve
Voronovskaya tipi teoremi ispat edilmistir. Ayrica, Bernstein-Durrmeyer tipi GBS
operatorii tanimlanarak elde edilen bu operator icin yakinsaklik hizi hesaplanmustir.
Maple programi kullanarak operatoriin yakinsakligr grafik iizerinde gosterilmis
ve Bernstein-Durrmeyer tipi GBS operatorii ile karsilagtirmasi yapilmistir. Grafik

iizerindeki maksimum degerler i¢in niimerik degerler tablosu verilmistir.

4.1. Genel Operatoriin Insaas

Tamm 4.1 D = [—1,1] x [—1, 1] karesel bélgesini alalim. r,s € N igin ((,n) € D,
ve f, C(D) de tamiml bir fonksiyon olsun. Lineer pozitif D, ((f;(,n) operatérlerini
asagidaki gibi tanmimlayalim:

Dr,s(f;c,n)—r+1s+122¢ Cn//qb f(t,u)dtdu — (4.1)
k=0 75=0
burada
or(¢m) = e (Q)wl(n) (4.2)
ve
1(r B
PO =5 () arora- o
| L/ (4.3)
o) =g () 1 =
dir.
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Simdi D, , operatoriimiiziin pozitif lineer bir operator oldugunu gosterelim. Her f, g €
C(D) ve her a, € R igin,
r —i— ls —i— 1<

Sy [ ok

k=0 35=0
X (af(t,u) + Bg(t,u)) dtdu
. T—|—18+1 Lol ki
Z;;)czﬁ @) [ [ kit
x f(t,u)dtdu
7’+18+1 S Lol ki (g
L e [ [ e

x g(t,u)dtdu

:aDr,S(f; G 77) + BDr,s(g; ¢, 77)
oldugundan D), ; operatérii lineerdir. Ayrica, her (¢,n) € D i¢in

D, (af(t,u) + By(t,u);¢,n) =

O =5 () A+ =00
) wi(n) = 21 ( .)(1 +n)(1—n)"7 >0

olup ¢7 = ¢¥(¢)l(n) > 0 olur. Dolayistyla eger f > 0 ise

D,s(f;¢,m) >0

elde ederiz. Boylece D, ; operatorii lineer pozitif bir operatordiir.

4.2. Genellestirilmis Bernstein-Durrmeyer D, ; Operatoriiniin Momentleri

Lemma 4.2 Y((,n) € D ve Vr,s € N i¢in Bernstein-Durrmeyer operatirleri (4.1)
asagidaki esitlikleri saglar:

D, s(1;¢,n) =1 (4.4)
2
Dyalti o) = ¢ = 25 45)
2
Dra(uiCn) =0 — 15 (4.6)
2 2 5 (6r+6)¢2—4r¢ 2—2r
Dralt s = = 2 3y, T e 2 4 9)
4.7)
(6s + 6)n? — 4sn 2 —2s

+n° —

+2)(5+3) @ (5+2)(5+3)
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1272 4+ 24r + 24 3. 612 + 67 ¢
(r+2)(r+3)(r+4) (r+2)(r+3)(r—+4)
N 127 + 48 e 1252 + 245 + 24

T+ +3)r+4) T 5+2)(+3)(s+4)
N 65> + 6s N 125 + 48

(s—i—2)(s+3)(s+4)n (s+2)(s+3)(s+4)

D, (t* +u® ¢, ) = —

n®  (4.8)

2073 + 60r? + 160r + 120
(r+2)(r+3)(r+4)(r+5)
1273 — 1672 + 4r )
+(7“ +2)(r+3)(r+4)(r+ 5)C
5 —4r3 — 1612 4 32r

(r+2)(r+3)(r+4)(r+5)
20s% + 60s% + 160s + 120
(5+2)(5+3)(s+4)(5+5)
1253 — 1652 + 4s
G235
o —45% — 1652 4 325 .
(s+2)(s+3)(s+4)(s+5)

DT,S(t4 + U’4; C? 77) :C4 -

¢+nt
(4.9)

4

2

Ispat. D, (1;¢,n) = 1 esitligi ispatlayalim. Oncelikle operatriin igindeki
ot ¢PI(t, u) f(t, u)dtdu integralini hesaplayahm. Ayri ayr1 incelersek

/_11 e (Q)d¢ = /11 - @ (14 OF 1 — O

B 1/ 1 C k 1 C r—k
-/, @ (2 + 2> (2 - 2> g (+-10)

Lfr 2
-9 k 1— r—kd —
0 (kz)u ( u) “ r+1

ve

Y Gy
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olur. 4.10 ve 4.11 den yararlanarak

D,.«(1;¢,m) T+1S+IZZ¢MM/ / ORI (t, u)dtdu

=045=0

7’+18+1 2 2
g:ojz:cﬁ r+1s+1

Yy ()

k=0 j=0

1 1

2A1+C+1—CY§J1+U+1—HV

=1

elde ederiz. $Simdi D, s(t;(,n) = ¢ — anz esitligini gosterelim.
1
/_1 @f(C)CdC :/—1 T‘(Z) (1 + C)k(l o C)r-deC

1 g k 1 C r—k
<2+2> <2_2> K"

B 2(k+1) 1
_2<(r+1)(r—|—2) _r+1)

oldugunu g6zoniine alirsak

Dyt ) = THSHZM Cn/ / o83 (1, u)tdtdu
k=0 j=
ZHZZ 1) +*ZZ¢ SIEDIPI ()
kOJO kOjO
2 &1 r(r—1)k ok
_r+2,§12rk(k—1)( TS Z‘Ps
2
+r+2_
_ r 1 = r—1 k nk
_r+227”_1,;)< k )HO n- 12903 T !
_r(1+9) . 2
_Giaﬁzﬂ1+<+1—o 1+—I§—1
_r(1+¢) 2
C(r+2)2t  r 42
2¢
r+2
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buluruz. Gergekten r — oo iken D, 4(¢;(,n) = ¢ olur. Simdi D, (u;(,n) =n — SQT”Q

esitligini gosterelim.

||
»—\ »—l
N
<. W
N~

\

|
N3
—
w
o

3

QL

3

:2/;() (1 = w)* (2u — 1)du
=2 (/;( >2uk+1 (1-— )‘”_jdu—/o1 (j)u](l —u)s_jdu>
_2<5—|—1 s+ 2) 7’41—1)

oldugunu gozoniine alirsak

1 1
Dys(u; (1) = H H S5 gk Cn/ / 63 (¢, w)udtdu
k=0 37=0
T S 2] T S )
k k
=> Q)Y ZZcb SIEDIP I ()
k=0 j:08+2 5+2k 0j=0 k=0 j=0
s(1+mn) -1
=7 (] 1—n)° ~1
Gzt Tl 4 s
~s(1+n) 2
S (s+2)2570 T 542
_ . 2n
=1 s+2
buluruz. Boylece
2n
Drs 7 9 -
s ¢m) p—

buluruz. Gergekten m — oo iken D, s(u; ¢, ) = n olur. Simdi

2 2, _ 2 (6r +6)¢* — 4r¢ 2= 2r

Dy s(t* +u ¢m) =C° — 123 1213
2 (6s + 6)n? — 4sn 2—-2s

T 643 st 2(s 1 3)
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esitliginin ispati i¢in D, ((t%; ¢, n) @i ve D, 4(u?;(,n) yi hesaplayalim. Oncelikle

L

:2< 4(k+1)(k+2) 4(k+1) N 1)
(r+1)(r+2)(7’+3) r+1)(r+2) r+1
 8k* —8rk +2r* +2r + 4
 (r+D)(r+2)(r+3)

elde ederiz ve operatdrde yerine yazarsak

D,(t*¢,n) = T+18+1ZZ¢ Cn/ / O (1, u)2dtdu
k‘O]O
7"+13+1 8k —8rk+2r2+2r+4 2
2%320¢ (7“+1)(7“+2)(r+3) s+1
4 2
(7“+2)(7“+3)ijzo e s T PO

r24+r4+2 LA

e e

k=0 7=0
B 4 T _ 5 ki _ 4r
_(r+2)(r+3)l§]<k(k 1)+k)jz:o¢r’5(<’n) (r+2)(r+3)
T S ] T, +7,+2 T
Xlgk;)d)ﬁ’s(@??) M%;ﬁ
o or(r—1) 5 2r + 212 r24+r 42
B [ R ) [ ) R A P T ey
:<2+(6T+6)C2—4TC 2 —2r

(r+2)(r+3) (r+2)(r+3)
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elde ederiz. r — oo iken D, 4(t%; (,n) = ¢? olur. Benzer iglemler yapilarak

[ esmeac= [ 5 (5) s - writan

:2/0 (j w (1 —uw)* 7 (2u — 1)*du
( <j>4uj+2 u)* I du — /01 (j) 4?1 — u)* I du
( )uj (1 —wu)™ Jdu)

_2< G+DE+2) 4G+ 1>
T\ GHED(+2)(s+3) (s+1)(s+2) s+l
_8j2—8sj+232—|—23+4
s+ 1)(s+2)(s+3)

elde ederiz ve D, ((t*; (,n) deki gibi yerine yazip devam edersek

1s+1
D, (u% . )—r+ H S3 g cn/ / o83 (¢, uyudtdu

k=0 j=0
r+13+12’”:§:¢ —8sj+ 252 +25s+4 2
2 == (s+1)(s+2)(5+3) r+1
s(s—1) ) 25 + 25° s2+s5+2
T oY ) e e R § R U L e
[ R Pty Py A S Ul pey p
5 (6s+6)n* —4sn 2 —2s

(s+2)(s+3) (s+2)(s+3)

elde ederiz ve s — oo iken D, (u* (,n) = n? olur. (4.8) esitligini gdstermek i¢in
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oncelikle D, 4(t%; ¢, n) i ve D, 4(u®; ¢, n) i hesaplayalim.

D, (t%¢,n) r+15+1i2¢f§<n / / ORI (t, )t dtdu
a5
_Z r+2)(r8f33)<r+4>2¢f5(< s Z (7"+2)(12—71:k32)(r+4)
DNEED ri6z>+<f:§>6<;+4 > k()
(;l :_2;)(; ¥ 37;(: f i) ;qﬁﬁ?ﬁ 61
0 : ST ;;) (k(k — 1)k — 2) + 382 - 2k)§¢§;g(g,n)
S T DM LSRR D)

(16 + 6r + 6r*)k s
k ]
TrE)r a0 +4) kzo ;ﬁbrs 61

4r —3r2 — 3 448 & kj
rr a0+ Z% Gm)

r 8 .1 r(r—1)(r—2)(r —3)!
T +2)(r+3)(r+4) (Z?k(lﬂ—l)(k 2)(k —3)(r — k)!

x k(k—1)(k—2)(1 4 z)"(1 — Tchps

r— ! %
+Ber —1)(k1)(2).(2> k)!k<k DO+ =0 ZW

—1)! ek
+SZ2T _1)( ey k(1+OF1 - Zcps

|
- er —1)(1) O Tkzws )

12r ~ 1 rr=1r=2) .
C(r+2)(r +3)(r+4) (,;227“/’{;(1@—1)(/g_2)!(r_k)!k(k_ D(1+¢)

x (1- C)’"’“is@i(n)

L | r(r—1)! rk
+,;Tk(k—(1)!(n>—k) K1+ QM - Z% )

(16 4 67 + 6r%) 1 r(r—1)!
(r+2)(r+3)(r+4) < 2 <o k(k — )!(r — k)!

o =3 8 s
Xj;o%(n) (r+2)(r+3)(r+4) ZZ¢ (¢.m)

k=0 j=0

K1+ O (1 —¢) "
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_¢ - 12r% + 24r + 24 3+ 6r* + 6r ¢
(r+2)(r+3)(r+4) (r+2)(r+3)(r+4)
12r + 48

T30+ 4)

elde edilir ve gergekten r — oo iken D, (t%;¢,n) = 2% olur. Benzer islemler

D, s(u?®; ¢,n) i¢in uygulanirsa

Dy (05 C.n) =4 — 12s% + 24s + 24 3. 6s% + 6s
P ST T ) s+ 3) (s +4) T T s+ 2)(s+3)(s+4)
n 12s + 48
(s+2)(s+3)(s+4)
elde edilip s — oo iken D, ;(u*; (,n) = n* olur. Dolayist ile
12r% 4 24r + 24 672 + 6r
Drst3+u3; ) ==(* — 3+
! Gm) ==C (7’+2)(r+3)(r+4)c (7’—1—2)(7’—1—3)(7’+4)C
12r 4 48 L 125 +24s +24
2 +3)r+4) T T 5+ +3)(s+4)
y 652 + 65 A 12m + 48
(s+2)(8+3)(5+4)7] (s+2)(s+3)(s+4)
elde edilir. 4.9 esitligi de onceki esitliklere benzer ekilde yapilir. U

Lemma 4.2 den , asagidaki lemmay1 elde ederiz.

Lemma4.3 V((,n) € Dver,s € Nigin (4.1) de tamumlanan D, ; operatériiniin

merkezi momentleri asagidaki gibidir:

(=2r +6)* +4r( +2 —2r

p— 2- —
D, ((t = Q)% ¢n) D) (4.12)
2, _ (=25 +6)n? + 4sn + 2 — 2s
D, s((u—n)%¢n) = 512613 (4.13)
VY _727“3 + 85272 + 19167 + 1680 4 24r 3
Dr,s((t C) 7C7n) - (r+2)(r+3)<T+4)(T+5) "+ (T+2)(T+3)C
—2473 — 272r2 — 830r + 840 9
EPEDETEDN (*14)
n —Ar3 — 6472 — 464r — 960
(r+2)(r+3)(r+4)(r+5)
4 T25% 485257 + 19165 + 1680 245 ,
—2453 — 2725% — 8305 + 840 9 (4.15)

(5+2)(5+3)(5+4)(5+5)
—45% — 6452 — 4645 — 960
TG i1 mts

n
)
dir.
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Ispat. (4.12) esitligi icin (4.7) esitligini goz dniine alirsak

2 7’+15+1 Lot g
Dya((t = Q% Cm) = Sy i [ [ ke

k=0 j=0

X (t2 — ¢ +C )dtdu

k=0 7=0

+13+1ZZ¢ / / £ (t, u)dtdu

k= 0] 0

k=0 j=0
_(—27’—0—6)(2—1-47’(—!—2—27"
N (r+2)(r+3)

elde ederiz. Benzer sekilde (4.7) denklemini goz 6niine aldigimizda

1 1.8
Dr,s((U—U)2§§a77) :T_g S—; Z / / ¢

kO]O

X (u2 — 2u77 +n )dtdu

kO]O
1 1
—2nT+ 8+ ZZQS Cn/ / ugbkjtudtdu
kO]O
+1 —l—l
_H72r 5 Zqu Cﬂ/ / ¢’”tudtdu
k=0 35=0

_(—25+6)7} +4sn+2—2s
B (s +2)(s+3)

istenilen elde edilir. Simdi (4.14) denklemini gosterelim. (4.9), (4.8) ve (4.7)
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denklemlerini g6z oniine alirsak

Dyt = O om) =" LS S e [ okt

k=075=0
x (' = 4¢t® + 6C%7 — AC% + ¢*) dtdu
=D, (t";¢,y) — 4xD,5(t*; ¢, n) + 62> D, (t*; ¢, m)

—4C Dy (t5¢,m) + ¢
7213 + 85272 + 19167 + 1680 oy 24y
(r+2)(r+3)(r+4)(r+5) (r+2)(r+3)

N — 2473 — 27272 — 830r + 840
(r+2)(r+3)(r+4)(r+5)
—4r3 — 6472 — 4647 — 960

T 3+ A)(r+5)

C3

C2

S

elde ederiz. (4.15) denklemi i¢in (4.9), (4.8) ve (4.7) denklemlerini g6z oniine alirsak

s S

Dr,s((u—n)“;i,n):rJrlS;lZ / / o

2 k:OjO

x (£ = 4Gt + 6¢° — 4¢Pt + ¢*) dtdu
:D’r,s(t4; Ca 77) - 4CDT7S(t3; Cv 77) + 6<2DT75(t2; C’ 77)
_4C3Dr,s(ta C? 77) + <4

istenilen elde edilir. O

Lemma 4.4 r € Nve her xy € [—1,1] ve yo € [—1, 1] alalim. O halde

Dy ((t=G0)" 3 Gorm) < Mi(Go)r™

ve

Dy, ((u - 770)4 e 770) < M2(770)r—1

olacak sekilde M, ((y) ve My(no) pozitif sabiti vardir.
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Ispat. Lemma 4.3 den yararlanarak
D, s((t — C)4'C n)
T —|— ls + 1 1o
Sy [ ok

k=0 j=0
x (t4 —4ACH + 6¢%2 — AC% + (1) dtdu
:Dr,s(t4; Ca 77) - 4CDT,S<t3; C? 77) + 6C2DT‘,S(t2; C) 77)

—A4¢° Dy (85 ¢,m) + ¢*
720 85207 + 19167 41680, 24r
(r+2)(r+3)(r+4)(r+5) (r+2)(r+3)
| 24" — 272r% — 830r + 840
(r+2)(r+3)(r+4)(r+5)
n —4r3 — 64r% — 464r — 960
(r+2)(r+3)(r+4)(r+5)

oldugunu biliyoruz. Burada {, € [—1,1] alirsak D, ,((t — ¢)*; (,n) < M oldugu
agiktir. Benzer islemler ile D, ,((u — )% ¢,n) < 22 "0) olacak sekilde My (n) pozitif

<3

¢

sabiti vardir. O

4.3. Genellestirilmis Bernstein-Durrmeyer D, ; Operatoriiniin Yaklasimi

Bu boliimde, D, operatorlerinin siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig:
Korovkin teoremi yardimryla verilmistir. Yaklagim hizi ise siireklilik modiilii, Lipschitz

siifindan olan fonksiyonlar ve Peetre K -fonksiyoneli yardimiyla incelenmistir.

Teorem 4.5 f € C(D) ve biitiin diizlemde sinirl olsun. r, s — oo iken, D, s operatorii

(4.1) f fonksiyonuna D C R? bolgesi iizerinde diizgiin yakinsaktir: Yani,

lim ||D,s(f;¢,n) — f”c(D)

r,8—00

dir.

Ispat. D, , operatoriiniin r, s — oo iken C'(ID) normuna gére siirekli f fonksiyonuna
diizglin yakinsadigimmi gostermek i¢in Korovkin teoreminin sartlarim1 sagladigini
gostermek yeterlidir. Daha once gosterilen D, (1;¢,n) = 1 ve 4.7 deki esitlik
kullanilarak

T,Ligloo ”D'r,s(la C7lr]> - 1||C(]D)) =0
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oldugu agiktir. Yani r, s — oo iken D, 5(1;(,n) = 1 dir. Simdi (4.5) esitligi g6z o6niine

alinirsa
D . _ _ —_
” r,s(t7<777) CHC(]D) ¢, 6[ 11 C T+2 C‘
2¢
= ma —
¢cmel=11) | 7+ 2
2
Tr+2

olur. Boylece

n}v}gloo 1Dys(t;Cm) — CHC(D) =0
elde edilir. Yani r, s — oo iken D, 4(t; (,n) = ( olur. Benzer sekilde (4.6) esitliginden
D, s(u; ¢,n) = y oldugu agiktir. Simdi (4.7) esitliginden

1Drs (2 + w5 ¢om) — (¢ + 1)

c(D)
. _(6r+6)C* —dr¢+2—2r  (65s+6)n* —dsn+2—2s
 Cmel-1] (r+2)(r +3) (s+2)(s+3)
D — D8 2—12s

< +
“(r+2)(r+3)  (s+2)(s+3)
elde edilir. r, s — oo iken

Jim HDT,S(lt2 +u?¢n) — (¢ + nQ)HC(D) —0

olur. Yani, D, ,(t* + u*; ¢, n) = * + n? elde edilir. Boylece Korovkin teoreminin tiim

sartlarin sagladig1 gosterilip teoremin ispat1 tamamlanmis olur. 0

Teorem4.6 f < C(D) olsun. {D,f}, [ fonksiyonunun Bernstein-Durrmeyer
polinomlar dizisi ve w,w™, w® f fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik modiilleri ve

her (x,y) € D igin
1Drs(f:¢m) = fllom) <3 (w“) (f; }) +w® (f; })) (4.16)

1 1

Ispat. Bu teoremin ispati igin siireklilik modiiliiniin 6zellikleri ve (4.1), (4.4)

dir.

kullanilacaktir. Simdi (4.16) nin nin ispatina bakalim.

Dr,s (fa Cﬂ?) - f(Cﬂ?) :Dr,s (f(t7u) - f(CaU)vCan)
=Dy (f(t,u) = f(t,n) + f(t,n) — F(C,n); ¢n)
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olup esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinir ve iiggen esitsizligini uygulanirsa

|Drs(f;Cm) — F(Cm)] < [Dys (f(t,u) — f(t,1);¢,n)
+ D, s(f(t,n) — f(C,m); ¢, n)l
SDT,S (lf(t7u> - f(tﬂ?)‘) + Dr,s <|f(t777) - f(C?U)D

esitsizligi elde edilir.

n="Erl s s e [ )] 64 (¢, u)dtdu
k=0 7=0
A~
b="EELS S ok [ 15— Al 6k u)did
k=0 7=0

olarak alirsak |DTs(f'C n)—f(¢,n)| < L + I yazabiliriz. 3.19 den
|f(t,u) — f(t,n)| < w® (f;|u—n|) oldugunu biliyoruz. Buradan

LTI S gt [ w® (b al) 6k, u)dtd

kO]O

r+1s—|—1 Z% )zs%gog(n)/_llw(m (f; [u = nl) @3 (u)

d
ot @)

S“z% ) [ (f: = ) i)

esitsizligini elde ederiz. Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerine gore keyfi pozitif 0 dizisi

i¢cin

@ (gt ) = (£ 5,)
lu—nl o,
{1+ 5 }w (f;0s)

elde edilir. Burada d, s — oo iken sifira yaklasan dizidir. Bu ifadeyi 4.18 da yerine

yazarsak

s+1& ! U — j
I <= Zwi(n)/l {1+ | > m}w@) (f305) @l(u)du
j:O - S

J=0

s ) 1 .
—® (f:4,) (1 + 518 _g 1 PIRCAC) [1 | =] s@i(U)dU)
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olur. Cauchy-Schwartz esitsizligini kullanirsak

15+1 s 1/2

Z wl(n </1 (u — n)Qwi(n)dU)

I <w® (f;0,) (1
([ i) 1/2)
2) (f. ( Losen2 (e o\
(r:00 |1+ 5 (5) (zosom)
s 1 1/2
X (2)80@(77) /_I(U—n)2gog(u)du) )

1/2
2 (f; ) (1 + 518 (8 1 Z% / - n)%i(u}ciU) )

=w? (f;4,) (1 + 51 (Drs((u = )%, 77))1/2)

S

elde ederiz. Burada (4.15) den y € [—1,1] i¢in D, ,((u—n)%* ¢, 1) < 2 oldugu goriilir.
O halde

I < w® (f;6.) (1 " ;})

olarak bulunur. Burada §, = ﬁ olarak secersek

I < 3w® (f; ¢1§>

elde ederiz. Simdi /5 i¢in benzer islemleri yapalim. (3.19) esitsizligini kullanarak

B="EEELS S k) [ [ 1) — 5(C) 682wt
k=0 35=0
r—i—ls—i—l " >\ YW k 2
> %wsm)/_lw (Filt = Chekt) qdu @19)
r 1
:7”;1 S gk(Q) [ (il = ) ey
k=0 -

elde ederiz. Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerine gore keyfi pozitif 9,, dizisi i¢in

D (filt = ¢l) = <,' C‘T)
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elde edilir. Burada 4,, » — oo iken sifira yaklasan dizidir. Bu ifadeyi (4.19) da yerine

yazarsak
n<t! Z ¥y (0) /1 {1 Ll = q}w“) (f;0,) PF(t)dt
k=0 - r
1r+1d
=0 () (14 5 30 [ - k)
r k 0

olur. Cauchy-Schwartz esitsizligini kullanirsak

op 2

( o) )
O (f:) ( rr (5 (2 w':<<>>1/2

r s 1 - 1/2
X Z_:sor(é") /Jt O)2 " (t)dt

A L 1/2
Y (f;0,) (H; (T;rl Y k) /1(t—C)2sof(t)dt> )

r k=0

Zsor >1/2

kO

V(0 (145 (Dt = 0% cm) ™)

T

elde ederiz. Burada (4.14) den ¢ € [—1, 1] i¢in D, ,((t — €)% ¢,n) < 2 oldugu goriiliir.

O halde
1 2
I < w® (f; 1+ ——
2> W (fa(sr)< +6r\/F>

olarak bulunur. Burada ¢, = 7 olarak secersek

1
elde ederiz. O halde

1r+1d !
1Drs(£:¢m) = Flle Sw“)(f;ér){lJr(SrT; Zsof()/ [t — ¢l pr(t)dt }

k=0

1s+1 5

+w® (f; ) {1 Z% / u— 1] ¢l (u }

(1)1 5)

olarak buluruz. Simdi (4.17) nin ispatini inceleyelim. (4.1) ve (4.4) den

Dr,s(f; Cﬂ?) - f((?rl) :Dr,s(f; C77]> - f(<77])Dr,s(1; Ca 77)
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olur.

|Dr,s(f; C>77) - f(C?U)‘ < |Dr,s(f(t7u) - f(Cﬂl)a C777)’
< Dy (£t w) = F(Cm)]5¢m)

(4.20)

dir. 6 = \/(t — ()% + (u —n)? alalim,

F(tw) = FCam)] < (F m(““‘oi(“‘") +1)

olup 4.20 da yerine yazarsak

|D,s(f:¢om) — F(Cm)| <Dy (| f(E,w) — f(Em)]5¢,m)

SDT,S (W <f7 5rs) <\/(t d <)25+ (u — 77)2 + 1) ;C> 77)

;Dr,s (\/(t — )+ (u— 77)2;C,n)}

rs

<w (f;5m){1+

sw<f;5rs>{1 e Lk
rs k=0
<[ [ (V=0 w2 ok, wydnau

(4.21)

burada

/_11 /_11 <\/(Zf =+ (u— n)2> o9 (1, u)dtdu

integraline Cauchy-Schwartz esitsizligini uygularsak

[ ] (=0 ) ity
S(/_ll _11 ((t= )%+ (u—n)?) ¢ri(t,u dtdu) (/ / (1, dtdu>

:(/11 11 ((t =) + (w=n)*) kit U)dtdu> <ri1's+1)m
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olur. (4.21) da yerine yazarsak

‘Dv',s(f;<77]>_ f<<777>|
1/2 r s ‘
Swm&g%+;(“”-“J) DI

2 2 k=0 j=0

. (/_11 /_11 ((t — )’ + (u— y)2) Mt u)dtdu) 1/2}
=w (f;0rs) {1 + 51 (7“ J2r L s J2r 1)1/2 (zr: iqﬁ’:;g(c,n)) 1/2

rs k=0 j=0

r s 1 1 ' 1/2
X (Z PN /_1 /_1 ((t —O)*+ (u— 77)2) " (t,u)dtdu) }

k=0 j=0

1 /r+1 s+1\Y2
= . 14— ([—=.
w<f,5rs>{ + 5TS ( 2 2 )

r s 1 1 ' 1/2
x (ZZ@bfﬁ(C,n)/_l/_l ((t= 0+ (w—n)?) ¢,’f;g(t,u)dtdu) }

k=0 j=0

=0 (£58:) {1+ 2 (Drs (6= O+ (= %) 5¢,m) ")

rs

elde ederiz.(,n € [—1, 1] x [—1, 1]ve (4.12), (4.13) deki esitlikleri de kullanirsak

Ors r oS
olur. Burada 9, = 2 % + é olarak secersek

1Dl o) = Fllggpy < 3 (f; I, 1)

S

elde ederiz. O

Sonug¢ 4.7 Eger f asagidaki Lipschitz kosulunu saglarsa yani;

FGm) = FGm) S K (G -G+ m—mP) " 0<a<1  @22)

ise, o halde

a/2
D (fiGom) — fGml < & (5 + 1) 4.23)

r S

dir. Burada K' = 3K dir:
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Gergekten de (4.17) esitsizliginden de goriildiigii iizere

1D0s(£56m) = Fllo <3w< +)

olur.

Sonuc 4.8 Eger [ asagidaki Lipschitz kosulunu saglarsa yani;

F(Cun) = f(Gon)| < Ki [ — G (4.24)
and
1£(Cm) = (G )] < Kalm —nof"? (4.25)
ise, o halde
p 1 /2 ) 1 a/2
Do - sl <k (5) +K(5) (4.26)

dir. Burada K| = 3K, K} = 3K, dir.

Simdi, Peetre K-fonksiyonelini kullanarak yaklasimin hizinm1 hesaplayalim.

Oncelikle Peetre K-fonksiyonel tanimini verelim.

C?*([D), i = 1,2 i¢in C'(D) uzayina ait gcf , gnf kosulunu saglayan f € C(D)

fonksiyonlarinin uzay1 olarak tanimlayalim. C?(ID) uzayinda norm

C(D))

||f||c2(1n>) = ||f||c(m>) + ||f/||c(]n>) + ||f”||C(]D)

o'f
on't

||ch2(1D>) = ||f||c Z (

i}

a¢t

C(D)

diger bir deyisle

olarak tanimlidir.
f € C(D)igin

/C(f;é): 1nf {Hf 9||C(D

oy 0> 0} (4.27)

olarak tanimlanan esitlige Peetre’s K-fonksiyoneli denir (Bleimann ve ark (1980)).
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Teorem 4.9 f € C(D) fonksiyonu igin

dir. Burada 6, 4(¢,n) = max (riy 5+2) dir.

Ispat. ¢ € C?(D) ve a,b € [—1, 1] olsun. g(a, b) fonksiyonu (¢, 7) noktasinda Taylor

serisine agilirsa

olah) = C.) =225 0 — )+ [0 =) A 4 Xy
+/ (b—v 82(%2>

yazabiliriz. (4.5) ve (4.6) esitliklerini goz oniine alirsak D, ; (a — (;(,n) = —m ve

D,s(u—mn;¢,n) = —i—"z esitliklerini elde ederiz. Ayrica yukaridaki esitligin her iki

tarafina D, , operatoriinii uygularsak

Drs (9:¢:m) = 9(C,m) = — r2f29< + D (/Ca(a - U)azga(:jmdw CJ))
—ﬂgﬁ&%[ﬁb )8298(C % o )
olur. Boylece
1 Dys (95 ¢, 1) (C,nl_’ gc+32+1729n
+ D, (‘ “a—ul 82?52’77)‘du ;C,n>
< r%f?gc 524:72977
s gzg D, ((a= 0% ¢m)|
; 222 Drs ((w=n)%¢,m))|
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olur. Norm uygulanirsa V(,n € (D) igin

2 2
1Dy (93¢ m) — g(C, 77)”0(]1))) Sm ||9(||c(11)>) + s+2 ||g7]||C(ID))

1 | 9% 1 |92
r+2|8§20®) 5+2 877720(@)
<max (5 ) (Il + o
= r+2 542 C(D) nllc(p)

]
ac2

0%g

_|_ <
‘ on?

i

(D)

C(D))

) dir. Dolayist ile D, ; operatorii lineer oldugundan

<0p,s ||9||02(D)
2 2
r+27 s+2
veV f € C(D), g € C*(D) igin
HDT‘,S (fa Cﬂ?) - f(Can)HC([D)) S ”DT,S (f -9 CJ 77)”0(11))
+ [ Drs (95:6:m) — 9l ey + 1 = 9llow)
< ||f r gHC(]D)) |D7",5 (la C777)|

+[Drs (9:6m) — 9(C Ml ey + ILf — 9llom

olur. Burada 4, ; = max (

yazabiliriz. Buradan

1Drs (£:¢m) = £l oy < 2 (I = gl +rs l9llezy)

esitisizligi yazilir. Burada esitsizligin sag tarafindaki ifadenin infimumu alirsa

1Dys (f:Cm) — F(Cm)] < 2K (f56,,5(¢m)
elde edilir. ]

4.4. Voronovskaya Tipi Teorem

Bu bdliimde, D, s operatorleri icin Voronoskaya tipi teorem ispatlanacak ve kismi

tiirevleri hesaplanacaktir.

Teorem 4.10 Her f € C*(D), yani f fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden ¢ ve

1 ya gore tiirevleri var ve bu bolgede siirekli olsun. O halde
TILI(I)IOT {Dr,r(f; C? 77) - f(C7 77)}
= —20/c(C,n) = 2nfa(Com) + (€ = 1) fec () + (0 = 1) Fn(C 1) — 4C0 fen(C,m).
(4.29)
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esitligini elde ederiz.

Ispat. (¢,n) € D, f € C?*(D) alalm. ¢ fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:
Fltw) = f(Cm) — F(Cm)(E—¢) — fo(¢m)(w—n)
V= Ot + (w—)t
S {FLCm)E = O + 265Gt = Q=) + fy () (u— %)}
V=t + (u =)t
ve ¥((,n) = 0. Bundan sonraki ifadelerde ¢(.,.;(,n) = ¢(.,.) € C(D) olarak

kullanalim. f € C?%(D) igin Taylor formiiliinden yaralanarak ve (t,u) € D igin

U(t,u;¢,n) =

asagidaki esitligi elde ederiz;
Ftu) =£(Cm) + f2(Cm)(E= Q) + £,(Cn)(u—n)
g Ll = 7 4 264t = O =)+ i (o) — )}
Hp(t, w)y/ (= Q) + (u — )

burada (., .;(,n) = ¢(.,.) € C(D) ve ¥(¢,n) = 0 dir. Boylece, D, , operatdriiniin

lineerliginden

Dy (f(t,u);¢on) =£(C,n) + fo(Com)Drr((E = €); ¢, 0) + £1(C, ) Dr((w —1); ¢, 1)
g LR Cm D (= P3G + 26, D (1 = )i C,m)
X Dyp(u=1);C,m) + Fo () Dy ((w = %) ) }
+Drp (0t 0/ (0 = O+ (a = )% )
elde edilir. Son terime Cauchy-Schwartz esitsizligi uygularsak

D,y (vt )t =0+ (w =) C.n)

S{ ( (t,u); Cn)} {D ( O (u— )4'C77>}1/2
:{ ( (t, u); Cn)} {D ( )% CU)JFDM(( 77)4§<7U)}1/2

(4.30)
elde ederiz. ¢ € C' (D) ve Teorem 4.5 den
lim Dy, (¥7(t,u); ¢, ) = ¥*(¢,m) = 0 (4.31)

(431)ve D, ((t — ¢)*;¢,n) < Myr~! kullanarak (4.30) den

liny 7Dy (0t 0)y/(E = O+ (u = )5 ¢ ) = 02(Cm) = 0 432)

T—00

45



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ecem ACAR

elde ederiz. (4.32) ve Lemma4.3 y1 kullanarak, (4.29) den (4.30) yi elde ederiz. Boylece

ispat tamamlanmis olur. 0

Teorem 4.11 [ € C'(D) alalim oyle ki fc, f,, € C(D) olsun. O halde (,n # —1,1 igin

0 0
Jim FCD’”T (f;¢n) = a‘]g (¢,n) (4.33)
ve
0 0
lim %DTW (fi¢m) = ai: (¢,n) (4.34)

esitlikleri saglanr.

Ispat. Once (4.33) i gdstermeye calisalim. (¢,7) € D olsun. (4.1) de verilen D,
operatorii ¢ degiskenine gore tiirevi alinir ise

0

&Dr,r (f(t,u);¢n) =—=r(L =)' Dyy (f(t,1); ¢,m)

(4.35)

+ D,, (kf(t,u);¢,m), VreN

A&V
(14001 =¢)

olur. f € C'(D) igin Taylor formiiliinden

flt,u) =£(Cm) + fe(C )t = ¢) + fo($m)(u—y)
x(tus Gyt — Q2+ (uw—n)2, (t,u) €D

elde ederiz. Burada x(.,.;(,n) = x(.,.) € C ve x(¢,n) = 0 dir. Ayrica (4.4) ve (4.12)

den dolay1
) r 2
aigDr,r (f(t7u)7<-777) —f(Cﬂ?) {_1 — C‘DTT (LC?U) + (1 + C)(l . C)DTT (k’ C’n)}
r 2
+f<<<7”>{_1—gp”<t GOt aroa-0
X Dr,r (k(t_g)vgﬂﬁ}
r 2
+fo(Cm) {—1 _CDM(U UHSY)ES I+001-0
X Dr,r (k(u_n)a47n>}
-3 - Der (X(t,u)\/(t—c)Z + (u—n)%@n)
2 2 2.
+mDM (k:x(t,u)\/(t—o + (u—mn) aCﬂ?)
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olur. Lemma 4.3 den

0 ' (=t 43 —)
&DT’T (f(t,u), Cvn) - (1 o C)(T _|_ 2)

+ — liCDm (X(t,u)\/(t — )2+ (u— 77)2;<777)
C)DM <kix(t,u)\/(t —()? + (u—1n)%, 77)

£(¢m)

2
(1+¢0 -

elde ederiz. Simdi Holder esitsizliginden, Lemma 4.3, Lemma 4.4 ve Teorem 4.41 1

+

kullanarak
lim Dy, (42(t,u);¢,n) = ¥*(¢,m) =0

elde ederiz. Boylece

9 of

olup istenilen elde edilir.

Simdi (5.1.) U gosterelim. (z,y) € D olsun. (4.1) esitliginin her iki tarafi 7

degiskenine gore tiirevi alinir ise

)
5y Drer (f(t,u);¢,n) = —r(L=n)""Dpy (f(t,u); ¢, 1)
" (4.37)

2
ATy kG wicm), Vren

olur. f € C'(D) igin Taylor formiiliinden
(b Gy (= O+ (w—n)?, (tu) €D
elde ederiz. Burada x(.,.;(,n) = x(.,.) € C ve x(¢,n) = 0 dir. Ayrica (4.4) ve (4.12)

den dolay1
5 . 2 |
%Dr,r (f<t7u)7C777) :f(C777) {_1 - nDT,T (17 C?U) + WDT’T (‘77 C’n)}
X Dr,r (](t - <)7 C? 77)}
+2(C) {—LDW (=) + (1+77)2(1_?7)

X Dy (j(w=m);¢m)}
+--—"D,, (X(t, Wt = )2+ (u— 1) Cm)

1—=n
Doy (x(t )/t =+ (w=m)'s¢.n)

T
(I+n)(1—n)
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olur. Lemma 4.3 den

2 ) ¢+ (=13 +3r2 —7r)
anDr,r (f(t7u)7 Ca 77) - (1 . n)(r + 2)

+ = =D (M= O (=)

1

L2
(I+n)(1—n)

Dy (It (= O + (u -

77)2;(,77)

elde ederiz. Simdi Holder esitsizliginden, Lemma 4.3, Lemma 4.4 ve Teorem 4.41 1

kullanarak
lim Dy, (¥7(t,u); ¢, ) = ¢*(¢,m) = 0
elde ederiz. Boylece

(¢,n)

r—00

0 o of
hm %Dr,r (fu C777) - 877

olup istenilen elde edilir.

4.5. Genellestirilmis D, ; Bernstein-Durrmeyer tipi GBS Operatoriiniin Insaasi

Bu boliimde, 1934 yilinda Bogel tarafindan kurulan genellestirilmis Boolean

toplamimi kullanarak iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatorleri yeniden

olusturulmustur. Bu operatorlerin yaklagimi Bogel siirekli fonksiyonlar i¢in tanimli

hem karisik diizgiinliilk modiilii hem de Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla

hesaplanmagtir.

Tamm 4.12 f € C(D) ve m,n € N icin genellestirilmis iki degiskenli Bernstein-

Durrmeyer tipi D, ; operatoriin GBS (Generalized Boolean Sum) operatoriinii tiim

(¢,n) € D i¢in asagidaki gibi tamimlayalim:

n+1Im+13

Sn,m (f(t’ 3); Cv 77) =

k=0 j=0

X (f(ta 77) + f(Ca S) - f(ta S)) dtdS,
burada S,, ,,, operatorii Cy(D) uzayinda iyi tammhdir ve f € Cy(D) dir.
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4.6. Genellestirilmis D, ; Bernstein-Durrmeyer tipi GBS Operatoriiniin

Yaklasim Hiz1

Simdi (4.38) de verdigimiz S, ,,, operatér dizisinin yakisaklik hizin1 f € Cy(D)
i¢in karigik diizglinliik modiiliinii (3.33) kullanarak hesaplayalim.

Teorem 4.13 Her [ € Cy(D) i¢in ((,n) € D noktasinda (4.38) de tamimlanan S, ,,

operatorti igin

[Sam (FCom) = FC ] < Oepars (f307 12, m?) (4.39)

olur.
Ispat. wnizeq (f;01,02) karisik diizgiinliik modiiliiniiniin tanimi ve (3.34)’den 6,, &, >
0 i¢in
Wimized (f7 51517 6262) S (1 + 61)(1 aln 62>wmixed <f7 517 52)
esitsizligini kullanirsak her (¢, n), (¢, s) € D ve herhangi (91, d2) > 0 igin

‘A(C,n)f [t7 S; C; n]’ Swmi:ped (fu ’t - C|7 ’8 - TID
y _ (4.40)
S <1—|— ’t C|> <1+ ‘S n|>wmixed<f;51752)

01 )
yazabiliriz. A, f [t, s; ¢, n] tanimindan

F(G8) + F(tm) = [t s) = F(Cm) = D f [t 55,7 (4.41)

elde ederiz. Bu esitlige D, ; operatoriinii uygularsak ve .S, ,,, yani GBS operatoriiniin

tanimindan

Snm (£:6:m) = F(C M) Drs (1;¢,m) = Dy (D £ [t C,m]:6om)

yazabiliriz. D, s (1;(,n) = 1 oldugunu (4.4) den biliyoruz. (4.40) deki esitsizligi goz

oniine alarak Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak
[Snm (£;6m) = FCMI <Dre (A £ [t5:Cm16m)
< (D (1:¢m) + 67D ((E= O G
+85 "/ Drs (s = m)% ¢, m)
+ 8710,/ Drs (1= )% ¢,m) Drs (5 — )% €. n))

XWmized (fa 517 52)
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esitsizligini elde ederiz. Her (¢,n) € D igin Lemma 4.3 den

Dyt = G <

Ve
9 4
DT,S((U - 77) aCan) < E

—-1/2

olur. Dolayisiile 1 = n= /2 ve §, = m olarak secersek

’Sn,m (f7 Ca 77) - f(<7 77)‘ S gwmixed (f> n_1/27 m_1/2>

elde ederiz. O

Teorem 4.14 T f € B(D)ile f € Tr(D) fonksiyonunu alalim. O halde her ({,n) € D

icin

(S (F5¢m) = FEm < M. 1Tl + wmizea (Tofin™2,m=2)] (nm) ™
(4.42)
olur, burada M herhangi pozitif bir sabittir.

Ispat. f € T5(D) fonksiyonunu alalim. O halde Bégel’in tanimladig1 (Bogel (1962—
1963),syf. 62)

Ay flts;Cn=0—=Qs—nTsf(s,p), (<s<tn<p<s (4.43)

ozdesligi elde ederiz. A, f [t,s;(,n] tammininda (4.41) esitliginin her iki tarafina
Ts f’1 uygularsak

Tef(s.p) = DT (s,0) + Tpf(s,n) +Trf (¢, p) — Trf (¢, n)

oldugu agiktir. T f € B(ID) oldugundan ve yukaridaki bagintidan

[Drs (DS t5:¢,m]5¢om))|
=[Drs (t = Q) (s =) T [ (<, p): ¢, )
<Dy ([t = Clls = nl [ A Tof (s 0)] ;o)
+ Do ([t = Clls =0l (1T (<. 0)| + [TBf (¢ p)| + T (¢ m)]): ¢ m)
<Dy ([t = Cl[s = nlwmizea (T f;|< = ¢l [p = nl) 1 ¢, 0)
+ 3Tl Drys (It = Clls = nl; ¢,m)
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yazabiliriz. Karisik diizgiinliik modiilii w,,,;,.q azalan olmadigindan

Wmized (TBfu |§ - C|7 |P - 77|) Swmized (TBfa |t - C|7 ’S - n|)
< (14071t ¢1) (14 655 = nl) Winizea (f3 61, 62)
elde ederiz. Karisik diizgiinliik modiilii i¢in buldugumuz bu esitsizligi yukaridaki

esitsizlikte yerine yazarsak ve D, , operatorlerinin lineerligi ve Cauchy-Schwarz

esitsizligini uygularsak

S (£:6m) = FCm)| =] Drs (D f 855 ¢m)|
<3| Tl /D ((t = €25 = ) 1)
+ [Drs ([t = Clls = nl; ¢,m)
+07"' Dy (8= 0)’ls =l ¢,m)
+ 05 ' Drs ([t = Cl(s =) ¢m)
+07105 Dy (¢ = O)*(s = m)*5 ¢, 1) | winizea (5 61, 62)
<3| T2 llog v/ Drs (8 = O)*(s = m)%: ¢, )
+ VD (€= P2 = msC.)
+ 07Dy (= O (s = )% o)
+ 051/ Dy (= Q)2(s — m)* ¢, )
+07105 Dy (¢ = O)°(s = m)*5C, ) | winizea (5 61, 62)

Lemma 4.3 den

S|

DT,S((t - C)QQ ¢m) <

ve

S|

DT,S((U - n)Qa Cu 77) S

oldugunu ve (¢, 7n), (t,s) € D, p,q € 1,2 igin

Dy (=)™ (s =m)5¢,m) = Dus (¢ = O)™:¢m) Dos ((s = 1) ¢, )

1

eitsizligini dikkate alirsak, §; = n='/2 ve 6, = m~1/? secilirse istenilen (4.42) esitsizligi

elde edilir. O

Bir sonraki teoremde, {S,, ., (f)} dizisinin f € C,(ID) fonksiyonuna yaklagiminin

derecesini Tanim (3.31) da verilen karisik K -fonksiyoneli agisindan degerlendirelim.
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Teorem 4.15 D, ; (4.1) operatoriiniin GBS operatorii S,, , (4.38) ele alalim. O halde
her f € Cy(D) igin

S (F565) = £ )] < Wiz () (444)

dir.

ispat. g; € C3°(D) fonksiyonu i¢in Taylor formiiliinden

gt s) = gi(¢.n) + (t— QT g1 (¢m) + /:(t —w)T5 g1 (u, n)du

esitligini elde ederiz, (Bogel (1934)). S,, ,,, operatorii lineer oldugundan

Snm (915 ¢:m) = g1(¢,n) + Snm (/:(t — u)T5° g1 (u, n)du; ¢, 77)

yazabiliriz. g; € C3°(D) igin S,, ,,, operatériiniin tanimmdan
! 2,0 2,0
S (91561 = €)= | D ([ (¢ = ) [T3°01 ) = T5 01 (1, )] dus .|

)

g 2,0 2,0 )
<D, (| [ 1=l |75 00 (m) = T (. 9] dus G

<| 75| _ Drs (= )% ¢om)

<|r2a,

ve gy € C%*(D) igin

|Snm (921 € ) — 92(C,m)| = ‘Dr,s (/j(s —0) [T5°g2(v,m) = T5%ga(v, )| dus ¢, n)‘

<Dy (|15 = ol [T820a(0,m) = T 0n(0. )] i )
<|75%s|| _ Drs ((s =) ¢om)
<[18] - -

elde ederiz. h € C3*(D) igin,

h(t,s) =h(¢,n) + (t = OT5 h(C,n) + (s =T A(C,m) + (t = O)(s — )T h(¢,n)

+ /:(t — )T h(u, n)du + /ns(s — )Ty h(¢, v)dv
+ /C (s — )t — w) T2 B(u, m)du + /n "t = O)(s — )TLR(C, v)dv

+ /: /ns(t —u)(s — v)T5>h(u, v)dvdu
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olur. S ((t—¢);¢,n) = 0, Spum((s—n);¢,n) = 0 oldugundan ve S, ,,

operatoriiniin tanimin1 da dikkate aldigimizda
Suan (15 Gon) = B )] < D ([ (¢ = w05 = )T (w v)dodus ¢,
<Drs(‘// (t —u)(s — v)T5h(u, v)dvdu) ; ¢ )
<Dy ([ 1t = alls = ol [T h(u 0] dodus .
<1uT272hH D, ((t—C)z(S—n)z;C,n)

<4 HTEQhH

xnm

elde ederiz. Dolaysiyla f € Cy(D) igin

[Snm (fiCm) = FIC SI(f — 91— g2 = R) (G )| + [(g1 — Snmgn) (€ )
+ (92 = Snmg2) (G, m)| + [(h — Snmh) (€ 1)
+Snm ((f = 91 — g2 — h); ¢, )

22|f - —92—hH "‘4HT1}2§091H L

LA R e

olur. Kanigik K-fonksiyonelinin tanmmindan, g; € C3°(D), g, € Cy*(D) ve h €

C%*(D) igin infimumu alinirsa istenilen (4.44) sonucu elde edilir. U

4.7. Genellestirlmis Bernstein-Durrmeyer D,, Operatorii icin Niimerik

Ornekler

Bu boliimde, genellestirilmis iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatorlerinin
Maple programi ile elde edilen grafiklerini incelenmistir ve bu grafiklerden yola
cikilarak bazi degerler i¢cin niimerik degerler tablosu olusturulmustur. Ayrica,
Bernstein-Durrmeyer tipi GBS operatorii .S, ,,, ile D, s operatoriiniin f fonksiyonuna

yaklasma oranlar1 incelenmistir.
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Ornek 4.16 f(v,y) = z%y + y? fonksiyonuna r,s = 1,2,5,10 degerlerinde D,
operatorlerinin yaklasimi asagidaki grafikte verilmis olup, Cizelge 4.1. de niimerik
degerleri incelenmistir. Sekil 4.1. de D, s operatoriiniin r, s degerleri biiyiidiik¢ce mavi

renk ile gosterilen f fonksiyonuna yaklastigi gézlenmektedir.

—— f(r,y)
Dia(f;x,y)

s o(f;x.y)
Dss(f;x.y)

10,10 f; T, y)

Sekil 4.1.7,s = 1,2,5,10 iken f(x,y) = 2%y + y? fonksiyonu igin D, s operatorlerinin yaklagimu.

Simdi D, operatoriiniin - f(z,y) = 2%y + y* fonksiyonu igin
maksimize |D, s(x,y) — f(z,v)| degerlerini hesaplayalim.

Cizelge 4.1. Sekil 4.1. i¢in niimerik hata degerleri

(r,s) maksimize | D, s(x,y) — f(z,y)]
r,s =5 1,0204

r,s =15 0,5113

r,s =25 0,3390

r,s =50 0,1836

r,s =100 0,0957

r,s =150 0,0647
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Ornek 4.17 f(x,y) = 1 — 2® + > fonksiyonuna r, s = 1,2,5,10 degerlerinde D,
operatorlerinin yaklasimi asagidaki grafikte verilmis olup, Cizelge 4.2. de niimerik
degerleri incelenmistir. Sekil 4.2. de D, s operatoriiniin r, s degerleri biiyiidiik¢ce mavi

renk ile gosterilen f fonksiyonuna yaklastigi gézlenmektedir.

— f(r,y)
Dia(f;z,y)

D 5(f;2,y)
Dss(f;z.y)

m— D10.10(f;T,y)

L7 e

AT 7
7T T

- "l s
- A e
P T 7T T i

X 1" Y

Sekil 4.2.r,s = 1,2,5,10 iken f(z,y) = 1 — 23 + y? fonksiyonu igin D, ¢ operatdrlerinin yaklagimi.

Cizelge 4.2. Sekil 4.2. i¢in niimerik hata degerleri

(T, 5) maksimize |D7",s(xv y) — f(xa y)|
r,s =5 1,0476

r,s =10 0,7362

r,s =50 0,2139

r,s =100 0,1131

r,s =500 0,0066
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Ornek 4.18 f(x,y) = zy(x + y) fonksiyonuna genellestirilmis Bernstein-Durrmeyer
operatorii D, s ve GBS operatorii S, ,, ile yaklasim grafikleri ve niimerik degerler
tablosu asagidaki verilmistiv. Sekil 4.3. de goriildiigii gibi GBS operatorii Sy,
f fonksiyonuna genellestirilmis Bernstein-Durrmeyer operatorii D, , den daha iyi

yaklasmaktadur.

. f(z,y)
Dn.m “r I, '!;}
B S..(f;z,v)

Sekil 4.3. f(x,y) = zy(z + y) fonksiyonu igin D, s ve Sy, ,,, operatorlerinin yaklagimi.

GBS operatéorii S, ,, nin f fonksiyonuna D, s operatoriine gore daha hizli

vaklastigi asagida verilen Cizelge 4.3. den goriilmektedir. Baska bir ifade ile

. |Srim (f;2,y) — f (2, )]
|
n,m}*glﬁoo |D7“s (f?xay) - f (.flf,y)|

=0

dir.
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Cizelge 4.3. de

Cizelge 4.3. f(z,y) = zy(x + y) fonksiyonu i¢in niimerik hata degerleri

|Snm (f52,y) = f (2,y)]

|Drs (f52,9)—f(z,y)]

orani i¢in niimerik degerler verilmistir.

n=m=17r=s

[Snm (fiz,y) = (2,y)]
‘Drs (f;:v,y) —f(m,y)I

r=y=-—0.9 r=1y=0.9.
n,m,r,s =10 0.1109074244 0.1109074244.
n,m,r,s =20 0.059438227243 0.05943827604.
n,m,r,s =30 0.04057182903 0.04057182903.
n,m,r,s =40 0.03079258957 0.03079257850.
n,m,r,s =50 0.02481093442 0.02481093408.
n,m,r,s =100 0.01258493091 0.01258493075.
n,m,r,s =200 0.006337972145 0.006337971824.
n,m,r,s =400 0.003180493934 0.003180493934.
n,m,r,s =500 0.002546195548 0.002546195548.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Bu caliyjmada [—1,1] x [—1,1] karesel bolgesi lizerinde asagidaki gibi

tanimladigimiz D, (f; (,n) operatoriiniin

1 1.8 . 1 1 ,
RS Sk [ et wdtd

k=0 j=0

D, (f;¢,n) =

bir lineer pozitif operator oldugu, Korovkin teoreminin sartlarini sagladigr ve f

fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi

lim ||Dr,s (fa (Jl) - f((’n)HC(]D)) =0

7,8—00

gosterilmis olup merkezi momentleri hesaplanmistir. Elde edilen merkezi momentler
yardimiyla D, (f;(,n) operatoriiniin asimptotik yaklasimi incelenmisitir. Daha
sonra siireklilik modiilii tanimlanmistir ve D, ; operatorii i¢in elde edilen tam ve
kismi stireklilik modiilleri yardimiyla yaklasim hizi asagidaki gibi hesaplanmistir.
w,w® w?® f fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik modiilleri olmak iizere her

(z,y) € Digin

1 1
I Drs(f5¢,m) — fHC(D) <3 (W(l) <f, \/77> +w® <f, \/§>> ,

1D, (F: ) = Fllogey < 3 (f; \/1?)

sonuglar1 elde edilmistir. Ayrica f fonksiyonunun Lipschitz kosulunu saglamasi
durumunda D, ¢(f;(,n) operatorii igin bir esitlik elde edilimitir. D, ; operatorii igin

Peetre K-fonksiyonelini kullanarak yaklagimin hiz1 asagidaki gibi hesaplanmustir;

|Dr,s (f7 Cﬂ?) - f(Cvn)| S 2’C (fa 57»,3((,77)) .

D, s(f; ¢, n) operatdrii i¢in Voronovkaya teoremi her f € C*(D), f/, f” € C(D) igin

lim r {Dr,r(f; C?U) - f(C?U)}

r—00

= —20f(¢m) = 2nf(Cm) 4+ (C = 12 fec(Com) + (n = 1)2f,(Cm) — 4Cn £, (C,m)
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olarak ispat edilmis ve kismi tiirevleri

0 0
Jim D () = S (G
Ve
0 0
Jlim LD, (fin) = aﬁ ().

olarak hesaplanmistir. D, ; operatoriimiiziin Mapple yazilim programu ile farkli degerler
i¢in herhangi siirekli bir fonksiyonuna (f(z,y) = 2%y + v* ve f(z,y) = 1 — 23 +
y®) yaklagimlar arasindaki fark grafik iizerinde gosterilmis ve niimerik degerleri tablo
tizerinde ifade edilmistir. Bogel siirekli ve Bogel sinirli fonksiyonlarin tanimi verilerek
stirekli fonksiyonlar uzayindan daha kapsamli olan fonksiyonlar uzay1 tanimlanmigtr.
Karnsik diizgiinliik modiilii verilerek Genellestirilmis Boolean Toplami altinda yeniden

insaa edilen S, ,,, operatorii asagidaki gibi tanimlanmigtir:

1 P i : Lol ,
Sum (f(t:5)i Cm) === S S ol G [ [ okt

k=0 j=0

x (f(t,n) + f(¢,s) — f(t,s)) dtdu.

Ayrica, {S,,.(f)} dizisinin f € Cy(D) fonksiyonuna yaklagiminin derecesi karigik
diizglinliik modiilii yardimiyla incelenmistir ve buna ek olarak karisik /-fonksiyoneli
acisindan da degerlendirilmistir. Son olarak iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer tipi
D, s operatoriin GBS (Generalized Boolean Sum) .S, ,,, operatoriiniin daha iyi yaklasim
sonuglarmi verdigi Maple programu ile elde edilen grafikler de ve niimerik degerler

tablosunda ifade edilmistir.

5.2. Oneriler

Bu tezde, karesel bolge iizerinde iki degiskenli lineer pozitif genellestirilmis
Bernstein-Durrmeyer operatorleri tanimlanip, bu operatdr lizerinde yakinsaklik
durumlan stireklilik modiilti, Peetre K -fonksiyoneli agisindan degerlendirilmistir.
Ayrica daha iyi yaklasim oOzelliklerinin Maple programi ile de grafik iizerinde
gosterilen GBS operatorii tanimlanmistir ve bu operatoriin stirekli herhangi bir
fonksiyona yaklasimi karigik diizgiinliilk modiilii ve karigik K -fonksiyoneli agisindan

degerlendirilmistir.

59



5. SONUCLAR ve ONERILER Ecem ACAR

Yaklagim teorisinin giiniimiizde biyomedikal, saglik ve miithendislik gibi bircok
alanda uygulamalar1 mevcut olup, bu alanda yeni ¢aligmalara devam edilmektedir.
Ileriki calismalarda karesel simetrik blge iizerinde ¢alisilan genellestirilmis Bernstein-
Durrmeyer operatorii diizgiin yiizeyler lizerinde ¢alisilip geometri icin yeni sonuglar
elde edilebilir. Yaklasim teorisinin birgok uygulamasinda iyi bilinen Korovkin tip
teoremler lineer pozitif yaklasim operatorleri lizerine insaa edilmistir. Genellestirlmis
Bernstein-Durrmeyer operatorleri, 6zellikle otomotiv sektoriinde de karsimiza ¢ikan,
genellikle lineer olmayan operatorler iizerindeki maksimum g¢arpim operatorleri igin
genellemesi tanimlanabilir. Boylece kurulacak olan operator iizerindeki yaklasim
dercesinin lineer operatorlerle verilenler kadar iyi olabilecegi goriilebilir. Ayrica D, g
operatdrii igin ¢ ve (p, q)- analiz tanimlar1 verilerk bu operatorler tizerinde yaklagimlari

incelenebilir.
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