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Bu ¢calismada sonludevirli gruplarn birim graflar géz 6niine alinmistir. Sonlu devirli gruplarin birim
graflart grupta tersi kendisi olan elemanlarn alt kiimesi ve tersi kendisinden farkli elemanlarin alt
kiimesiile iligkili olarak incelenmistir. Bu alt kiimelerin 6zellikleri kullanilarak sonlu devirli gruplarin
birim graflarindakiiiggen sayisi ve kenar sayisi belirlenmistir. Ayrica birim graflarin Schultz, Gutman,
birinci Zagreb, ikinci Zagreb, Wiener ve Harary indeksleri hesaplanmistir.
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Inthis paper, identity graphs of finite cyclic groups are considered. The identity graphs of finite cyclic
groups are examined regarding to the subset of self-inverse elements and the subset of mutualinverse
elements in a group. By using the featuresof these subsets the number of triangles and the number of
edges in the identity graphs of finite cyclic groups are determined. Furthermore, Schultz, Gutman, first
Zagreb, second Zagreb, Wiener and Harary indices are computed for identity graphs.

KEY WORDS: Graph, identity graph, topological index of identity graph



TESEKKUR

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca yardimlarini benden esirgemeyen, bilgisi ve tecriibesiile bana
yol gosteren, degerli zamanlarini fazlasiyla bana ayiran ve bu ¢alisma boyunca desteklerini hig¢
esirgemeyen danismanim Saym Dr. Ogr. Uyesi N. Feyza Yalgin’a en igten dileklerimle tesekkiir ederim.

Bilgi ve deneyimlerinden faydalandigim, bu siirecte destegini esirgemeyen Sayin Dr. Ogr. Uyesi
Zehra VELIOGLU na tesekkiirlerimi bir borg bilirim.

Matematige bakis acimi degistiren Ortaokul Matematik hocam Fatih KURSUN’a, Lise
Matematik hocam Mehmet YILDIRIM’a, Bahkesir Universitesi ve Harran Universitesi Matematik
Boliimii degerli hocalarina verdikleri desteklerden dolayi tesekkiirederim.

Hayatim boyunca hep yanimda olan, destegini ve giivenini her zaman hissettigim, lisansiistii
egitimim konusunda hep 1srarci olan babam Kasim KIRGIL, annem Ayse KIRGIL ve tiim aileme
tesekkiir ederim. Tiim zorluklarda yanimda olan, beni destekleyen ve bu siireci tamamlamamda ¢ok
biiyiik etkisi olan esim Kadriye Seyma KIRGIL’a tesekkiirederim.



SEKILLER DiZiNi

SayfaNo
SEKIl 2.1, G @rafl. . .o e e e 3
SEKil 2.2, G @rafl. . .o e e e 4
SeKil 2.3, G @rafl. . o e e 5
Sekil 2.4, G Grafl.. ..o e 6
SeKil 2.5, G @rafl. . .o e 7
SeKil 2.6, Basit graf. . ...ouieiii e e e e e 8
Sekil 2.7. Pseudo graf ve goKIU graf ...... ..o, 8
Sekil 2.8. Baglantisiz graf ve baglantili graf ..., 9
Sekil 2.9. Kzve K, Tam graflart ........o.ooie e e e 9
Sekil 2.10. 5, Ve S Y1ld1z graflart .......coooiiiiiiiii i e 10
Sekil 2.11. PaVe P, YOl Graflart ....c.oue e e 10
Sekil 2.12. T ve T, Agac graflart ... e e e e 11
Sekil 2.13. G VB H Graflari.....oooiuiiuin i e e e 11
Sekil 2.14. G (Zg) BIrIm @rafl......ocouiuiniii e e e e 17
Sekil 2.15. G, (G) BIrlm @rafl....o.oueeeii i e e 17
Sekil 2.16. G, (S3) BIMM Grafl...o.oueninit it e e 18
Sekil 2.17. G;(Dy 3) BIM Grafl.....o.iuiniiii e e e 18
Sekil 4.1. G, (G) ve G, (H) birim graflari...........oooeieiiiiii e e 23



¢ =W),E@)
V()

SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZIiNi

G grafi
G grafinin kose kiimesi

E@G) G grafinin kenarkiimesi

u~v Komsu koseler

u~+v Komsu olmayan kdseler

deg(v) v kdsesinin derecesi

B, Yol graf

du,v) u ve v koseleri arasindakiuzakhk
D(G) G grafinin uzaklik matrisi

C, n koseli dongii graf

N, m koseli bos graf

K, n koseli tam graf

Sn Yildiz graf

T, n koseli agag

gir(G) Girth

e(uw) Eksantrik

rad (G) G grafinin yarigapi

diam(G) G grafinin cap1

G Sonlu graflarin sinifi

G=H Izomorfluk

M, (@) G grafinin |. Zagreb indeksi

M, (G) G grafinin 11. Zagreb indeksi
D'(G) G grafinin Schultz indeksi

Gut (G) G grafinin Gutman indeksi

w(G) G grafinin Wiener indeksi

H(G) G grafinin Harary indeksi

G| G grubunun mertebesi

@) Tersi kendisi olan elemanlarin kiimesi
M) Tersi kendisinden farkh elemanlarin kiimesi
G (@) G grubunun birim grafi
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1. GIRIS

Graf teorisinin temeli L. Euler’in ¢aligmalarma dayanmaktadir. L. Euler, 1736
yilinda {inlii “Konigsberg Kopriisii” probleminin ¢oziimii tizerinde galisirken problemi
bir basit graf olarak ele almis ve ¢ézlimiin miimkiin olmadig1 kanaatine varmustir.
Ayrica problemin ¢dziimiiniin hangi durumlarda miimkiin olacagi lizerinde ¢aligmalar
yaparak, calismasmi “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis” isimli
makale olarak yaymlamistir. Graf teorisi ve uygulamalari; otoyol haritalari, elektrik
devreleri, bilgisayar mithendisligi, iletisim aglari (Solé, 1995), Tiirkce climle yapisinin
ogretilmesi (Ceylan ve Mete, 2018), miizik egitimi vb birgok bilim dalindaki

problemlerin modellenmesinde ve ¢oziimiinde kullanilmaktadar.

Bir graf invaryant1 olan topolojik indeks kavramimin tanimlanmasi kimyasal graf
teorisinin olusumuna zemin hazirlamasmni yaninda grup teorisi, halka teorisi, graf
teorisi ve kimya arasinda bir koprii kurmustur. Cebirsel yapilarm graflar ile iligkisi son
yillarda dikkat ¢ceken konulardan biridir. Bir cebirsel yapinin graf ile temsili soyut olan
bu yapilara somut bigimde yaklagsmay1 saglamasi agisindan biiyiik 6nem tasimaktadir.
Degismeli bir halkanin sifir bolen grafi (Anderson ve. Livingston, 1999), degismeli bir
halkanin total grafi (Anderson ve Badawi, 2008), bir halkanin birimsel graf1 (Ashrafi
ve ark., 2010) gibi birgok graf ¢esidi tanimlanmustir. Yapilan bu ¢alismalar ve benzer
calismalar ile ilgili graflarin graf teorik 6zellikleri, graf teorisine ait temel bilgilerin
yanisira cebirsel yapilarin iglemleri de kullanilarak incelenmistir. Grup yapst ile ilgili
calismalardan birisi ise (Kandasamy ve Smarandache, 2009) calismasinda tanimlanan
gruplarin ve yarigruplarin birim graflart ve bazi 6zel alt graflar1 ve bu graflar

arasmdaki iligkilerdir.

Bu ¢aligmada sonlu devirli gruplarin birim graflart grupta tersi kendisi olan
elemanlarin alt kiimesi olan S(G) ve tersi kendisinden farkli elemanlarin alt kiimesi
olan M(G) kiimelerinin 6zellikleri ile iligkili olarak incelenmistir. Bu alt kiimelerin

Ozellikleri kullanilarak, sonlu devirli gruplarin birim graflarindaki tiggen sayis1 ve
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kenar sayisi belirlenmistir. Ayrica birim graflarin Schultz, Gutman, birinci Zagreb,

ikinci Zagreb, Wiener ve Harary indeksleri hesaplanmustir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde ¢alisjmamizda kullanacagimiz temel tanim ve teoremlere yer
verilecektir. Temel tanim ve kavramlar i¢in (Bondy ve Murty, 1976; Vasudev, 2007;
Biggs, 1993) kaynaklarindan yararlanilmistir.

2.1. Graf Yapis1

Tamm 2.1.1. Elemanlan kose olarak adlandirilan V(G) = {v,, v,, vs, ... } kiimesi ve
bu koseleri birlestiren, elemanlart kenar olarak adlandinlan E(G) = {e;, e,, €3, ... }
kiimesinden olusan G = (V(G),E(G)) siral ikilisine graf denir. G = (V(G),E(G))

grafi kisaca G ile gosterilecektir.

Tanmm 2.1.2. G = (V(G),E(G)) grafinda u, v € V(G) koselerini birlestiren bir e €
E(G) varsa “u ve v koseleri komsudur” denir. Bu durumda u~v, e = uv ya da
(u,v) € E(G) gosterimlerinden biri kullanihir. Bir grafta iki koseyi birlestiren birden
fazla kenar varsa, bu kenarlara katl (paralel) kenarlar denir. Ayrica bir koseyi

kendisine birlestiren kenara ise ilmek (loop) denir.

Tanmm 2.1.3. G = (V(G ),E (G)) bir graf olmak tizere, herhangi bir v kdsesine komsu

olan koselerin sayisma v kosesinin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir.

Ornek 2.1.1.

Sekil 2.1. G graf1
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Sekil 2.1. de verilen G grafmmn kose ve kenar kiimeleri sirasiyla V(G) =
{v1, V5, 03,V,, Vs,V } Ve E(G) ={e,,e,,e5,e,,e5,66, €5, 4,64, €19,€,,) Olmak lizere,
kose komsuluklart v; ~v,,v; ~ Vg, V; ~ Vg, Vy ~ V3, V3 ~ Uy, V3 ~ Vg, U,y ~ Vg, V€
vs ~ v, seklindedir. Ayrica deg(v,) = 7, deg(v,) = 2, deg(v;) = 3, deg(v,) = 2,
deg(vs) =5 ve deg(v,) = 3 tiir.

Tamm 2.14. G = (V(G),E(G)) grafinda v € V(G) iken deg(v) = 0 ise v ksesine
bir izole kose, deg(v) = 1 ise pendant kése denir. Bir kenar birlestiren koselerden

biri pendant kdse ise bu kenara pendant kenar denir.

Ornek 2.1.2.

Sekil 2.2. G grafi

Sekil 2.2. de verilen G grafinda v, ile v, izole kose ve v, ile v, ise pendant

kosedir.

Tanmm 2.1.5. Bir grafin kdse ve kenar kiimesi sonlu ise sonlu graf, aksi halde sonsuz

graf denir.

Tamm 2.1.6. G =(V(G),E(G)) grafinda v, v,,v5,..,v, €V(G) Ve
e,,€,, €3, ... 6, € E(G) ve e; = (v;_y,v;) olmak tizere, vy e, v e, ... e,v, seklindeki
bir sonlu diziye t —uzunlugunda yiiriime (walk) denir ve W ile gosterilir. Tiim koseleri
birbirinden farkl olan yiirtimeye yol (path) denir. ¢ —uzunlugunda bir yol v, — v, —

---— v, seklinde de gosterilebilir. Baslangic ve bitim koseleri ayni olan ylirlimeye ise
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kapal1 yiirtime denir. Kdselerin ve kenarlarin tekrar edilmedigi kapal ylirtiimeye dongii

(cycle) denir. Ug kdseden olusan dongiiye dzel olarak iiggen de denir.

Ornek 2.1.3.

Sekil 2.3. G grafi

Sekil 2.3. de verilen G grafina ait yilirime, yol ve dongii 6rnegi asagida
verilmistir:

Yurime : v,8,0,85V,€,VcegVs ;1,503

Yol LV e,V5e3V,e,Vseg

Dongili : v e v,esv,esv3e,v;

Tamm 2.1.7. G = (V(G),E(G)) bir graf ve u,v € V(G) olsun. u ve v kdseleri
arasindaki en kisa yolun uzunluguna u ile v koseleri arasindaki uzaklik (distance) denir

ve d(u, v) ile gosterilir.

Tamim 2.1.8. G kose kiimesi V(G) = {v,, v,, vs, ..., v, } olan baglantili bir graf olsun.

d(i,j), v; ve v; koselerinin arasindaki en kisa yolun uzunlugu olmak iizere (i, ).

girdisi

{d(i,j); i#j ise
0; diger durumlarda
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olarak tanimlanan n X n matrise G grafinin uzakhk matrisi denir ve D(G) ile

gosterilir.

Ornek 2.1.4.

Us

@ ®
v, v, V3

Sekil 2.4. G grafi

Sekil 2.4. de verilen G grafinin uzaklik matrisi

012 2 2
1 0111
DG)=(2 1 0 2 2
2 1 2 0 2
2 1 2 2 0]
seklindedir.

Tamm 2.1.9. Bir G basit grafinin igerdigi en kisa uzunluklu déngiiniin uzunluguna

girth denir ve gir(G) ile gosterilir.

Tanmm 2.1.10. ¢ = (V,E) grafindan alman bir u kosesi ile bu koseye en uzak

mesafedeki kose ile arasmdaki uzakliga u kosesinin eksantrigi denir ve e(u) ile

gosterilir.

e(uw) = max{d(u,v): v e V(G)}

seklinde ifade edilir.
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Tanmm 2.1.11. Baglantili bir ¢ grafinin kdseleri arasindaki minimum eksantrige G
grafinin yarigapi (radius) denir ve rad(G) ile gosterilir. G grafinin koseleri arasindaki

maksimum eksantrige ise G grafinin ¢ap1 (diameter) denir ve diam(G) ile gosterilir.

Ornek 2.1.5.
1 3 5
2 4 6

Sekil 2.5. G grafi

Sekil 2.5. G grafinda koseler arasi en biiyiik uzaklik degeri d(1,6) =4 ve en
kiiciik uzakhk degeri d(1,2) = 1 dir. O halde diam(G) = 4 ve rad(G) = 1 dir.

Teorem 2.1.1. (Handshaking) G, kose kimesi V(G) = {v,,v,,vs,...,v,} olan m

kenarli bir graf olsun. Bu durumda

n
Z deg(v;) =2m
i=1

dir. Buteoreme“El Sikisma Teoremi” de denir.
Sonug 2.1.1. Bir G grafinda tek dereceli koselerin sayisi gifttir.

Tamm 2.1.12. G = (V,,E,) ve H = (V,, E,) iki graf olsun. f : V; = V, fonksiyonu
(i)  Birebir ve orten,
(i) vuveV,icn (wv) €E o (fW,f(v))EE,

kosullarm1 sagliyorsa, bu iki grafa izomorftur denir ve G = H ile gosterilir.
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Iki grafin izomorf olabilmesi i¢in asagidaki kosullar saglanmalidir:
N nl=1rl
(i) |Ej| = |E,l,
(iii) 1ki grafin aym dereceli kselerinin say1st esit,
(iv) c,,, n uzunlugundaki dongiilerin sayisi olmak iizere ayni (cy, ¢, ... , ¢,) dongi

vektoriine sahiptir.

2.2. Graf Cesitleri

Tamm 2.2.1. ¢ grafin her kosesi izole kose ise, yani G grafi kenar icermiyorsa bu

grafa bos (null) graf denir. m koseli bos graf N, ile gosterilir.

Tamm 2.2.2. Kath kenar ve ilmek icermeyen graflara basit graf denir.

Ornek 2.2.1.

%)

Sekil 2.6. Basit graf

Tanmm 2.2.3. Hem kath kenar hem de ilmek iceren graflara pseudo graf denir. Kath

kenar igeren fakat ilmek icermeyen graflara ise coklu graf (multigraph) denir.
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Ornek 2.2.2.

>

Sekil 2.7. Pseudo grafve ¢oklu graf

Tamm 2.2.4. Bir G grafinda herhangi iki kdse arasinda bir yol varsa, G ye baglantili

graf denir. Baglantili olmayan graf ise baglantisiz graf olarak adlandirilir.

Ornek 2.2.3.

N

Sekil 2.8. Baglantisiz graf ve baglantili graf

Tanmm 2.2.5. Bir G grafinda biitiin koselerin dereceleri esit ise G ye diizenli (regiiler)

graf denir.

Tanmm 2.2.6. Tiim koseleri komsu olan grafa tam (complete) graf denir. n koseli bir
tam graf K, ile gosterilir ve her bir kdsenin derecesi n — 1 oldugundan K,, regiiler

graftir.
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Ornek 2.2.4.

K, K,

Sekil 2.9. K; ve K, tam graflan

Tamm 2.2.6. n + 1 koseli bir grafta bir kosenin derecesi n, diger biitlin kdselerin

derecesi 1 ise bu graflara yildiz graf denir ve S,, ile gosterilir.

Ornek 2.2.5.

AKX

Sekil 2.10. S, ve S yildizgraflan

Tanm 2.2.7. G, nkéseli bir graf olsun. ki kdsesinin derecesi 1, digern — 2 kdsesinin
derecesi 2 olan grafa yol (path) graf denir ve P, ile gosterilir. P, yol grafinin kenar

sayist n — 1 dir.

10
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Ornek 2.2.6.

Py

Sekil 2.11. P; ve P, yol graflan

Tanmm 2.2.8. Yalniz bir dongiliden olugan grafa dongii graf denir ve n koseli bir dongii

graf C, ile gosterilir.

Tanm 2.2.9. Dongii icermeyen graflara agag (tree) denir ve n koseli bir agac T, ile

gosterilir.

Ornek 2.2.7.

Sekil 2.12. T ve T, agag graflar

Tamm 2.2.10. Baglantili bir ¢ grafinin tiim kenarlarmi igeren kapali yola Euler yolu

denir. G grafi en az bir Euler yolu iceriyorsa, G ye Euler graf denir.

Teorem 2.2.1. G baglantili grafinin Euler graf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin

her bir kdsesinin derecesinin ¢ift olmasidir.

Tamm 2.2.11. G ve H graflar1 G = (V,, E;) ve H = (V,, E,) iki graf olsun. V, € V,

ve E, C E, ise H grafi G nin bir alt grafi olarak adlandirlir.

11
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Ornek 2.2.8.

P DD

Sekil 2.13. G ve H graflan

Sekil 2.13. incelendiginde V(H) € V(G) ve E(H) € E(G) oldugu goriiliir. O
halde H grafi G nin bir alt grafidir.

Tanmm 2.2.12. H, G grafinin bir alt grafi olsun. V(H) =V (G) ise H ye G nin bir

kapsayan alt graf1 denir.

2.3. Topolojik Indeks

Topolojik indeks kavrami kimya alaninda tanimlanmus, kimyasal yapilarin
cesitli fiziksel Ozelikleri, kimyasal ya da biyolojik aktiviteleri ile iligkili niimerik
degerlerdir. Bir grafin topolojik indeksi kose derecesi, uzaklik ve derece-uzaklik gibi
graf parametrelerine baglidir. Topolojik indeks kavraminin tanimlanmasi cebir, graf
ve kimya alanlan arasinda iliski kurmustur. Giiniimiizde cebirsel yapilarin graflarinin
cesitli topolojik indekslerinin hesaplanmasi da dikkat ¢eken konulardandir (Ahmadi
ve Jahani-Nezhad, 2011; Nikmehr ve ark., 2014; Suthar ve Prakash, 2017).

Tanmm 2.3.1. Biitiin sonlu graflarin smifin1 ¢ gosterelim. Her G,H € ¢ i¢in G ve H
graflar1 izomorf iken T(G) = T(H) olacak bicimde bir T: §— R fonksiyonuna

topolojik indeks denir.

Tanmmm 2.3.2. G = (V(G),E (G)) sonlu ve baglantili bir graf olmak iizere, G grafinin

birinci Zagreb ve ikinci Zagreb indeksi sirasiyla

12
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M@= ) degw?

uev(G)

M,(G) = Z deg(u) deg(v)

uveE(G)
seklinde tanimlanir (Gutman ve Trinajstic, 1972).

Tanmm 2.3.3. G = (V(G),E(G)) basit, baglantili ve sonlu bir graf olsun.

D;(v) = Xy ev(c)d(u, v) ifadesine v kdsesinin G grafindaki uzakhig: denir. Ayrica

D'(G) = 2 deg(v). D4 (v)

uev(G)

ise G grafinin derece uzakligi olarak adlandirilir (Dobrynin ve Kochetova, 1994). G
grafinin derece uzakligi olan D'(G), Schultz indeksi olarak da adlandirlir (Gutman,
1994). G grafinin Schultz indeksi

D'(G) = Z [deg (w) + deg (v)]d(u, v)

{fuvicv(c)

seklinde de ifade edilebilir. Schultz indeksinin ikinci ¢esidi olan Gutman indeksi ise

Gut(G) = Z [deg (w).deg (v)]d(u, v)

{u,vicv(e)
ile tanimlanir (Gutman, 1994 ).

Tanm 2.34. G = (V(G),E (G)) sonlu ve baglantili bir graf olmak iizere, G grafinin
Wiener indeksi G grafindaki biitiin kose ¢iftlerinin sirasiz ikilileri arasindaki

uzakliklarm toplamidir ve
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2. KURAMSAL TEMELLER Yakup KIRGIL

w(G) = Z d(u,v)

{u,vicv(c)

seklinde tanimlanir (Wiener, 1947).
Bir grafin Schultz indeksi, Wiener indeksinin derece agirhiklh versiyonu olarak

g6z Online almabilir.

Tanm 2.3.5. G = (V(G),E (G)) sonlu ve baglantili graf olmak tiizere G grafmm
Harary indeksi

1
H(G) =
(@ d(u,v)
{fuvicv(c)

seklinde tanimlanir (Plavsi¢ ve ark., 1993).

2.4.Grup

Tanim 2.4.1. G bostan farkli bir kiime olmak iizere, G kiimesi tizerinde bir * ikili iglemi
tanimh olsun. Eger
(1) * ikili iglemi birlesme 6zelligini saglarsa, yani her x,y, z € G i¢in
(xxy)*z=x=x(y=xz)ise,
(i) her x € G igin
X*xe=e*x=Xx
olacak sekilde bir e € G varsa (e ye G nin birim eleman1 denir),
(ili)  herx € G i¢in
xxx'=x"xx
olacak sekilde bir x" € G varsa (x' ye x in bir ters elemani denir),
bu durumda (G,*) sirali ikilisine bir grup denir. G grubunun birim eleman1 e ile
gosterilecektir. Bu kosullara ek olarak; her x,y € G igin
X*¥y =Yy *X

ise bu gruba degismeli veya abelyan denir.
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2. KURAMSAL TEMELLER Yakup KIRGIL

Ornek 2.4.1. n > 1 bir tamsay1 ve Z kiimesinin n modiiliine gore kalan smiflarnin

kiimesi Z, = {0,1, ...,n — 1} olsun. Z, iizerinde toplama islemi. her @, b € Z,, i¢in

@+ b =a + b ile tamml olsun. Toplama isleminin tanimindan birlesme ve degisme

ozellikleri oldugu agiktir. 0 birim elemandir. Ciinkii, her @ € Z,, igin
a+0=0+a=a

dir. Benzer bigimde a elemanin tersi —a = =a dir. O halde Z,, kiimesi bir abelyen

gruptur.

Tanmm 2.4.2. G bir grup olsun. G nin kardinalitesi olan |G| ye G grubunun mertebesi

denir. |G| sonlu ise G ye sonlu grup, aksi takdirde sonsuz grup denir.

Tanmm 2.4.3. (G,*) ve (H,A) gruplar olsun. Eger
() HCc G,
(i) Hera,b € Hicin aAb = a * b ise

0 zaman H ya G nin bir altgrubu denir ve H < G seklinde gosterilir.

Teorem 2.4.1. G bir grup ve H € G olsun. H < G olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

X,y € H igin xy~! € H olmasidr.

Ornek 2.4.2. Zs =1{0,1,2,3,4,5} grubunun A = {0,3} ve B = {0,2,4} altkiimelerinin
toplama islemine goére grup olma sartlarini sagladiklarindan A ve B altkiimeleri Z, nin

birer altgrubudur.

Tanim 2.4.4. G bir grup ve X, G nin bir altkiimesi olsun. O zaman G nin X i iceren
biitiin altgruplarinin kesigimine X tarafindan dretilen alt grup denir ve <X > ile
gosterilir. X e < X > in bir tirete kiimesi denir. Eger X = {x,, x,,...,x,}ise< X >=
< Xq,X5, ..., X, > ile gosterilir ve buna x4, x,, ..., x,, tarafindan {iretilen altgrup denir.

Egern = 1 ise < x, > grubuna x, tarafindan iiretilen devirli altgrup denir.

Teorem 2.4.2. G bir grup ve a € G olsun. O zaman

<a>={d" kez}
dir.

15



2. KURAMSAL TEMELLER Yakup KIRGIL

Tamm 2.4.5. G bir grup olsun. G =< a > olacak bigimde bir a € G varsa, G ye a

tarafindan tiretilen bir devirli grup denir.

Ornek 2.4.3. Z toplamsal grubu ve her m > 1 igin Z,, toplamsal grubu devirlidir.

Gergekten

Z={z:z€Z}={z.1:z€Z}=<1>
Z,={z22z€Z}={z1:2z€Z}=<1>

dir.

Tamm 2.4.6. (G,*) bir sonlu grup olsun. a € G i¢in a = a™! ise a € G elemanma
tersi kendisi olan (self-inverse) eleman denir ve G grubunun biitiin self-inverse

elemanlarmm kiimesi

S(G)={a€G:a=a'}

ile gosterilir.

Tammm 2.4.7. (G,*) bir sonlu grup olsun. Bir a € G i¢in a *b = b * a = e olacak
bicimde b € G varsa, a elemanma G grubunun tersi kendisinden farkli (mutual

Inverse) elemant denir. G grubunun biitiin mutual inverse elemanlarinin kiimesi
M(G)={a€G: a+a'}

ile gosterilecektir.

Ornek 2.4.4.
Z, =1{0,1,2,3} sonlu grubunda0 + 0 = 0,1+ 3 =0ve 2 + 2 = 4 oldugundan

tersi kendisine esit olan elemanlar 0 ve 2 dir. Buradan S(Z,) = {0,2} dir. Tersi

kendisine esit olmayan elemanlar 1 ve 3 oldugundan M(Z,) = {1,3} dir.
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Z,=1{0,1,2,3,4,5,6} sonlu grubunda0+0=0,14+6=0,2+5=0ve 3 +
4 = 0 oldugundan tersi kendisine esit olan tek eleman 0 dir. Buradan S(Z,) = {0} dir.

Tersi kendisine egit olmayan elemanlar 1,2,3,4,5,6 oldugundan M(Z,) =
{1,2,3,4,5,6} dur.

2.5. Birim Graf

Bir G grubunun birim grafi (Kandasamy ve Smarandache, 2009) ¢alismasinda

tanimlanmuistir.

Tanim 2.5.1. G bir grup olsun. x,y € G i¢in xy = e, ise “ x ve y komsudur veya x
ile y bir kenar ile birlestirilebilir” denir. Ayrica G grubunun her elemaninin e, ile
komsu oldugu kabulii ile G grubu bir graf olarak temsil edilebilir. Bu grafa G grubunun

birim grafi denir ve G, (G) ile gosterilir. V(G,(G)) = G dir.

Ornek 2.5.1. G = Z, grubunu goz éniine alalm. Z, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} dir. G, (Z,)
birim grafinin komsuluk tanimindan 1 ~ 8,2 ~ 7,3 ~ 6ve 4 ~ 5 dir. Ayrica G, (Z,)
birim grafinda tiim koseler Z, grubunun birim elemani 0 a komsudur. M(G) =

{1,2,3,4,5,6,7,8} ve S(G) = {0} dir. G,(Z,) grafi Sekil 2.14. de goriilmektedir.

3

3]

\n/'
T\ T

i 4

2 T

Sekil 2.14. G,(Z,) birim grafi

17



2. KURAMSAL TEMELLER Yakup KIRGIL

Ornek 2.5.2. G = < a > mertebesi 6 olan devirli bir grup olsun. G grubunun G,(G)

birim graf1 Sekil 2.15. de verilmistir.

Sekil 2.15. G, (G)

Ornek 2.5.3.

simetrik grubunun G, (S;) birim grafi Sekil 2.16. da verilmistir.

M i P2

/Pﬁ

P3

Fa

Sekil 2.16. G, (S,)

Sekil 2.15. ve Sekil 2.16. da verilen graflar incelendiginde, G grubu ile S;

simetrik grubu ayni mertebeli gruplar olmasina ragmen birim graflarmm izomorfik

olmadig goriilmektedir.
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Ornek 2.54. D,, ={a,b:a?=b3>=1;bab =a} dihedral grubunun G,(D, ;)

birim graf1 Sekil 2.17. de verilmistir.

Sekil 2.17. G, (D, 5)

Sekil 2.16. ve Sekil 2.17. de verilen graflar incelendiginde, S5 simetrik grubu ile

D, 5 dihedral grubunun birim graflarmin izomorfik oldugu goriiliir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu calismada birim graf ve graflarm topolojik indeksleri ile ilgili makaleler,
kitaplar, kiitiiphane ve dijital ortamda bulunan kaynaklar bir araya getirilerek

incelenmistir.

3.2. Yontem

Cahismada sonlu devirli gruplarin birim graflar, grubun S(G) ve M(G) alt
kiimelerine bagl olarak ele almmustir. Bu alt kiimelerin 6zellik ve kardinaliteleri
kullanilarak birim grafin kenar sayis1 ve {liggen sayist belirlenmistir. Ayrica sonlu

devirli gruplarm birim graflarmin bazi topolojik indeksleri hesaplanmustir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde sonlu devirli gruplarin birim graflan ele alinacaktir. Grupta tersi
kendisine esit olan elemanlarm kiimesi S(G) nin ile tersi kendisinden farkli olan
elemanlarin kiimesi M (G) nin kardinaliteleri ve 6zellikleri kullanilarak, sonlu devirli
gruplarin birim graflarmm tiggen sayisi, kenar sayist ve Schultz, Gutman, birinci

Zagreb, ikinci Zagreb, Wiener ve Harary indeksleri hesaplanacaktir.

Teorem 4.1. G bir sonlu devirli grup olsun. Bu durumda

(1, |G| tekise
1S(6)] _{ 2, |G| ciftise

dir. Burada |S(G)|, S(G) kiimesinin kardinalitesidir (Chalapathi ve Kumar, 2018).

Sonug 4.1. G mertebesi ¢ift olan bir grup ise |S(G)| ve |[M(G)| nin her ikisi de ¢ifttir
(Chalapathi ve Kumar, 2018).

Sonuc 4.2. G mertebesi tek tamsay1 olan bir grup ise |S(G)| =1 ve |M(G)| = |G| —
1 dir (Chalapathi ve Kumar, 2018).

Uyant 4.1. G mertebesi ¢ift ancak devirli olmayan bir grup ise |S(G)| =2 dir
(Chalapathi ve Kumar, 2018).

Ornek. 4.1. V, = {e,a, b, c} Klein grubu mertebesi ¢ift, devirli olmayan bir gruptur
ancake =e ', a=a',b=b"'vec = c ! oldugundan|S(V,)| = 4 tiir (Chalapathi

ve Kumar, 2018).

Ornek. 4.2. |S(S,)| =4, |S(D,)| = 4, 1S(Qg)| = 2, |S(Z, X Z.,) |=4 tiir (Chalapathi
ve Kumar, 2018).
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Hatirlatma 4.1. G =< a > mertebesi n olan bir devirli grup ve k € Z olsun. a* €

M(G)ise n t 2k ve a* € S(G) iken n|2k oldugu asikardr.

Sonlu devirli gruplarin birim graflarmdaki tiggen say1s1 2009 yilinda Kandasamy

ve Smarandache tarafindan belirlenmistir.

Teorem 4.2. p bir asal say1 ve G =< a >, p. mertebeden bir devirli grup olsun. Bu
durumda G;(G) birim grafi sadece pT_l adet iicgenden olusur (Kandasamy ve

Smarandache, 2009).

Sonug 4.3. n bir tek tamsay1 ve G =< a >, mertebesi n olan bir devirli grup olsun.

Bu durumda G, (G) birim grafi sadece nT_l adet tiggenden olusur.

Sonug 4.3. e gore tek mertebeli birim graflarin herhangi bir kdsesinin derecesi

cift sayidir. O halde asagidaki sonug Euler grafin tanimi geregi direkt verilebilir.
Sonug 4.4. G mertebesi tek say1 olan bir devirli grup ise G, (G) Euler grafidir.

Teorem 4.3. n bir ¢ift say1 ve G =< a > mertebesi n olan bir devirli grup olsun. Bu

durumda G, (G) birim grafi n%z adet tiggen ve 1 tane kenardan olusur (Kandasamy ve

Smarandache, 2009).
Sonug 4.5. G ¢ift mertebeli bir grup ise G,(G) Euler grafi degildir.
Sonug 4.6. G bir sonlu devirli bir grup ise gir(G,(G)) = 3 tiir.

Ispat: Teorem 4.2. ve Teorem 4.3. den G, (G) birim grafi iiggenlerden olustugundan

9ir(G,(6)) = 3 oldugu asikardr.

Bu kisimda oncelikle S(G) ve M(G) ayrik kiimelerinin kardinalitesi

kullanilarak sonlu devirli gruplarin birim graflari yeniden ele almacak ve bu
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graflardaki tiggen sayisi, kenar sayisi gibi bazi temel 6zellikler ifade edilecektir. Daha
sonra sonlu devirli gruplarin birim graflarinin Schultz, Gutman, birinci Zagreb, ikinci

Zagreb, Wiener ve Harary indeksleri hesaplanacaktir.

Hatirlatma 4.2. G, n. mertebeden bir devirli grup ve grubun birimi e ve G grubunun
birim grafi G;(G) olsun. Birim grafin komsuluk tanmmindan V(G,(G)) =G ve
deg(e) =n— 1 dir.

Teorem 4.4. G bir sonlu grup olsun. Bu durumda G, (G) bir baglantili graftir.

ispat: G, (G) birim grafinin komsuluk tanmimindan herhangi iki kse arasinda bir yolun

varhgr acgikca goriilmektedir.

Teorem 4.5. G =< a > mertebesi ¢ift olan bir devirli bir grup olsun. Budurumda u €
S(G)\{e}ise deg (u) = 1 dir.

Ispat: G grubunun mertebesi ¢ift oldugundan Teorem 4.1. geregi |S(G)| = 2 dir. O
halde S(G) = {e,a: a* = e} olur. Buradan u € S(G)\{e} ise u sadece e kosesine

komsu oldugundan u bir pendant kosedir. Bdylece ispat tamamlanir.

Simdi G sonlu devirli grubunun G,(G) birim grafindaki tiggen sayisi, M(G)

kiimesinin kardinalitesi kullanilarak yeniden hesaplanacaktir.

Teorem 4.6. G bir sonlu devirli grup ve G,(G) birim grafindaki tiggenlerin sayisi t

olmak tizere, u € M(G) ise deg(u) = 2 vet = @ dir.

1 u~e ve ul~e

Ispat: u € M(G) ise u # u~! dir. Komsuluk tanimindan u~u~
oldugundan deg(w) = 2 dir. Bir u € M(G) i¢in herbir {u, u™'} kése ifti G,(G) birim

grafinda bir tiggen olusturur. O halde G,(G) birim grafinda t = @ adet liggen

vardir. Bu durumda ispat tamamlanar.
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Sonug 4.7. G, n. mertebeden bir devirli grup ve G,(G) birim grafindaki iiggenlerin
sayist t olsun. O halde

n-1 .
—~ n tek ise

t= n—2 . .
5 n cift ise

dir.

Ispat: n tek tamsayi ise Sonug 4.2 geregi |[M(G)| = |G| — 1 oldugundan |M(G)| =

n — 1 dir. Teorem 4.6 dant = @ oldugu goz oniine alinirsa, ispat biter. n nin gift

tamsay1 olmast durumunda Teorem 4.1 ve Sonug 4.1 in kullanilmasiyla ispat benzer

sekilde gortiliir.

Ornek 4.2.
G =< a>ve H =< b > sirasiyla mertebeleri 7 ve 8 olan iki devirli grup olsun. Bu

durumda M(G) = {a,a?,a3 a* a° a®} ve S(G)={e} dir. Ayrnca M(H)=
{b,b?,b3,b> b® b} ve S(H) = {e, b*} tiir. G ve H gruplarinmn birim graflar sirasiyla
Sekil 4.1 de goriilmektedir. Sekil 4.1 den goriilecegi tizere, M(G) ve M(H)
kiimelerinin elemanlarmdan olusan herbir {u,u™'} kdse ¢ifti birim graflarinda bir
licgen olusturmaktadir. Buna ek olarak, grubun mertebesi ¢ift ise tersi kendisi olan

(self-inverse) elemanlarin kiimesi birim grafinda bir tek kenar olusturur.

b-l

VAW A

bﬁ

b!.!

Sekil 4.1. G,(G) ve G,(H) birim graflari
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Asagidaki teoremde sonlu devirli grubun birim grafinmin kenar sayisi

belirlenmistir.
Teorem 4.7. G, n. mertebeden devirli bir grup olsun. Budurumda

3(n-1)

|E(GI(G))| = 3(1’12—2)

2

, n tek ise

+ 1, ngiftise
dir.

Ispat: |G| = n ¢ift tamsay1 olsun. Teorem 4.1. den, |S(G)| = 2 ve buradan [M(G)| =
n — 2 oldugunu biliyoruz. e € S (G) ve u € S (G)\{e} i¢in degle) =n—1 ve
deg(u) = 1 oldugu agiktir. Buradan deg(e) + deg(u) = n dir. G,(G) birim grafinda
e ve u digmdaki n — 2 farkli kose M(G) kiimesine aittir ve her v € M(G) i¢in

deg(v) = 2 dir. Teorem 2.1.1 geregi,

Zdeg @ =n+2(n—2) =3n—4=2|EG,(G))]

aeG

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. |M (G)| =n — 2 oldugu goz oniine alinirsa;
birim graftaki tiggen sayist ¢ olmak iizere, |E(G,(G))| = 3t + 1 yazabiliriz.

n tek tamsay1 iken ispat benzer sekilde goriilebilir.

Teorem 4.8. G =< a >, n. mertebeden bir devirli grup ise diam (G,(G)) < 3

esitsizligi saglanir.

Ispat: n = 2ise S(G) = {e,a: a? = e} ve M(G) = @ oldugundan G, (G) birim grafi
komsuluk tanimindan sadece bir e—a kenarindan ibarettir. Dolayisiyla
diam(G,;(G)) = 1 dir. n = 3 ise Teorem 4.2. geregi G,(G) birim graf1 yalnizca bir
ticgenden olugur. Bu durumda diam(G,(G)) = 1dir.
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n > 3 ve n cift tamsay1 ise S(G) = {e,a: a® = e}, IM(G)| =n— 2 dir ve
Teorem 4.3den G, (G) birim grafln%ziic;gen ve bir a — e kenarindan olusur. b € M(G)

ise a € S(G)\{e} i¢in 2 uzunlugunda a —e — b en kisa yolu daima vardir. Buradan
diam(G,(G)) =2 olur. b,c € M(G) ve b~c ise d(b,c) =1 oldugu agiktir. b + c,
yani b ile ¢ komsu degil ise 2 uzunlugunda b — e — c en kisa yolu daima vardir ve
diam(G,(G) = 2 dir.

n > 3 ve ntek tamsay1 ise Sonug 4.2.den S(G) = {e} ve IM(G)| = n — 1 dir.
Sonug¢ 4.3. den G,(G) sadece nT_l adet iicgenden olusur. b,c € M(G) farkh

tiggenlerdeki koseler olsun. Budurumda daima 2 uzunlugunda b — e — ¢ en kisa yolu

vardir ve diam (G, (G)) = 2 dir. Dolayistyla ispat biter.

Bu ¢aligmanm kalan kisminda sonlu devirli grubun G, (G) birim grafinin baz

topolojik indeksleri hesaplanacaktir.

Teorem 4.9. G, n. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu durumda G, (G) birim grafinin
Schultz indeksi

n®> —14n+9, ntekise

. (5
D (GI(G))_{SnZ —16n + 14, nciftise

dir.
Ispat: n nin tek ya da¢ift olmas1 durumuna gore ispat yapilacaktir.

1. Durum. n bir tek tamsay1 olsun. Sonug 4.2. den S(G) = {e} ve IM(G)|=n—-1
dir. G, (G) birim grafinin Schultz indeksi

D'(G(E)= ) [deg(w)+deg (v)]d(w )

{u,vicv(c)

= Z [deg () + deg (e)].1 + Z [deg (w) + deg(u™1)].1

u~e;ueM(G) u~u"; ueM(G)

+ z [deg (w) + deg (v)].2 (4.1)

u+v; u,veM(G)
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dir. M(G) kiimesine ait her kose e ye komsu ve |[M(G)|=n—1, deg (u) = 2,
deg(e) =n—1 oldugundan ilk toplamin katkis1 (n — 1)(2 + (n— 1)), yani
(n—1)(n+ 1) dir.

1 u~eveul~edir

Ikinci toplami gdz éniine alalm. u,u~* € M(G) ise u~u~
ve deg (u) = deg(u~1) = 2 dir. Buradan ikinci toplam, t iiggenlerin sayis1 olmak
lizere 4t dir. Sonu¢ 4.7. den 2(n — 1) e esittir.

Son toplamda 2 uzunlugundaki yollarin sayisini belirlemeliyiz. 1 uzunlugundaki

3(n-1)
2

yollarin sayismim grafin kenar sayisina esit oldugu agiktir ve ye esittir. n koseli
bir grafin uzaklik matrisini géz Oniine alalim. Kd&segenin ilizerinde kalan iiggendeki

2
girdilerin sayisi (;‘), yani "2—_n dir. O halde 2 uzunlugundaki yollarin sayisi
n>—n n”-n 3(n-1)
—E(G,(G))| = -

_(n-1n-3)
a 2

dir. u,v € M(G) igin deg(u) = deg(v) = 2 oldugu gdz 6niine alinirsa; son toplam

[deg () + deg (v)].2 =4(n—1)(n—3)

u+v; ,veM(G)

Elde edilen toplamlar (4.1) de yerine yazilirsa;

D'G(@)=n-1D)n+1D)+2(n-1)+4(n—-1)(n—-3)
=(n—1)(Bn-9)
=5n>—-14n+9

bulunur.

2. Durum. n bir ¢ift tamsay1 olsun Teorem 4.1. den |S(G)| =2 ve [M(G)| =n — 2
dir. G, (G) birim grafinin Schultz indeksi
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D(G@)= ). [deg @+ deg (W)]d(wv)

{fu,vicv(e)

= Z [deg (u) + deg (e)].1

u~e;ueM(G)

+ Z [deg (u) + deg (e)].1

u~e; ues(G)\{e}

+ Z [deg(w) + deg (u™1)].1

u~u""; ueM(G)

+ Z [deg (u) + deg (v)].2

ueM (G); ves(G)\{e}

+ z [deg (w) + deg (v)].2 (4.2)

u+v; u,vEM (G)

dir. Ik toplamda M(G) kiimesine ait her kose yanin— 2 kdse e ye komsu ve

deg (u) = 2, deg(e) = n — 1 oldugundan ilk toplam

[deg (u) + deg (e)].1=(n—2)(n+ 1) (4.3)

u~e;ueM(G)

dir.
fkinci toplamda e kosesine komsu bir tek u € S(G) kosesi oldugundan
deg(u) = 1 dir. Budurumda ikinci toplam

[deg (u) +deg(e)]1=(1+n—-1).1=n (44)
u~e; ues(G)\{e}

dir.
Ugiincii toplamda u, u™* € M(G) ise u~u~1, u~e ve u~1~e dir ve deg (u) =
deg(u~1) = 2 dir. Buradan ikinci toplam, t iiggenlerin sayis1 olmak iizere 4t dir.

Sonug 4.7. den 2(n — 2) ye esittir, yani
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Z [deg (W) + deg(u™1)].1=2(n—2) (4.5)

u~u"; ueM(G)

dir.

Dordiincti toplam X, ep(6); ves(e)\e3 deg (W) + deg (v)].2 yi géz Oniine
alalm. u € M(G), v € S(G)\{e} oldugundan deg(u) = 2 ve deg(v) =1 dir. v €
S(G)\{e} kosesi sadece e kosesine komsu ve M(G) de higbir koseye komsu degildir.
Dolayistyla v késesinden M(G) nin n — 2 tane kosesine olan uzaklik 2 dir. O halde 2

uzunlugundaki yol sayis1 n — 2 dir.

[deg (w) + deg (v)].2 =(n—2).3.2 =6(n—2) (4.6)

ueM(G); ves(G)\{e}

dir. Ayrica 1. Durum’a benzer olarak 2 uzunlugundaki yollarin toplam sayisi

2 2 —n_ [3(n-2)
nzn_lE(GI(G))|=n2n_[ n2 +1l

_(n-2)?
2
dir.
Yusvuvem(cldeg (u) +deg (v)].2 son toplammi goz Oniine alalim.

u,v € M(G) igin 2 uzunlugundaki yollarin sayisi

— D=7
dir. O halde
[deg (u) + deg (v)].2 =8 (n— Z)Z(n —4)
u+v;u,veM(G)
=4(n—2)(n—4) 4.7

diir. (4.3)-(4.7) degerleri (4.2) de yerine yazilirsa;
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D'(G(G)= (n=-2)(n+D)+n+2(n—-2)+6(n—2)+4(n—-2)(n—4)
=n-2)5n—=-7)+n
=5n? —16n + 14

elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.10. G, n. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu durumda G,(G) birim

grafinin birinci Zagreb indeksi

n®> + 2n—3, ntekise
n* + 2n — 6, niftise

M, (6,6}
dir.

Ispat: n bir cift tamsay1 olsun. Buradan |S(G)| =2 ve [M(G)| =n — 2 dir. G,(G)

birim grafinin birinci Zagreb indeksi

M,(G/(6)) = ) (deg (w)?

UEG
= ) (deg()*+ ) (deg W)’
ues(G) ueM(G)

=1+ (deg (e))? + 4|M(G)|
=1+(n—-12?+4(n-2)
=n’+2n—6

dir.

n bir tek tamsay1 olsun. Buradan [S(G)| =1 ve [M(G)| =n— 1dir. G,(G)

birim grafinin birinci Zagreb indeksi

M,(G/(6)) = ) (deg (w)?

UEG

= > (deg)*+ ) (deg (w)?

ues(G) ueM(G)

30
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= -1 +4|M(G)]
=(n—-1)?%*+4(n-1)
=n?+2n—3

dir.

Teorem 4.11. G, n. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu durumda G,(G) birim

grafinin ikinci Zagreb indeksi

2n? — 2n, n tek ise
2n?* —3n—1, nciftise

M,(6,(6)) =

dir.

Ispat: n bir ¢ift tamsay1 olsun. Bu durumda G, (G) birim grafmm ikinci Zagreb indeksi

My(G(6) = ) deg (w).deg ()

uveE(G)
= Z deg (u).deg (e) + Z deg (u).deg (e)
u~e;ueM (G) u~e; ueS(G)\{e}

+ Z [deg (w).deg (u1)].1

u~u~;ueM(G)
=2n-2)(n—-1)+ (n—1) + 4t
=2n-2)(n—-1D+(n-1)+2(n-2)

=2n’-3n-1

dir. n bir tek tamsay1 olsun. Bu durumda G, (G) birim grafinin ikinci Zagreb indeksi

My(G,(6) = ) deg (). deg (v)

uveE(G)

= Z deg (u).deg (e) + Z [deg (w).deg(u1)].1

u~e;ueM(G) u~u~ " ;ueM(G)
=2(n—-1)(n—1) + 4t
=2n—-1)?%*+2(n-1)

=2n® —-2n
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Yakup KIRGIL

dir. Boylece ispat biter.

Teorem 4.12. G, n. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu durumda G,(G) birim

grafinin Wiener indeksi

(2n* —5n+3 _

— n tek ise
W(G’(G)) “\2n2—5n+4

— n cift ise

dir.

Ispat: n bir ¢ift tamsay1 olsun. O halde Teorem 4.9. un ispatindaki uzakliklar ve

yollarin sayist kullanilirsa;

WG (@)= ) dww)

{uvlce

= Z d(u,e) + 2 d(u,e)

u~e;ueM(G) u~e; ues(G)\{e}

+ _Z du,u™t) + z d(u,v)

u~u""; ueM(G) ueM(G); veS(G)\{e}

+ z d(u,v)
u+v; u,veM(G)
(n—-2)(n—4) )
> .

=(n—-2).1+1+t.1+|M(G)|.2 +

=n—1+3%3+2m—zy+m—zxn—®

_2n2—5n+4
a 2

elde edilir.
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n bir tek tamsay1 olsun. Benzer sekilde;

w(G,(6)) = Z d(u,v)

{u,v}cc

d(u,e) + Z d(u,u™)

u~e;ueM(G) u~u_; ueM(G)

+ Z d(wv)

u+v; u,veEM(G)

-1 -3
=(n—1).1+t.1+(n )z(n ).2
_3(n—1)
2
_2n2—5n+3

2

+(n—1)n-3)

elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.13. G, n. mertebeden devirli bir grup olsun. Bu durumda G,(G) birim

grafinin Harary indeksi

(n*+2n-3 _

— n tek ise
H(GI(G)) = {le _ Zn _ 4

—_— n cift ise

4 )
dir.

Ispat: n bir ¢ift tamsay1 olsun. O halde Teorem 4.9. un ispatindaki uzakliklar ve

yollarin sayist kullanilirsa;

1
H(G,(6)) = Z d(u,v)
{uvlcae ’
1 1
- Z d(u,e) + Z d(u,e)
u~e;ueM (G) ’ u~e; ues(G)\{e} ’
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* Z d(u,lu‘l) * Z d(i, )

u~u""; ueM(G) ueM(G); vesS(G)\{e}
. 1
d(u,v)

u~+v; u,veEM(G)

(n 2)(n—4) 1

=(n—2). —+1l+t 1+ IM(G)I

1 2 2
n—2 (m-2) (n—2)(n—4)
=n—1
n—l+——+——+ 1
_n2—2n—4
B 4

elde edilir.

n bir tek tamsay1 olsun. Benzer sekilde;

H(GI(G)) - d(u V)
{uvlce
1 1
_— N 1
d(u, e) _Z d(u,u1)
u~e;ueM(G) u~u"; ueM(G)
4 1
d(u,v)
u+v; u,veEM (G)
(n—-1)(n-3) 1
=(n- 1) +it.g + 5 )
B 3(n— 1) N (n—1)(Mn-3)
2 4
B n®>+2n-3
B 4

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu calismada sonlu devirli gruplarin birim graflar1 ele alnnmustir. Oncelikle

calismaya temel teskil eden ¢aligmalar incelenmistir. Daha sonra G sonlu devirli
grubunun S(G) ve M(G) ayrik alt kiimelerinin kardinalitesi ve 6zellikleri kullanilarak
sonlu devirli gruplarm birim graflart yeniden ele alinmis ve bu graflardaki tiggen
say1s1, kenar sayisi belirlenmistir. Daha sonra sonlu devirli gruplarin birim graflarinin
Schultz, Gutman, birinci Zagreb, ikinci Zagreb, Wiener ve Harary indeksleri

hesaplanmistir.

5.2. Oneriler

Iki sonlu devirli grubun birim graflar i¢in graf islemleri gz Oniine alnarak

olusan graflarm tiggen sayilari, kenar sayilar1 ve topolojik indeksleri hesaplanabilir.
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