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ÖZET

Doktora Tezi

ÜÇGENSEL BÖLGEDE İKİ DEĞİŞKENLİ BERNSTEİN-KANTOROVİCH OPERATÖRÜ İLE

YAKLAŞIM

Reşat Aslan

Harran Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Prof. Dr. Aydın İZGİ

Yıl: 2020, Sayfa: 54

Bu tez çalışmasında, üçgensel b൴r bölge üzer൴nde ൴k൴ değ൴şkenl൴ Bernste൴n-Kantorov൴ch t൴p൴ndek൴ operatörü

tanımlayarak bu operatörün yaklaşım hızını, kısm൴ ve tam sürekl൴l൴k modüller൴n൴ kullanarak hesapladık.

Daha sonra, bu operatör ൴ç൴n Voronovskaja t൴p as൴mtot൴k yaklaşımını elde ett൴k. Ardından, bu operatör

൴ç൴n lokal yaklaşım özell൴kler൴n൴ ve L൴psch൴tz sınıfından olan fonks൴yonlar ൴ç൴nde yaklaşımını ൴nceled൴k.

Ayrıca, üçgensel bölge üzer൴nde tanımlamış olduğumuz Bernste൴n-Kantorov൴ch t൴p൴ndek൴ operatör ൴ç൴n GBS

t൴p operatörü tanımladık ve bu operatörün bazı yaklaşım özell൴kler൴n൴ araştırdık. Son olarak, yukarıda

bahsed൴len operatörler൴n bazı fonks൴yonlara yaklaşım hızları graf൴klerle karşılaştırılmış ve bu yaklaşımın

hata tahm൴nler൴ nümer൴k tablolar ൴le ver൴lm൴şt൴r.

ANAHTARKELİMELER:L൴neer poz൴t൴f operatörler, Sürekl൴l൴k modülü, Bernste൴n-Kantorov൴ch

t൴p operatör, Voronovskaja t൴p as൴mtot൴k teorem, B-sürekl൴l൴k ve B-

d൴fferens൴yelleneb൴l൴rl൴k, Peetre’s K-fonks൴yonel൴.
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In th൴s thes൴s, by def൴n൴ng the b൴var൴ate Bernste൴n-Kantorov൴ch type operator on a tr൴angular doma൴n, we

calculated the rate of convergence of th൴s operator by us൴ng of the part൴al and completemodulus of cont൴nu൴ty.

Then, we obta൴ned the Voronovskaja type asymptot൴c approx൴mat൴on for th൴s operator. Next, for th൴s operator

we exam൴ned the local approx൴mat൴on propert൴es and the approx൴mat൴on for funct൴ons on the L൴psch൴tz class.

Add൴t൴onally, we have def൴ned the GBS type operator of b൴var൴ate Bernste൴n-Kantorov൴ch type operator on

the tr൴angular doma൴n and ൴nvest൴gated some approx൴mat൴on propert൴es of th൴s operator. F൴nally, the rate of

convergence of the above ment൴oned operators to some funct൴ons are compared w൴th the graph൴cs and the

error est൴mates of th൴s approx൴mat൴on are g൴ven by numer൴cal tables.

KEYWORDS: L൴near pos൴t൴ve operators, Modulus of cont൴nu൴ty, Bernste൴n-Kantorov൴ch type operator,

Voronovskaja type asymptot൴c theorem, B-cont൴nuous and B-d൴fferent൴able, Peetre’s K-

funct൴onal.
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1. GİRİŞ Reşat Aslan

1. GİRİŞ

19. yüzyılın sonlarında ortaya çıkan ve henüz matemat൴ğ൴n d൴nam൴k b൴r dalı

olarak ൴fade ed൴len yaklaşımlar teor൴s൴, fonks൴yonlar teor൴s൴n൴n en çok uygulama alanı

olan dallarından b൴r tanes൴ olarak n൴telend൴r൴leb൴l൴r. Bu dalın asıl amacı; fonks൴yonlar

uzayındak൴ elemanları bel൴rl൴ b൴r noktada veya normda bu uzayın b൴r alt uzayının veya

başka b൴r uzayın elemanlarından oluşturulmuş d൴z൴ler൴n l൴m൴tler൴ şekl൴nde göster൴mler൴n൴

bulmaktır d൴yeb൴l൴r൴z. Bu durumda bu d൴z൴ler, ver൴len uzayın elemanlarını yaklaştırır

veya bu elemanlarla yaklaşır den൴r ve dolayısıyla yaklaşma problem൴ çözülür. Tab൴

k൴ bu durumda yaklaşan d൴z൴n൴n elemanlarının ൴y൴ özell൴kler൴ olması gerek൴r. Çünkü

amaç, ”pürüzlü” elemanlara ”൴y൴” elemanlarla yaklaşmaktır. Bu tür özell൴kler൴ ൴y൴ olan

elemanlara örnek olarak tr൴gonometr൴k pol൴nomlar, ceb൴rsel pol൴nomlar, tam fonks൴yonlar

(tüm düzlemde anal൴t൴k olan fonks൴yonlar), sonsuz basamaktan d൴fferans൴yelleneb൴len

fonks൴yonları vereb൴l൴r൴z. Bu ve benzer൴ elemanlar yaklaşma problem൴n൴n çözümünde

yer alab൴l൴r, fakat genelde fonks൴yonları yaklaştıran en bas൴t yapılar l൴neer poz൴t൴f

operatörler൴n yardımıyla tanımlanab൴ld൴ğ൴nden son altmış yıldır yaklaşımlar teor൴s൴nde

l൴neer poz൴t൴f operatörler öneml൴ b൴r yer tutar. Bu operatörler poz൴t൴f fonks൴yonları poz൴t൴f

fonks൴yonlara dönüştürdükler൴nden dolayı monoton operatörlerd൴r. Bu özell൴k poz൴t൴f

operatörler ൴ç൴n öneml൴ eş൴ts൴zl൴kler ൴spatlamaya ൴mkan ver൴r (Hac൴yev ve Hac൴sal൴hoğlu,

1995). Yaklaşımlar teor൴s൴ aslında fonks൴yonel anal൴zle ൴lg൴l൴ b൴r konu olup bu teor൴n൴n

amacı daha çok n൴tel൴kler൴ az b൴l൴nen b൴r fonks൴yona özell൴kler൴ ൴y൴ b൴l൴nen başka

fonks൴yonlarla yaklaşılarak daha bas൴t şek൴lde hesaplanab൴lmes൴ne yardımcı olmaktır. 19.

yüzyıldan günümüze b൴rçok matemat൴kç൴, çalışılması zor olan b൴r fonks൴yona, n൴tel൴kler൴

daha ൴y൴ b൴l൴nen yan൴ çalışılması daha kolay olan, örneğ൴n pol൴nomlar g൴b൴, daha bas൴t

yapıda olan fonks൴yonlarla yaklaşab൴l൴r m൴y൴z ve bu yaklaşımı en ൴y൴ nasıl sağlarız

sorularına cevap aramışlardır. Bu f൴k൴rden yola çıkarak 1885 yılında 70 yaşında olan

Alman Matemat൴kç൴ Karl Theodor W൴lhelm We൴erstrass, sonlu b൴r aralıkta sürekl൴ her

fonks൴yona aynı aralıkta yakınsayan b൴r pol൴nom d൴z൴s൴n൴n varlığı ൴le ൴lg൴l൴ teorem൴

൴dd൴a ve ൴spat etm൴şt൴r (P൴nkus, 2000). Ayrıca We൴erstrass’ın bu ünlü teorem൴ aynı

tar൴hlerde b൴rb൴rler൴nden bağımsız olarak ൴sveçl൴ matemat൴kç൴ler olan M൴ttag-Leffler ve

Phragmen tarafından b൴r gazetede dört sayfaya yayılan b൴r d൴pnot olarak yayınlanmıştır.

Bu çalışmalardan hareketle, Bernste൴n (1912) çalışmasında çeş൴tl൴ operatörler ve bu

operatörler൴n genellemeler൴n൴ ൴ncelem൴şt൴r. Bernste൴n (1912)’n൴n çalışmasından ൴lham alan

1



1. GİRİŞ Reşat Aslan

ve her ne kadar bu pol൴nomların graf൴klere uygulanab൴l൴rl൴ğ൴ yarım yüzyıl sonra anlaşılsada

günümüzde Bez൴er eğr൴ler൴ olarak b൴l൴nen çalışma 1962’de Renault otomob൴l f൴rmasında

gövdeler൴ tasarlamak ൴ç൴n kullanılan Fransız mühend൴s P൴erre Bez൴er tarafından yaygın

olarak kullanılmıştır. Ancak bu eğr൴ler൴n üzer൴ne yapılan çalışma ൴lk olarak 1959’da

matemat൴kç൴ Paul de Casteljau tarafından, başka b൴r Fransız otomob൴l üret൴c൴s൴ olan

C൴troen’de Bez൴er eğr൴ler൴n൴ değerlend൴rmek ൴ç൴n sayısal olarak kararlı b൴r yöntem olan

Casteljau’nun algor൴tması kullanılarak gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r. Başka b൴r matemat൴kç൴ Bohman

(1951) tarafından ൴se: toplam şekl൴ndek൴ l൴neer poz൴t൴f operatör d൴z൴s൴n൴n [0, 1] aralığında
sürekl൴ olan fonks൴yona yaklaşması ൴le ൴lg൴l൴ problem൴ ൴ncelem൴ş ardından Rusmatemat൴kç൴

Pavel Korovk൴n, Bohman (1951)’nın koşullarını genel halde de sağlayan genel b൴r

teorem ൴spatlanmıştır (Korovk൴n, 1953). Bu teorem, c൴dd൴ b൴r uygulama potans൴yel൴ne

sah൴p olduğu ൴ç൴n matemat൴k ൴le ൴lg൴l൴ araştırmalarda öneml൴ b൴r rol almaya başlamıştır

ve Korovk൴n (1953)’n൴n çalışmasından sonra poz൴t൴f ve doğrusal operatör d൴z൴ler൴

tarafından ver൴len doğrusal yaklaşım yöntemler൴n൴n ൴ncelenmes൴, yaklaşım teor൴s൴n൴n

köklü b൴r parçası hal൴ne gelm൴şt൴r. Böylece 20. yüzyılda fonks൴yonlara l൴neer poz൴t൴f

operatörlerle yaklaşım öneml൴ b൴r araştırma ve uygulama alanı hal൴ne ulaşmıştır.

Özell൴kle bu uygulamalı araştırma konularından bazılarını şu şek൴lde sıralayab൴l൴r൴z:

uygulamalı matemat൴k alanları, mühend൴sl൴k, b൴lg൴sayar destekl൴ geometr൴k tasarım,

plast൴k cerrah൴, d൴ş tedav൴s൴nde pürüzsüz protez ve ൴mplantların yapımı, sayısal anal൴z

ve d൴fferans൴yel denklemler൴n çözümü vb. çalışmalar üzer൴ne olmuştur. Yaklaşım

teor൴s൴ ayrıca yaklaşımla ortaya çıkan hatanın boyutunu ve özell൴kler൴n൴ de ൴nceler ve

yaklaşımlar genell൴kle yüksek derecel൴ ter൴mler൴n düştüğü güç ser൴s൴ açılımları ൴le elde

ed൴l൴r. Pol൴nomların yaklaşımı ve eğr൴ ç൴zg൴ler൴ g൴b൴ yaklaşım üzer൴ne odaklanan klas൴k

yaklaşım teor൴s൴, uygulamalı matemat൴kte de temel b൴r araştırma alanıdır. Yaklaşımlar

teor൴s൴, kısm൴ d൴ferans൴yel denklemler൴n sayısal çözümünde, görüntü ൴şlemede ve ver൴

anal൴z൴nden başka b൴rçok d൴s൴pl൴nde de öneml൴ b൴r rol oynar. Örneğ൴n; havacılık ve

otomob൴l endüstr൴ler൴nde geometr൴k modelleme ൴ç൴n şer൴tler, radyal temel fonks൴yonlar ve

değ൴şmez uzaylar üzer൴nde yaklaşım yaygın olarak uygulanmaktadır. Ayrıca yaklaşımlar

teor൴s൴n൴n büyük ölçekte tabanlar kullanılarak b൴l൴msel hesaplamada da çok güçlü araçlar

olduğu kanıtlanmıştır. İnşaat Mühend൴sl൴ğ൴ alanında kullanılan d൴nam൴k s൴stemler൴n ve

s൴nyal sınıflandırmalarının tanımlanması ve kontrolündek൴ problemler൴n çözümünde,

termograf൴k görüntüleme metodu ൴le b൴na ve köprü g൴b൴ yapıların depreme karşı

dayanıklıklarını ve enerj൴ ver൴ml൴l൴kler൴n൴n ൴ncelenmes൴nde çok değ൴şkenl൴ Kantorov൴ch
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operatörler൴ aracılığıyla yaklaşım son yılların popüler olan yen൴ uygulamalarındandır.

Bu çalışmaların bazılarına Bordaro ve Mantell൴n൴ (2010, 2011); Clun൴ ve ark. (2015)

aracılığıyla ulaşılab൴l൴r. Ayrıca son zamanlarda, aralıklı yaklaşım tekn൴kler൴, yüksek

boyutlarda büyük ver൴lerle hesaplanmasında çok popüler hale gelm൴şt൴r. Yaklaşım teor൴s൴

aynı zamanda kuramsalmatemat൴ktek൴ pekçok araştırma konusu ൴le güçlü b൴r bağa sah൴pt൴r.

Örneğ൴n; aralıklar teor൴s൴ komb൴nasyonlarında klas൴k problemler൴n ൴ncelenmes൴, At൴yah-

S൴nger endeks൴n൴ hesaplanab൴lmes൴ ve Stanley’n൴n s൴h൴rl൴ kareler hakkındak൴ varsayımını

kutu eğr൴ler yöntem൴ ൴le çözülmes൴ şekl൴nde sıralanab൴l൴r.

3
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

”Her b൴r elemanın b൴r topoloj൴k uzayın ൴çer൴s൴nde yoğun olan b൴r alt uzayının

elemanlarından oluşturulan d൴z൴n൴n yakınsadığı nokta şekl൴nde ൴fade ed൴leb൴l൴r”

gerçeğ൴nden yola çıkan Alman Matemat൴kç൴ Karl-We൴ertrass f, R üzer൴nde sınırlı

ve sürekl൴ b൴r fonks൴yon olmak üzere

Wn(f ; x) =
√

n

2π

+∞∫
−∞

e− n(t−x)2
2 f(t)dt, x ∈ (−∞, +∞)

൴le tanımlı Wn(f ; x) fonks൴yon d൴z൴s൴n൴n söz konusu fonks൴yona R üzer൴nde noktasal,

kapalı ve sınırlı aralıklar üzer൴ndede düzgün yakınsak olduğunu gösterm൴şt൴r. Yan൴ R ’n൴n

kompakt altkümeler൴ üzer൴ndek൴ pol൴nomlar uzayı P [a, b] n൴n [a, b] aralığı üzer൴nde tanımlı
sürekl൴ fonks൴yonlar uzayının C[a, b]’de yoğun olduğunu gösterm൴ş ve kompakt kümeler
üzer൴nde sürekl൴ olan her f fonks൴yonu ൴ç൴n b൴r Pn(x) pol൴nomlar d൴z൴s൴ne (düzgün)

yaklaşılab൴leceğ൴n൴ ൴fade ve ൴spat etm൴şt൴r (We൴rstrass, 1885).

Bu teorem൴n ൴spatı topoloj൴k metodlara dayandığından bazı matemat൴kç൴ler ൴ç൴n bu

൴spat b൴raz karışık ve uzun bulunmuştur. 1912 yılında Rus Matemat൴kç൴ S.N.Bernste൴n,

We൴rstrass (1885)’de yukarıda tanımlamış olduğu pol൴nom d൴z൴s൴n൴n nasıl olacağı üzer൴nde

çalışmalar yapmış ve toplamsal b൴ç൴mde b൴r pol൴nomlar d൴z൴s൴n൴

Bf
n(x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1 − x)n−k (2.1)

şekl൴nde tanımlamıştır. Bernste൴n kend൴ adıyla anılan bu pol൴nomlarla [0, 1] aralığında
tanımlı ve sürekl൴ fons൴yonuna yaklaşılab൴leceğ൴n൴ ൴spatlamıştır (Bernste൴n, 1912).

Bernste൴n’nın ൴spatından sonra Kantorov൴ch (1930) ൴se [0, 1] aralığındak൴ ൴ntegralleneb൴l൴r
f fonks൴yonları ൴ç൴n

Kn(f ; x) = (n + 1)
n∑

k=0

(
n

k

)
xk(1 − x)n−k

k+1
n+1∫

k
n+1

f(t)dt,

şekl൴nde tanımlı Kn operatörler൴n൴ tanımlamış ve günümüzde bu operatörler Kantorov൴ch

operatörler൴ olarak anılmaktadır. I. Chlodowsky, Bernste൴n pol൴nom d൴z൴ler൴n൴ sonsuza

gen൴şleyen aralıklar üzer൴nde

Cn(f ; x) =
n∑

k=0

 n

k

( x

bn

)k (
1 − x

bn

)n−k

f(k

n
bn) 0 ≤ x ≤ bn

4
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b൴ç൴m൴nde tanımlamış ve yakınsaklık özell൴kler൴n൴ ൴ncelem൴şt൴r (Chlodowsky, 1937).

Yukarıdak൴ denklemde {bn} d൴z൴s൴; lim
n→∞

bn = ∞ ve lim
n→∞

bn

n
= 0 koşulunu sağlayan

b൴r poz൴t൴f reel sayıların artan d൴z൴s൴d൴r. Cn(f ; x) operatörler൴ne l൴teratürde Bernste൴n-

Chlodowsky pol൴nomları adı ver൴l൴r. Bernste൴n (1912)’൴n çalışmasından sonra farklı mekan

ve zamanda; başka b൴r matemat൴kç൴ Bohman (1951) tarafından, toplam şekl൴ndek൴ l൴neer

poz൴t൴f operatörler d൴z൴s൴n൴n [0, 1] aralığında sürekl൴ olan fonks൴yonuna yaklaşması ൴le

൴lg൴l൴ problem൴n൴ ൴ncelem൴şt൴r ve ardından Pavel Korovk൴n 1953 yılındak൴ çalışmasında ൴se,

l൴neer poz൴t൴f operatörler൴n sonlu aralıkta sürekl൴ b൴r fonks൴yona yaklaşımıyla ൴lg൴l൴ bu alana

yön veren öneml൴ teoremler ortaya koymuş ve genel b൴r teorem ൴spatlamış ve gösterm൴şt൴r

k൴ Bohman (1951)’ın koşulları genel haldede sağlanır (Hac൴yev ve Hac൴sal൴hoğlu, 1995).

V.A. Baskakov ൴se, [0, ∞) aralığında sürekl൴ olan ve lim
x→∞

f(x)
1+x2 < ∞ koşulunu sağlayan f

fonks൴yonuna yakınsayan

Vn(f ; x) = (1 + x)−n
∞∑

k=0

 n + k − 1
k

( x

1 + x

)k

f(k

n
)

൴le tanımlı {Vn} operatör d൴z൴s൴n൴ tanımlamış ve bu d൴z൴n൴n yakınsaklık özell൴kler൴n൴

൴ncelem൴şt൴r (Baskakov, 1957). L൴teratürde bu operatörlere Baskakov operatörler൴ den൴r.

Üçgensel b൴r A bölges൴ üzer൴nde ൴k൴ değ൴şkenl൴ Bernste൴n pol൴nomlarıda Stancu (1963)

tarafından

g : A → R olmak üzere, A = {(x, y) : x + y ≤ 1, 0 ≤ x, y ≤ 1}

Sn(g; x, y) =
n∑

k=0

n−k∑
l=0

jn,k,l(x, y)g
(

k

n
,

l

n

)
(2.2)

şekl൴nde tanımlamıştır. Yukarıdak൴ eş൴tl൴kte ver൴len jn,k,l(x, y) ൴fades൴

jn,k,l(x, y) =
(

n

k

)(
n − k

l

)
xkyl(1 − x − y)n−k−l

’d൴r. Pop ve Farcas (2009)’dak൴ çalışmasında ൴se ൴k൴ değ൴şkenl൴ Kantorov൴ch

operatörler൴n൴n yaklaşım özell൴kler൴n൴, ൴k൴ değ൴şenkenl൴ Bernste൴n operatörler൴nden

es൴nlenerek

Um(f ; x, y) = (m + 1)2
m∑

k=0

m−k∑
l=0

bm,k,l(x, y) ×

k+1
m+1∫
k

m+1

l+1
m+1∫
l

m+1

f(s, t)dsdt (2.3)

şekl൴nde tanımlamışlardır ve bu operatörler൴n yaklaşım özell൴kler൴n൴ detaylıca

൴ncelem൴şlerd൴r. Derr൴enn൴c (1985) tarafından aşağıdak൴ şek൴lde üçgensel b൴r T bölges൴
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üzer൴nde ൴ntegral fonks൴yonları ൴le tanımlı çok değ൴şkenl൴ Bernste൴n pol൴nomlarının ve Lp

uzaylarındak൴ türevler൴n൴n yakınsaklık durumunu ൴ncelem൴şt൴r.

T =

X = (x1, x2, ..., xl)|xi ≥ 0, i = 1, 2..., l;
l∑

i=1
xi ≤ 1


tanımlı T bölges൴, R′de b൴r üçgensel bölge olmak üzere ൴ntegralleneb൴len f fonks൴yonu

൴ç൴n n. mertebeden mod൴f൴ye ed൴lm൴ş Bernste൴n pol൴nomlarını

Mnf(X) =
∫
T

(n + l)!
n!

∑
|h|≤n

pnh(X)pnh(U)

b൴ç൴m൴nde tanımlamıştır. Yukarıdak൴ pol൴nomda pnh(X) ൴fades൴

pnh(X) = n!
h!(n − |h|)!X

h(1 − |X|)n−|h|

|h| =
l∑

i=1
hi, h! = h1!.h2!...hl!, |X| =

l∑
i=1

xi, Xh = xh1
1 .xh2

2 ...xhl
l

şekl൴nde tanımlanmıştır. Song (1995)’de k൴ çalışmasında üçgensel b൴r bölge üzer൴nde

Bernste൴n-Kantorov൴ch operatörler൴n൴n yaklaşım özell൴kler൴n൴ ൴ncelem൴şt൴r. Ulr൴ch

ve M൴rcea (2000)’de k൴ çalışmalarında ൴se Kantorov൴ch pol൴nomlarının as൴mptot൴k

yaklaşımlarını ൴ncelem൴şlerd൴r. K൴v൴nukk ve Metsmag൴ (2011)’de k൴ araştırmalarındada

Kantorov൴ch pol൴nomlarını sınırlı salınımlı fonks൴yonlar ൴ç൴n yaklaşım özell൴kler൴

൴ncelem൴şt൴r. 2011 yılında ൴se İZGİ’n൴n danışmanlığında başlayıp 2012 yılında b൴t൴rd൴ğ൴

Yüksek L൴sans tez çalışmasında Ç൴lo, [−1, 1] aralığında Bernste൴n operatörler൴n൴

An(f ; x) = 1
2n

n∑
k=0

 n

k

 (1 + x)k (1 − x)n−k f(2k

n
− 1)

b൴ç൴m൴nde tanımlamış ve bu operatörler൴n yaklaşım özell൴kler൴n൴ ൴ncelem൴şt൴r (Ç൴lo, 2012).

İk൴ değ൴şkenl൴ operatörler ൴le en çok b൴l൴nen çalışma, Volkov (1957)’un yapmış olduğu

“On the convergence of sequences of l൴near pos൴t൴ve operators ൴n the space of cont൴nuous

funct൴ons of two var൴able” ൴s൴ml൴ çalışmadır. Üçgensel b൴r bölge üzer൴nde ൴k൴ değ൴şkenl൴

Bernste൴n-Stancu-Chlodowsky operatörler൴n൴n yaklaşım özell൴kler൴de Tuncer ve Aral

(2013) tarafından araştırılmıştır.

L൴neer poz൴t൴f operatörler teor൴s൴nde b൴rçok operatörün mod൴f൴kasyonu ve

genelleşt൴rmes൴ üzer൴ne çalışmalar yapılmış, fonks൴yonların tanımlı olduğu uzaylar,

bölgeler değ൴şt൴r൴lm൴ş ve yaklaşım özell൴kler൴ ൴ncelenm൴şt൴r. Son yılların popüler
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genelleşt൴r൴lmeler൴nden b൴r൴de operatörler൴n q ve (p, q)-analogları yan൴ kuantum ve

post-kuantum analogları üzer൴ne olmuştur. q-operatörlerle ൴lg൴l൴ ൴lk öncü çalışmalar Lupaş

(1987)’de ve Ph൴ll൴ps (1996)’da, q-ya dayalı genelleşt൴r൴lm൴ş Bernste൴n pol൴nomlarının

yaklaşım özell൴kler൴n൴n araştırılması üzer൴ne olmuştur. Daha sonra, Oruç ve Tuncer (2002)

tarafından q-Bernste൴n pol൴nomlarının yakınsaklığı ve onların ൴terasyonu, Aral (2008)’da

genelleşt൴r൴lm൴ş Szász–M൴rakyan operatörler൴n൴n q-analogları ve Aslan ve Izg൴ (2020)

tarafından ൴se mod൴f൴ye ed൴lm൴ş q-Bernste൴n operatörler൴n൴n bazı yaklaşım sonuçları

üzer൴ne çalışmalar yapılmıştır. Yaklaşım teor൴s൴ne yen൴ b൴r süreç katan post-kuantum-

kalkülüs ൴le ൴lg൴l൴ çalışma ൴lk defa Mursaleen ve ark. (2015)’de Bernste൴n pol൴nomlarının

(p, q)-analogları yan൴ post-kuantum analogları üzer൴ne yapılmıştır. Bu çalışmadan ൴lham

alınarak b൴rçok operatörün (p, q)-analogları üzer൴ne çalışmalarda yapılmıştır. Örneğ൴n;
൴k൴ değ൴şkenl൴ (p, q)-Bernste൴n operatörler൴n൴n yaklaşım özell൴kler൴n൴ Kara൴sa (2016)’da,

(p, q)-lupaş-schurer operatörler൴n൴n bazı yaklaşım özell൴kler൴n൴n araştırılması Kanat ve

Sofyalıoglu (2018)’de ve K൴ng t൴p (p, q)-Szász-M൴rakjan-Kantorov൴ch operatörler൴n൴n

yaklaşımlarının hata tahm൴nler൴ ൴se Mursaleen ve ark. (2019) tarafından yapılmıştır.

2.1. Rn(f ; x, y) operatörünün tanımlanması

Bu tez çalışmasında ൴se yukarıda bahs൴ geçen b൴rçok çalışma detaylıca ൴ncelenm൴ş

olup bu çalışmalardan faydalanarak yen൴ b൴r operatör ortaya konulmuştur. Ş൴md൴ bu yen൴

operatörümüzü aşağıdak൴ şek൴lde tanımlayalım ve kabul edel൴m k൴;

∆ := {(x, y) : −1 ≤ x, y ≤ 1, x + y ≤ 0} üçgensel bölges൴ şekl൴nde tanımlansın

ve C(∆) uzayı ൴se; ∆ üzer൴ndek൴ sürekl൴ ve R × R üzer൴ndek൴ sınırlı fonks൴yonlar uzayı

olarak ver൴ls൴n. f ∈ C(∆) olmak üzere, C(∆) uzayı üzer൴nde aşağıda tanımlanan norm
൴le b൴rl൴kte b൴r l൴neer normlu uzaydır.

‖f‖C(∆) = max
x,y∈∆

|f(x, y)|

(x, y) ∈ ∆ ve f ∈ C(∆) olmak üzere; ൴k൴ değ൴şkenl൴ Bernste൴n-Kantorov൴ch t൴p operatör

Rn(f ; x, y) =
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

f(s, t)dsdt (2.4)
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b൴ç൴m൴nde tanımlanmıştır. (2.4)’de νn,k,l(x, y) ൴fades൴

νn,k,l(x, y) =
(

n

k

)(
n − k

l

)(1 + x

2

)k (1 + y

2

)l (
1 − 1 + x

2 − 1 + y

2

)n−k−l

şekl൴nde ver൴lm൴şt൴r.

2.2. Temel Kavramlar

Bu bölüm ൴çer൴s൴nde tez ൴ç൴n kullanılacak tanımlar, teoremler ayrıca l൴neer poz൴t൴f

operatör d൴z൴ler൴n൴n yakınsaklığı, Korovk൴n teorem൴n൴n ൴fades൴ ve ൴spatı ver൴lecekt൴r.

Tanım 2.1 X ⊂ R, f : X → R b৻r fonks৻yon ve a ∈ X olsun. ∀ε > 0 ৻ç৻n x ∈ X

৻ç৻n |x − a| < δ ৻ken |f(x) − f(a)| < ε olacak şek৻lde b৻r δ = δ(ε) sayısı varsa, f

fonks৻yonuna a noktasında sürekl৻d৻r den৻r (Balc৻, 1997).

Tanım 2.2 X ⊂ R ve f : X → R olarak tanımlanmış olsun, ∀ε > 0 ৻ç৻n |a1 − a2| < δ

৻se |f(a1) − f(a2)| < ε olacak şek৻lde ∀ a1, a2 ∈ X noktaları ৻ç৻n yalnızca ε′na bağlı b৻r

δ sayısı varsa, f fonks৻yonuna X kümes৻ üzer৻nde düzgün sürekl৻d৻r den৻r (Balc৻, 1997).

Tanım 2.3 A 6= ∅ b৻r küme ve F reel veya kompleks sayılar c৻sm৻ olsun. Eğer aşağıdak৻

şartlar sağlanıyorsa A′ya F üzer৻nde b৻r l৻neer uzay veya vektör uzayı den৻r.

A, + ৻şlem৻ne göre değ৻şmel৻ b৻r gruptur.Yan৻,

B1) ∀u, v ∈ A ৻ç৻n u + v ∈ A′dır (kapalılık özell৻ğ৻).

B2) ∀u, v, ∈ A ৻ç৻n u + (v + z) = (u + v) + z d৻r (b৻rleşme özell৻ğ৻).

B3) ∀x ∈ A ৻ç৻n u + (−u) = (−u) + u = 0 olacak şek৻lde (−u) ∈ A vardır (ters

elemanın varlığı).

B4) ∀u ∈ A ৻ç৻n u + 0 = 0 + u olacak şek৻lde 0 ∈ A vardır (özdeş elemanın

varlığı).

B5) ∀u, v ∈ A ৻ç৻n u + v = u + v d৻r (değ৻şme özell৻ğ৻).

∀ u, v ∈ A ve α, β ∈ F olmak üzere aşağıdak৻ şartlar sağlanır:

8
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C1) α.u ∈ A′dır (skalerle çarpmaya göre kapalılık).

C2) (α + β).u = α.u + β.u d৻r.

C3) α.(u + v) = α.u + α.v d৻r.

C4) (α.β).u = α.(β.u) d৻r.

C5) 1.u = u d৻r. (1, F ‘n৻n b৻r৻m elemanıdır) (Bayraktar, 2006).

Tanım 2.4 A l৻neer uzayı F c৻sm৻ üzer৻nde tanımlanış olsun. ‖‖: A → R fonks৻yonunun

x’dek৻ değer৻n৻ ‖x‖ ৻le gösterel৻m. Bu fonks৻yon ৻ç৻n

A1)‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

A2)‖αx‖ = |α|‖x‖(α ∈ F )

A3)‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (üçgen eş৻ts৻zl৻ğ৻)

şartları sağlanıyorsa ‖‖ fonks৻yonuna A üzer৻nde norm den৻r ve (A, ‖‖) ৻le

göster৻l৻r (Bayraktar, 2006).

Tanım 2.5 X 6= ∅ ve X ⊂ R olmak üzere f : X → R olarak tanımlanmış olsun. Eğer

∀x ∈ X ৻ç৻n |f(x)| ≤ M, M > 0 şekl৻nde b৻r M ∈ R değer৻ var ৻se, f fonks৻yonuna X

kümes৻nde sınırlıdır den৻r (Musayev ve ark., 2006).

Tanım 2.6 (a, b) ⊂ R tanımlansın ve f :(a, b) → R b৻r fonks৻yon olsun. x, t ∈
(c, d) olmak üzere lim

t→x

f(t)−f(x)
t−x

= A(x) sonlu l৻m৻t৻ mevcut ৻se, bu A(x) değer৻ne f

fonks৻yonunun x noktasındak৻ türev৻ den৻r ve f ′(x) veya Df(x) ৻le göster৻l৻r. Bu durumda
f fonks৻yonu x noktasında türevlenebilirdir veya türevlidir den৻r (Musayev ve ark.,

2006).

Tanım 2.7 X ve Y ৻k৻ vektör uzayı olsun. X’den alınan b৻r f fonks৻yonuna Y de b৻r g

fonks৻yonunu karşılık get৻ren kurala “operatör”den৻r (Hac৻yev ve Hac৻sal৻hoğlu, 1995).

Tanım 2.8 U, V ৻k৻ l৻neer uzay ve F b৻r c৻s৻m olmak üzere, T : U → V operatörü,

∀x, y ∈ U ve α, β ∈ F ৻ç৻n T (αx + βy) = αTx+βTy şartını sağlıyor ৻se T ye lineer

operatör den৻r (Bayraktar, 2006).
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Tanım 2.9 X uzayında tanımlanmış T l৻neer operatörü bu uzayda tanımlı herhang৻ b৻r

poz৻t৻f g fonks৻yonunu poz৻t৻f fonks৻yona dönüştürüyorsa T operatörüne “lineer pozitif

operatör” den৻r. Yan৻; g(x) ≥ 0 olduğunda T (g; x) ≥ 0 olur. Benzer şek৻lde,∀x ∈ R ৻ç৻n

g(x) < 0 olduğunda −g(x) > 0 olur. T l৻neer poz৻t৻f operatör olduğunda, g(x) < 0 ৻ç৻n

0 < T (−g; x) = −T (g; x) sağlanır. Dolayısıyla g(x) < 0 ৻ç৻n T (g; x) < 0 elde ed৻l৻r

(Hac৻yev ve Hac৻sal৻hoğlu, 1995).

Önerme 2.10 L৻neer poz৻t৻f operatörler monoton artandır. Yan৻; f ≥ h ৻ç৻n T (f ; x) ≥
T (h; x) eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.

İspat.Kabul edel൴m k൴ f, h fonks൴yonlarıX uzayında tanımlı ve f ≥ h olsun. Bu durumda

f−h ≥ 0 olur. T operatörünün poz൴t൴fl൴k özell൴ğ൴n൴ kullanarak; T (f−h; x) ≥ 0 yazılab൴l൴r.
Ayrıca T operatörünün l൴neerl൴k özell൴ğ൴nden; T (f ; x) − T (h; x) ≥ 0 olur. Yan൴ f ≥ h

൴ç൴n T (f ; x) ≥ T (h; x) olduğu görülür k൴ bu da T operatörünün monoton artan olması

demekt൴r anlamına gel൴r (Hac൴yev ve Hac൴sal൴hoğlu, 1995). �

Önerme 2.11 L b৻r l৻neer poz৻t৻f operatör olmak üzere, L operatörü ৻ç৻n

|L(h; x)| ≤ L(|h|; x) eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.

İspat. X l൴neer uzayı üzer൴nde tanımlı herhang൴ b൴r h fonks൴yonu ൴ç൴n−|h| ≤ h ≤ |h| d൴r.
Önerme 2.10 dan veL operatörününmonotonluğundanL(−|h|; x) ≤ L(h; x) ≤ L(|h|; x)
eş൴ts൴zl൴ğ൴ yazılab൴l൴r. L operatörü l൴neer olduğundan; −L(|h|; x) ≤ L(h; x) ≤ L(|h|; x)
elde ed൴l൴r böylece ൴spat tamamlanır (Hac൴yev ve Hac൴sal൴hoğlu, 1995). �

Tanım 2.12 L৻neer L operatörü X uzayından Y uzayına dönüşüm yapıyorsa ve

‖L(f ; x)‖Y ≤ C ‖f‖X

eş৻tl৻ğ৻n৻ gerçekl৻yorsa o takt৻rde L operatörüne ”sınırlı operatör” den৻r (Hac৻yev ve

Hac৻sal৻hoğlu, 1995).

Teorem 2.13 X ve Y normlu uzaylar, D(L) ⊂ X olmak üzere L, D(L) den Y uzayına

l৻neer b৻r operatör olsun. Bu durumda,

10
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(৻) L operatörünün sürekl৻ olması ৻ç৻n gerek ve yeter koşul, L operatörünün sınırlı

olmasıdır.

(৻৻) L operatörü b৻r tek noktada sürekl৻ ৻se, her noktada sürekl৻d৻r (Kreysz৻g, 1978).

Tanım 2.14 C[a, b] uzayı, [a, b] sonlu aralığı üzer৻nde tanımlı bütün sürekl৻ f : [a, b] → R

fonks৻yonlarının uzayını gösters৻n. Bu uzay üzer৻ndek৻ norm ‖f‖ = max
x∈[a,b]

|f(x)| şekl৻nde
göster৻l৻r (Hac৻yev ve Hac৻sal৻hoğlu, 1995).

Tanım 2.15 fn : [a, b] → R sürekl৻ fonks৻yonların b৻r d৻z৻s৻ olarak ver৻lm৻ş olsun. Herb৻r

x ∈ [a, b] ve ver৻len ε > 0 ৻ç৻n öyle b৻r n0 vardır k৻ ∀n > n0 ৻ç৻n |fn(x) − f(x)| < ε

olacak şek৻lde n0 varsa fn d৻z৻s৻ f fonks৻yonuna noktasal yakınsaktır den৻r (Shevchuk,

1992).

Tanım 2.16 gn d৻z৻s৻ g fonks৻yonuna düzgün yakınsaktır gerek ve yeter şart ∀ε > 0 ৻ç৻n

en az b৻r n0 vardır öylek৻ ∀n > n0 ve ∀x ∈ [a, b] ৻ç৻n |gn(x) − g(x)| < ε ’dur ve gn ⇒ g

৻le göster৻l৻r (Shevchuk, 1992).

Tanım 2.17 f , [a, b] aralığında tanımlı b৻r fonks৻yon olsun. Herhang৻ b৻r δ > 0 ৻ç৻n

ω(δ) := sup{|f(x2) − f(x1)| : |x2 − x1| ≤ δ, x1,x2 ∈ [a, b]} b৻ç৻m৻nde tanımlanan

fonks৻yona, f fonks৻yonunun sürekl৻l৻k modülü den৻r (Shevchuk, 1992).

Teorem 2.18 f , [a, b] aralığında tanımlı ve sürekl৻ b৻r fonks৻yon olsun. O halde f

fonks৻yonunun sürekl৻l৻k modülü olan ω(δ),

a)lim
δ→0

ω(δ) = 0

b) 0 < δ1 < δ2 ৻se ω(δ1) ≤ ω(δ2)

c) ω(δ1 + δ2) = ω(δ1) + ω(δ2)

d) ω(mδ) ≤ mω(δ), m ∈ Z+

e) |f(t) − f(x)| ≤ ω(f ; |t − x|)

f) ω(f ; |t − x|) ≤
(
1 + |t−x|

δ

)
ω(f ; δ)

özell৻kler৻n৻ sağlar (Altomare ve Camp৻t৻, 1994).

11



2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Reşat Aslan

Teorem 2.19 f ∈ C[a, b] ve bütün reel eksen üzer৻nde

|f(x)| ≤ Mf (2.5)

şartını sağlayan b৻r fonks৻yon olsun. Eğer Ln l৻neer poz৻t৻f operatör d৻z৻s৻ [a, b] aralığı
üzer৻nde

i) Ln(1; x) ⇒ 1 n → ∞

ii) Ln(t; x) ⇒ x n → ∞

iii)Ln(t2; x) ⇒ x2 n → ∞

şartlarını sağlıyorsa bu durumda Ln operatör d৻z৻s৻ [a, b] üzer৻nde Ln(f ; x) ⇒ f(x) d৻r.
Farklı b৻r şek৻lde ৻fade edecek olursak; ‖Lnf − f‖C[a,b] → 0 (n → ∞) veya buna

eşdeğer olan

lim
n→∞

max
a≤x≤b

|Ln(f ; x) − f(x)| = 0

Olur.

İspat. Kabul edel൴m k൴ f ∈ C[a, b] olsun. Sürekl൴ fonks൴yonların tanımı kullanılarak her
poz൴t൴f ε sayısına karşılık öyle b൴r δ sayısı bulunab൴l൴r k൴, |t − x| < δ ൴ken

|f(t) − f(x)| < ε (2.6)

sağlanır. (2.5)’den |f(t) − f(x)| < |f(t)| + |f(x)| ≤ 2Mf yazılab൴l൴r. D൴ğer taraftan

|t − x| ≥ δ ൴ken |t−x|
δ

≥ 1’den (t−x)2

δ2 ≥ 1 sağlanır. Böylece aşağıdak൴

|f(t) − f(x)| ≤ 2Mf ≤ 2Mf
(t − x)2

δ2 (2.7)

eş൴ts൴zl൴ğ൴ elde ed൴l൴r. Dolayısıyla ∀t ∈ R ve ∀x ∈ [a, b] ൴ç൴n (2.6) ve (2.7) ‘dek൴

eş൴ts൴zl൴klerden

|f(t) − f(x)| < ε + 2Mf
(t − x)2

δ2 (2.8)

elde ed൴l൴r. Ş൴md൴ i), ii), iii) şartlarını sağlayan Ln l൴neer poz൴t൴f operatör d൴z൴s൴n൴n

lim
n→∞

max
a≤x≤b

|Ln(f ; x) − f(x)| = 0 eş൴tl൴ğ൴n൴n sağladığının göster൴lmes൴ gerekmekted൴r.

L൴neerl൴k özell൴ğ൴nden

|Ln(f(t); x) − f(x)| = |Ln(f(t); x) − f(x) + Ln(f(x); x) − Ln(f(x); x)|

= |Ln(f(t); x) − Ln(f(x); x) + Ln(f(x); x) − f(x)|

= |Ln(f(t) − f(x); x) + f(x)(Ln(1; x) − 1)|

12
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d൴r. Yukarıdak൴ eş൴tl൴kle üçgen eş൴ts൴zl൴ğ൴n൴n kullanılmasıyla

|Ln(f(t); x) − f(x)| ≤ |Ln(f(t) − f(x); x)| + |f(x)||Ln(1; x) − 1)| (2.9)

kolayca elde ed൴l൴r. L൴neer poz൴t൴f operatörler൴n özell൴kler൴nden ve ∀ a ∈ R ൴ç൴n a ≤ |a|
özell൴ğ൴n൴ kullanarak |Ln(f(t)−f(x)); x)| ≤ Ln(|f(t)−f(x)|; x) yazılab൴l൴r. (2.5) ൴fades൴
gözönüne alınarak (2.9) eş൴ts൴zl൴ğ൴ aşağdak൴

|Ln(f(t); x) − f(x)| ≤ Ln(|f(t) − f(x); x|) + Mf |Ln(1; x) − 1)|

şek൴le dönüşecekt൴r. Ln monoton artan olduğundan (2.9)′dan

|Ln(f(t); x) − f(x)| ≤ Ln(ε + 2Mf
(t − x)2

δ2 ; x) + Mf |Ln(1; x) − 1)| (2.10)

elde ed൴l൴r. D൴ğer yandan Ln’൴n l൴neer poz൴t൴f olduğu d൴kkate alınarak;

Ln(ε + 2Mf
(t−x)2

δ2 ; x) = Ln(ε; x) + Ln(2Mf
(t−x)2

δ2 ; x)

= εLn(1; x) + 2Mf

δ2 Ln(t2 − 2xt + x2; x)

= εLn(1; x) + 2Mf

δ2 [Ln(t2; x) − x2 − x2 + 2x2 − 2xLn(t; x) + x2Ln(1; x)]

= εLn(1; x) + 2Mf

δ2 [Ln(t2; x) − x2 + 2x2 − 2xLn(t; x) + x2Ln(1; x) − x2]

= εLn(1; x) + 2Mf

δ2 [(Ln(t2; x) − x2) + 2x(x − Ln(t; x)) + x2(Ln(1; x) − 1)]
yazılab൴l൴r. Bu son ൴faden൴n (2.10)’da yer൴ne yazılmasıyla

εLn(1; x) + 2Mf

δ2

[
(Ln(t2; x) − x2) + 2x(x − Ln(t; x)) + x2(Ln(1; x) − 1)

]
(2.11)

elde ed൴l൴r. i), ii), iii) koşulları (2.11) eş൴tl൴ğ൴nde kullanılırsa; ∀ε′ > 0 ൴ç൴n

|Ln(f(t); x) − f(x)| ≤ ε′

eş൴ts൴zl൴ğ൴ sağlanır. O halde lim
n→∞

‖Lnf − f‖C[a,b] = 0 elde ed൴l൴r ve böylece ൴spat

tamamlanmış olur (Korovk൴n, 1953). �

Teorem 2.20 f : [a, b] → R tanımlı sürekl৻ b৻r fonks৻yon olsun. Öyle b৻r Pn pol৻nom

d৻z৻s৻ vardır k৻ ∀n > n0 ৻ç৻n |Pn(x) − P (x)| < ε olacak şek৻lde b৻r n0 ∈ N sayısı vardır

(We৻rstrass, 1885).

13



2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Reşat Aslan

Teorem 2.21 Tn l৻neer poz৻t৻f operatör d৻z৻s৻ R2 sınırlı olmak üzere. B৻r X kompakt

kümes৻ ৻ç৻n

lim
n→∞

‖Tn(1; x, y) − 1‖C(X) = 0

lim
n→∞

‖Tn((t − x); x, y)‖C(X) = 0

lim
n→∞

‖Tn((v − y); x, y)‖C(X) = 0

lim
n→∞

∥∥∥Tn(t2 + v2; x, y) − (x2 + y2)
∥∥∥

C(X)
= 0

koşulları sağlanıyor ৻se, ∀f ∈ C(X) ৻ç৻n

lim
n→∞

‖Tn(f ; x, y) − f(x, y)‖C(X) = 0

eş৻tl৻ğ৻ gerçeklen৻r (Volkov, 1957).

Tanım 2.22 f ve h,n≥1iin; x = 0 noktasında n−৻nc৻ mertebeden türevleneb৻len

fonks৻yonlar ve Pn ৻se n−৻nc৻ mertebeden b৻r pol৻nom olsun.

lim
x→∞

h(x) = 0

olmak üzere;

f(x) = Pn(x) + xnh(x)

eş৻tl৻ğ৻ yazılab৻l৻r ৻se Pn pol৻nomuna x = 0 noktasında f fonks৻yonu tarafından üret৻len

Taylor pol৻nomu den৻r (Musayev ve ark., 2006).

Tanım 2.23 f , a noktasını ৻çeren b৻r aralıkta her mertebeden türevleneb৻l৻r b৻r fonks৻yon

olsun.
∞∑

k=0

fk(a)
k! (x − a)k

ser৻s৻ne f fonks৻yonu tarafından a noktasında üret৻len Taylor ser৻s৻ den৻r (Musayev ve

ark., 2006).

Tanım 2.24 Kabul edel৻m k৻ p, q > 1 sayıları

1
p

+ 1
q

= 1

şartını sağlasın. O halde ∀ (αk) ∈ lp , ∀ (βk) ∈ lq d৻z৻ler৻ ৻ç৻n;

∞∑
k=0

|αkβk| ≤
( ∞∑

k=0
|αk|p

) 1
p
( ∞∑

k=0
|βk|q

) 1
q

14
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eş৻ts৻zl৻ğ৻ne Hölder eş৻ts৻zl৻ğ৻ den৻r. Özel halde p = q = 2 seç৻l৻rse bu eş৻ts৻zl৻ğe de

Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky eş৻ts৻zl৻ğ৻ den৻r (Musayev ve ark., 2006).

Teorem 2.25 B৻r f fonks৻yonu [0, 1] kapalı aralığında sınırlı ve x ∈ [0, 1] noktasında
৻k৻nc৻ mertebeden sürekl৻ türeve sah৻p ৻se

lim
n→∞

n [Bn(f ; x) − f(x)] = 1
2x(1 − x)f ′′(x)

eş৻tl৻ğ৻ sağlanır (Voronovskaja, 1932).

Tanım 2.26 f fonks৻yonu I ⊂ R aralığında tanımlı olsun. ∃ M > 0 ve a ∈ R öylek৻ her

x1, x2 ∈ I ৻ç৻n,

|f(x1) − f(x2)| ≤ M |x1 − x2|a

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanıyorsa f fonks৻yonu a.mertebeden L৻psch৻tz koşulunu sağlıyor den৻r

(Hac৻yev ve Hac৻sal৻hoğlu, 1995).

Tanım 2.27 (xn) ve (yn) d৻z৻ler৻n৻n l৻m৻tler৻ sırasıyla x0 ve y0 olsun. Eğer

lim
n→∞

|yn−y0|
|xn−x0| = 0 veya lim

n→∞
|xn−x0|
|yn−y0| = ∞ ৻se (yn) (xn)’den daha hızlı yakınsar den৻r

(Brez৻nsk৻, 2001).

Tanım 2.28 h ∆ bölges৻ üzer৻nde tanımlı ve sürekl৻ b৻r fonks৻yon ve δ1,δ2 b৻rer poz৻t৻f

sayı olmak üzere,

$(h, δ1,δ2) = sup {|h(t, s) − h(x, y)| : (t, s), (x, y) ∈ ∆, |t − x| ≤ δ1, |s − y| ≤ δ2}

fonks৻yonuna h fonks৻yonunun tam sürekl৻l৻k modülü den৻r. (Anastass৻ou ve Gal, 2012).

Tanım 2.29 h ∆ bölges৻ üzer৻nde tanımlı ve sürekl৻ b৻r fonks৻yon ve δ > 0 olmak üzere

ω1(h, δ) = sup {|h(x1, y) − h(x2, y)| : y ∈ [−1, 1], |x1 − x2| ≤ δ, δ > 0}

ω2(h, δ) = sup {|h(x, y1) − h(x, y2)| : x ∈ [−1, 1], |y1 − y2| ≤ δ, δ > 0}

fonks৻yonlarına sırasıyla h fonks৻yonunun x ve y değ৻şkenler৻ne göre kısm৻ sürekl৻l৻k

modüller৻ den৻r (Anastass৻ou ve Gal, 2012).
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Tanım 2.30 h, ∆ bölges৻ üzer৻nde tanımlı ve reel değerl৻ fonks৻yon olsun. h

fonks৻yonunun karma fark denklem৻ olarak ver৻len

φ(t0,s0)h(x, y) = h(x, y) − h(x, s0) − h(t0, y) + h(t0, s0)

eş৻tl৻ğ৻ ∀(x, y), (t0, s0) ∈ ∆ ৻ç৻n eğer

lim
(t0,s0)→(x,y)

φ(t0,s0)h(x, y) = 0

eş৻tl৻ğ৻ sağlıyorsa, h fonks৻yonuna (t0, s0) ∈ ∆ noktasında Bögel-sürekl৻ fonks৻yon den৻r

(Bögel, 1934).

Tanım 2.31 h, ∆ bölges৻ üzer৻nde tanımlı ve reel değerl৻ fonks৻yon olsun. h fonks৻yonu

∀(x, y), (t0, s0) ∈ ∆ ৻ç৻n

lim
(t0,s0)→(x,y)

φ(t0,s0)h(x, y)
(t0 − x)(s0 − y) = Dbh(x, y) < ∞

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlıyorsa h fonks৻yonuna (t0, s0) ∈ ∆ noktasında Bögel-

D৻fferans৻yelleneb৻l৻rd৻r den৻r ve Dbh(x, y) ৻le göster৻l৻r (Bögel, 1934).

Tanım 2.32 h fonks৻yonu ∆ üzer৻nde tanımlı sürekl৻ ve sınırlı bögel uzayının b৻r elemanı

olmak üzere ∀(x, y), (t0, s0) ∈ ∆ ve herhang৻ δ1, δ2 ∈ R+ ৻ç৻n

ωmixed (h; δ1, δ2) := sup
{∣∣∣φ(t0,s0)h(x, y)

∣∣∣ : |x − t0| < δ1, |y − s0| < δ2
}

(2.12)

eş৻tl৻ğ৻ne h fonks৻yonunun pürüzsüzlük karma modülü den৻r ve ayrıca ωmixed fonks৻yonu

her λ1, λ2 ≥ 0 ৻ç৻n

ωmixed (h; λ1δ1, λ2δ2) ≤ (1 + λ1) (1 + λ2) ωmixed (h; δ1, δ2)

eş৻ts৻zl৻ğ৻n৻ sağlar (Anastass৻ou ve Gal, 2012).

Tanım 2.33 h ∈ C(∆) ve ∀(x, y), (t, s) ∈ ∆ ve β, γ ∈ (0, 1] ৻ç৻n

Lipα(β, γ) =
{
h ∈ C(∆) : Wn (|h(t, s) − h(x, y)| ; x, y) ≤ α |t − x|β |s − y|γ

}
(2.13)

koşulunu sağlayan fonks৻yonlar sınıfına Wn(h; x, y) operatörünün L৻psch৻tz sınıfı

fonks৻yonları den৻r. (Badea, 1995).
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Tanım 2.34 f ∈ Cb(∆) olmak üzere, ∀(t0, s0), (x, y) ∈ ∆ ৻ç৻n f fonks৻yonunun karma

kısm৻ türevler৻;

Dxf(t0, s0) := D1,0
B (f ; t0, s0) = lim

x→t0

∆xf{(t0, x); s0}
x − t0

ve

Dyf(t0, s0) := D0,1
B (f ; t0, s0) = lim

y→s0

∆yf{t0; (y, s0)}
y − s0

b৻ç৻m৻nde tanımlanır. Burada ∆xf{(t0, x); s0} = f(x, s0) − f(t0, s0) ve

∆yf{t0; (y, s0)} = f(t0, y) − f(t0, s0) dır. Benzer şek৻lde 2. mertebeden karma

kısm৻ türevler৻de

DxDyf(t0, s0) := D1,0
B D0,1

B (f ; t0, s0) = lim
x→t0

∆x(Dyf){(t0, x); s0}
x − t0

şekl৻nde tanımlanır (Badea ve Cott৻n, 1990).

Tanım 2.35 f ∈ Cb(∆) olmak üzere, h1 ∈ C2,0
B , h2 ∈ C0,2

B , g ∈ C2,2
B ৻ç৻n

Kmixed(f ; a1, a2) = inf
h1,h2,g

{
‖f − h1 − h2 − g‖∞ + a1

∥∥∥D2,0
B h1

∥∥∥
∞

+ a2

∥∥∥D0,2
B h2

∥∥∥
∞

+ a1a2

∥∥∥D2,2
B g

∥∥∥
∞

}
৻fades৻ne f fonks৻yonunun Karma K-Fonks৻yonel৻ den৻r yukarıdak৻ eş৻tl৻kte i, j = 0, 1, 2
৻ç৻n Ci,j

B fonks৻yon uzayı Cb(∆) uzayına a৻tt৻r (Badea ve Cott৻n, 1990).
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3. MATERYAL ve YÖNTEM

Bu bölümde (2.4)’de tanımlamış olduğumuz ൴k൴ değ൴şkenl൴ Rn(f ; x, y)
operatörünün öncel൴kle l൴neer ve poz൴t൴f olduğu göster൴lecek ardından test fonks൴yonları

kullanılarak (2.4) operatörü ൴le ൴lg൴l൴ bazı lemma ve teoremler ver൴lecek ve ൴spatlanacaktır.

Daha sonra (2.4) operatörü ൴ç൴n sırasıyla merkez൴ momentler, düzgün yakınsaklığı,

yaklaşım hızı ve ardından L൴psch൴tz sınıflarındak൴ yaklaşımı hesaplanacaktır. Ayrıca

(2.4) operatörü ൴ç൴n Voronovskaja t൴p as൴mtot൴k yaklaşımı ൴le ൴lg൴l൴ teorem ver൴l൴p

൴spatlanacak ve (2.4) operatörünün lokal yaklaşım özell൴kler൴ ൴ncelenecekt൴r. Son olarak

(2.4) operatörünün GBS t൴p operatörü ൴nşaa ed൴lecek olup, ൴nşaa ed൴len bu GBS t൴p

operatör ൴le ൴lg൴l൴ teoremler ൴spatlanacak ve Peetres K- fonks൴yonel൴ yardımı ൴le de

yaklaşım hızı ve ayrıca L൴psch൴tz sınıflarındak൴ yaklaşımı hesaplanacaktır.

Öncel൴kle ∆ üçgensel bölges൴ üzer൴nde daha önceden (2.4)’de tanımlamış

olduğumuz ൴k൴ değ൴şkenl൴Rn(f ; x, y) operatörünün l൴neer ve poz൴t൴f olduğunu gösterel൴m.

L൴neerl൴k;

∀ f, g ∈ C(∆) ve α, β ∈ R ൴ç൴n;

Rn(αf(s, t) + βg(s, t); x, y)

=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

(αf(s, t) + βg(s, t); x, y)dsdt

= α
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

f(s, t)dsdt

+ β
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

g(s, t)dsdt

= αRn(f ; x, y) + βRn(g; x, y)

olduğundan Rn(f ; x, y) operatörü l൴neerd൴r.

Poz൴t൴fl൴k;
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∀ k, l, n ∈ Z ve (x, y) ∈ ∆ ൴ç൴n;

νn,k,l(x, y) =
(

n

k

)(
n − k

l

)(1 + x

2

)k (1 + y

2

)l (
1 − 1 + x

2 − 1 + y

2

)n−k−l

≥ 0

dır. Eğer f(s, t) ≥ 0 ൴se
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

f(s, t)dsdt ≥ 0

olacağından Rn(f ; x, y) operatörü poz൴t൴ft൴r.

3.1. Rn(f ; x, y) operatörü ile ilgili bazı lemma ve teoremler

Lemma 3.1 ru,v : ∆ → R, ru,v(x, y) = xuyv olsun, u, v = 0, 1, 2, 3, 4 ৻ç৻n

1)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,0(s, t)dsdt =
[

4
(n+1)2

]

2)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r1,0(s, t)dsdt =
[

8k+4
(n+1)3 − 4

(n+1)2

]

3)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,1(s, t)dsdt =
[

8l+4
(n+1)3 − 4

(n+1)2

]

4)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r2,0(s, t)dsdt =
[

16k2+16k+ 16
3

(n+1)4 − 16k+8
(n+1)3 + 4

(n+1)2

]

5)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,2(s, t)dsdt =
[

16l2+16l+ 16
3

(n+1)4 − 16l+8
(n+1)3 + 4

(n+1)2

]

6)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r3,0(s, t)dsdt =
[

32k3+48k2+32k+8
(n+1)5 − 48k2+48k+16

(n+1)4

+24k+12
(n+1)3 − 4

(n+1)2

]

7)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,3(s, t)dsdt =
[

32l3+48l2+32l+8
(n+1)5 − 48l2+48l+16

(n+1)4

+ 24l+12
(n+1)3 − 4

(n+1)2

]
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8)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r4,0(s, t)dsdt =
[

64k4+128k3+128k2+64k+ 64
5

(n+1)6

−128k3+192k2+128k+32
(n+1)5 + 96k2+96k+32

(n+1)4 − 32k+16
(n+1)3 + 4

(n+1)2

]

9)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,4(s, t)dsdt =
[

64l4+128l3+128l2+64l+ 64
5

(n+1)6

−128l3+192l2+128l+32
(n+1)5 + 96l2+96l+32

(n+1)4 − 32l+16
(n+1)3 + 4

(n+1)2

]
eş൴tl൴kler൴ sağlanır.

İspat. ru,v : ∆ → R, ru,v(x, y) = xuyv, ve u, v = 0, 1, 2, 3, 4 ൴ç൴n sırasıyla yukarıdak൴

൴ntegraller൴ hesaplayalım.

1)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,0(s, t)dsdt =
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

1dsdt

=
[
(2k + 1

n + 1 − 1) − (2 k

n + 1 − 1)
]

[
(2 l + 1

n + 1 − 1) − (2 l

n + 1 − 1)
]

=
[

4
(n + 1)2

]

2)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r1,0(s, t)dsdt =
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

sdsdt

= 1
2

[
(2k + 1

n + 1 − 1)2 − (2 k

n + 1 − 1)2
]

=
[

8k + 4
(n + 1)3 − 4

(n + 1)2

]

Benzer şek൴lde

3)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,1(s, t)dsdt =
[

8l + 4
(n + 1)3 − 4

(n + 1)2

]

elde ed൴l൴r.

4)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r2,0(s, t)dsdt =
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

s2dsdt
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= 1
3

[
(2k + 1

n + 1 − 1)3 − (2 k

n + 1 − 1)3
]

= 1
3

[
(2k + 1

n + 1 − 1) − (2 k

n + 1 − 1)
] [

(2k + 1
n + 1 − 1)2

−(2k + 1
n + 1 − 1)(2 k

n + 1 − 1) + (2 k

n + 1 − 1)2
]

=
[

16k2 + 16k + 16
3

(n + 1)4 − 16k + 8
(n + 1)3 + 4

(n + 1)2

]

Aynı şek൴lde

5)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,2(s, t)dsdt =
[

16l2 + 16l + 16
3

(n + 1)4 − 16l + 8
(n + 1)3 + 4

(n + 1)2

]

sonucuna ulaşırız.

6)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r3,0(s, t)dsdt =
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

s3dsdt

= 1
4

[
(2k + 1

n + 1 − 1)4 − (2 k

n + 1 − 1)4
]

= 1
4

([
(2k + 1

n + 1 − 1)2 − (2 k

n + 1 − 1)2
]

[
(2k + 1

n + 1 − 1)2 + (2 k

n + 1 − 1)2
])

=
[

32k3 + 48k2 + 32k + 8
(n + 1)5 − 48k2 + 48k + 16

(n + 1)4

+24k + 12
(n + 1)3 − 4

(n + 1)2

]

Benzer yol ൴zlenerek,

7)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,3(s, t)dsdt =
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

t3dsdt

=
[

32l3 + 48l2 + 32l + 8
(n + 1)5 − 48l2 + 48l + 16

(n + 1)4

+24l + 12
(n + 1)3 − 4

(n + 1)2

]
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8)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r4,0(s, t)dsdt =
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

s4dsdt

= 1
5

[
(2k + 1

n + 1 − 1)5 − (2 k

n + 1 − 1)5
]

= 1
5

[
(2k + 1

n + 1 − 1) − (2 k

n + 1 − 1)
] [

(2k + 1
n + 1 − 1)4

+(2k + 1
n + 1 − 1)3(2 k

n + 1 − 1) + (2k + 1
n + 1 − 1)2(2 k

n + 1 − 1)2

+(2k + 1
n + 1 − 1)(2 k

n + 1 − 1)3 + (2 k

n + 1 − 1)4
]

=
[

64k4 + 128k3 + 128k2 + 64k + 64
5

(n + 1)6

−128k3 + 192k2 + 128k + 32
(n + 1)5

+96k2 + 96k + 32
(n + 1)4 − 32k + 16

(n + 1)3 + 4
(n + 1)2

]

Ve son olarak benzer ൴şlemlerden,

9)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r0,4(s, t)dsdt =
[

64l4 + 128l3 + 128l2 + 64l + 64
5

(n + 1)6

−128l3 + 192l2 + 128l + 32
(n + 1)5 + 96l2 + 96l + 32

(n + 1)4

−32l + 16
(n + 1)3 + 4

(n + 1)2

]

elde ed൴l൴r ve ൴spat tamamlanır. �

Lemma 3.2 ru,v : ∆ → R, ru,v(x, y) = xuyv olarak tanımlansın. x, y ∈ ∆ ve u, v ∈ N0

olmak üzere (2.4) operatörü ৻ç৻n

1)Rn(r0,0; x, y) = 1

2)Rn(r1,0; x, y) = x
(

n
n+1

)
3)Rn(r0,1; x, y) = y

(
n

n+1

)
4)Rn(r2,0; x, y) = x2

(
1 − 3n+1

(n+1)2

)
+ n+ 1

3
(n+1)2

5)Rn(r0,2; x, y) = y2
(
1 − 3n+1

(n+1)2

)
+ n+ 1

3
(n+1)2

6)Rn(r3,0; x, y) = x3
(
1 − 6n2+n+1

(n+1)3

)
+ x

(
3n2−n
(n+1)3

)
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7)Rn(r0,3; x, y) = y3
(
1 − 6n2+n+1

(n+1)3

)
+ y

(
3n2−n
(n+1)3

)
8)Rn(r4,0; x, y) = x4

(
1 − 10n3−5n2+10n+1

(n+1)4

)
+ x2

(
6n3+60n2−30n

(n+1)4

)
+
(

39n2−36n+ 1
5

(n+1)4

)
9)Rn(r0,4; x, y) = y4

(
1 − 10n3−5n2+10n+1

(n+1)4

)
+ y2

(
6n3+60n2−30n

(n+1)4

)
+
(

39n2−36n+ 1
5

(n+1)4

)
eş৻ts৻zl৻kler৻ sağlanır.

İspat.

1)Rn(r0,0; x, y) =
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
( 2

n + 1

)2
=

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) = 1

elde ed൴l൴r. Ş൴md൴de

2)Rn(r1,0; x, y) = x( n

n + 1)

olduğunu görel൴m. Lemma 3.1 yardımıyla daha önceden hesapladığımız

2 k+1
n+1 −1∫

2 k
n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r1,0(s, t)dsdt =
(

8k + 4
(n + 1)3 − 4

(n + 1)2

)

eş൴tl൴ğ൴n൴ gözönüne alırsak,

Rn(r1,0; x, y) =
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r1,0(s, t)dsdt

=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

sdsdt
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=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

8k + 4
(n + 1)3 − 4

(n + 1)2

)

=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 4
(n + 1)2

(
2k + 1
n + 1 − 1

)

=
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 2k

n + 1 + 1
n + 1

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)

−
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)

= 2n

n + 1
1 + x

2

n−1∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) + 1
n + 1 − 1

= x( n

n + 1)

elde ed൴l൴r. Benzer ൴şlemler uygulayarak

3)Rn(r0,1; x, y) = y( n

n + 1)

olduğuda görülür. Ş൴md൴de,

4)Rn(r2,0; x, y) = x2
(

1 − 3n + 1
(n + 1)2

)
+

n + 1
3

(n + 1)2

olduğunu görel൴m. Lemma 3.1 yardımıyla

2 k+1
n+1 −1∫

2 k
n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r2,0(s, t)dsdt =
(

16k2 + 16k + 16
3

(n + 1)4 − 16k + 8
(n + 1)3 + 4

(n + 1)2

)

eş൴tl൴ğ൴ kullanarak, Rn(r2,0; x, y) ൴fades൴n൴ elde etmeye çalışalım.

Rn(r2,0; x, y) =
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r2,0(s, t)dsdt

=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

s2dsdt
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=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

16k2 + 16k + 16
3

(n + 1)4 − 16k + 8
(n + 1)3 + 4

(n + 1)2

)

=
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

4k2 + 4k + 4
3

(n + 1)2 − 4k + 2
n + 1 + 1

)

= 4
(n + 1)2

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k2 + 4
(n + 1)2

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k

− 4
3(n + 1)2

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) − 4
n + 1

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k

− 2
n + 1

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) +
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)

= x2
(

1 − 3n + 1
(n + 1)2

)
+

n + 1
3

(n + 1)2

elde ed൴l൴r. Aynı ൴şlemler vasıtasıyla,

5)Rn(r0,2; x, y) = y2
(

1 − 3n + 1
(n + 1)2

)
+

n + 1
3

(n + 1)2

eş൴tl൴ğ൴nede ulaşılır. Aynı şek൴lde

6)Rn(r3,0; x, y) = x3
(

1 − 6n2 + n + 1
(n + 1)3

)
+ x

(
3n2 − n

(n + 1)3

)

olduğunu hesaplayalım.

Rn(r3,0; x, y) =
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r3,0(s, t)dsdt

=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

s3dsdt

=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

32k3 + 48k2 + 32k + 8
(n + 1)5

−48k2 + 32k + 8
(n + 1)4 + 24k + 12

(n + 1)3 − 4
(n + 1)2

)
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=
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

8k3 + 12k2 + 2
(n + 1)3 − 12k2 + 8k + 2

(n + 1)2 + 6k + 3
n + 1 − 1

)

= 4
(n + 1)3

(
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)2k3 +
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)3k2

+1
2

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
)

− 4
(n + 1)2

(
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)3k2 +
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)2k

+1
2

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
)

+ 3
n + 1

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)(2k + 1) − 1

= 4
(n + 1)3

(
2

n∑
k=2

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) [k(k − 1)k − 2) + 3k(k − 1) + k]

+3
n∑

k=1

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)[k(k − 1) + k] + 1
2

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
)

− 4
(n + 1)2

(
3

n∑
k=1

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)[k(k − 1) + k] + 2
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k

+1
2

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
)

+ 3
n + 1

n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)(2k + 1) − 1

= x3
(

1 − 6n2 + n + 1
(n + 1)3

)
+ x

(
3n2 − n

(n + 1)3

)

Benzer ൴şlem basamaklarını ൴zleyerek

7)Rn(r0,3; x, y) = y3
(

1 − 6n2 + n + 1
(n + 1)3

)
+ y

(
3n2 − n

(n + 1)3

)

eş൴tl൴ğ൴de hesaplanır. Ş൴md൴de,

8)Rn(r4,0; x, y) = x4
(
1 − 10n3−5n2+10n+1

(n+1)4

)
+ x2

(
6n3+60n2−30n

(n+1)4

)
+
(

39n2−36n+ 1
5

(n+1)4

)
olduğunu görel൴m.

Rn(r4,0; x, y) =
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

r4,0(s, t)dsdt

=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

s4dsdt
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=
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

64k4 + 128k3 + 128k2 + 64k + 64
5

(n + 1)6

−128k3 + 192k2 + 128k + 32
(n + 1)5 + 96k2 + 96k + 32

(n + 1)4 − 32k + 16
(n + 1)3 + 4

(n + 1)2

)

=
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

16k4 + 32k3 + 32k2 + 16k + 16
5

(n + 1)4

−32k3 + 48k2 + 32k + 8
(n + 1)3 + 24k2 + 24k + 8

(n + 1)2 − 8k + 4
n + 1 + 1

)

= 4
(n + 1)2

(
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 4k4

(n + 1)2 +
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 8k3

(n + 1)2

+
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 8k2

(n + 1)2 +
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
4k + 4

5
(n + 1)2

−
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 8k3

n + 1 −
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 12k2

n + 1

−
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) 8k

n + 1 + 1 + 6
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k2

+6
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k + 2
)

−
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)8k + 4
n + 1 + 1

= 4
(n + 1)2

(
4

n∑
k=3

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)[k(k − 1)k − 2)(k − 3) + 6k(k − 1)(k − 2)
(n + 1)2

+29k(k − 1) + 23k

(n + 1)2 ] + 8
n∑

k=2

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k(k − 1)(k − 2) + 3k(k − 1) + k

(n + 1)2

+ 8
n∑

k=1

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k(k − 1) + k

(n + 1)2 +
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
4k + 4

5
(n + 1)2

−8
n∑

k=2

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k(k − 1)(k − 2) + 3k(k − 1) + k

n + 1

−12
n∑

k=1

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k(k − 1) + k

n + 1 − 8
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y) k

n + 1 + 1

+6
n∑

k=1

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k(k − 1) + 6
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)k + 2
)

−
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)8k + 4
n + 1 + 1

= x4
(

1 − 10n3 − 5n2 + 10n + 1
(n + 1)4

)
+ x2

(
6n3 + 60n2 − 30n

(n + 1)4

)

+
(

39n2 − 36n + 1
5

(n + 1)4

)

Aynı metod ൴le
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9)Rn(r0,4; x, y) = y4
(
1 − 10n3−5n2+10n+1

(n+1)4

)
+ y2

(
6n3+60n2−30n

(n+1)4

)
+
(

39n2−36n+ 1
5

(n+1)4

)
eş൴tl൴ğ൴nede ulaşırız. �

Lemma 3.3 (x, y) ∈ ∆ , ku,v : ∆ → R, ve ku,v = (s − x)u (t − y)v
, u, v ∈ N0 olsun.

(2.4) ৻le tanımlanan operatör ৻ç৻n aşağıda ver৻len merkez৻ momentler sağlanır.

1)Rn(k0,0; x, y) = 1

2)Rn(k1,0; x, y) = − x
n+1

3)Rn(k0,1; x, y) = − y
n+1

4)Rn(k2,0; x, y) = x2(1−n)+n+ 1
3

(n+1)2

5)Rn(k0,2; x, y) = y2(1−n)+n+ 1
3

(n+1)2

6)Rn(k4,0; x, y) = x4
(

3n2−20n+1
(n+1)4

)
+ x2

(
66n2−16n+2

(n+1)4

)
+
(

39n2−36n+ 1
5

(n+1)4

)

7)Rn(k0,4; x, y) = y4
(

3n2−20n+1
(n+1)4

)
+ y2

(
66n2−16n+2

(n+1)4

)
+
(

39n2−36n+ 1
5

(n+1)4

)

İspat. (x, y) ∈ ∆ ve ku,v : ∆ → R, ku,v = (s − x)u (t − y)v , u, v ∈ N0 ൴ç൴n, operatörün

l൴neerl൴k özell൴ğ൴nden ve sırasıyla Lemma 3.2’dek൴ sonuçlardan faydalanarak

1)Rn(k0,0; x, y) = Rn(1; x, y) = 1

olduğu görülür.

2)Rn(k1,0; x, y) = Rn((s − x); x, y)

= Rn(s; x, y) − xRn(1; x, y)

= x
(

n

n + 1

)
− 1 = − x

n + 1
Aynı ൴şlem basamaklarından

3)Rn(k0,1; x, y) = − y

n + 1
olduğu görülür. 4)Rn(k2,0; x, y) ൴ç൴n

Rn(k2,0; x, y) = Rn((s − x)2; x, y)

= Rn(s2; x, y) − 2xRn(s; x, y) + x2Rn(1; x, y)

=
x2(1 − n) + n + 1

3

(n + 1)2
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elde ed൴l൴r. Benzer ൴şlemlerle

5)Rn(k0,2; x, y) =
y2(1 − n) + n + 1

3

(n + 1)2

sonucuda bulunur. 6)Rn(k4,0; x, y) ൴ç൴n

Rn(k4,0; x, y) = Rn((s − x)4; x, y)

= Rn(s4; x, y) − 4xRn(s3; x, y) + 6x2Rn(s2; x, y)

− 4x3Rn(s; x, y) − x4Rn(1; x, y)

= x4
(

3n2 − 20n + 1
(n + 1)4

)
+ x2

(
66n2 − 16n + 2

(n + 1)4

)

+
(

39n2 − 36n + 1
5

(n + 1)4

)

elde ed൴l൴r ve aynı yol ൴zleyerek,

7)Rn(k0,4; x, y) = y4
(

3n2 − 20n + 1
(n + 1)4

)
+ y2

(
66n2 − 16n + 2

(n + 1)4

)
+
(

39n2 − 36n + 1
5

(n + 1)4

)

sonucunada ulaşılır. Bu da ൴spatı tamamlar. �

Lemma 3.4 ∆ üçgensel bölges৻ üzer৻nde (2.4) ৻le tanımlı operatör ৻ç৻n aşağıdak৻ l৻m৻tler

sağlanır.

1. lim
n→∞

nRn((s − x) ; x, y) = −x

2. lim
n→∞

nRn((t − y) ; x, y) = −y

3. lim
n→∞

nRn((s − x)2 ; x, y) = 1 − x2

4. lim
n→∞

nRn((t − y)2 ; x, y) = 1 − y2

5. lim
n→∞

nRn((s − x) (t − y) ; x, y) = − (xy + x + y + 1)

6. lim
n→∞

n2Rn((s − x)4 ; x, y) = 3 (x4 + 22x2 + 13)

7. lim
n→∞

n2Rn((t − y)4 ; x, y) = 3 (y4 + 22y2 + 13)

İspat. Lemma 3.3’de elde ett൴ğ൴m൴z merkez൴ momentler൴nden faydalanarak ൴stenen sonuca

ulaşılır. �
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3.2. Rn(f ; x, y) operatörünün düzgün yakınsaklığı

Teorem 3.5 f ∈ C(∆) ৻ç৻n Rnf operatörü f fonks৻yonuna düzgün yakınsar.

İspat.Volkov (1957)’de tanımlanan teorem gereğ൴; n → ∞, ve (x, y) ∈ ∆ ൴ç൴n aşağıdak൴

sonuçlara ulaşmamız gerek൴yor.

i) lim
n→∞

‖Rn(1; x, y) − 1‖C(∆) → 0

ii) lim
n→∞

‖Rn(s; x, y) − x‖C(∆) → 0, lim
n→∞

‖Rn(t; x, y) − y‖C(∆) → 0

iii) lim
n→∞

∥∥∥Rn(s2 + t2; x, y) − (x2 + y2)
∥∥∥

C(∆)
→ 0

Lemma 3.2 ’den aşağıdak൴ ൴lk sonuca kolayca ulaşılır.

i) lim
n→∞

‖Rn(1; x, y) − 1‖C(∆) → 0

‖Rn(s; x, y) − x‖C(∆) = max
−1≤x≤1

|Rn(s; x, y) − x| = max
−1≤x≤1

∣∣∣∣ nx

n + 1 − x
∣∣∣∣ ≤ 1

n + 1

lim
n→∞

1
n + 1 → 0 ⇒ ii) lim

n→∞
‖Rn(s; x, y) − x‖C(∆) → 0

Aynı yolu ൴zleyerek,

lim
n→∞

‖Rn(t; x, y) − y‖C(∆) → 0

sonucuna ulaşırız.

‖Rn(s2 + t2; x, y) − (x2 + y2)‖C(∆)

= max
−1≤x,y≤1

∣∣∣Rn(s2 + t2; x, y) − (x2 + y2)
∣∣∣

= max
−1≤x,y≤1

∣∣∣∣(x2 + y2)
(
1 − 3n+1

(n+1)2

)
+ n+ 1

3
(n+1)2 − (x2 + y2)

∣∣∣∣
≤

n + 1
3

(n + 1)2

൴൴൴) lim
n→∞

‖Rn(s2 + t2; x, y) − (x2 + y2)‖C(∆) ≤ lim
n→∞

n+ 1
3

(n+1)2 → 0

dolayısıyla

lim
n→∞

‖Rnf − f‖C(∆) → 0

’dır �
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3.3. Rn(f ; x, y) operatörünün yaklaşım hızının hesaplanması

Teorem 3.6 f ∈ C(∆) olmak üzere (2.4) ৻le tanımlı operatör ৻ç৻n

|Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ 4$(f,
1√

n + 1
,

1√
n + 1

)

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.

İspat. B൴r öncek൴ bölümde tanımlamış olduğumuz tam sürekl൴l൴k modülü özell൴kler൴nden

yararlanarak

|f(s, t) − f(u, v)| ≤ $(f, |s − u| , |t − v|)

≤ $(f, δ1,δ2)
(

1 + |s − u|
δ1

)(
1 + |t − v|

δ2

)

eş൴ts൴zl൴ğ൴n൴ elde eder൴z. Yukarıdak൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴n her ൴k൴ tarafına Rn operatörü uygulanırsa,

|Rn(f ; u, v) − f(u, v)| = |Rn(f(s, t); u, v) − Rn(f(u, v); u, v)|

= |Rn(f(s, t) − f(u, v)); u, v)|

≤ Rn(|f(s, t) − f(u, v)| ; u, v)

≤ $(f, δ1,δ2)
(

1 + 1
δ1

Rn(|s − x| ; u, v)
)(

1 + 1
δ2

Rn(|t − y| ; u, v)
)

Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky eş൴ts൴zl൴ğ൴nden faydalanarak

≤ $(f, δ1,δ2)
(

1 + 1
δ1

√
Rn((s − u)2; u, v)

)(
1 + 1

δ2

√
Rn((t − v)2; u, v)

)

elde ed൴l൴r. Lemma 3.3’den ve δ1 = δ2 = 1√
n+1 , seç൴lerek

|Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ 4$(f,
1√

n + 1
,

1√
n + 1

)

sonucuna ulaşılır ve buda ൴spatı tamamlar. �

Teorem 3.7 f ∈ C(∆) ৻ç৻n, (2.4)’de tanımlamış olduğumuz operatörümüz ৻ç৻n

|Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ 2
(

ω1(f,
1√

n + 1
) + ω2(f,

1√
n + 1

)
)

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.
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İspat. B൴r öncek൴ bölümde özell൴kler൴ ver൴len kısm൴ sürekl൴l൴k modülü yardımı ൴le

|Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ |Rn(f(t, s)) − f(u, v)|

≤ Rn(|f(t, s) − f(u, v)| ; u, v) + Rn(|f(t, y) − f(u, v)| ; x, y)

≤ Rn(ω2(f, δ2)
(

1 + |s − v|
δ2

; u, v)
)

Rn(ω1(f, δ1)
(

1 + |t − u|
δ1

; u, v)
)

≤ ω2(f, δ2)
(

1 + 1
δ2

Rn(|s − v| ; u, v)
)

+ ω1(f, δ1)
(

1 + 1
δ1

Rn(|t − u| ; u, v)
)

elde ed൴l൴r. Yukarıdak൴ son eş൴ts൴zl൴ğe Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky eş൴ts൴zl൴ğ൴

uygulanırsa

≤ ω2(f, δ2)
(

1 + 1
δ2

√
Rn((s − v)2; u, v)

)
+ ω1(f, δ1)

(
1 + 1

δ1

√
Rn((t − u)2; u, v)

)
elde ed൴l൴r ve son olarak lemma 3.3’de elde ett൴ğ൴m൴z sonuçlar yardımıyla ve özel olarak

δ1 = δ2 = 1√
n+1 seç൴l൴rse,

|Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ 2
(

ω1(f,
1√

n + 1
) + ω2(f,

1√
n + 1

)
)

eş൴ts൴zl൴ğ൴ elde ed൴l൴r ve buda ൴spatımızı tamamlanır. �

Teorem 3.8 f ∈ Lipα(β, γ) olmak üzere (2.4) ৻le tanımlanmış operatör ৻ç৻n

| Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ α Πn,2(u)
β
2 Ψn,2(v)

γ
2

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.

İspat. (2.4) ൴le ver൴len operatörden ve (2.12) tanımından,

| Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ Rn (|f(t, s) − f(u, v)| ; u, v)

≤ αRn

(
|t − u|β |s − v|γ ; u, v

)
= αRn(|t − u|β ; u, v)Rn (|s − v|γ ; u, v)

elde ed൴l൴r. Bu son ൴fadeye Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴nde (p1, q1) ve (p2, q2) ൴fadeler൴n൴n yer൴ne

sırasıyla
(

2
β
, 2

2−β

)
,
(

2
γ , 2

2−γ

)
൴fadeler൴n൴ uygularsak

| Rn(f ; u, v) − f(u, v)| ≤ α

(
Rn

(
(t − u)2; u, v

)β
2 Rn (r0,0; u, v)

2−β
2

×Rn

(
(s − v)2; u, v

) γ
2 Rn (r0,0; u, v)

2−γ
2

)
≤ α Πn,2(u)

β
2 Ψn,2(v)

γ
2
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eş൴ts൴zl൴ğ൴n൴ elde eder൴z. Yukarıdak൴ eş൴ts൴zl൴kte Πn,2(u) = Rn ((t − u)2; u, v) ve

Ψn,2(v) = Rn ((s − v)2; u, v) b൴ç൴m൴nde tanımlanmıştır. Son olarak Lemma 3.2 ve

Lemma 3.3’dek൴ sonuçlardan yararlanarak ൴spatımızı tamamlarız. �

Teorem 3.9 f ∈ C1(∆), (x, y) ∈ ∆ olmak üzere, (2.4) ৻le tanımlanan operatör ৻ç৻n

| Rn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤
∥∥∥f ′

x

∥∥∥√Πn,2(x) +
∥∥∥f ′

y

∥∥∥√Ψn,2(y)

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.

İspat. Kabul edel൴mk൴ (x, y) ∈ ∆ ൴ç൴n b൴r sab൴t nokta olsun o halde Taylor formülünden

f(t, s) − f(x, y) =
t∫
x

f
′

u(u, s)du +
s∫
y

f
′

v(x, v)dv

eş൴tl൴ğ൴n൴ elde eder൴z. Buradan yukarıdak൴ eş൴tl൴ğ൴n her tarafına Rn(.; x, y) operatörünü
uygularsak,

| Rn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤ Rn(
t∫
x

f
′

u(u, s)du; x, y) + Rn(
s∫
y

f
′

v(x, v)dv; x, y)

eş൴ts൴zl൴ğ൴ elde eder൴z.Buradan

∣∣∣∣∣∣
t∫
x

f
′

u(u, s)du

∣∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥f ′

x

∥∥∥ |t − x| ve

∣∣∣∣∣∣
s∫
y

f
′

v(x, v)dv

∣∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥f ′

y

∥∥∥ |s − y|

eş൴ts൴zl൴kler൴nden yararlanarak,

| Rn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤
∥∥∥f ′

x

∥∥∥Rn(|t − x| ; x, y) +
∥∥∥f ′

y

∥∥∥Rn(|s − y| ; x, y)

ulaşılır. Bu son eş൴ts൴zl൴ğe Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky eş൴ts൴zl൴ğ൴de uygulanırsa

| Rn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤
∥∥∥f ′

x

∥∥∥Rn((t − x)2; x, y) 1
2 Rn(r0,0; x, y) 1

2

+
∥∥∥f ′

y

∥∥∥Rn((s − y)2; x, y) 1
2 Rn(r0,0; x, y) 1

2

≤
∥∥∥f ′

x

∥∥∥√Πn,2(x) +
∥∥∥f ′

y

∥∥∥√Ψn,2(y)

sonucuna ulaşılır ve buda ൴spatı tamamlar. �
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3.4. Rn(f ; x, y) operatörü için Voronovskaja tip asimtotik yaklaşım

Teorem 3.10 f ∈ C2 (∆) olmak üzere, (x, y) ∈ ∆ ৻ç৻n, (2.4) ৻le tanımlı operatör

lim
n→∞

n(Rn(f(s, t); x, y) − f(x, y)) = (−x)f ′
x(x, y) + (−y)f ′

y(x, y)

+ (−xy − x − y − 1)f ′′

xy(x, y)

+ (1 − x2

2 )f ′′

xx(x, y) + (1 − y2

2 )f ′′

yy(x, y)

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlar.

İspat. Voronovskaja (1932)’dek൴ teoremden; (x, y) ∈ ∆ ൴ç൴n, f fonks൴yonunun Taylor

açılımından faydalanarak,

f(s, t) = f(x, y) + f ′
x(x, y)(s − x) + f ′

y(x, y)(t − y)

+ 1
2
{
f

′′

xx(x, y)(s − x)2 + 2f
′′

xy(x, y)(s − x)(t − y) + f
′′

yy(x, y)(t − y)2
}

+ θ1(s, t; x, y)(s − x)2 + θ2(s, t; x, y)(t − y)2 (3.1)

eş൴tl൴ğ൴ elde ed൴l൴r. Ayrıca θ1(s, t; x, y), θ2(s, t; x, y) ∈ C(∆) ൴ç൴n (s, t) → (x, y) ൴ken
θ1(s, t; x, y) → 0 ve θ2(s, t; x, y) → 0’ dır. Dolayısıyla θ1, θ2 sınırlıdır. Eş൴tl൴ğ൴n her ൴k൴

tarafına Rn(.; x, y) operatörü uygulanırsa,

Rn(f(s, t); x, y)) = f(x, y) + f ′
x(x, y)Rn((s − x); x, y) + f ′

y(x, y)Rn((t − y); x, y)

+ 1
2

 f
′′
xx(x, y)Rn((s − x)2; x, y) + 2f

′′
xy(x, y)Rn((s − x)(t − y); x, y)

+f
′′
yy(x, y)Rn((t − y)2; x, y


+ Rn(θ1(s, t; x, y)(s − x)2 + θ2(s, t; x, y)(t − y)2; x, y) (3.2)

eş൴tl൴ğ൴ elde ed൴l൴r. Daha sonra (3.2) eş൴tl൴ğ൴n൴n son kısmına Cauchy-Schwarz-

Bunyakovsky eş൴ts൴zl൴ğ൴n൴ uygular ve (2.4) ൴le tanımlı operatörün l൴neerl൴ğ൴n൴ de

kullanırsak,∣∣∣Rn(θ1(s, t; x, y)(s − x)2 + θ2(s, t; x, y)(t − y)2; x, y)
∣∣∣

≤
√

Rn(θ2
1(s, t; x, y)(s − x)4; x, y) +

√
Rn(θ2

2(s, t; x, y)(t − y)4; x, y)

≤
{√

Rn(θ2
1(s, t; x, y); x, y)

√
Rn((s − x)4; x, y)

+
√

Rn(θ2
2(s, t; x, y); x, y)

√
Rn((t − y)4; x, y)

}
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θ1(s, t; x, y), θ2(s, t; x, y) ∈ C(∆) ve (s, t) → (x, y) ൴ken θ1(s, t; x, y) → 0 ve

θ2(s, t; x, y) → 0 elde ed൴l൴r. Dolayısıyla;

lim
n→∞

Rn(θ2
1(s, t; x, y); x, y) = 0

ve

lim
n→∞

Rn(θ2
2(s, t; x, y); x, y) = 0

sonuçlarına ulaşılır ve yan൴ ∆ üzer൴nde düzgündür d൴yeb൴l൴r൴z. Lemma 3.3’den

Rn((s − x)4; x, y) = O( 1
n2 ) ve Rn((t − y)4; x, y) = O( 1

n2 ) elde ed൴l൴r. Buradan
n → ∞ ൴ç൴n Lemma 3.3’den

n
[
Rn(θ1(s, t; x, y)(s − x)2 + θ2(s, t; x, y)(t − y)2; x, y)

]
→ 0 (3.3)

Sonuç olarak (3.3) denklem൴ ve Lemma 3.3’den

lim
n→∞

n(Rn(f(s, t); x, y) − f(x, y)) = (−x)f ′
x(x, y) + (−y)f ′

y(x, y)

+ (−xy − x − y − 1)f ′′

xy(x, y)

+ (1 − x2

2 )f ′′

xx(x, y) + (1 − y2

2 )f ′′

yy(x, y)

sonucuna ulaşırız. Bu da ൴spatımızı tamamlar. �

3.5. Rn(f ; x, y) operatörü için lokal yaklaşım özellikleri

C2(∆) := {g ∈ C(∆) : gxx, gxy, gyx, gyy ∈ C(∆)} şekl൴nde tanımlansın. Bu uzay

üzer൴ndek൴ norm

‖g‖C2(∆) = ‖g‖C(∆) +
2∑

j=1

∥∥∥∥∥∂jg

∂xj

∥∥∥∥∥
C(∆)

+
∥∥∥∥∥∂jg

∂yj

∥∥∥∥∥
C(∆)


൴le tanımlanır. Ayrıca g ∈ C(∆) ve δ > 0 ൴ç൴n K-Peetres’s fonks൴yonel൴de

K2(g, δ) = inf
{
‖g − h‖C(∆) + δ ‖h‖C2(∆) : h ∈ C2(∆)

}
şekl൴nde tanımlanır. Buradan D > 0 mutlak sab൴t൴ ൴ç൴n

K2(g, δ) ≤ D
∗

ω2(g,
√

δ) (3.4)

eş൴ts൴zl൴ğ൴ sağlanır (Berens ve Xu, 1991).Yukarıdak൴ son eş൴ts൴zl൴kte
∗

ω2(g,
√

δ), ൴k൴
değ൴şkenl൴ durum ൴ç൴n ൴k൴nc൴ mertebeden sürekl൴l൴k modülünü göster൴r.

35



3. MATERYAL ve YÖNTEM Reşat Aslan

Teorem 3.11 f ∈ C(∆) olmak üzere (2.4)’de tanımlanan operatör ৻ç৻n

|Rn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤ N

 ∗
ω2(f ;

√
An(x, y)

2 + min{1, An} ‖f‖C(∆)

+ω(f ; χn(x, y))

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.Yukarıda χn(x, y) =
√

(x n
n+1 − x)2 + (y n

n+1 − y)2,

An(x, y) =
(
Π2

n,2(x) + Ψ2
n,2(y) + χ2

n(x, y)
)
ve N > 0 dır.

İspat. İlk olarak,

∧
Rn(f ; x, y) = Rn(f ; x, y) − f(x n

n + 1 , y
n

n + 1) + f (x, y) (3.5)

olacak şek൴lde b൴r yardımcı fonks൴yon tanımlayalım. Lemma 3.2’den

∧
Rn(r1,0; x, y) = x ,

∧
Rn(r0,1; x, y) = y (3.6)

∧
Rn((s − x); x, y) = 0 ,

∧
Rn((t − y); x, y) = 0 (3.7)

eş൴tl൴kler൴ne ulaşırız. h ∈ C2(∆) ve (x, y) ∈ ∆ ൴ç൴n Taylor açılımı kullanılırsa

h(s, t) − h(x, y) = h(s, y) − h(x, y) + h(s, t) − h(s, y) (3.8)

= ∂h(x, y)
∂x

(s − x) +
s∫
x

(s − u)∂2h(u, y)
∂2u

du + ∂h(x, y)
∂y

(t − y) +
t∫
y

(t − v)∂2h(x, v)
∂2v

dv

elde ed൴l൴r. Bu son eş൴tl൴ğ൴n ൴k൴ tarafınada (3.5)’te tanımlanan yardımcı fonks൴yon

uygulanırsa,

∧
Rn(h; x, y) − h(x, y) =

∧
Rn

 s∫
x

(s − u)∂2h(u, y)
∂2u

du; x, y


+

∧
Rn

 t∫
y

(t − v)∂2h(x, v)
∂2v

dv; x, y


= Rn

 s∫
x

(s − u)∂2h(u, y)
∂2u

du; x, y



−
x n

n+1∫
x

(
x

n

n + 1 − u
)

∂2h(u, y)
∂2u

du

+ Rn

 t∫
y

(t − v)∂2h(x, v)
∂2v

dv; x, y



−
y n

n+1∫
y

(
y

n

n + 1 − v
)

∂2h(x, v)
∂2v

dv
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eş൴tl൴ğ൴ elde ed൴l൴r. Buradan

|Rn(h; x, y) − h(x, y)| ≤ Rn

∣∣∣∣∣∣
s∫
x

|s − u|
∣∣∣∣∣∂2h(u, y)

∂2u

∣∣∣∣∣ du

∣∣∣∣∣∣ ; x, y



+

∣∣∣∣∣∣∣
x n

n+1∫
x

∣∣∣∣x n

n + 1 − u

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2h(u, y)

∂2u

∣∣∣∣∣ du

∣∣∣∣∣∣∣
+ Rn

∣∣∣∣∣∣
t∫
y

|t − v|
∣∣∣∣∣∂2h(x, v)

∂2v

∣∣∣∣∣ dv

∣∣∣∣∣∣ ; x, y



+

∣∣∣∣∣∣∣
y n

n+1∫
y

∣∣∣∣y n

n + 1 − v

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂2h(x, v)

∂2v

∣∣∣∣∣ dv

∣∣∣∣∣∣∣
≤
{

Rn((s − x)2; x, y) + (x n

n + 1 − x)2 + Rn((t − y)2; x, y) + (y n

n + 1 − y)2
}

× ‖h‖C2(∆)

≤
(
δ2

1(x) + δ2
2(x) + χ2

n(x, y)
)

‖h‖C2(∆)

= An(x, y) ‖h‖C2(∆) (3.9)

Son eş൴tl൴kten ve Lemma 3.3’den∣∣∣∣∧
Rn(f ; x, y)

∣∣∣∣ ≤ |Rn(f ; x, y)| +
∣∣∣∣f(x n

n + 1 , y
n

n + 1)
∣∣∣∣+ |f(x, y)| ≤ 3 ‖f‖ (3.10)

elde ed൴l൴r. Buradan, herhang൴ h ∈ C2(∆) ൴ç൴n (3.9) ve (3.10)’dan

|Rn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤
∣∣∣∣∧
Rn(f − h; x, y)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∧
Rn(h; x, y) − h(x, y)

∣∣∣∣
+ |h(x, y) − f(x, y| +

∣∣∣∣f(x n

n + 1 , y
n

n + 1) − f(x, y)
∣∣∣∣

≤ 4 ‖f − h‖ + |Rn(h; x, y) − h(x, y)|

+
∣∣∣∣f(x n

n + 1 , y
n

n + 1) − f(x, y)
∣∣∣∣

≤
(
4 ‖f − h‖ + An(x, y) ‖h‖C2(∆)

)
+ ω(f ; χn(x, y)) (3.11)

sonucuca ulaşırız. Son olarak her h ∈ C2(∆) ൴ç൴n (3.11)’dek൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴n ൴nf൴mumu ve
(3.4)’dek൴ eş൴ts൴zl൴kten,

|Rn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤ 4K2(f ; An(x, y)
4 ) + ω(f ; χn(x, y))

sonucuna ulaşırız ve ൴spat tamamlanır.

�
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3.6. Rn(f ; x, y) operatörünün GBS tiplisi olan Pn(f ; x, y) operatörünün inşaası

B൴r fonks൴yonun Bögel uzayındak൴ sürekl൴l൴ğ൴ ve d൴fferans൴yelleneb൴l൴rl൴ğ൴ ൴lk olarak

K. Bögel tarafından Bögel (1934, 1935) yıllarındak൴ çalışmalarında bahsed൴lm൴ş ve bu

fonks൴yoları sırasıyla B-sürekl൴ll൴k ve B-d൴fferens൴yelleneb൴l൴r olarak tanımlanmıştır. Son

yıllarda, l൴neer poz൴t൴f operatörler൴n൴n GBS (General൴zed Boolean Sum) Genelleşt൴r൴lm൴ş

Boolean Toplamı şekl൴ne dönüştürüp ve bu operatörler൴n൴n ൴ncelenmes൴ yaklaşımlar

teor൴s൴ ൴ç൴n popüler hale gelm൴şt൴r. GBS (General൴zed Boolean Sum) yan൴ Genelleşt൴r൴lm൴ş

Boolean Toplamı şekl൴ndek൴ operatörler ൴lk olarak Badea ve ark. (1988); Badea ve Cott൴n

(1990) çalışmalarında kullanılmıştır. Bu çalışmalarda Yaklaşımlar teor൴s൴nde ൴y൴ b൴l൴nen

Korovk൴n teorem൴n൴ Bögel-sürekl൴ fonks൴yonlar ൴ç൴n gel൴şt൴rm൴şlerd൴r. Dobrescu ve Mate൴

(1966)’da k൴ çalışmasında ൴se sınırlı aralıkta herhang൴ b൴r B-sürekl൴ fonks൴yonuna ൴k൴

değ൴şkenl൴ GBS t൴p Bernste൴n pol൴nomları ൴le yaklaşılab൴leceğ൴n൴ gösterm൴şlerd൴r. Ayrıca

Agrawal ve ark. (2016)’da k൴ araştırmada ൴se Polya dağılımına dayalı ൴k൴ değ൴şkenl൴ GBS

t൴p Lupaş-Durrmeyer operatörler൴n൴n yaklaşım dereces൴n൴ ൴ncelem൴şlerd൴r.

Bu çalışmalardan es൴nlenen bazı başka araştırmacılarda B-sürekl൴ll൴k ve B-

d൴fferans൴yelleneb൴l൴rl൴k tanımlarını kullanarak ൴k൴ değ൴şkenl൴ poz൴t൴f l൴neer GBS

operatörler൴n yaklaşım özell൴kler൴n൴ ൴ncelem൴şlerd൴r. GBS ൴le ൴lg൴l൴ b൴rçok makale örneğ൴

mevcuttur bunlardan tez൴m൴zde yararlanmış olduğumuz b൴rkaçına (Barbosu ve Pop, 2008;

Barsan ve Bra൴ca, 2011; Deshwal ve ark., 2017; Goyal ve ark., 2017; Ruch൴ ve ark.,

2018). şekl൴nde sıralanab൴l൴r. Yukarıda referans olarak ver൴len çalışmaların net൴ces൴nde

b൴zde bu bölüm ൴çer൴s൴nde∆ üçgensel bölges൴ üzer൴nde GBS t൴pl൴ ൴k൴ değ൴şkenl൴ Bernste൴n-

Kantorov൴ch operatörünü daha önceden∆ üçgensel bölges൴ üzer൴nde tanımladığımız (2.4)

operatörünün yaklaşım sonuçlarını d൴kkate alarak GBS t൴p operatörü aşağıdak൴ şek൴lde

tanımladık.

Pn(f ; x, y) =
n∑

k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
(

n + 1
2

)2
×

2 k+1
n+1 −1∫

2 k
n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

Mt0,s0(x, y)ds0dt0 (3.12)

Burada νn,k,l(x, y) ve Mt0,s0(x, y)

νn,k,l(x, y) =
(

n

k

)(
n − k

l

)(1 + x

2

)k (1 + y

2

)l (
1 − 1 + x

2 − 1 + y

2

)n−k−l
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Mt0,s0(x, y) = [f(x, s0) + f(t0, y) − f(t0, s0)]

şekl൴nde tanımlanır. B൴r sonrak൴ bölümlerde (3.12)’de tanımladığımız operatör ൴ç൴n,

pürüzsüzlük karma modülü yardımıyla yaklaşım hızını ve L൴psch൴tz sınıfları tanımınıda

kullanarak lokal yaklaşım özell൴kler൴ ൴le ൴lg൴l൴ olan teoremler ver൴lecekt൴r.

3.7. Pn(f ; x, y) operatörü için yaklaşım hızının hesaplanması

Teorem 3.12 ∀f ∈ Cb(∆), (x, y) ∈ ∆ ৻ç৻n (3.12) ৻le ver৻len operatör ৻ç৻n

| Pn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤ 4 ωmixed (f ; δ1(n), δ2(n))

eş৻ts৻zl৻ğ৻ geçerl৻d৻r. Burada δ1 = δ2 = 1√
n+1 ’ d৻r.

İspat. Öncel൴kle kabul edel൴m k൴ Cb(∆), ∆ üçgensel bölges൴ üzer൴ndek൴ tüm Bögel-

sürekl൴ fonks൴yonların uzayı olsun. C(∆) ⊂ Cb(∆) dır (Bögel, 1962). (2.12)’de ver൴len
pürüzsüzlük karma modülünün özell൴ğ൴nden faydalanarak,

φ(t0,s0)f(x, y) = f(x, s0) + f(t0, y) − f(t0, s0)

eş൴tl൴ğ൴ elde ed൴l൴r. Bu eş൴tl൴ğe (3.12) ൴le tanımlı operatör uygulanırsa

Pn(f ; x, y) − f(x, y) = −Rn(φ(t0,s0)f(x, y); x, y)

elde ed൴l൴r. Son eş൴tl൴ğe Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanırsa,

|Pn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤ Rn(
∣∣∣φ(t0,s0)f(x, y)

∣∣∣ ; x, y)

≤
(

Rn(r0,0) + δ−1
1

√
Rn ((t0 − x)2; x, y) + δ−1

2

√
Rn ((s0 − y)2; x, y)

+ 1
δ1δ2

√
Rn ((t0 − x)2; x, y) Rn ((s0 − y)2; x, y)

)
ωmixed (f ; δ1(n), δ2(n))

eş൴ts൴zl൴ğ൴ne ulaşılır. Lemma 3.2 ve Lemma 3.3’den

|Pn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤ Rn(
∣∣∣φ(t0,s0)f(x, y)

∣∣∣ ; x, y)

≤
(
1 + δ−1

1
1√

n+1 + δ−1
2

1√
n+1 + δ−1

1 δ−1
2

√
1

n+1
1

n+1

)
ωmixed (f ; δ1(n), δ2(n)) sonucuna

ulaşılır. Yukarıdak൴ eş൴ts൴zl൴kte δ1 = δ2 = 1√
n+1 , seç൴l൴rse ൴spatımız tamamlanır.

�
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Teorem 3.13 ∀f ∈ Cb(∆), (x, y) ∈ ∆ olmak üzere, (3.12) ৻le tanımlı operatör ৻ç৻n

| Pn(f ; x, y) − f(x, y)| ≤ 2Kmixed

(
f ; 1

n + 1 ,
1

n + 1

)

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.

İspat. h1 ∈ C2,0
B ൴ç൴n, Taylor açılımını kullanarak

h1(s, t) = h1(x, y) + (s − x)D1,0
B h1(x, y) +

s∫
x

(s − v)D2,0
B h1(v, y)dv

eş൴tl൴ğ൴n൴ yazab൴l൴r൴z. Bögel (1962) ’den, GBS operatörünün l൴neerl൴k özell൴ğ൴n൴ kullanırsak

Pn(h1; x, y) = h1(x, y) + Pn

 s∫
x

(s − v)D2,0
B h1(v, y)dv; x, y



elde ed൴l൴r. (3.12) tanımı ve Lemma 3.3’den,

|Pn(h1; x, y) − h1(x, y)| = Rn

 s∫
x

(s − v)
[
D2,0

B h1(v, y) − D2,0
B h1(v, k)

]
dv; x, y


≤ Rn

∣∣∣∣∣∣
s∫
x

|s − v|
∣∣∣D2,0

B h1(v, y) − D2,0
B h1(v, k)

∣∣∣ dv; x, y

∣∣∣∣∣∣


≤ 1
2
∥∥∥D2,0

B h1

∥∥∥Rn

(
(s − x)2; x, y

)
≤ 1

2(n + 1)
∥∥∥D2,0

B h1

∥∥∥

eş൴ts൴zl൴ğ൴ elde ed൴l൴r. Benzer şek൴ldek൴ hesaplamalarla h2 ∈ C0,2
B ൴ç൴n,

|Pn(h2; x, y) − h2(x, y)| ≤ 1
2
∥∥∥D0,2

B h2

∥∥∥Rn

(
(t − y)2; x, y

)
≤ 1

2(n + 1)
∥∥∥D0,2

B h2

∥∥∥
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sonucunada ulaşılır. Benzer şek൴lde, g ∈ C2,2
B ൴ç൴n

g(s, t) = g(x, y) + (s − x)D1,0
B g(x, y) + (t − y)D0,1

B g(x, y)

+
s∫
x

(t − y)(s − v)D2,1
B g(v, y)dv

+ (s − x)(t − y)D1,1
B g(x, y)

+
s∫
x

(s − v)D2,0
B g(v, y)dv +

t∫
y

(t − u)D0,2
B g(x, u)du

+
t∫
y

(s − x)(t − u)D1,2
B g(x, u)du

+
s∫
x

t∫
y

(s − v)(t − u)D2,2
B g(v, u)dudv

eş൴tl൴ğ൴n൴ yazarsak Pn((s − x); x, y) = Pn((t − y); x, y) = 0 elde ed൴l൴r. Buradanda

| Pn(g; x.y) − g(x, y)|

≤

∣∣∣∣∣∣Rn

 s∫
x

t∫
y

(s − v)(t − u)D2,2
B g(v, u)dudv; x, y

∣∣∣∣∣∣
≤ Rn

∣∣∣∣∣∣
s∫
x

t∫
y

(s − v)(t − u)D2,2
B g(v, u)dudv

∣∣∣∣∣∣ ; x, y


≤ Rn

 s∫
x

t∫
y

|s − v| |(t − u)|
∣∣∣D2,2

B g(v, u)
∣∣∣ dudv; x, y


≤ 1

4
∥∥∥D2,2

B g
∥∥∥

∞
Rn

(
(s − x)2(t − y)2; x, y

)

eş൴ts൴zl൴ğ൴ne ulaşılır. Son eş൴ts൴zl൴kte

Rn

(
(s − x)2(t − y)2; x, y

)
= Rn

(
(s − x)2; x, y

)
Rn

(
(t − y)2; x, y

)
≤ 1

(n + 1)2

൴fadeler൴ yer൴ne yazılırsa,

| Pn(g; x.y) − g(x, y)| ≤ 1
4(n + 1)2

∥∥∥D2,2
B g

∥∥∥
∞

sonucu elde ed൴l൴r. Son olarak f ∈ Cb(∆) ൴ç൴n yukarıda elde ett൴ğ൴m൴z tüm sonuçlar
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b൴rleşt൴r൴l൴rse,

| Pn(f ; x, y) − f(x, y)|

≤ |(f − h1 − h2 − g)(x, y)| + |(h1 − Pnh1)(x, y)| + |(h2 − Pnh2)(x, y)|

+ |(g − Png)(x, y)| + |Pn((f − h1 − h2 − g); x, y)|

≤ 2 ‖f − h1 − h2 − g‖∞ + 1
2(n + 1)

∥∥∥D2,0
B h1

∥∥∥
1

2(n + 1)
∥∥∥D0,2

B h2

∥∥∥+ 1
4(n + 1)2

∥∥∥D2,2
B g

∥∥∥
∞

elde ed൴l൴r, ve h1 ∈ C2,0
B , h2 ∈ C0,2

B , g ∈ C2,2
B ൴ç൴n her taraftan ൴nf൴mum değeler൴n൴ alırsak

bu da ൴spatı tamamlar. �

Teorem 3.14 g ∈ Lipα(β, γ) olmak üzere (3.12) ৻le tanımlı operatör ৻ç৻n

| Pn(g; u, v) − g(u, v)| ≤ α Πn,2(u)
β
2 Ψn,2(v)

γ
2

eş৻ts৻zl৻ğ৻ sağlanır.

İspat. (3.12) tanımı ve B-sürekl൴ fonks൴yoları ൴ç൴n L൴psch൴tz sınıfları kullanılarak,

| Pn(g; u, v) − g(u, v)| ≤ Rn

(∣∣∣φ(t0,s0)g(u, v)
∣∣∣ ; u, v

)
≤ αRn

(
|t0 − u|β |s0 − v|γ ; u, v

)
= αRn

(
|t0 − u|β ; u, v

)
Rn (|s0 − v|γ ; u, v)

eş൴ts൴zl൴ğ൴ elde ed൴l൴r, Bu ൴fadeye Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ndek൴ (p1, q1) ve (p2, q2) ൴fadeler൴n൴n
yer൴ne sırasıyla

(
2
β
, 2

2−β

)
,
(

2
γ , 2

2−γ

)
൴fadeler൴n൴ uygularsak ve ayrıca Lemma 3.2 ve Lemma

3.3’den faydalanarak

| Pn(g; u, v) − g(u, v)| ≤ α

(
Rn

(
(t0 − u)2; u, v

)β
2 Rn (r0,0; u, v)

2−β
2

×Rn

(
(s0 − v)2; u, v

) γ
2 Rn (r0,0; u, v)

2−γ
2

)
≤ α Πn,2(u)

β
2 Ψn,2(v)

γ
2

sonucunu elde eder൴z. Bu da ൴spatı tamamlar. �
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA

4.1. Rn(f ; x, y) ile Pn(f ; x, y) operatörlerinin bazı fonksiyonlara yaklaşım

hızlarının grafik ve tablolarla karşılaştırılması

Bu bölüm ൴çer൴s൴nde ∆ := {(x, y) : −1 ≤ x, y ≤ 1, x + y ≤ 0} üçgensel bölges൴

üzer൴nde (2.4) ve (3.12)’de tanımladığımız operatörler൴n൴n bazı fonks൴yonlara yaklaşımları

örnekler ver൴lerek detaylıca yorumlanmış, graf൴k ç൴z൴mler൴ ve hata tahm൴nler൴ nümer൴k

değer tabloları Maple yazılım programı yardımı ൴le elde ed൴lm൴şt൴r.

Örnek 4.1 Şek৻l 4.1.’de (Sarı) ৻le göster৻len ∆ üçgensel bölges৻ üzer৻nde (2.4) ৻le tanımlı

operatör her (x, y) ∈ ∆ ৻ç৻n sırasıyla n = 5, 50 değerler৻ kullanılarak (Yeş৻l) ৻le

göster৻len f(x, y) = 3 sin(x + y)5 − 5 cos(x − y)3 fonks৻yonuna yaklaşımının graf৻ğ৻

ver৻lm৻şt৻r. Şek৻l 4.1.’den aş৻kardır k৻; n değer৻ arttıkça (2.4) operatörünün f(x, y)
fonks৻yonuna yaklaşımı dahada artmaktadır yan৻ yaklaşım ৻y৻ye g৻tmekted৻r. Ayrıca Tablo

4.1.’de ৻se n = 5, 25, 125, 250 ve farklı (x, y) ∈ ∆ değerler৻ ৻ç৻n, (2.4) operatörünün

f(x, y) = 3 sin(x + y)5 − 5 cos(x − y)3 fonks৻yonuna yaklaşımının hata tahm৻n değerler৻

ver৻lm৻şt৻r. Tablo 4.1.’৻ referans alırsak, n değerler৻ arttıkça (2.4) operatörünün f(x, y)
fonks৻yonuna yaklaşımının hata tahm৻n değerler৻ ৻y৻ce azalmaktadır d৻yeb৻l৻r৻z.

Şekil 4.1. f(x, y) = 3 sin(x + y)5 − 5 cos(x − y)3 fonksiyonuna (2.4) ile tanımlı operatörünün n = 5, 50
değerleri için yaklaşımının grafiği.
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Örnek 4.2 Şek৻l 4.2.’de (Mor) ৻le göster৻len ∆ üçgensel bölges৻ üzer৻nde (2.4) ৻le tanımlı

operatör her (x, y) ∈ ∆ ৻ç৻n sırasıyla n = 5, 50 değerler৻ kullanılarak (Sarı) ৻le

göster৻len f(x, y) = x3 sin(x − y) fonks৻yonuna yaklaşımının graf৻ğ৻ ver৻lm৻şt৻r. Şek৻l

4.2.’den görülürk৻; n değer৻ arttıkça (2.4) operatörünün f(x, y) fonks৻yonuna yaklaşımı

৻y৻ye g৻tmekted৻r. Ayrıca Tablo 4.2.’de sırasıyla n = 5, 25, 125 değerler৻ ৻ç৻n (2.4)

operatörünün f(x, y) = x3 sin(x − y) fonks৻yonuna yaklaşımının hata tahm৻n nümer৻k

değerler৻ hesaplanmıştır. Buradan açıkca görülür k৻ daha küçük (x, y) değerler৻ ৻ç৻n n

değer৻ arttıkça yaklaşımda k৻ hata tahm৻n değer৻ küçülmekted৻r.

Şekil 4.2. f(x, y) = x3 sin(x − y) fonksiyonuna (2.4) ile tanımlı operatörünün n = 5, 50 değerleri için

yaklaşımının grafiği.

Örnek 4.3 Şek৻l 4.3.’de (Kırmızı) ৻le göster৻len ∆ üçgensel bölges৻ üzer৻nde tanımlı olan

(2.4) ve (Yeş৻l) ৻le göster৻len GBS t৻p (3.12) operatörler৻n৻n her (x, y) ∈ ∆ ve n = 5, 40
değerler৻ ৻ç৻n (Mav৻) ৻le göster৻len f(x, y) = x2−sin(y−x) fonks৻yonuna yaklaşımlarının
graf৻ğ৻ ver৻lm৻şt৻r. Şek৻l 4.3.’den aş৻kardırk৻; n değer৻ arttıkça GBS t৻p (3.12) operatörü

(2.4) operatörüne göre f(x, y) fonks৻yonuna daha ৻y৻ yaklaşım serg৻lemekted৻r. Ayrıca

Tablo 4.3.’de farklı (x, y) ve n = 500 değerler৻ ৻ç৻n (2.4) ve (3.12) operatörler৻n৻n

f(x, y) fonks৻yonuna yaklaşımlarının hata tahm৻n değerler৻ elde ed৻lm৻şt৻r. Tablo 4.3.’den
açıkça her (x, y) ∈ ∆ ৻ç৻n (3.12) operatörün f(x, y) fonks৻yonuna yaklaşımının hata

tahm৻n değerler৻, (2.4) operatörünün f(x, y) fonks৻yonuna yaklaşımının hata tahm৻n

değerler৻nden daha küçük olduğu görülür. Yan৻ daha ৻y৻ yaklaşım sonuçları vermekted৻r.
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Şekil 4.3. f(x, y) = x2 −sin(y −x) fonksiyonuna (2.4) ile (3.12) tanımlı operatörlerin n = 5, 40 değerleri
için yaklaşımının grafiği.

Çizelge 4.1. f(x, y) = 3 sin(x + y)5 − 5 cos(x − y)3 fonksiyonu için (2.4) ile tanımlı operatörünün farklı
n ve (x, y) değerleri kullanılarak yaklaşımının hata tahminleri nümerik değerleri tablosu.

(x, y) n = 5 n = 25 n = 125 n = 250
(−0.1, −0.1) 1.99342301 0.80800223 0.20210506 0.10427423
(−0.5, −0.3) 1.32812648 0.43903527 0.10114575 0.05154992
(−0.1, −0.9) 0.46485159 0.19177431 0.04600548 0.02355847

(1, −1) 0.33068302 0.15076510 0.03613600 0.01840450
(−0.9, 0.9) 0.30603976 0.00841899 0.00689241 0.00384924

Çizelge 4.2. f(x, y) = x3 sin(x − y) fonksiyonu için (2.4) ile tanımlı operatörünün farklı n ve (x, y)
değerleri için yaklaşımının hata tahminleri nümerik değerleri tablosu.

(x, y) n = 5 n = 25 n = 125
(0.095, −0.095) 0.080565 0.010006 0.001126
(0.05, −0.05) 0.077840 0.008023 0.000554

(−0.025, 0.025) 0.077027 0.007437 0.000424
(−0.01, −0.01) 0.076414 0.007196 0.000361
(−0.01, −0.099) 0.074421 0.006830 0.000325
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Çizelge 4.3. f(x, y) = x2 − sin(y − x) fonksiyonu için (3.12) ve (2.4) ile tanımlı operatörlerinin n = 500
ve farklı (x, y) değerleri için yaklaşımının hata tahminleri nümerik değerleri tablosu.

(x, y) |R500(f ; x, y) − f(x, y)| |P500(f ; x, y) − f(x, y)|
(0.01, −0.01) 0.00373539672 0.00007801713
(−0.02, 0.02) 0.00444218352 0.00015595725
(0.03, −0.04) 0.00313838356 0.00026983045

(−0.03, −0.05) 0.00373219945 0.00007189246
(0.05, −0.05) 0.00276456558 0.00038854967
(0.06, −0.06) 0.00251728506 0.00046541592

(−0.07, −0.05) 0.00414246641 0.00006892313
(−0.07, −0.07) 0.00391506974 0.00000000012
(0.08, −0.08) 0.00202380312 0.00061769752
(0.09, −0.09) 0.00177541194 0.00069296224
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER

5.1. Sonuçlar

Bu tez çalışmasında, ∆ := {(x, y) : −1 ≤ x, y ≤ 1, x + y ≤ 0} üçgensel bölges൴

üzer൴nde (x, y) ∈ ∆ ve f ∈ C(∆) ൴ç൴n (2.4)’de ver൴lm൴ş olan ൴k൴ değ൴şkenl൴ Bernste൴n-
Kantorov൴ch operatörü

Rn(f ; x, y) =
(

n + 1
2

)2 n∑
k=0

n−k∑
l=0

νn,k,l(x, y)
2 k+1

n+1 −1∫
2 k

n+1 −1

2 l+1
n+1 −1∫

2 l
n+1 −1

f(s, t)dsdt

şekl൴nde tanımlanmıştır. Yukarıdak൴ denklemde

νn,k,l(x, y) =
(

n

k

)(
n − k

l

)(1 + x

2

)k (1 + y

2

)l (
1 − 1 + x

2 − 1 + y

2

)n−k−l

şekl൴nde tanımlanır. Öncel൴kle (2.4) operatörünün l൴neer ve poz൴t൴f olduğu göster൴lm൴şt൴r.

Ardından sırasıyla 1, s, t, s2, t2, s3, t3, s4, t4 test fonks൴yonlarının (2.4) operatörü altındak൴

görüntüler൴ hesaplanmıştır. (2.4) operatörü ൴ç൴n 4. mertebeye kadar merkez൴ momentler

hesaplanmıştır. Volkov (1957) tarafından ver൴len teorem gereğ൴; (2.4) operatörünün

b൴r f fonks൴yonuna yaklaşımının düzgün olacağı ൴spatlanmış, tam ve kısm൴ sürekl൴l൴k

modüller൴ yardımları aracılığıyla yaklaşım hızı hesaplanmıştır. Ayrıca Voronovskaja t൴p

as൴mtot൴k yaklaşım ൴le ൴lg൴l൴ teorem ൴spatı ൴le b൴rl൴kte ver൴lm൴ş ve l൴psch൴tz sınıflarında

k൴ yaklaşımıda ൴ncelenm൴şt൴r. Daha sonra (2.4) operatörü ൴ç൴n Peetre’s K-fonks൴yonel൴ ve

൴k൴nc൴ mertebeden ൴k൴ değ൴şkenl൴ durum ൴ç൴n ver൴len sürekl൴l൴k modülü yardımı ൴le de lokal

yaklaşım hızı hesaplanmıştır. (2.4) operatörü ൴ç൴n (3.12)’de GBS t൴p operatör ൴nşaa ed൴lm൴ş

ve bu ൴nşaa ed൴len operatörün karma sürekl൴l൴k modülü yardımı aracılığıylada yaklaşım

hızı hesaplanmış ve L൴psch൴tz sınıfları yaklaşımıda ver൴lm൴şt൴r. Tez൴n son kısmında ൴se

Maple yazılım programı yardımıyla ∆ bölges൴ üzer൴nde tanımlı ve graf൴kte sar൴ renk ൴le

göster൴len (2.4) operatörü ൴ç൴n Örnek 4.1’de her (x, y) ∈ ∆ ൴ç൴n sırasıyla n = 5, 50
değerler൴ kullanılarak graf൴kte yeş൴l renk olarak ver൴len f(x, y) = 3 sin(x+y)5−5 cos(x−
y)3 fonks൴yonuna yaklaşımının graf൴ğ൴ Şek൴l 4.1.’de ç൴z൴lm൴şt൴r. Tablo 4.1.’de ൴se farklı

n ∈ N+ ve (x, y) ∈ ∆ değerler൴ ൴ç൴n, f(x, y) = 3 sin(x + y)5 − 5 cos(x − y)3 ൴le

∆ üçgensel bölges൴ üzer൴nde tanımlı (2.4) operatörü arasındak൴ hata tahm൴n değerler൴

ver൴lm൴şt൴r. Örnek 4.2’de ൴se mor renk olarak tanımlamış olduğumuz (2.4) operatörünün

sarı renk ൴le göster൴len f(x, y) = x3 sin(x − y) fonks൴yona yaklaşımının graf൴ğ൴ n = 5, 50
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER Reşat Aslan

değerler൴ ൴ç൴n Şek൴l 4.2.’de ç൴z൴lm൴şt൴r. Tablo 4.2.’de ൴se sırasıyla n = 5, 25, 125 değerler൴
൴ç൴n (2.4) operatörünün f(x, y) = x3 sin(x − y) fonks൴yonuna yaklaşımının hata tahm൴n
değerler൴ hesaplanmıştır. Örnek 4.3’de ൴se; n = 5, 40 değerler൴ ൴ç൴n kırmızı renk ൴le ver൴len
(2.4) operatörü ൴le yeş൴l renk ൴le ver൴len (2.4) operatörünün GBS t൴pl൴s൴n൴n (3.12) mav൴

renk ൴le göster൴len f(x, y) = x2 − sin(y − x) fonks൴yonuna yaklaşımları Şek൴l 4.3.’de
karşılaştırılmıştır. Ayrıca Tablo 4.3.’de ൴se farklı (x, y) ve n = 500 değerler൴ ൴ç൴n (2.4)

operatörü ൴le (3.12) operatörler൴n൴n f(x, y) = x2 − sin(y − x) fonks൴yonuna yaklaşım
hızlarının hata tahm൴n değerler൴ kıyaslanmıştır.

5.2. Öneriler

Bu tez çalışmasında, ∆ := {(x, y) : −1 ≤ x, y ≤ 1, x + y ≤ 0} üçgensel bölges൴

üzer൴nde tanımlamış olduğumuz ൴k൴ değ൴şkenl൴ Bernste൴n-Kantorov൴ch t൴p൴ndek൴ operatör

൴ç൴n ൴lerleyen çalışmalarda farklı uzaylarda örneğ൴n; ağırlıklı veya Lp uzaylarında

k൴ yaklaşım özell൴kler൴ araştırılab൴l൴r. İk൴ değ൴şkenl൴ Bernste൴n-Kantorov൴ch t൴p൴ndek൴

operatör ൴ç൴n son yılların popüler genelleşt൴r൴lmeler൴nden b൴r൴ olan q ve (p, q)−analogları,

yan൴ kuantum ve post-kuantum analogları tanımlanarak bu operatörler൴n yaklaşım

özell൴kler൴ detaylıca ൴nceleb൴l൴r. Ayrıca daha güçlü yazılım programları farklı fonks൴yonlar

൴ç൴n denenerek hata tahm൴n değerler൴n൴ çok daha küçük değerlere ൴nd൴reb൴lmem൴z

mümkündür.
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