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OZET

Doktora Tezi

UCGENSEL BOLGEDE iKi DEGISKENLiI BERNSTEIN-KANTOROViCH OPERATORU iLE
YAKLASIM

Resat Aslan

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman : Prof. Dr. Aydmn iZGi
Yil: 2020, Sayfa: 54

Bu tez caligmasinda, tiggensel bir bélge tizerinde iki degiskenli Bernstein-Kantorovich tipindeki operatorii
tanimlayarak bu operatdriin yaklagim hizini, kismi ve tam siireklilik modiillerini kullanarak hesapladik.
Daha sonra, bu operatdr igin Voronovskaja tip asimtotik yaklasimini elde ettik. Ardindan, bu operatdr
icin lokal yaklasim o6zelliklerini ve Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar i¢inde yaklagimini inceledik.
Ayrica, iggensel bolge tizerinde tanimlamis oldugumuz Bernstein-Kantorovich tipindeki operator i¢in GBS
tip operatorii tanimladik ve bu operatoriin bazi yaklasim 6zelliklerini arastirdik. Son olarak, yukarida
bahsedilen operatorlerin bazi fonksiyonlara yaklagim hizlart grafiklerle karsilagtirilmis ve bu yaklagimin
hata tahminleri niimerik tablolar ile verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer pozitif operatorler, Siireklilik modiilii, Bernstein-Kantorovich
tip operatdr, Voronovskaja tip asimtotik teorem, B-siireklilik ve B-
differensiyellenebilirlik, Peetre’s K -fonksiyoneli.
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In this thesis, by defining the bivariate Bernstein-Kantorovich type operator on a triangular domain, we
calculated the rate of convergence of this operator by using of the partial and complete modulus of continuity.
Then, we obtained the Voronovskaja type asymptotic approximation for this operator. Next, for this operator
we examined the local approximation properties and the approximation for functions on the Lipschitz class.
Additionally, we have defined the GBS type operator of bivariate Bernstein-Kantorovich type operator on
the triangular domain and investigated some approximation properties of this operator. Finally, the rate of
convergence of the above mentioned operators to some functions are compared with the graphics and the
error estimates of this approximation are given by numerical tables.
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1. GIRIS

19. ylizyilin sonlarinda ortaya c¢ikan ve heniliz matematigin dinamik bir dal
olarak ifade edilen yaklasimlar teorisi, fonksiyonlar teorisinin en ¢ok uygulama alani
olan dallarindan bir tanesi olarak nitelendirilebilir. Bu dalin asil amaci; fonksiyonlar
uzayindaki elemanlar1 belirli bir noktada veya normda bu uzayin bir alt uzayinin veya
baska bir uzayin elemanlarindan olusturulmus dizilerin limitleri seklinde gosterimlerini
bulmaktir diyebiliriz. Bu durumda bu diziler, verilen uzayin elemanlarini yaklastirir
veya bu elemanlarla yaklasir denir ve dolayisiyla yaklasma problemi ¢oziiliir. Tabi
ki bu durumda yaklasan dizinin elemanlarinin iyi 6zellikleri olmasi gerekir. Cilinkii
amag, “plirlizlii” elemanlara ”iyi” elemanlarla yaklagsmaktir. Bu tiir 6zellikleri iyi olan
elemanlara 6rnek olarak trigonometrik polinomlar, cebirsel polinomlar, tam fonksiyonlar
(tim diizlemde analitik olan fonksiyonlar), sonsuz basamaktan differansiyellenebilen
fonksiyonlar1 verebiliriz. Bu ve benzeri elemanlar yaklasma probleminin ¢dziimiinde
yer alabilir, fakat genelde fonksiyonlar1 yaklastiran en basit yapilar lineer pozitif
operatorlerin yardimiyla tanimlanabildiginden son altmis yildir yaklasimlar teorisinde
lineer pozitif operatorler onemli bir yer tutar. Bu operatdrler pozitif fonksiyonlar pozitif
fonksiyonlara doniistiirdiiklerinden dolayr monoton operatorlerdir. Bu 6zellik pozitif
operatorler icin 6nemli esitsizlikler ispatlamaya imkan verir (Haciyev ve Hacisalihoglu,
1995). Yaklasimlar teorisi aslinda fonksiyonel analizle ilgili bir konu olup bu teorinin
amaci daha c¢ok nitelikleri az bilinen bir fonksiyona 0Ozellikleri iyi bilinen bagska
fonksiyonlarla yaklagilarak daha basit sekilde hesaplanabilmesine yardimei olmaktir. 19.
ylizyildan giiniimiize birgok matematik¢i, ¢alisilmasi zor olan bir fonksiyona, nitelikleri
daha iyi bilinen yani ¢alisilmasi1 daha kolay olan, 6érnegin polinomlar gibi, daha basit
yapida olan fonksiyonlarla yaklagabilir miyiz ve bu yaklasimi en iyi nasil saglariz
sorularina cevap aramiglardir. Bu fikirden yola ¢ikarak 1885 yilinda 70 yasinda olan
Alman Matematik¢i Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, sonlu bir aralikta stirekli her
fonksiyona ayni aralikta yakinsayan bir polinom dizisinin varhigi ile ilgili teoremi
iddia ve ispat etmistir (Pinkus, 2000). Ayrica Weierstrass’in bu {inlii teoremi ayni
tarihlerde birbirlerinden bagimsiz olarak isveg¢li matematikg¢iler olan Mittag-Leffler ve
Phragmen tarafindan bir gazetede dort sayfaya yayilan bir dipnot olarak yaymlanmustir.
Bu c¢alismalardan hareketle, Bernstein (1912) calismasinda cesitli operatorler ve bu

operatorlerin genellemelerini incelemistir. Bernstein (1912) ’nin ¢aligmasindan ilham alan
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ve her ne kadar bu polinomlarin grafiklere uygulanabilirligi yarim yiizy1l sonra anlasilsada
glinlimiizde Bezier egrileri olarak bilinen ¢alisma 1962’de Renault otomobil firmasinda
gbovdeleri tasarlamak icin kullanilan Fransiz miihendis Pierre Bezier tarafindan yaygin
olarak kullanilmistir. Ancak bu egrilerin iizerine yapilan ¢aligma ilk olarak 1959°da
matematik¢i Paul de Casteljau tarafindan, bagka bir Fransiz otomobil iireticisi olan
Citroen’de Bezier egrilerini degerlendirmek i¢in sayisal olarak kararli bir yontem olan
Casteljau’nun algoritmasi kullanilarak gelistirilmistir. Bagka bir matematik¢i Bohman
(1951) tarafindan ise: toplam seklindeki lineer pozitif operator dizisinin [0, 1] araliginda
stirekli olan fonksiyona yaklagmasi ile ilgili problemi incelemis ardindan Rus matematikg¢i
Pavel Korovkin, Bohman (1951)’nin kosullarin1 genel halde de saglayan genel bir
teorem ispatlanmistir (Korovkin, 1953). Bu teorem, ciddi bir uygulama potansiyeline
sahip oldugu i¢in matematik ile ilgili aragtirmalarda 6nemli bir rol almaya baglamistir
ve Korovkin (1953)’nin g¢aligmasindan sonra pozitif ve dogrusal operator dizileri
tarafindan verilen dogrusal yaklasim yontemlerinin incelenmesi, yaklagim teorisinin
koklii bir pargasi haline gelmistir. Boylece 20. yilizyilda fonksiyonlara lineer pozitif
operatorlerle yaklasim Onemli bir arastirma ve uygulama alani haline ulasmistir.
Ozellikle bu uygulamali arastirma konularindan bazilarmi su sekilde siralayabiliriz:
uygulamali matematik alanlari, miihendislik, bilgisayar destekli geometrik tasarim,
plastik cerrahi, dis tedavisinde pliriizsiiz protez ve implantlarin yapimi, sayisal analiz
ve differansiyel denklemlerin ¢oziimii vb. calismalar {izerine olmustur. Yaklasim
teorisi ayrica yaklasimla ortaya ¢ikan hatanin boyutunu ve 6zelliklerini de inceler ve
yaklasimlar genellikle yiiksek dereceli terimlerin diistiigii gili¢ serisi acilimlari ile elde
edilir. Polinomlarin yaklagimi ve egri ¢izgileri gibi yaklagim iizerine odaklanan klasik
yaklasim teorisi, uygulamali matematikte de temel bir arastirma alanidir. Yaklagimlar
teorisi, kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozliimiinde, goriintii islemede ve veri
analizinden baska bircok disiplinde de 6nemli bir rol oynar. Ornegin; havacilik ve
otomobil endiistrilerinde geometrik modelleme igin seritler, radyal temel fonksiyonlar ve
degismez uzaylar iizerinde yaklasim yaygin olarak uygulanmaktadir. Ayrica yaklasimlar
teorisinin biiyiik dl¢ekte tabanlar kullanilarak bilimsel hesaplamada da ¢ok giiclii araglar
oldugu kanitlanmustir. Insaat Miihendisligi alaninda kullanilan dinamik sistemlerin ve
sinyal siniflandirmalarinin tanimlanmasi ve kontroliindeki problemlerin ¢dziimiinde,
termografik goriintiileme metodu ile bina ve kdprii gibi yapilarin depreme karsi

dayanikliklarint ve enerji verimliliklerinin incelenmesinde ¢ok degiskenli Kantorovich
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operatorleri araciligiyla yaklagim son yillarin popiiler olan yeni uygulamalarindandir.
Bu calismalarin bazilarina Bordaro ve Mantellini (2010, 2011); Cluni ve ark. (2015)
araciligiyla ulasilabilir. Ayrica son zamanlarda, aralikli yaklasim teknikleri, yiiksek
boyutlarda biiyiik verilerle hesaplanmasinda ¢ok popiiler hale gelmistir. Yaklasim teorisi
ayni zamanda kuramsal matematikteki pek¢ok arastirma konusu ile gili¢lii bir baga sahiptir.
Ornegin; araliklar teorisi kombinasyonlarinda klasik problemlerin incelenmesi, Atiyah-
Singer endeksini hesaplanabilmesi ve Stanley’nin sihirli kareler hakkindaki varsayimini

kutu egriler yontemi ile ¢oziilmesi seklinde siralanabilir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

“Her bir elemanin bir topolojik uzaym icerisinde yogun olan bir alt uzaynin
elemanlarindan olusturulan dizinin yakinsadigi nokta seklinde ifade edilebilir”
gerceginden yola ¢ikan Alman Matematik¢i Karl-Weiertrass f, R {izerinde simirh

ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere

+oo 5
Wo(fix) = \/Z/e_m;m) f(t)dt, x € (—o0, +00)

ile tammli W, (f; x) fonksiyon dizisinin s6z konusu fonksiyona R {izerinde noktasal,
kapal1 ve sinirli araliklar lizerindede diizgiin yakinsak oldugunu gostermistir. Yani R ’nin
kompakt altkiimeleri tizerindeki polinomlar uzay1 Pa, b] nin [a, b] aralig1 izerinde taniml
stirekli fonksiyonlar uzayinin C'la, b]’de yogun oldugunu gostermis ve kompakt kiimeler
tizerinde siirekli olan her f fonksiyonu i¢in bir P,(x) polinomlar dizisine (diizgiin)

yaklasilabilecegini ifade ve ispat etmistir (Weirstrass, 1885).

Bu teoremin ispat1 topolojik metodlara dayandigindan bazi matematikgiler i¢in bu
ispat biraz karisik ve uzun bulunmustur. 1912 yilinda Rus Matematik¢i S.N.Bernstein,
Weirstrass (1885)’de yukarida tanimlamis oldugu polinom dizisinin nasil olacagi tizerinde

caligmalar yapmis ve toplamsal bicimde bir polinomlar dizisini
& k
Bl(x)=Yf () (”) 2" (1 — )" " (2.1)
" \n/) \k

seklinde tanimlamigtir. Bernstein kendi adiyla anilan bu polinomlarla [0, 1] araliginda
taniml1 ve silirekli fonsiyonuna yaklasilabilecegini ispatlamistir (Bernstein, 1912).
Bernstein’nin ispatindan sonra Kantorovich (1930) ise [0, 1] araligindaki integrallenebilir

f fonksiyonlar1 i¢in

k+1

n n+1

Kolfi) = (n+ )Y (Z)x’%l oyt [ foa,

seklinde tanimli K, operatorlerini tanimlamis ve giinlimiizde bu operatorler Kantorovich
operatorleri olarak anilmaktadir. I. Chlodowsky, Bernstein polinom dizilerini sonsuza

genisleyen araliklar lizerinde

arn = [ (&) (-2) T i esass,

—=o \ k
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biciminde tanimlamis ve yakinsaklik ozelliklerini incelemistir (Chlodowsky, 1937).
Yukaridaki denklemde {b,} dizisi; nh—>nolo b, = oo ve nh_{go %” = 0 kosulunu saglayan
bir pozitif reel sayilarin artan dizisidir. C,(f;x) operatorlerine literatiirde Bernstein-
Chlodowsky polinomlari ad1 verilir. Bernstein (1912)’in ¢aligmasindan sonra farkli mekan
ve zamanda; bagka bir matematik¢i Bohman (1951) tarafindan, toplam seklindeki lineer
pozitif operatorler dizisinin [0, 1] araliginda siirekli olan fonksiyonuna yaklagmasi ile
ilgili problemini incelemistir ve ardindan Pavel Korovkin 1953 yilindaki ¢alismasinda ise,
lineer pozitif operatorlerin sonlu aralikta siirekli bir fonksiyona yaklagimiyla ilgili bu alana
yon veren onemli teoremler ortaya koymus ve genel bir teorem ispatlamis ve gostermistir
ki Bohman (1951)’1n kosullar1 genel haldede saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).
V.A. Baskakov ise, [0, co0) araliginda siirekli olan ve zh_}ngo ﬁ—?z < oo kosulunu saglayan f

fonksiyonuna yakinsayan

v =S | T ()

ile tanimhi {V,,} operator dizisini tanimlamis ve bu dizinin yakinsaklik 6zelliklerini
incelemistir (Baskakov, 1957). Literatiirde bu operatorlere Baskakov operatorleri denir.
Ucgensel bir A bolgesi iizerinde iki degiskenli Bernstein polinomlarida Stancu (1963)

tarafindan

g: A — Rolmakiizere, A = {(z,y) :c+y <1,0< z,y <1}

n n—k k’ l
9@9 ZZJnkzﬂﬁy (2.2)

7’L7’L

seklinde tanimlamustir. Yukaridaki esitlikte verilen jy, . ;(x, y) ifadesi

, n\(n—k ko
st = () ("7 )t - - g

’dir. Pop ve Farcas (2009)’daki calismasinda ise iki degiskenli Kantorovich

operatorlerinin yaklasim ozelliklerini, iki degisenkenli Bernstein operatorlerinden

esinlenerek
[ESRNESY
m m—k m+1 m+1
Un(f;2,y) = m—l—lzz bin (2, Y) X / / f(s,t)dsdt (2.3)
k=0 =0 k1
m+1 m+1

seklinde tamimlamislardir ve bu operatorlerin yaklasim Ozelliklerini detaylica

incelemislerdir. Derriennic (1985) tarafindan asagidaki sekilde liggensel bir 7' bolgesi

5
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tizerinde integral fonksiyonlar ile tanimli ¢ok degiskenli Bernstein polinomlarinin ve Lp

uzaylarindaki tiirevlerinin yakinsaklik durumunu incelemistir.
l
T=}%X=(x1,29,...,79)|x; > 0,i = 1,2...,[;2% <1
i=1

tanimli 7" bolgesi, R'de bir liggensel bolge olmak iizere integrallenebilen f fonksiyonu

icin n. mertebeden modifiye edilmis Bernstein polinomlarini

n—i—l

bi¢iminde tanimlamistir. Yukaridaki polinomda p,,;, (X) ifadesi
n!
ah(X) = ————X"(1 — | x|~

l
bl =>"hiy bl =hilholhyl, |X] = sz, X = g ghe gl

seklinde tanimlanmustir. Song (1995)’de ki calismasinda tiggensel bir bolge iizerinde
Bernstein-Kantorovich operatorlerinin  yaklasim 6zelliklerini  incelemistir. Ulrich
ve Mircea (2000)’de ki calismalarinda ise Kantorovich polinomlarinin asimptotik
yaklasimlarini incelemislerdir. Kivinukk ve Metsmagi (2011)’de ki arastirmalarindada
Kantorovich polinomlarini smirli salinnmli fonksiyonlar i¢in yaklasim 6zellikleri
incelemistir. 2011 yilinda ise 1ZGI’nin damigsmanhiginda baslayip 2012 yilinda bitirdigi
Yiiksek Lisans tez caligmasinda Cilo, [—1, 1] araliginda Bernstein operatorlerini

A =53 [ et ey gl

n

biciminde tanimlamis ve bu operatorlerin yaklasim 6zelliklerini incelemistir (Cilo, 2012).
Iki degiskenli operatorler ile en gok bilinen galisma, Volkov (1957)’un yapmis oldugu
“On the convergence of sequences of linear positive operators in the space of continuous
functions of two variable” isimli ¢alismadir. Uggensel bir bdlge iizerinde iki degiskenli
Bernstein-Stancu-Chlodowsky operatorlerinin yaklasim 06zellikleride Tuncer ve Aral

(2013) tarafindan arastirilmistir.

Lineer pozitif operatdrler teorisinde birgok operatoriin modifikasyonu ve
genellestirmesi iizerine g¢aligmalar yapilmis, fonksiyonlarin tanimli oldugu uzaylar,

bolgeler degistirilmis ve yaklasim Ozellikleri incelenmistir. Son yillarin popiiler

6
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genellestirilmelerinden biride operatorlerin ¢ ve (p,q)-analoglart yani kuantum ve
post-kuantum analoglari tizerine olmustur. g-operatorlerle ilgili ilk dncii calismalar Lupas
(1987)’de ve Phillips (1996)’da, g-ya dayali genellestirilmis Bernstein polinomlariin
yaklagim 6zelliklerinin arastirilmasi iizerine olmustur. Daha sonra, Orug ve Tuncer (2002)
tarafindan ¢g-Bernstein polinomlarinin yakinsaklig1 ve onlarin iterasyonu, Aral (2008)’da
genellestirilmis Szdsz—Mirakyan operatdrlerinin g-analoglar1 ve Aslan ve Izgi (2020)
tarafindan ise modifiye edilmis ¢-Bernstein operatorlerinin bazi yaklasim sonuglari
lizerine ¢alismalar yapilmistir. Yaklasim teorisine yeni bir slireg katan post-kuantum-
kalkiiliis ile 1lgili caligma ilk defa Mursaleen ve ark. (2015)’de Bernstein polinomlarinin
(p, q)-analoglar1 yani post-kuantum analoglari tizerine yapilmistir. Bu ¢aligmadan ilham
alinarak birgok operatdriin (p, ¢)-analoglari iizerine galismalarda yapilmistir. Ornegin;
iki degiskenli (p, ¢)-Bernstein operatdrlerinin yaklasim 6zelliklerini Karaisa (2016)’da,
(p, q)-lupas-schurer operatérlerinin bazi yaklasim 6zelliklerinin arastirilmas: Kanat ve
Sofyalioglu (2018)’de ve King tip (p, q)-Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorlerinin

yaklasimlarinin hata tahminleri ise Mursaleen ve ark. (2019) tarafindan yapilmistir.

2.1. R,(f;z,y) operatoriiniin tanimlanmasi

Bu tez ¢aligmasinda ise yukarida bahsi gecen bir¢ok caligma detaylica incelenmis
olup bu caligmalardan faydalanarak yeni bir operator ortaya konulmustur. Simdi bu yeni

operatoriimiizii asagidaki sekilde tanimlayalim ve kabul edelim ki;

A:={(z,y): =1 < x,y < 1,2+ 1y < 0} tiggensel bolgesi seklinde tanimlansin
ve C'(A) uzay1 ise; A tizerindeki siirekli ve R x R tizerindeki smirli fonksiyonlar uzayi
olarak verilsin. f € C(A) olmak iizere, C'(A) uzay1 lizerinde asagida tanimlanan norm

ile birlikte bir lineer normlu uzaydir.

HfHC(A) = iﬁf,%’é |f(z,y)]

(x,y) € Ave f € C(A) olmak iizere; iki degiskenli Bernstein-Kantorovich tip operator

ohtl_joldl 4

_ n+1 n+1
n+1 2 n n—k

Rn(f;:c,y):( 5 )Zzyn,hl(x,y) / / f(s,t)dsdt (2.4)

k=0 [=0 k l
2—n+1 —1 2n+1 —1
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bi¢iminde tanimlanmustir. (2.4)’de v,, ., (x, y) ifadesi

n\(n—=Fk\ /1+x\*/14+y\' 14+2 14y \" 7+
vora@y) =y ( 2 ) ( 2 ><1_ 2 2 )

seklinde verilmistir.

2.2. Temel Kavramlar

Bu boliim igerisinde tez igin kullanilacak tanimlar, teoremler ayrica lineer pozitif

operator dizilerinin yakinsakligi, Korovkin teoreminin ifadesi ve ispati1 verilecektir.

Tanm 2.1 X C R, f : X — R bir fonksiyon ve a € X olsun. Ve > 0 igin v € X
icin |x —al < ¢ iken |f(x) — f(a)| < € olacak sekilde bir 6 = 0(¢) sayist varsa, f
fonksiyonuna a noktasinda stireklidir denir (Balci, 1997).

Tamm 2.2 X C Rve f: X — R olarak tammlanmis olsun, Ye > 0 i¢in |ay — as| < §
ise |f(a1) — f(a2)| < € olacak sekilde ¥ a1, ay € X noktalart i¢in yalnizca € na bagl bir

0 sayist varsa, | fonksiyonuna X kiimesi iizerinde diizgiin stireklidir denir (Balci, 1997).

Tanim 2.3 A £ O bir kiime ve F reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Eger asagidaki

sartlar saglaniyorsa A'ya F iizerinde bir lineer uzay veya vektor uzayt denir.
A, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
B1) Yu,v € Aiginu+ v € Adwr (kapalilik ozelligi).
B2) Yu,v,€ Aiginu+ (v+ z) = (u+ v) + z dir (birlesme ozelligi).

B3) Vx € Aiginu+ (—u) = (—u) +u = 0 olacak sekilde (—u) € A vardir (ters

elemanin varligi).

B4) Yu € Aiginu+ 0 = 0+ u olacak sekilde 0 € A vardwr (6zdes elemanin
varligi).

B5) Yu,v € Aiginu+ v = u+ v dir (degisme ozelligi).
Vu,ve Avea, s € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:

8
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C1) o € A'dir (skalerle carpmaya gore kapalilik).
C2) (a+ p)u=cau+ pudr

C3) a.(u+v)=au+ awvdir

C4) (a.f).u = a.(B.u) dir

Cb5) 1w =wdir (1, F ‘nin birim elemanidir) (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.4 A lineer uzayi F' cismi iizerinde tamimlanis olsun. ||||: A — R fonksiyonunun

x’'deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon igin
AD|z]| =02 =0
A2)[loz|| = |afl[z[|(c € F)
A3z +yll < =l + llyll (icgen esitsizligi)

sartlart saglaniyorsa ||| fonksiyonuna A iizerinde norm denir ve (A,||||) ile

gosterilir (Bayraktar, 20006).

Tamm 2.5 X # @ ve X C R olmak iizere f : X — R olarak tanimlanmig olsun. Eger
Ve € X icin |f(z)] < M, M > 0 seklinde bir M € R degeri var ise, f fonksiyonuna X
kiimesinde sinirlidir denir (Musayev ve ark., 20006).

Tamm 2.6 (a,b) C R tammlansin ve f:(a,b) — R bir fonksiyon olsun. x,t €

(c,d) olmak iizere %gn%i(z) = A(x) sonlu limiti mevcut ise, bu A(x) degerine f
fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi denir ve f'(x) veya D f (x) ile gosterilir. Bu durumda

f fonksiyonu x noktasinda tirevlenebilirdir veya tirevlidir denir (Musayev ve ark.,

2006).

Tamim 2.7 X ve Y iki vektor uzayi olsun. X 'den alinan bir f fonksiyonuna Y de bir g
fonksiyonunu karsilik getiren kurala “operator ”denir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Tamm 2.8 U,V iki lineer uzay ve F' bir cisim olmak iizere, T : U — V operatorii,
Ve,y € Uvea,p € Ficin T(ax + By) = aTz+0Ty sartim saglyor ise T ye lineer
operator denir (Bayraktar, 20006).
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Tamm 2.9 X wuzayinda tanmimlanmis T lineer operatorii bu uzayda tanimli herhangi bir
porzitif g fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa 'T' operatoriine “lineer poziti f
operator” denir. Yani; g(x) > 0 oldugunda T (g; x) > 0 olur. Benzer sekilde,Nx € R i¢in
g(x) < 0 oldugunda —g(x) > 0 olur. T' lineer pozitif operator oldugunda, g(x) < 0 igin
0 < T(—g;z) = =T (g;x) saglamr. Dolayisiyla g(x) < 0 i¢in T(g;x) < 0 elde edilir
(Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Onerme 2.10 Lineer pozitif operatérler monoton artandir. Yani; f > h icin T(f;x) >

T (h; x) esitsizligi saglanwr.

Ispat. Kabul edelim ki f, h fonksiyonlar1 X uzayinda tanimlive f > h olsun. Bu durumda
f—h > 0olur. T operatoriiniin pozitiflik 6zelligini kullanarak; T'( f —h; x) > 0 yazilabilir.
Ayrica T' operatdriiniin lineerlik 6zelliginden; T'(f;x) — T'(h;x) > O olur. Yani f > h
icin T'(f;x) > T'(h;x) oldugu goriiliir ki bu da 7" operatdriiniin monoton artan olmasi

demektir anlamina gelir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995). U
Onerme 2.11 L bir lineer pozitif operator olmak iizere, L operatorii icin

|L(h; x)| < L(|h|; x) esitsizligi saglanr:
Ispat. X lineer uzayi iizerinde tanimli herhangi bir h fonksiyonu icin —|h| < h < |h| dir.
Onerme 2.10 dan ve L operatériiniin monotonlugundan L(—|h|; x) < L(h;z) < L(|h|; )

esitsizligi yazilabilir. L operatorii lineer oldugundan; —L(|h[;z) < L(h;z) < L(|hl;2)
elde edilir boylece ispat tamamlanir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995). U

Tamim 2.12 Lineer L operatérii X uzayindan Y uzayina doniigiim yapiyorsa ve

IL(f2)lly < ClliFllx

esitligini gercekliyorsa o taktirde L operatoriine “sinirli operator” denir (Haciyev ve

Hacisalihoglu, 1995).

Teorem 2.13 X ve Y normlu uzaylar, D(L) C X olmak iizere L, D(L) den Y uzayina

lineer bir operator olsun. Bu durumda,

10
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(i) L operatériiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul, L operatoriiniin sinirl

olmasidir.

(ii) L operatorii bir tek noktada siirekli ise, her noktada siireklidir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.14 C|a, b| uzay, |a, b| sonlu araligi iizerinde tanimly biitiin stivekli f : [a,b] — R
Sfonksiyonlarimin uzayini gostersin. Bu uzay iizerindeki norm || f|| = m[a% |f(x)| seklinde
z€|a,

gosterilir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Tamm 2.15 f, : [a, b] — R siirekli fonksiyonlarin bir dizisi olarak verilmis olsun. Herbir
x € [a,b] ve verilen ¢ > 0 igin oyle bir ng vardir ki Yn > ng icin |f,(x) — f(z)| < €
olacak sekilde ng varsa f, dizisi [ fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir (Shevchuk,

1992).

Tanim 2.16 g, dizisi g fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir gerek ve yeter sart Ve > 0 i¢in
en az bir ng vardwr oyleki ¥n > ny ve Va € [a,b] i¢in |g,(z) — g(z)| < € durve g, = g
ile gosterilir (Shevchuk, 1992).

Tamm 2.17 f, [a,b] araliginda tanmimli bir fonksiyon olsun. Herhangi bir 6 > 0 igin
w(6) = sup{|f(x2) — f(z1)] : |x2 — 21| < 0, 21,22 € |a,b]} biciminde tanimlanan
fonksiyona, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir (Shevchuk, 1992).

Teorem 2.18 f, [a,b] araliginda tamml ve siirekli bir fonksiyon olsun. O halde f
Sfonksiyonunun siireklilik modiilii olan w (),

a)(lsii%w@) =0

b) 0 < 1 < 09 ise w(d1) < w(dy)

¢) w(dy + 62) = w(d1) + w(ds)

d) w(md) < mw(d),m € Z*

e) |f(t) = f(2)] < w(f; |t — )

Pwlfilt—al) < (1+152) w(f;6)

ozelliklerini saglar (Altomare ve Campiti, 1994).

11



2. ONCEKi CALISMALAR Resat Aslan

Teorem 2.19 f € C|a, b] ve biitiin reel eksen iizerinde
|f(x)] < M; (2.5)

sartint saglayan bir fonksiyon olsun. Eger L,, lineer pozitif operator dizisi [a,b] aralig

lizerinde

i) Lp(Liz) =1 n — 00
i) Ly(t;2) = n — oo

iii) L, (t*;2) = 2* n — oo

sartlarim sagliyorsa bu durumda L,, operator dizisi [a, b) iizerinde L, (f;x) = f(x) dir.
Farkli bir sekilde ifade edecek olursak; ||Lnf — fllcjap — 0 (n — o0) veya buna
esdeger olan

lim max |L,(f;z) — f(x)| =0

n—00q<x<b

Olur.

Ispat. Kabul edelim ki f € C|[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimi kullanilarak her

pozitif e sayisina karsilik dyle bir 0 sayisi bulunabilir ki, |t — z| < ¢ iken

[f(t) = flz)] <e (2.6)

saglanir. (2.5)’den |f(t) — f(x)| < |f(t)| + |f(x)] < 2M; yazlabilir. Diger taraftan
|t — x| > 6 iken @ > 1’den “;—?2 > 1 saglanir. Boylece asagidaki

(t = 2)?
52

|[F(8) = f(2)] < 2M; < 2M;

(2.7)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla Vi € R ve Vx € [a,b] igin (2.6) ve (2.7) ‘deki

esitsizliklerden
(t —x)?
52

elde edilir. Simdi ¢),4i),4ii) sartlarmi saglayan L, lineer pozitif operatdr dizisinin

[f(t) = flz)] < e+2M; (2.8)

Jim rgagb\Ln( fix)— f(z)] = 0 esitliginin sagladiginin gosterilmesi gerekmektedir.

Lineerlik 6zelliginden

| Ln(f(£); 2) = f(2)| = [La(f(£); ) = (@) + Lo (f (2); ) — Lo (f (2); )]
= |Ln(f(£); 2) = Ln(f (2); 2) + Ln(f (2); 2) — f(2)]
= [La(f(t) = f(2);2) + f(2)(La(1;2) = 1)]

12
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dir. Yukaridaki esitlikle liggen esitsizliginin kullanilmasiyla

L (f(t); 2) = f(2)] < [La(f(2) = f2); )|+ | f (@) | Ln(L;2) = D] (29)

kolayca elde edilir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden ve V a € R i¢in a < |a]
ozelligini kullanarak |L,, (f(t)— f(x)); )| < Ln(|f(t)— f(z)]; ) yazilabilir. (2.5) ifadesi

g6zoniine aliarak (2.9) esitsizligi asagdaki

[ Ln(f(t); ) = f(@)] < Ln([f(£) = f(2); 2]) + M¢[Ln(1;2) — 1))
sekile doniisecektir. L,, monoton artan oldugundan (2.9)'dan

(t —2)’

Lol (2):2) = ()] < Lnle+2Mp~—

) + My|L,(1;2) — 1) (2.10)

elde edilir. Diger yandan L,,’in lineer pozitif oldugu dikkate alinarak;

Lu(e+2M 555 0) = Lu(e2) + La(2M; 5553 2)

=el,(1;2) + 2?;[/' L, (t* — 2zt + 2% x)

2M;

=eln(1;2) + =5

[L,(t%2) — 2% — 2?4+ 222 — 22 L, (t; ) + 22 L, (1; x)]

= €L, (L) + 2 [Lo(t2) — 2% 4+ 202 — 22 L, (@) + 22 Lo (1; 1) — 2]

= eLo(Liz) + ZE[(La(%2) — 22) + 22(x — Lo(t; 7)) + 2%(Lo(1;2) — 1)]

yazilabilir. Bu son ifadenin (2.10)’da yerine yazilmasiyla

2M;

eL,(1;2) + 52

(Ln(t%52) = 2%) + 20(x — Lo(t;2)) + 2*(La(1;2) = 1) (@.11)
elde edilir. ¢), i7), 7i7) kosullar1 (2.11) esitliginde kullanilirsa; Ve/ > 0 i¢in

| Ln(f(t);2) = f(z)| < e

esitsizligi saglanir. O halde 7}1_)11(;10 \Lnf — [ clapy = O elde edilir ve bdylece ispat
tamamlanmis olur (Korovkin, 1953). U

Teorem 2.20 f : [a,b] — R tamuml siirekli bir fonksiyon olsun. Oyle bir P, polinom
dizisi vardwr ki Yn > ng i¢in |P,(z) — P(x)| < € olacak sekilde bir ny € N sayisi vardwr
(Weirstrass, 1885).

13
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Teorem 2.21 T,, lineer pozitif operator dizisi R? simrli olmak iizere. Bir X kompakt
kiimesi icin
dim (|75 (1; 2, ) = 1) =0
Tim 1T — ) 2,9) oy = 0
T [70((0 — )52, = 0
S [T+ 4%52,) = 02 )] ) =0

kosullary saglaniyor ise, ¥V € C(X) igin

Jim | T(f;2,9) — f(@9)llox) =0

esitligi gerceklenir (Volkov, 1957).

Tanmmm 2.22 f ve h.n>1vin; © = 0 noktasinda n—inci mertebeden tiirevienebilen

fonksiyonlar ve P, ise n—inci mertebeden bir polinom olsun.

lim h(x) =0

T—r 00
olmak tizere;
f(z) = P,(x) + 2"h(z)

esitligi yazilabilir ise P, polinomuna v = 0 noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen

Taylor polinomu denir (Musayev ve ark., 20006).

Tanim 2.23 f, a noktasini iceren bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon

olsun.

if (a)(x—a)k

i
serisine f fonksiyonu tarafindan a noktasinda tiretilen Taylor serisi denir (Musayev ve

ark., 2006).

Tanim 2.24 Kabul edelim ki p,q > 1 sayilar:

1 1
pq
sartint saglasin. O halde ¥ (o) € 1, , Y (Bx) € 1, dizileri igin,

i o B < (i |ak|p> ' (i fﬁk‘q> q
k=0 k=0 k=0

=1

14
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esitsizligine Holder esitsizligi denir. Ozel halde p = q = 2 secilirse bu esitsizlige de
Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi denir (Musayev ve ark., 20006).

Teorem 2.25 Bir [ fonksiyonu [0, 1] kapali araliginda simirly ve © € [0, 1] noktasinda

ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip ise

n—oo

lim n [B(f:) — ()] = 5ol —2)f"(2)

esitligi saglanwr (Voronovskaja, 1932).

Tanim 2.26 f fonksiyonu I C R araliginda taniml olsun. 3 M > 0 ve a € R oyleki her
1, T € 1 igin,

|f(@1) — f(22)| < M |3y — 20|"

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu a.mertebeden Lipschitz kosulunu saglyyor denir

(Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Tamm 2.27 (x,,) ve (y,) dizilerinin limitleri sirasiyla xq ve yo olsun. Eger

lim 2=l — 0 yeya lim 2=l — o0 ise (y,)) (2,) ‘den daha hizli yakinsar denir
n=00 [Tn =20l n=co |¥n—"o

(Brezinski, 2001).

Tamim 2.28 h A bolgesi iizerinde tanimli ve siirekli bir fonksiyon ve 41,02 birer pozitif

sayt olmak tizere,
w(ha 61,52) = sup {|h(ta S) - h(I7y)| : (t7 S)? (ZE, y) € Au |t - $| S 517 |S - y‘ S 52}

fonksiyonuna h fonksiyonunun tam stireklilik modiilii denir. (Anastassiou ve Gal, 2012).

Tanmim 2.29 h A bélgesi iizerinde tanimli ve siirekli bir fonksiyon ve § > 0 olmak iizere

wl(h’7 6) = Sup{’h(xby) - h(l’g,y)| IS [_17 1]7 |.T1 - 1172’ S 575 > 0}

wa(h,d) = sup {|h(z,y1) — h(z,y2)| : v € [-1, 1], [y1 — 12| < 6,6 > 0}

fonksiyonlarina sirasiyla h fonksiyonunun x ve y degiskenlerine gore kismi siireklilik

modiilleri denir (Anastassiou ve Gal, 2012).
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Tanim 2.30 h, A bélgesi iizerinde tammli ve reel degerli fonksiyon olsun. h

fonksiyonunun karma fark denklemi olarak verilen

¢(t0750)h($, y) = h([L’, y) - h(l’, SO) - h(t07 y) + h(t()a SO)
esitligi ¥(x,y), (to, o) € A igin eger

¢(t0,80)h($7 y) = 0

im
(to ,30)—>(.’E,y)

esitligi saglyorsa, h fonksiyonuna (ty, so) € A noktasinda Bogel-siirekli fonksiyon denir
(Bogel, 1934).

Tanmim 2.31 h, A bolgesi tizerinde tanimli ve reel degerli fonksiyon olsun. h fonksiyonu

V(l‘, y)a <t07 30) S A ig’in

] Qs(to,so)h(w? y)
(to,s0)—(z,y) (to - CL’) (50 - y)

= Dyh(z,y) < 00
esitligini  saglhyorsa h  fonksiyonuna (to, So) € A noktasinda Bogel-

Differansiyellenebilirdir denir ve Dyh(x,y) ile gosterilir (Bogel, 1934).

Tamim 2.32 h fonksiyonu A iizerinde taniml siirekli ve sinirli bogel uzayinin bir elemant

olmak iizere ¥(x,vy), (to, s0) € A ve herhangi 01,0, € R i¢in

Winiged (P 61, 02) 1= sup {‘¢(t0,50)h(x7 y)‘ o —to] < 01, |y — s0| < 52} (2.12)

esitligine h fonksiyonunun piiriizsiizliik karma modiilii denir ve ayrica Wi eq fonksiyonu

her A1, Ao > 0 icin
Winized (7 A101, A202) < (1 4+ A1) (1 + A2) Winizea (h; 01, 62)

esitsizligini saglar (Anastassiou ve Gal, 2012).

Tamm 2.33 h € C(A) veV(z,y), (t,s) € Ave 3,7 € (0,1] igin

Lipa(8.7) = {h € C(A) : Wy (|h(t, s) — bz y)] i2.y) < @ [t — 21’ |s =y}
(2.13)
kosulunu saglayan fonksiyonlar smifina W, (h;x,y) operatériiniin Lipschitz sinifi

fonksiyonlar: denir. (Badea, 1995).
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Tamm 2.34 f € Cy(A) olmak iizere, ¥(ty, o), (z,y) € A igin f fonksiyonunun karma

kismi tiirevieri;

Axf{(t(b fﬂ), 30}

D, f(to, s0) == D5’ (f;to, 50) = lim

x—to xr — to
ve
A f{t[), (y7 30>}
Dy f(to, 50) := D' (f3t0, 50) = Jim s Y — 5o
bigiminde tammlamr. Burada A, f{(to,x);s0} = f(z,s0) — f(to,s0) ve
Ay flto; (y,s0)} = f(to,y) — f(to,s0) dir Benzer sekilde 2. mertebeden karma

kismi tiirevieride

. AL(D to,x); s
Dnyf(t0750) = DEOD%l(f;tO,SO) — hm ( yf){( 0 ) 0}

z—1o T — to
seklinde tanmimlanwr (Badea ve Cottin, 1990).
Tamim 2.35 f € Cy(A) olmak iizere, hy € C3°, hy € C%°, g € C%” icin

Kmixed(f; ai, az) = hli}g’g {||f —hy — hy — 9||Oo + a; HD?B’OMHOO

b o[+ v |3, )

ifadesine f fonksiyonunun Karma K-Fonksiyoneli denir yukaridaki esitlikte 1,5 = 0,1,2
icin C' fonksiyon uzayt Cy(A) uzaywna aittir (Badea ve Cottin, 1990).
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3. MATERYAL ve YONTEM Resat Aslan

3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde (2.4)’de tanimlamis oldugumuz iki degiskenli R, (f;z,y)
operatOriiniin Oncelikle lineer ve pozitif oldugu gosterilecek ardindan test fonksiyonlari
kullanilarak (2.4) operatdrii ile ilgili bazi lemma ve teoremler verilecek ve ispatlanacaktir.
Daha sonra (2.4) operatorii i¢in sirasityla merkezi momentler, diizgiin yakinsakligi,
yaklasim hizi ve ardindan Lipschitz siniflarindaki yaklagimi hesaplanacaktir. Ayrica
(2.4) operatorii icin Voronovskaja tip asimtotik yaklasimi ile ilgili teorem verilip
ispatlanacak ve (2.4) operatoriiniin lokal yaklasim 6zellikleri incelenecektir. Son olarak
(2.4) operatoriiniin GBS tip operatorii insaa edilecek olup, insaa edilen bu GBS tip
operator ile ilgili teoremler ispatlanacak ve Peetres K- fonksiyoneli yardimi ile de

yaklagim hiz1 ve ayrica Lipschitz siniflarindaki yaklasimi hesaplanacaktir.

Oncelikle A {icgensel bolgesi iizerinde daha &nceden (2.4)’de tanimlamis

oldugumuz iki degiskenli R, ( f; x, y) operatoriniin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim.
Lineerlik;

V f,g€ C(A)veq,[ € Rigin;

Ry(af(s,t) + By(s,t);z,y)

okt+l olfl 1

n+1\2 & =r ey
- (“57) X vaalow) [ ] (a0 + ot sz s
h=01=0 2-h 121
n ot N2 ek 2k 12401
:a< 5 ) kZ:Ol_O Un ki (2,Y) / / f(s,t)dsdt
- 2. k121
5 n nk 2kt 124 1
(n—|—1> Z Un jot (2, ) / / g(s,t)dsdt
k=0 1=0 TP

=aR,(f;x,y)+ BR.(g;x,y)

oldugundan R, (f;x,y) operatorii lineerdir.
Pozitiflik;

18



3. MATERYAL ve YONTEM Resat Aslan

Vk,,née€Zve(r,y) €A igin;

n\ (n—k\ /1+2\* /14+9y\ T4z 14 y\n—kt
”””“”(x’w:(/g)( ! )( 2 ) ( 2y> (1_ 2 2y) =0

dir. Eger f(s,t) > 0 ise

obtl_joldl 4

n+1 n+1
f(s,t)dsdt >0
2k 1241

olacagindan R, (f;x,y) operatorii pozitiftir.

3.1. R,(f;x,y) operatorii ile ilgili bazi lemma ve teoremler

Lemma3.1 r,, : A = R r,,(z,y) = 2"y’ olsun, u,v = 0,1,2,3,4 i¢in

Etl_ qoldl
2 1275

n+1 r

1) f [ 7roo(s,t)dsdt = %]
9k _q9 L 3 L(n+1)
n+1 n+1

k+1l_ qoltl
2n+1 12n+1 1

_ [ 8k+a _ 4
n+1 n+1

gktl _qolfl

n+1 n+1 -

3) f [ roa(s, t)dsdt = | 2y — 4 2}
2k _12-L.1 (D) (t1)
n+1 n+1

gktl _qolfl

n+1 n+1 [ 2 16
16k +16k+ 16k+8 4
4 roo(s,t)dsdt = 3 —
)2 kf 12 lf 1 20(5, %) (n+1)* (n+1)” " (n+1)?
P R T )
oktl q1oltl ~
n+1 n+1 2 16
1614161+ 3> 16148 4
5 roo(s,t)dsdt = 3 —
)2 kf 12 lf 1 02(5,?) (n+1)* (n+1)° ' (n+1)*
P R T )
212
3 2 2
6) J [ rao(s,t)dsdt = [3% +48k>4-32k+8 _ 48k?+48k-+16
o K 19 1 4 ’ (n+1) (n+1)
n+1 n+1
4 24k412 4 }
(n+1)°  (n+1)?
2120
3 2 2
7 [ ros(s, t)dsdt = [321 +A8124-30148 _ 4814481416
gk 19l (n+1) (n+1)
n+1 nt1
42412 4 }
(n+1)2  (n+1)2

19



3. MATERYAL ve YONTEM Resat Aslan

2k+1 12l+1

n+1 n+1 4 3 2 64
64k +128k3+128k?+64k+ 5>
8) f [ rao(s,t)dsdt = .
(n+1)
2—n+1 -1 2—n+1 -1
128k3+192k2+128k+32 96k2+96k+32 32k+16 4
- 5 + 3 2
(n+1) (n+1)* (n+1) (n+1)
2bHl oLl
n+ n+ 4 3 2 64
6414412813 4128124641+ 54
9) f [ roa(s,t)dsdt = 5 5
’ (n+1)
2—n+1 -1 2—71+1 -1
12813 +19212+1281+32 961%4-9614-32 321+16 4
- 5 + 4 - 3 2
(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)

esitlikleri saglanir.

Ispat. 7., : A = R,ry,(z,y) = 2%y°, ve u,v = 0,1,2,3,4 igin sirastyla yukaridaki

integralleri hesaplayalim.

21248} - 2124t -
1) / / To.0(s,t)dsdt = / / 1dsdt
2 k121 2. k121
kE+1 k
:[Qn+1_1y_9n+1_1ﬂ
st n-e o)
~ o
(n+1
2125 - 2531~ iil
2) / / r10(s,t)dsdt = / / sdsdt
2k —12t -1 2 k1241

— 5t - et -1y

2 n+1 n+1
| 8k+4 B 4
(n+1)?° (n+1)°
Benzer sekilde
oktl_ 1oltl g
n+1 +1
8+ 4 4
3) / / ro,l(s,t)dsdt:[ i 7 — 21
; l (n+1)° (n+1)
2k 19 L1
elde edilir.
2124841 2124 -
4) ro.0(s,t)dsdt = / / s*dsdt
2k 1241 2k 1241

20
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1] k+1 k
=—1(2 i 1P - 2—— —1)
3 n+1 n+1
1] k+1 k k+1
[ L ) [ [ n e i
3 n+1 n+1 n+1
k+1 k k )
—(2 —1)(2 —D+(2— —1
(n—l—l )(n—irl )+(n+1 )]
_l16k2+16k+1§ 6k +8 4 ]
(n+1)* (n+1)°  (n+1)°
Ayni sekilde
2kl _12l4d 1
- 1612+ 161+ 161 +8 4
5) / / T02(s,t)dsdt = i 2_3— +3+ 5
’ (n+1) (n+1) (n+1)
Zn—_,_l—12n—+1—1
sonucuna ulaSII‘IZ.
21275 -1 21271
/ / r30(s,t)dsdt = / / s3dsdt
m—12m—1 m—mm—l
k+1 k
(L
4 n+1 n+1
1 k+1 ) k )
=] —1)2—(2 —1
4([<n+1 ) (n—i—l )]
k+1 ) k )
2 -1 2 —1
-1

 [32K% 448k + 32k +8 48k + 48k + 16
_[ (n+1)° ()
24k + 12 4
(n+ 1)3 - (n+ 1)2]

Benzer yol izlenerek,

2htl_joltl 2k 12411
/ ro3(s,t)dsdt = / / t3dsdt
2 k121 2k 1241
3207 +481% + 320 +8 4817 + 481 + 16
_[ (n+1)° e+
+24l + 12 _ 4 1
(n+1)° (n+1)°

21
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2%}—12%—1 2%—12%—1
8) / / re0(s,t)dsdt = / / s*dsdt
2 k121 2n§1 12451
k+1 k
(e L S O
5 n+1 n+1
1 k+1 k k+1
— e - e 1| e 1y
5% n+1 n+1 n+1
kE+1 3 k k+1 9 k 9
1)°(2 -1 2 —1)%(2 —1
+(n—l—l >(n—|—1 )+(n+1 )(n—l—l )
kE+1 k k
2 —1)(2 —1)* 4 (2 —1)?
+ n+1 >(n—i—1 )+(n+1 >]

64k* + 128k% + 128k* + 64k + &

|

(n+ 1)6

128%% + 192k2 + 128k + 32

Ve son olarak benzer islemlerden,

k:+1 41
n+1 -1 2n+1 1

/ / ro4(s,t)dsdt =

n+1 -1 2n+1 il

(n+ 1)5
96k> + 96k +32 32k + 16 4 ]
(n+ 1)4 (n+ 1)3 (n+ 1)2
641* + 1281° + 12812 + 641 + &
(n+ 1)6
B 12813 +1921% + 1281 + 32 961 + 961 + 32
(n+ 1)5 (n+ 1)4

320416 N 4

(n+1°  (n+1)°

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Lemma3.2 r,, : A — R r,,(z,y) = 2%y

olmak iizere (2.4) operatorii igin
DR, (ro0;z,y) =1
2)Ru(ri0;7,y) =2

S)Rn(ro,l; X, y) =Y (VLLH

n ntg
4Ry (12052, y) = 2 (1 i++1)1 ) 1)’

n ntg
5)Ru(roz;a,y) = y° (1 (iﬂ)l) r)?

n2 n n?—n
6) R (13052, y) x (1 ot H) +x(?n+1)3)

22
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3. MATERYAL ve YONTEM Resat Aslan

’Vl2 n n2—n
) Ra(rog; e y) = y* (1 — Snd) 4y (2 )
8)Ry(r40;2,y) = 24 (1 _ 10n3—5n2+10n+1> g (6n3+60n2—30n)
n\"4,0, 4, (n+1)4 (n+1)4
39n? —36n+1
+((mm5>

n3 —5n2 n n3 n2—30n
9 Ry (ro4;2,y) =y* (1 - %) +y° (%)

39n2—36n+ % S TR ST
+ <(n+1)4> esitsizlikleri saglanir.

Ispat.
TL+1 2 n n—k 9 2 n n—=k
1) R(ro,0;7,y) = < 5 > S vaka(z, <1) => > vaga(z,y) =1
k=0 1=0 n+ k=0 1=0

elde edilir. Simdide

n

2)R,(r10;%,y) = x(n 1

)

oldugunu goérelim. Lemma 3.1 yardimiyla daha 6nceden hesapladigimiz

oktl_q1ol+l 4

n+1 n+1
8k + 4 4
/ L/’““ﬁ“ﬁ_<m+n3_m+ng

k l
2n+1 -1 2n+l

esitligini gézoniine alirsak,

gk+l _qolfl

n+1 2 n n—k n+l1 ntl
R, (rip;z,y) = ( 5 ) SN vnga(z,y) / / r1,0(s,t)dsdt
k=0 1=0

2ni1 12nl+1 1
k+1 12l+1
n+1 2 n n—k "+1 ntl

:< ) Z Un et (2, Yy) / / sdsdt

2 k=0 1=0 9k 1o I 4

n+1 n+1

23
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8k+4_ 4 >

2 0
n41\2 =k o2k + 1
_( 2 ) 2 2 vnil(a 1)2<n+1 - )
n n—k 2k 1 n—=k

=3 vz, y)—— + zn: > Vnka(,y)

n—+1 n—i—lkz(”:

k=0 1=0
n n—k
- Z Vn,k’,l('ra y)
k=0 1=0
on 1+:c”21”i N 1 )
= Vnkl X y — —
n+1 k=0 1=0 n+1
n
= z( )

n+1

elde edilir. Benzer islemler uygulayarak

n
n+1

3)Rn(ro1;w,y) = y( )

olduguda goriliir. Simdide,

3n+1 n+ 1
4) Ry, (ra0; =2 |1— 4
) (T2,07x7y) z < (n+ 1)2> + (’I’L—|— 1)2
oldugunu gorelim. Lemma 3.1 yardimiyla
24l _joltl g
" 7 (5. )dsdt 16k% + 16k + 15 16k + 8 L4
ro.0(s,t)dsdt = —
20N (n+1)4 (n+1)2 " (n+1)2
2k 12 11

esitligi kullanarak, R,,(rs0; =, y) ifadesini elde etmeye ¢alisalim.

ohtl_qoldl 4

n4+1 2 n n—k n+1 n+l
Ru(ra0;7,y) = ( ) Z Vn ket (T, Y) / / r2.0(s,t)dsdt
k=0 =0 P
) L 2kl 124l
:< 5 ) ZZVnleUy / / s*dsdt
F=01=0 2 12 1
a1l 25—
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n+1>2 ok 16k* + 16k + %2 16k +8 4
= Vnki(, — +
( 2 ,;) ; wi(@:y) (n+ 1) (n+ 1?2 (nt1)2
7271:712—5“” (2.9) 4k2+4k+§_4k+2+1
P n,k, L, Y (TL + 1)2 n 4+ 1
LSS i S )
= Un i (T, Y)k° + ———3 Un (T, y)k
(n+1)2 k=0 =0 (n+1)? k=0 1=0
4 n n—k 4 n n—k
- Vn,k,l (x, y) - Vn,k,l(L y)k:
3(n—|—1)2,§”:0 n"'li;)z:o
- Vn,k,l (.I, y) + Vn,k,l(x>y)
n+1,=1= k=0 1=0
3n+1 n+ L
2 3
= 1
v < (n+1)2>+(n+1)2

elde edilir. Ayni islemler vasitasiyla,

5)Rn(ro2; z,y) =y (1 =

esitliginede ulasilir. Ayn1 sekilde

6n>+n-+1 3n%—n
6)R,(r30:2,y) =2 [1 - ————— | + 2 | ——=
e o = A

oldugunu hesaplayalim.

oktl_qoldl g
n+1 2 n n—k n+1 n+1
Rn(r3,0; z, y) = ( 9 ) Z Z Vn,k,l(xv y) T3,0(S7 t)det
k=0 1=0

:<”;1)2igm,l(x,y) [ sasa

2 n nk 32k3 + 48k2 + 32k + 8

- (n ; 1) SN vnga(z,y) ( (n+ 1)

k=0 =0
_48k2+32k:+8 24k +12 4 )

)it (nrl)
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n "ik (z.5) 8k® + 12k2 4 2 12k2+8k+2+6k+3 .
= Vpra(T, — —
L 2 kI Y (n+ 1)3 (n+ 1)2 n+1

4 n n—k n n—=k
(n+1 (ZZVnkl$y2k3+Zankl$y
k=0 1=0 k=0 1=0
1 n—=k n n—k n n—=k
+§Z Vn,k,l(%y)> 1 <ZZVnkzl’y3k ZZVnkzl"y
k=0 1=0 (n+ k=0 1=0 k=0 1=0
1 n n—k n n—k
+§Z Vn,k,z(:ty> Zynklxy (2k+1)—1
k=0 1=0 1=
4 n n—=~k
13<222Vnk1xy (k—1)k —2)+3k(k—1) + k|
(”"‘ k=2 1=0
n n—=k n n—=k
1
+3 Vn et (T, y)[k(k — 1) + K] +§Zzynkl x y)
k=1 1=0 k=0 1=0
4 n n— n n—k
- 12 <3ZZ nklwy k_1)+k:]+222yn,k,l(xay)k
(n+1) k=1 1=0 k=0 1=0
1 n n—k n n—k
+§Z mG,l(:vy) ZZVnklxy (2k+1)—1
k=0 1=0 1=z

=0
2 1 3 r_
(1= Mint . ”72
(n+1) (n+1)

Benzer islem basamaklarini izleyerek

6n+n+1 3n2—n>
R, Tx,Y) = S 1—-——— | + _—
JRn(ro3;7,y) =y ( (1) ) y<(n+1)3

esitligide hesaplanir. Simdide,

. _ .4 10n3—5n24+10n+1 2 ( 6n3+60n2—30n 39n?—36n++
)R, (r10;2,y) = x (1 — W> +x ( (nt1)? ) —i—( it 5)

oldugunu gorelim.

ohtl_qoldl 4

n4+1 2 n n—k n+1 n+l
R(rao;w,y) = ( ) Yo vnka(z,y) / / re0(s,t)dsdt
R0 120 2”nj»l 1 2n<lkl 1
o n nek 2121
:< 5 ) ZZVnleUy / / s*dsdt
R=01=0 2 12 1
125
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n+1>2 n ok <64k4+128k3+128k2+64k+§4
= Vn,k,z(%y)
( 2 kZzog (n+1)6
128Kk3 + 192k2 + 128k + 32 96k + 96k +32 32k + 16 . 4
(n+1)° (n+1)4 (n+1)2  (n+1)?
n nok 16k* + 32k + 32k? + 16k + 19
Z Z Vn (2, Y) 1
= (n+1)
32k3+48k2+32k+8 24k% 4+ 24k + 8 8kz+4+1
(n+1)3 (n+1)2 n+1
4 n n—k n n—k 8]{33
z/nkl Vnkl 9
(n+1 <,§§ (n+1)2 ];”2; ( +1)2
n n—=k 2 n n—=k 4
8k 4k+*
+ Un et (2, y)i + Ve ( =
,;); (n+1)2 kz_%lo (n+1)2
n n—k 3 n n—k 2
8k 12k
_Z Zyn,k,l(x7y) i Z mG,l('ray)
k=0 1=0 n+1l (55 n+1
n n—~k 8]{7 n n—k
—ZZVn,k,z(x,y)i—l—l—l—GZZ nklxy
k=0 1=0 n+1 k=0 1=0
n n—~k n n—~k
8k + 4
+6 Vnkl($yk+2> SN vpgala,y) —— + 1
k=0 1=0 k=0 =0 n+1
4 L k;k—1)k—2)(k—3)+6k(k—1)(k—2)
= Vnkl z y
(n+1 < ,;”Z% (n+1)2
29k (k +23k; n nok E(k—1)(k—2)+3k(k—1)+k
((n—i-i) #853 rune ) (n>+1)2( )
k=2 1=0
n n—=k n n—=k 4
k(k 4k + =
"‘SZZVn,k,l(xay)— ZZVnklfL’y >
k=1 1=0 (n+ k=0 1=0 (n+1)?
n n—=k
k(k—1)(k—2)+3k(k—1)+k
-8 Z Vn,k,l(l‘7 y)
k=2 1=0 n+1
n n—k k?(k? n n—k k
—12 Vn,k,l('ray>— - 82 Z Vnkz z,y)—— +1
k=1 1=0 n+1 k=0 1=0 n+1
n n—=k n n—k
‘|‘6Z I/nykyl(iﬂy +6ZZ nklwyk+2)
k=1 1=0 k=0 (=0
n n—=k
8k + 4
- Z Vn,k,l(xvy) +1
k=0 1=0 n+1
. 10n® — 5n% + 10n + 1 5 (60 4+ 60n? — 30n
(n+1) (n+1)
39n% — 36n + 1
+ 1
(n+1)
Ayn1 metod ile
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. _ 4 (1 _ 10n3—5n24+10n+1 2 (6n®+60n%—30n 39n?—36n+ 3
NR,(roa;z,y) =y (1 W) +y ( (n+1)* )+< (nt1)? >

esitliginede ulasirz. Il

Lemma3.3 (z,y) € A, ky, : A > Rivek,, = (s—2)" (t—y)", u,v € Ny olsun.

(2.4) ile tanimlanan operator i¢in asagida verilen merkezi momentler saglanir.
DR, (koo; 7, y) =1
Q)Rn(kl,o; Z, y) = ——

3)Rn(ko;x,y) = — -

_n+1

1'2 1-n n 1
4 Ry, (koo; x,y) = #

2 1—n n 1
5)R,(koo;w,y) = %

n?—20n n—16n 39n2—36n++
OB, (kg 1) = ot (52) + a2 (i) o (2t

n?—20n n2—16n 39n2—36n+ %
DR (koizy) =y (M) + o7 (U752 + (<n+1>45>

Ispat. (z,y) € Avek,, : A =R kyp = (s—2)" (t —y)",u,v € Ny i¢in, operatdriin

lineerlik 6zelliginden ve sirastyla Lemma 3.2°deki sonuglardan faydalanarak
1) Ry (ko3 2, y) = Ru(L;2,y) =1
oldugu goriiliir.

2)Ry(k10;7,y) = Ra((s — 2);2,9)

Ayni islem basamaklarindan

3R, (koy;x,y) = —

n+1
oldugu gorilir. 4) R, (k2; x, y) i¢in

Ru(kao;x,y) = Ru((s — )% 2, y)
= R,(s%;2,y) — 2zR,(s;2,y) + 2° R, (1; 2, y)

:xQ(l—n)—l—n+%
(n+41)?
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elde edilir. Benzer islemlerle

1
yP(I—n)+n+y
(n+1)?

5)Rn(koo;x,y) =
sonucuda bulunur. 6) R, (k4 0; z,y) i¢in

Rn(kél,(); x, y) = Rn<<8 - .Z')4; Zz, y)
= R,(s%2,y) — 4z R, (5% 2,9) + 62°R,, (s ,y)
— 42 Ry (s; 2, y) — ' Ry (1; 2, y)

_ <3n2 —20n + 1) ) (66n2 — 16n + 2)
N (n+1)* (n+1)*

39n% — 36n + 1
(n+1)*

elde edilir ve ayni1 yol izleyerek,

3n? — 20n + 1) . (66n2 — 16n + 2) (39n2 — 36n + ;)

7)Rn(k0,43 T, y) - y4 ( (n + 1)4 (n + 1)4 (n + 1)4

sonucunada ulagilir. Bu da ispat1 tamamlar. U

Lemma 3.4 A iicgensel bolgesiiizerinde (2.4) ile tanimli operator igin asagidaki limitler

saglantr.

LlimnR,((s—z);z,y) = —x

n—oo
2. lim nRy((t —y);i7,y) = —y

3.limnR,((s — z)*;2,y) = 1 — 22

n—oo
4. lim nR,((t —y)*;2,y) =1 -y
. 1imnRy((s —2) (t—y);z,y) = —(ey+x+y+1)

6. lim n?R,((s — z)*; 2, y) = 3 (z* + 2222 4 13)

n—o0

7. 1im n?R,((t — y)*; z,y) = 3 (y* + 22y% + 13)

n—o0

Ispat. Lemma 3.3’de elde ettigimiz merkezi momentlerinden faydalanarak istenen sonuca

ulasilir. Il
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3.2. R,(f;x,y) operatoriiniin diizgiin yakinsakhgi
Teorem 3.5 f € C(A) i¢in R, f operatorii | fonksivonuna diizgiin yakinsar.

Ispat. Volkov (1957)’de tanimlanan teorem geregi; n — oo, ve (z,y) € A i¢in asagidaki

sonuglara ulasmamiz gerekiyor.
i) i, || R (52, 9) = @l ogay = 0, lim | Ru(t;2,9) = ylloa) — 0
i14) lim ‘R s Htta,y) — (m2+y2)H — 0

n—00 c(A)

Lemma 3.2 ’den asagidaki ilk sonuca kolayca ulasilir.

0 Jim || Ba(1;.2,y) = 1l ga) = 0

nw 1
| Busi2,) = olleqa) = 1o, |Ralsiy) = ol = o |0 —af <
nh_}ngon 1 —- 0= zz)nll_ggo [ Rn(s;2,9) — 2l gay = 0

Ayni yolu izleyerek,
dim [|R, (2, y) — yllea) — 0

sonucuna UIaSIrIZ.
||Rn<52 + t27 x, y) - (1‘2 + y2>||C(A)

_ 2, 2. 22
__1%?%1’3”(3 +i%z,y) — (27 +y )’

= 2 2 _ 3n41 nti 9 9
_max_ (2 +y?) (1 - 20 ) + 2 — (a2 + )
1
nts3
" (n+1)

iii) lim (| R (s® + % 2,y) — (2% + 9°)oa) < Jim i = 0

n—o00 (TL+1)

dolayistyla
dim [[Ryf = flloa) — 0

dir O
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3.3. R,(f;x,y) operatoriiniin yaklasim hizinin hesaplanmasi

Teorem 3.6 f € C(A) olmak iizere (2.4) ile tanimli operator igin

7 1 1
Vn+1 Vn+1

| B (f3 0, 0) = f (u,0)] < Ao )

esitsizligi saglantr.

Ispat. Bir 6nceki boliimde tanimlamis oldugumuz tam siireklilik modiilii 6zelliklerinden

yararlanarak

|f(s,t) — fu,v)] <w(f,|s —ul,|t —v])
gaﬂﬁ&ﬁg(1+|iiM><1+‘:;m>

esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafina R,, operatdrii uygulanirsa,

| Bn(f5 u,0) = fu,0)] = [Ru(f(s,1); u,0) = Ru(f (u, v); u,0)]
= |Bn(f(s,t) = f(u,v)); u,0)|
< Ba(lf(s,1) = f(w,0)]5u,0)

1
01

1
5Bl = yliu,0) )
2

Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizliginden faydalanarak

< w(f,d1,02) (1 + —R,(|s — x| ; u, U)> (1 +

1 1
< w(f,0.00) (14 5/ Rulls = wPu)) (14 5y Ral(t = 0u0))
elde edilir. Lemma 3.3’den ve 0; = 9y = \/%H, secilerek

1 1
vVn+1' vn+1

| B (f3 0, 0) = f(u,v)] < doo(f, )

sonucuna ulasilir ve buda ispat1 tamamlar. U

Teorem 3.7 f € C(A) igin, (2.4) 'de tanimlamis oldugumuz operatoriimiiz igin

a(fi,0) = )] <2 (1l )+l )

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Bir 6nceki boliimde 6zellikleri verilen kismi siireklilik modiilii yardimi ile

| Ra(fiu,0) = fu,0)| < [Ra(f(t,5)) = f(u,v)]
< Ro([f(ts) = fu, )] 50,0) + Ru([f (£ y) = flu,0)]52,9)

< Ry (wa(f,09) (1 + |85; U|;u,v)> R, (w1 (f,61) (1 + |t5_1 u|;u,v)>
< ws(f, 6) (1 + éans | ;u,v)) +n(f,8) <1 + 5113,1(|t —uliu, v))

elde edilir. Yukaridaki son esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi

uygulanirsa

< w(f, 6) (1 4 (Si\/Rn((s o, v)) +wi(f,6) <1 4 (sll\/Rn((t T v))

elde edilir ve son olarak lemma 3.3’de elde ettigimiz sonuglar yardimiyla ve 6zel olarak

0 = 0y = ﬁ secilirse,

ol fi0) = )] <2 (rlf. ) el =)

esitsizligi elde edilir ve buda ispatimizi tamamlanir. U

Teorem 3.8 f € Lip, (3, ) olmak iizere (2.4) ile tanimlanmis operator igin

B
2

| Bn(f50,0) = fu,0)] < allya(u)2 U (v)

esitsizligi saglanir.

Ispat. (2.4) ile verilen operatorden ve (2.12) tanimindan,

| R (f;u,0) — f(u,0)] < Ry (|f(t,8) = f(u,0)];u,0)
<aR, (\t —ul’|s —v\”;u,v)

= Ry (|t — ul” ;u,v) Ry (|s — 0|7 u,v)

elde edilir. Bu son ifadeye Holder esitsizliginde (pi,q1) ve (pa2, g2) ifadelerinin yerine

sirasiyla (%, ﬁ) , (%, %) ifadelerini uygularsak

[Nl)e

2-8
R, (roo;u,v) 2

Rl fio) = )] < (R (1= 000

2=y

xR, ((s — v)2; u, v)f R, (ro,0;u, 0)2)
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esitsizligini elde ederiz. Yukaridaki esitsizlikte II,2(u) = R, ((t —u)*u,v) ve
U,2(v) = R,((s—wv)*u,v) bigiminde tanimlanmigtir. Son olarak Lemma 3.2 ve
Lemma 3.3’deki sonuglardan yararlanarak ispatimizi tamamlariz. U

Teorem 3.9 f € C'(A), (x,y) € A olmak iizere, (2.4) ile tamimlanan operator igin

| Rulf52,y) = f(a,9)] < | fo VT2 (@) + | £,

\Ijn,Q(y)

esitsizligi saglanir.
Ispat. Kabul edelimki (, ) € A icin bir sabit nokta olsun o halde Taylor formiiliinden

f(t,5) = f(w,y) = / fulu, s)du + 7f;<x, v)dv

esitligini elde ederiz. Buradan yukaridaki esitligin her tarafina R, (.;x,y) operatorinii

uygularsak,
t s
| Rulfi2,9) = (@,9)| < Ral [ £u(u, 8)dus z,y) + Bol [ £, 0)dvi 2, y)
@ y
esitsizligi elde ederiz.Buradan
t s
/fu(u, s)du| < || f.ll |t — x| ve /fv(:v,v)dv < nyH ls — |
x Yy

esitsizliklerinden yararlanarak,

| Rn(f;zay) - f(l',y)| < f:;

Ry(lt = 23 2,9) + | £, Balls = vl 2,9)

ulagilir. Bu son esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligide uygulanirsa

N|=

+ £, Ba(s = )% 2,9)2 Ruropi 2, )

Lo V(@) + || £ /¥ ()

sonucuna ulasilir ve buda ispati tamamlar. O

N|=

<
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34. R,(f;x,y) operatorii icin Voronovskaja tip asimtotik yaklasim

Teorem 3.10 f € C? (A) olmak iizere, (z,y) € A igin, (2.4) ile tammli operator

lim n(R,(f(s,1);7,y) — f(2,9) = (=) fo(z,y) + (=y) f,(z,y)

n—oo
+(—zy—z—y—1)f,,(z,y)

2 . 02 .
F S ) + (D) ()

2

esitligini saglar.

Ispat. Voronovskaja (1932)’deki teoremden; (z,y) € A igin, f fonksiyonunun Taylor

acilimindan faydalanarak,

f(s,t) = fla,y) + fol@,9)(s — x) + fo(z,9)(t — )

- ; {Fro(@,9)(s = 2)2 + 2f5, (2, 9) (s — 2)(t — v) + £, (@, 9)(t — 1)}
+0i(s,t;2,y) (s — ) + Oa(s, t; 2, y) (t — y)? 3.1)

esitligi elde edilir. Ayrica 6,(s,t;x,y),02(s,t;2,y) € C(A) i¢in (s,t) — (z,y) iken
01(s,t;z,y) — 0ve (s, t;z,y) — 0’ dir. Dolayisiyla 6, 65 smirhdir. Esitligin her iki

tarafina R, (.; x, y) operatorii uygulanirsa,

R (f(s,t);2,9)) = f(2,y) + fo(@,y) Rul((s — 2); 2,9) + f, (2, y) Ru((t — y); 7,9)

L1 foa(@ ) Ru((s — 2)% 2, y) + 25, (2, y) Ru((s — 2)(t — y); 3, y)
2 + (@ ) Ra((t = y)%5 2,y

+ Ry (01(s,t;2,y) (s — 2)* + ba(s, t; 2, y) (t — y)* 2, y) 3.2)

esitligi elde edilir. Daha sonra (3.2) esitliginin son kismima Cauchy-Schwarz-
Bunyakovsky esitsizligini uygular ve (2.4) ile tanmimhi operatoriin lineerligini de

kullanirsak,

Ru(01(s,t52,y)(s = 2)° + Oa(s, 2, 9)(t = 9)%; 2,9)
< VR (B3(s, tr2,y) (s — 2)% 2, ) + [ Ra(03(s, 12, 9) (t — 9)*; 2, 9)
< (VR B )i ) Rl (s = o) 5.y)

R8s, ts 2, ) 2, y)y Ra((t — )i, y)}
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Or(s,t;z,y),02(s, i, y) € C(A) ve (s,t) — (z,y) iken Oi(s,t;z,y) — 0 ve
Os(s,t;x,y) — 0 elde edilir. Dolayisiyla;

lim R, (62 (s,t;2,9);2,y) =0

n—oo

veE

Tim R, (63(s,t; 2, y); 2,y) = 0
sonuglarma ulagilir ve yani A {izerinde diizgiindiir diyebiliriz. Lemma 3.3’den
R.((s — x)%2,y) = O(%) ve R,((t — y)*2z,y) = O(5) elde edilir. Buradan
n — oo i¢in Lemma 3.3’den
n [Rn(ﬁl(s, tx,y)(s — x)* + O(s, t; 2, y) (t — y)*; @, y)} —0 (3.3)

Sonug olarak (3.3) denklemi ve Lemma 3.3’den

lim n(R,(f(s,t);2,y) — f(2,9) = (=) [ (x,y) + (—=y) f,(z,y)

n—oo

"

+(—ry —x —y—1)f,(z,y)

)+ (D) f )

11—z
2

+(

sonucuna ulasiriz. Bu da ispatimizi tamamlar. U

3.5. R,(f;x,y) operatorii icin lokal yaklasim 6zellikleri

C*(A) := {g € C(A) : Guz, Guys Gyz» Gyy € C(A)} seklinde tanimlansin. Bu uzay

C(A))

ile tammlanir. Ayrica g € C'(A) ve 6 > 0 igin K-Peetres’s fonksiyonelide

uzerindeki norm

dig

y;

99
3xj

2
||9||c2(A) = Hch(A) + Z (‘
j=1

c(A) ‘

K>(9,6) = inf {|lg — hlloqay + 8 [Bllcaa) s h € C*(A)}
seklinde tanimlanir. Buradan D > 0 mutlak sabiti i¢in

esitsizligi saglanir (Berens ve Xu, 1991).Yukaridaki son esitsizlikte cjz(g, \/3), ki

degiskenli durum i¢in ikinci mertebeden stireklilik modiiliinii gosterir.
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Teorem 3.11 f € C(A) olmak iizere (2.4) 'de tanimlanan operator igin

[Ro(f32,y) — flz,y)| <N {wQ(f; Yy tmin{l, 4.} ||f||c(A)}+W(f; Xn(,Y))
esitsizligi saglanw: Yukarida ., (z,y) = \/(xn—Jrl — )2+ (y25 — )2

An(w,y) = (T2 () + W2 ,(y) + x2(x,9)) ve N > 0 dir

Ispat. Ilk olarak,

Ru(fix.y) = Rulfiwy) - fla nilaynzl

)+ f(z,y) (3.5)
olacak sekilde bir yardime1 fonksiyon tanimlayalim. Lemma 3.2’den
AN A
Rn(rl,O;xay) :l‘,Rn<7"071;l‘,y) =Y (36)
A A
Ry((s —x);2,y) =0, Ry((t — y);z,y) =0 (3.7)

esitliklerine ulagiriz. h € C?(A) ve (z,y) € A igin Taylor agilimi kullanilirsa

h(s,t) = h(x,y) = h(s,y) — h(z,y) + h(s,t) = h(s,y) (3.8)
:8h((9:2y)(3_x>+Z(S_u)32/g(2’1:y)du+8hxy +{t—v82 )d

elde edilir. Bu son esitligin iki tarafinada (3.5)’te tanimlanan yardimci fonksiyon

uygulanirsa,

Rt ) = () = B ( J (A y)
—I—?{n (/(t—v)m};(xvv)dv T y)
=R, (/(S—U)Wdu x y)

n 0?h(u,y)
— { <$n+1_u)82u du
+ R, (/(zf—v)a%a(2 )dv x y)

n 0*h(z,v)
— 4 (yn 1 — U) 7821) dv
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esitligi elde edilir. Buradan

) h(u,y)
‘Rn(hamay)_h(l'ay)’SRH(Z|5_u| W du LY
i n 9?h(u,y)
+ Z xn+1—u‘ oty du
t
9?h(z,v)
+Rn</“‘“‘a%,m“xﬂ)
)
i oh(z, )
n x,v
+ Z yn—i—l B ‘ 0%v dv
< {Rul(s — 0% 0,0) + (22 = 2+ Ral(t = 9)50) + (g = )} %
- n+1 " n+1 ¢
< (@) + 3 (@) + x5 (@,) Pl ez
= Au(2,9) [Pl oo a) (3.9)

Son esitlikten ve Lemma 3.3’den

n

Y0 ntl

Rulfio)| < 1Bl fim)| + |fo— "5y —20) [+ f@ ) <3001 G.10)

elde edilir. Buradan, herhangi h € C?(A) igin (3.9) ve (3.10)’dan

Rolfi2,9) = Fay)] < Ro(hi2,) = iz y)

A

n

+Ihay) = Fayl + |fle—tg =) = Fa)
SA|f = bl + [Ra(h;2,y) = h(z,y)|
ety )~ fay)

< (401 = Bl + An(, y) [Pl ) + @ (F5 X2, ) (3.11)

sonucuca ulasiriz. Son olarak her i € C?*(A) igin (3.11)’deki esitsizligin infimumu ve
(3.4)’deki esitsizlikten,

RulFs29) — FG )] < 487 20D (v (o)

sonucuna ulasiriz ve ispat tamamlanir.
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3.6. R,(f;x,y) operatoriiniin GBS tiplisi olan P, (f;z,y) operatoriiniin insaasi

Bir fonksiyonun Bogel uzayindaki siirekliligi ve differansiyellenebilirligi ilk olarak
K. Bogel tarafindan Bogel (1934, 1935) yillarindaki ¢alismalarinda bahsedilmis ve bu
fonksiyolar1 sirasiyla B-siireklillik ve B-differensiyellenebilir olarak tanimlanmistir. Son
yillarda, lineer pozitif operatorlerinin GBS (Generalized Boolean Sum) Genellestirilmis
Boolean Toplami sekline doniistiirlip ve bu operatorlerinin incelenmesi yaklasimlar
teorisi i¢in popiiler hale gelmistir. GBS (Generalized Boolean Sum) yani Genellestirilmis
Boolean Toplami seklindeki operatorler ilk olarak Badea ve ark. (1988); Badea ve Cottin
(1990) calismalarinda kullanilmistir. Bu ¢alismalarda Yaklasimlar teorisinde iyi bilinen
Korovkin teoremini Bogel-stirekli fonksiyonlar i¢in gelistirmislerdir. Dobrescu ve Matei
(1966)’da ki calismasinda ise sinirli aralikta herhangi bir B-siirekli fonksiyonuna iki
degiskenli GBS tip Bernstein polinomlar1 ile yaklasilabilecegini gostermislerdir. Ayrica
Agrawal ve ark. (2016)’da ki aragtirmada ise Polya dagilimina dayali iki degiskenli GBS

tip Lupasg-Durrmeyer operatorlerinin yaklasim derecesini incelemislerdir.

Bu calismalardan esinlenen bazi bagka arastirmacilarda B-siireklillik ve B-
differansiyellenebilirlik tanimlarim1 kullanarak iki degiskenli pozitif lineer GBS
operatorlerin yaklagim 6zelliklerini incelemislerdir. GBS ile ilgili bir¢ok makale 6rnegi
mevcuttur bunlardan tezimizde yararlanmis oldugumuz birkagina (Barbosu ve Pop, 2008;
Barsan ve Braica, 2011; Deshwal ve ark., 2017; Goyal ve ark., 2017; Ruchi ve ark.,
2018). seklinde siralanabilir. Yukarida referans olarak verilen c¢alismalarin neticesinde
bizde bu boliim igerisinde A tiggensel bolgesi tizerinde GBS tipli iki degiskenli Bernstein-
Kantorovich operatoriinii daha 6nceden A tiggensel bolgesi tizerinde tanimladigimiz (2.4)

operatoriinlin yaklasim sonuglarin1 dikkate alarak GBS tip operatorii asagidaki sekilde

tanimladik.
n n—=k TL+1 2 2%_127€111 !
Pultio) = Y vnalay) (") % [ [ Mgaledsedts (312)
k=0 1=0 K .’
ok 1211

Burada v, i (z,y) ve My, s, (x,y)

n\(n—=Fk\ /1+z\*/14+y\' 1+ 1+4+y\" k!
vora@y) =)\ ( 2 ) ( 2 )(1_ 2 2 )
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thSo (I’ y) = [f(l‘, 50) + f(t()v y) - f(t(b SO)]

seklinde tanimlanir. Bir sonraki boliimlerde (3.12)’de tanimladigimiz operatdr igin,
plriizsiizliik karma modiilii yardimiyla yaklasim hizin1 ve Lipschitz siniflar1 taniminida

kullanarak lokal yaklasim 6zellikleri ile ilgili olan teoremler verilecektir.

3.7. P.(f;z,y) operatorii i¢in yaklasim hizinin hesaplanmasi

Teorem 3.12 Vf € Cy(A), (z,y) € A igin (3.12) ile verilen operator igin

| Pu(f52,y) — f(2,9)] < 4 Wiigea (f;01(n), 62(n))

esitsizligi gecerlidir. Burada 6, = 69 = \/ﬁ "dir.

Ispat. Oncelikle kabul edelim ki Cy(A), A {iggensel bdlgesi iizerindeki tim Bogel-
stirekli fonksiyonlarin uzayi olsun. C(A) C C,(A) dir (Bogel, 1962). (2.12)’de verilen

piiriizsiizliik karma modiiliiniin 6zelliginden faydalanarak,

D(to,50)f (T, y) = f(@,50) + f(to,y) — f(to, %0)

esitligi elde edilir. Bu esitlige (3.12) ile taniml1 operator uygulanirsa

Pu(fix,y) = f(2,y) = —RulBri.s0) f (T, 9); 2, Y)

elde edilir. Son esitlige Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi uygulanirsa,

Pl fi2,y) = F(@,9)] < Ral|foso f(2,9)]52,9)

< (Raro0) + 87y Ru((to — 2)%2,9) + 0"\ R (50— 9)%2,9)

+51152\/Rn ((to — )% 2,y) R ((s0 — )% x,y)) Wized (f501(n), 02(n))

esitsizligine ulasilir. Lemma 3.2 ve Lemma 3.3’den

|Pa(fi2.9) = F(@,9)] < Ral| @0 f(2,9)]52,9)

< (1 + o7t \/ﬁ + 05t \/n1T1 + 67105 #1#1) Wiized ([301(n),d2(n)) sonucuna

ulasilir. Yukaridaki esitsizlikte 0, = 09 = \/%H, segilirse ispatimiz tamamlanir.
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Teorem 3.13 Vf € C,(A), (z,y) € A olmak iizere, (3.12) ile tanimli operator igin

1 1
Pn y U, - ) §2Kmixe T R
| Pulfiz9) = f(@.9) (1)

esitsizligi saglanr.

ispat. hy; € C%° igin, Taylor agilimim kullanarak
h1(57 t) = hl(xv y) + (S i l’)Dgohl(ZE, y) + /(S - U>D%Oh1(v7 y)dU
esitligini yazabiliriz. Bogel (1962) *den, GBS operatoriiniin lineerlik 6zelligini kullanirsak

Pn(hhx?y) — hl(xay) + Pn (/(S - U)D%’Dhl(v,y)dv;x,y>

xT

elde edilir. (3.12) tanim1 ve Lemma 3.3 den,

| P 2,y) = ha(2,y)| = Ry ( (s =) [P (w,9) = DEhi(v, 1) dvs y)

| |

/‘S o 'Ul ’D%Ohl(vvy) - Déohl(v7k)‘ dU;Q?:Z/

< 5 |Ph | (5= 2)%2.0)
1
S

esitsizligi elde edilir. Benzer sekildeki hesaplamalarla hy € C%’z igin,

Palha; ) — ()| < 5 | Dol B (8~ )% ,0)

1
< 5y 175
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sonucunada ulasilir. Benzer sekilde, g € C,QB’2 igin

g(s,t) = g(z,y) + (s — 2) Dg’g(z,y) + (t — y) Dy g(z,y)
+ [t =y)(s =)D} glv,y)do
+ (s —a)(t—y)Dg'g(x,y)

+/S—v D% g(vydv+/t—u D% g(z, u)du

+ [ (s —x)(t —u)Dg’g(z, u)du

\m @\w 8

t
/s—v )(t —u) D%’ g(v, u)dudv

Ty

+

esitligini yazarsak P,((s — z);x,y) = P.((t — y); x,y) = 0 elde edilir. Buradanda

| Pu(g;2.y) — g(z,9)|

(775—1} (t — u) D% g(v, u)dudv; x y)‘
“( -
(//|S—v||t—u ’DBgvu‘dudvxy)

1
< 1105 R (s =2t = 0)%iy)

| /\

st
//s—v )(t —u) D% g(v, u)dudv| ;
z'y

I/\

esitsizligine ulasilir. Son esitsizlikte

B ((5 =22t = )% ,9) = Ra (s = 2)% 2,) B ((t = 9)%2,) < (n+1)2

ifadeleri yerine yazilirsa,

. 1 2,2
| Pulgsz.y) — g(a,y)| < nt12 D5

HOO

sonucu elde edilir. Son olarak f € C,(A) i¢in yukarida elde ettigimiz tiim sonuglar
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birlestirilirse,

| Pu(f52,y) — f(2,y)]
<|(f =h1 = he = g)(@,y)| + [(h1 — Puha) (2, y)| + [(he — Puha)(z,y)|
+ (9 = Pug) (@, y)| + |Pu((f — ha — ho — g); 2, )]

S2f —h1i—hy =gl + nlﬂ) |25

1 .
m HD%’QhQH +

1
repye L

elde edilir, ve hy € C3°, hy € C%?, g € C3 igin her taraftan infimum degelerini alirsak

bu da ispat1 tamamlar. O

Teorem 3.14 g € Lip,(3,~) olmak iizere (3.12) ile tanimli operator igin

@
2

| Pa(gsu,v) = g(u, 0)] < allya(u)2 W, 5(v)

esitsizligi saglanr.

Ispat. (3.12) tanmim1 ve B-siirekli fonksiyolar1 i¢in Lipschitz siniflar kullanilarak,

| Pn<gau> U) - g(u,v)| < Rn (‘¢(to,so)g(uav) ;U7U>

<aR, (\to —ul’|sg — v[”;u,v)

= aR, (]to —u)’ ;u,v) R, (|so — v|";u,v)

esitsizligi elde edilir, Bu ifadeye Holder esitsizligindeki (p1,q1) ve (pa, go) ifadelerinin

yerine sirastyla (%, ﬁ) , (%, %) ifadelerini uygularsak ve ayrica Lemma 3.2 ve Lemma

3.3’den faydalanarak

2-8

R, (roo;u,v) 2

(NI

| Pag ) = a6 0)] < (R (0 = %00

xR, ((30 — v)g; u, U)E R, (10,0 u,v)22v>

< Tl (u) 20, 5(v)

sonucunu elde ederiz. Bu da ispati tamamlar. U
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

41. R,(f;z,y) ile P,(f;z,y) operatorlerinin bazi fonksiyonlara yaklasim

hizlarinin grafik ve tablolarla karsilastirilmasi

Bu bolim igerisinde A := {(z,y): —1 <z,y <1,z +y < 0} tiggensel bolgesi
tizerinde (2.4) ve (3.12)’de tanimladigimiz operatorlerinin bazi fonksiyonlara yaklagimlari
ornekler verilerek detaylica yorumlanmis, grafik c¢izimleri ve hata tahminleri niimerik

deger tablolar1 Maple yazilim programi yardimi ile elde edilmistir.

Ornek 4.1 Sekil 4.1. de (Sar1) ile gosterilen A dicgensel bélgesi iizerinde (2.4) ile tanimli
operator her (x,y) € A igin sirasivla n = 5,50 degerleri kullamlarak (Yesil) ile
gosterilen f(x,y) = 3sin(z + y)° — 5cos(x — y)3 fonksiyonuna yaklagimimn grafigi
verilmistir. Sekil 4.1.’den asikardir ki; n degeri arttikca (2.4) operatoriiniin f(z,vy)
fonksiyonuna yaklasimi dahada artmaktadir yani yaklasim iyiye gitmektedir. Ayrica Tablo
4.1.’de ise n = 5,25,125,250 ve farkl (x,y) € A degerleri i¢in, (2.4) operatériiniin
f(x,y) = 3sin(z+y)° — 5 cos(x — y)? fonksiyonuna yaklagiminin hata tahmin degerleri
verilmistir. Tablo 4.1.°i referans alirsak, n degerleri arttikga (2.4) operatoriiniin f(x,y)

fonksiyonuna yaklagiminin hata tahmin degerleri iyice azalmaktadir diyebiliriz.

[, 1/} p——

RS0 £ xy)

-1-05 0 035 -1-05 0 ps

¥ ¥

Sekil 4.1. f(x,y) = 3sin(z + y)® — 5 cos(z — y)? fonksiyonuna (2.4) ile tamimli operatdriiniin n = 5, 50
degerleri igin yaklagimimin grafigi.
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Ornek 4.2 Sekil 4.2. ’de (Mor) ile gosterilen A ii¢gensel bolgesi iizerinde (2.4) ile tamml

operator her (x,y) € A igin swraswla n = 5,50 degerleri kullanilarak (Sari) ile

3sin(x — y) fonksiyonuna yaklasiminin grafigi verilmistir. Sekil

gosterilen f(x,y) = x
4.2. den goriiliirki; n degeri arttik¢a (2.4) operatoriiniin f(x,y) fonksiyonuna yaklagimi
iyiye gitmektedir. Ayrica Tablo 4.2.°de swraswyla n = 5,25,125 degerleri icin (2.4)

3sin(x — y) fonksiyonuna yaklasiminin hata tahmin niimerik

operatoriiniin f(x,y) = x
degerleri hesaplanmigtir. Buradan agikca goriiltir ki daha kiiciik (x,y) degerleri i¢in n

degeri arttik¢a yaklagsimda ki hata tahmin degeri kiigtilmektedir.

iz v flxy)
— RS ) RSN x v}

Sekil 4.2. f(x,y) = x3sin(x — y) fonksiyonuna (2.4) ile tamimli operatériiniin n = 5,50 degerleri igin
yaklagiminin grafigi.

Ornek 4.3 Sekil 4.3. de (Kirmizi) ile gésterilen A iicgensel bolgesi iizerinde tamimli olan
(2.4) ve (Yesil) ile gosterilen GBS tip (3.12) operatorlerinin her (x,y) € A ven = 5,40
degerleriigin (Mavi) ile gosterilen f(x,y) = 2*—sin(y—x) fonksiyonuna yaklagimlarinin
grafigi verilmigstir. Sekil 4.3.’den asikardirki; n degeri arttikca GBS tip (3.12) operatorii
(2.4) operatiriine gore f(x,y) fonksiyonuna daha iyi yaklasim sergilemektedir. Ayrica
Tablo 4.3.’de farkli (x,y) ve n = 500 degerleri igin (2.4) ve (3.12) operatorlerinin
f(x,y) fonksiyonuna yaklagimlarinin hata tahmin degerleri elde edilmistir. Tablo 4.3. 'den
agtk¢a her (xz,y) € A igin (3.12) operatoriin f(x,y) fonksivonuna yaklasiminin hata
tahmin degerleri, (2.4) operatoriiniin f(x,y) fonksiyonuna yaklasimimin hata tahmin

degerlerinden daha kiiciik oldugu goriiliir. Yani daha iyi yaklagim sonuglar: vermektedir.

44



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Sekil 4.3. f(x,y) = 22 —sin(y — x) fonksiyonuna (2.4) ile (3.12) tamimli operatdrlerin n = 5, 40 degerleri

-1-05 0 05

"

i¢in yaklasimiin grafigi.

Cizelge 4.1. f(z,y) = 3sin(x + y)® — 5 cos(z — y)* fonksiyonu igin (2.4) ile taniml operatdriiniin farkl
n ve (x,y) degerleri kullanilarak yaklagiminin hata tahminleri niimerik degerleri tablosu.

(z,9)

n=>5

n =25

n =125

Resat Aslan

— )
. [ £ %, 1)
— P4 )

-1-035 0 05

W

n = 250

(=0.1,—0.1)
(—0.5,-0.3)
(—0.1,-0.9)
(17 _1)
(—0.9,0.9)

1.99342301
1.32812648
0.46485159
0.33068302
0.30603976

0.80800223
0.43903527
0.19177431
0.15076510
0.00841899

0.20210506
0.10114575
0.04600548
0.03613600
0.00689241

0.10427423
0.05154992
0.02355847
0.01840450
0.00384924

Cizelge 4.2. f(z,y) = x3sin(z — y) fonksiyonu igin (2.4) ile tanimli operatdriiniin farkli n ve (z,v)
degerleri igin yaklagiminin hata tahminleri niimerik degerleri tablosu.

n =25
0.010006
0.008023
0.007437
0.007196
0.006830

n =125
0.001126
0.000554
0.000424
0.000361
0.000325

n=2>5
0.080565
0.077840
0.077027
0.076414
0.074421

(z,y)
(0.095, —0.095)
(0.05, —0.05)
(—0.025,0.025)
(—0.01, —0.01)
(—0.01, —0.099)
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Cizelge 4.3. f(x,y) = 2% — sin(y — x) fonksiyonu igin (3.12) ve (2.4) ile taniml1 operatdrlerinin n = 500
ve farkli (x, y) degerleri i¢in yaklagiminin hata tahminleri niimerik degerleri tablosu.

(z,y) [Rso0(f52,y) = f(z,y)| | [Psoolfiz,y) — [(z,y)|
(0.01, —0.01) 0.00373539672 0.00007801713
(—0.02,0.02) 0.00444218352 0.00015595725
(0.03,—0.04) 0.00313838356 0.00026983045

(—0.03, —0.05) 0.00373219945 0.00007189246
(0.05, —0.05) 0.00276456558 0.00038854967
(0.06, —0.06) 0.00251728506 0.00046541592

(—0.07, —0.05) 0.00414246641 0.00006892313

(—0.07, —0.07) 0.00391506974 0.00000000012
(0.08, —0.08) 0.00202380312 0.00061769752
(0.09, —0.09) 0.00177541194 0.00069296224
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda, A = {(z,y): —1 < z,y <1,z +y < 0} tcgensel bolgesi
tizerinde (z,y) € A ve f € C(A) igin (2.4)’de verilmis olan iki degiskenli Bernstein-
Kantorovich operatorii

okt+l q1olfl 4
_ n+1 n+1
n 1 2 n n—k

Rn<f;a:,y>=< . )zzyn,m,y) [ [ fsnasi

k=0 =0

seklinde tanimlanmistir. Yukaridaki denklemde

n\ (n—Fk\ /(1+z\*/1+y\ Lte  1+y\"*

seklinde tanimlanir. Oncelikle (2.4) operatdriiniin lineer ve pozitif oldugu gosterilmistir.

Ardindan sirasiyla 1, s, t, 52,12, 5%, 3, s*, t* test fonksiyonlarinin (2.4) operatorii altindaki
goriintiileri hesaplanmistir. (2.4) operatorii i¢in 4. mertebeye kadar merkezi momentler
hesaplanmistir. Volkov (1957) tarafindan verilen teorem geregi; (2.4) operatoriiniin
bir f fonksiyonuna yaklasiminin diizgiin olacagi ispatlanmisg, tam ve kismi siireklilik
modiilleri yardimlar1 araciligiyla yaklagim hizi hesaplanmistir. Ayrica Voronovskaja tip
asimtotik yaklagim ile ilgili teorem ispat1 ile birlikte verilmis ve lipschitz siniflarinda
ki yaklasimida incelenmistir. Daha sonra (2.4) operatorii i¢in Peetre’s K-fonksiyoneli ve
ikinci mertebeden iki degiskenli durum i¢in verilen siireklilik modiilii yardimai ile de lokal
yaklagim hiz1 hesaplanmistir. (2.4) operatdrii igin (3.12)’de GBS tip operator insaa edilmis
ve bu insaa edilen operatoriin karma siireklilik modiilii yardimi araciligrylada yaklasim
hiz1 hesaplanmis ve Lipschitz siniflar1 yaklasimida verilmistir. Tezin son kisminda ise
Maple yazilim programi yardimiyla A bolgesi tizerinde tanimli ve grafikte sari renk ile
gosterilen (2.4) operatorii icin Ornek 4.1°de her (x,7) € A igin sirastyla n = 5,50
degerleri kullamilarak grafikte yesil renk olarak verilen f(z,y) = 3sin(x+y)®>—5 cos(z—
y)? fonksiyonuna yaklagiminin grafigi Sekil 4.1.’de ¢izilmistir. Tablo 4.1.’de ise farkli
n € Nt ve (z,y) € A degerleri igin, f(z,y) = 3sin(z + y)® — 5cos(x — y)? ile
A lggensel bolgesi tizerinde tanimli (2.4) operatorii arasindaki hata tahmin degerleri
verilmistir. Ornek 4.2°de ise mor renk olarak tanimlamis oldugumuz (2.4) operatdriiniin

3

sar1 renk ile gosterilen f(x,y) = x° sin(x — y) fonksiyona yaklasiminin grafigi n = 5, 50
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degerleri i¢in Sekil 4.2.’de ¢izilmistir. Tablo 4.2.°de ise sirasiyla n = 5,25, 125 degerleri

3sin(x — y) fonksiyonuna yaklagiminin hata tahmin

i¢in (2.4) operatoriiniin f(z,y) = x
degerleri hesaplanmistir. Ornek 4.3°de ise; n = 5, 40 degerleri i¢in kirmizi renk ile verilen
(2.4) operatorii ile yesil renk ile verilen (2.4) operatoriiniin GBS tiplisinin (3.12) mavi

2 — sin(y — x) fonksiyonuna yaklasimlar1 Sekil 4.3.’de

renk ile gosterilen f(x,y) = x
karsilastirilmistir. Ayrica Tablo 4.3.’de ise farkli (z,y) ve n = 500 degerleri i¢in (2.4)
operatorii ile (3.12) operatorlerinin f(x,y) = 2* — sin(y — x) fonksiyonuna yaklagim

hizlarinin hata tahmin degerleri kiyaslanmustir.

5.2. Oneriler

Bu tez ¢aligmasinda, A = {(z,y): —1 < x,y <1,z +y < 0} ticgensel bolgesi
tizerinde tanimlamis oldugumuz iki degiskenli Bernstein-Kantorovich tipindeki operator
icin ilerleyen calismalarda farkli uzaylarda Ornegin; agirlikli veya Lp uzaylarinda
ki yaklasim oOzellikleri aragtirilabilir. 1ki degiskenli Bernstein-Kantorovich tipindeki
operatdr i¢in son yillarin popiiler genellestirilmelerinden biri olan ¢ ve (p, ¢) —analoglari,
yani kuantum ve post-kuantum analoglar1 tanimlanarak bu operatdrlerin yaklasim
ozellikleri detaylica incelebilir. Ayrica daha gliglii yazilim programlari farkli fonksiyonlar
icin denenerek hata tahmin degerlerini ¢ok daha kiiciik degerlere indirebilmemiz

mumkindiir.
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