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Yiksek Lisans Tezi

HIiPERBOLIK KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SONLU FARK SEMASI
METODUYLA ¢OZUMU

Mustafa CAN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitust
Matematik Ana Bilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Mahmut MODANLI
Yil: 2018, Sayfa: 47

Bu calismada ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin baglangi¢-sinir deger problemi

{utt(t,x) = Uy, (8, %) + u,e (8, x) + f (8, x); 0<x<m0<t<l1
u(0,x) = ¢, (x),u:(0,x) = @, (x),u(t,0) =u(t,1)=0; 0<x<m0<t<1

incelendi. Bu hiperbolik kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii bilinmesine karsin, sonlu fark semast
metodunun giivenilirliginin test edilmesi 6nemlidir. Bu hiperbolik kismi diferansiyel denklemin tam
¢6zumi bulunup bu tam ¢6z0im igin kararlilik kestirimleri verildi. Bunun i¢in yukarida verilen denklemin
baslangic deger kosullar1 kullanilarak birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel fark semalar1 olusturuldu.
Bu diferansiyel fark semast i¢in kararlilik kestirimleri yapildi. Bu problemin yaklagik ¢6ziimii i¢in birinci
ve ikinci mertebeden tam-dogruluk diferansiyel fark semasi yaklagimi uygulanmaktadir. Bu baglangig-sinir
deger probleminin yaklasik ¢6ziimii igin kiigiik parametrelere (t = T/N (N > 0)veh = L /M (M >
0)) dayanan 1zgara noktalar1 (=grid points) ailesinin w(z,h) = [0,T]; X [0, L]} kiimesi kullanildi.
Hiperbolik kismi diferansiyel denklemin sonlu fark semast metodu ile yaklasik ¢oziimii elde etmek i¢in
Gauss eliminasyon metodu uygulandi. Ornek kismi diferansyel denklemlere Laplace ve Fourier transform
metotlar1 uygulandi. Bu diferansiyel fark semasinin ¢dziimii igin teorik ifadeler niimerik deneylerin
sonuglartyla da desteklendi. Matlab programui kullanilarak tam ve niimerik ¢6ziimler karsilagtirilarak
dogruluk kestirimleri agisindan giizel sonuglar bulundu. Sonu¢ olarak, sonlu fark semasi metodu
uygulanilarak calisilan hiperbolik kismi diferansiyel denklemin niimerik ¢6ziimii i¢in elverisli sonuclar
bulunup hata analizi yapildi.

ANAHTAR KELIMELER: Sonlu fark semas1 metodu, hiperbolik kismi diferansiyel denklem, kararlilik
kestirimi, baslangi¢-sinir deger problemi, niimerik ¢oziimler.
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In this study, second order partial differential equations are investigated. We studied the following initial-
boundary value problem:

{uu(t,x) = Uy (6,%) + ur (&, %) + f(E, %), 0<x<m0<t<l,
u(0,x) = ¢, (x), u:(0,x) = @,(x),u(t,0) =u(t,1) =0, 0<x<m0<t<l.

Even though the solution of this hyperbolic partial differential equation is already known, it is important to
test reliability of finite difference scheme method. For this purpose, first and second order difference
schemes were contructed by using initial value conditions given above. Stability theorem was obtained for
this difference scheme. The first and second order accuracy difference scheme approach is applied for the
approximate solution of this problem. In order to solve this initial-boundary value problem approximately,
w(t,h) = [0,T]; x [0,L],, set of grid points family, which is based on small parameters (t =
T/N(N > 0)andh = L /M (M > 0)), is used. Gauss elimination method is applied to obtain an
approximate solution to hyperbolic partial differential equation with finite difference method. Stability
estimates are given for this hyperbolic differential equation. The exact solutions obtained with Laplace and
Fourier transform methods are compared with the approximate solution. Theoretical expressions for this
difference scheme are supported by results of numerical experiments. Numerical solutions obtained with
Matlab program produce decent results in terms of stability estimates. Some examples are given in order to
show validity and applicability of the given technique. In conclusion, finite difference method produce
convenient results for solving the studied hyperbolic partial differential equation.

KEY WORDS: Finite difference scheme method, hyperbolic partial differential equation, stability estimate,
initial-boundary value problem, numerical solution.
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1. GIRIS Mustafa CAN

1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler, fen bilimleri ve miihendisligin termodinamik,
elektromanyetik, elektrodinamik, hidrodinamik, esneklik, akiskan dinamigi, dalga
yayilimi, malzeme bilimi gibi bir¢ok bilimdali i¢in ¢ok dnemli bir aragtir. Bu denklemleri
¢ozmek i¢in kullanilan sayisal yontemlerde, kararlilik problemi biiyiik bir 6neme sahiptir
ve biyiik 6l¢iide dikkat gekmistir. Hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin sinir deger
problemlerinin ¢esitli 6zelliklerinin incelenmesi, kismi diferansiyel denklemler i¢in fark
semalarinin kararliligt ve Fourier serilerinin toplaminin incelenmesi calismalarinda
Hilbert ve Banach uzaylarinda diferansiyel ve fark operatorlerinin pozitiflik 6zelliginin
oynadig1r rol iyi bilinmektedir (Fattorini, 1985; Goldstein, 1985; Ashyralyev ve
Sobolevskii, 1994; Ashyralyev ve Sobolevskii 2004; Ashyralyev ve Koksal, 2009; La Sen,
2011; La Sen, 2013; Achour ve Belacel, 2014; Ghorbanalizadeh ve Sawano, 2014).
Hilbert ve Banach uzaylarinda hiperbolik diferansiyel denklemler i¢in lokal ve lokal
olmayan problemlerin ¢6zlimiine yonelik bir ara¢ olarak operatorler metodu, cesitli
yazarlar tarafindan sistematik olarak gelistirilmistir (Fattorini, 1985; Goldstein, 1985;
Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004; Krein, 1971; Vasilev, 1990).

Hiperbolik kismi diferansiyel denklemi, sinyal analizi, dalga yayilimi, rastgele
yiiriiyiis teorisi gibi uygun bazi problemlerin modellenmesi i¢in 6nemlidir (Weston ve He,
1993; Banasiak ve Mika,1998 Jordan ve Puri, 1999). Kismi diferansiyel denklemin
listesinden gelmek amaciyla, tam ve yaklasik ¢oziimler elde etmek icgin c¢esitli
matematiksel yontemler Onerilmistir. Ornegin, Dehghan ve Shokri radyal tabanl
fonksiyon (Kansa's method) yontemine dayanan yeni bir niimerik sema onermislerdir
(Dehghan ve Shokri, 2008). Gao ve Chi, lineer olmayan telegraf denklemlerinin ¢6zimi
i¢in niimerik bir algoritma gelistirdi (Gao ve Chi, 2007). Biazar, telegraf denklemlerine
yaklasik ¢oziimler elde etmek i¢in varyasyonel iterasyon yontemini kullandi (Biazar,
2009). Saadatmandi ve Dehghan, telegraf denklemini nimerik olarak ¢dzmek igin
Chebyshev Tau yontemini uyguladi (Saadatmandiand ve Dehghan, 2010). Twizell,

genisletilmis kararlhilik araligi ile dalga denklemi i¢in agik fark yontemini kullanmistir
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(Twizell, 1979). Ashyralyev ve Akat, stokastik hiperbolik ve stokastik telegraf
denklemlerinin yaklasik ¢6ziimii i¢in fark yontemini uygulamiglardir (Ashyralyev ve
Akat, 2011; Ashyralyev ve Akat, 2012; Ashyralyev ve Akat, 2013). Koksal, iletim
hatlarinda ortaya c¢ikan telegraf denklemlerinin niimerik ¢oziimlerini hesaplamistir
(Koksal, 2011). Hesammeddini ve Asodolahifard telegraf denklemlerin ¢6zimi igin Sinc-

Collocation metodunu kullanmistir (Hesammeddini ve Asodolahifard, 2013).
Bu tezde asagidaki hiperbolik baslangig-sinir deger problemi

u, (t,x) = u, (t,x) +u (t,x) + f(t,x), 0<x<m 0<t<1,

u(0,x) = (pl(x), u,(0,x) = (pz(x), u(t,0) = u(t, 1) =0, (1.1)
0<x<m0<t1

calisilacaktir. Bu ¢alismadaki amag, hiperbolik kismi diferansiyel tipteki denklemlerin
siir deger problemlerinin bazi ¢esitlerinin kararli oldugu gosterilecek (Jiwari, 2012) ve
hiperbolik kismi diferansiyel denklemler i¢in bu problemleri ¢6zmede fark semalarinin

kararlilig1 incelenecektir.

Hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin baslangi¢-sinir deger problemlerinin
analitik c¢ozumleri igin Fourier doniisiim, Laplace doniisiim ve Fourier seri ¢ozliim
yontemleri ile ¢oziilebilecegi bilinmektedir. Simdi, bu yontemleri kullanarak kismi

diferensiyel denklemlerin analitik ¢ozimlerini gosterelim.

Ornek 1.1.
u, (6, x) + u, (6, x) — uy(t,x) + u(t,x) = 2e 'sin(x), t >0, 0<x<m,
u(0,x) = sinx,u,(0,x) = —sinx, 0 < x <, (1.2)
u(t,0) = u(t,m) =0, t=>0

denkleminin ¢ozimainu Fourier serisi ¢oziim metodunu kullanarak elde ediniz.

Cozam: u(t, x) = v(t,x) + w(t, x) olsun.

Burada v(t, x);
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v (t,x) + v(t,x) + v(t,x) = v,(t,x), t>00<x<m,
v(0,x) = sinx,v,(0,x) = —sinx, 0 < x <, (1.3
v(t,0) = v(t,m) =0, t=0

ve w(t, x);
we(t,x) + w(t,x) —w, (t,x) + w(t,x) = 2e " sin(x) t>0,0<x<m,
w(0,x) = 0,w,(0,x) =0, 0 <x <, (1.4)
w(t,0) =w(t,m) =0, t=0

dir. Simdi, (1.3) denkleminin ¢6zim igin

v(t,x) = T(t)X(x)

degiskenlere ayirma yontemini kullanalim. Bu son denklem ve tiirevleri (1.3)

denkleminde yerine yazilirsa
T"(OXxX)+T'(O)X(x)+T)X(x) = T(EX"(x)
olur. Buradan da

T"@O+T'(O)+T@E)  X'(x)

T(t) oX(x) (1.5)
elde edilir. (1.2) denklemindeki baslangi¢c deger kosullarindan
S = Ty = of = X = KO =0
yazilir. (1.5) denkleminden
{X”(x) —AX(x)=00<x<m, (1.6)
X0)=X(m)=0

Sturm-Liouville problemi bulunur. X # 0 olmasi durumunda (x, 1)’ya bagli ¢ozim elde

edilir. (1.6) denklemininin karakteristik denklemi ve kokleri
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m2—1=0m?=A=>m=Fiv-1 (1<0)

seklindedir. Eger 4 > 0 ise (1.6) sinir deger problemi X (x) = 0 asikar ¢oziimiine sahip

olur. A<0 igin (1.6) siir deger probleminin asikar olmayan ¢oziimleri
X(x)=1c¢ cos(\/—_l x) + ¢, sin(\/—_/l x)
dir. Sinir deger kosullar1 kullanilirsa
X, (x) = sin(kx), 1= —k?, k=12,..
¢6zUmi elde edilir. (1.5) ifadesindeki diger denklem
T, (t) + Tp(t) + (k*+ DT () =0 (1.7)
dir. (1.7) denkleminin karakteristik denklemi
m>+m+ (k?+1)=0

olup, kokleri

—1FJy1—-4(k?+1) —-1FV1—-4k?—4
2 B 2

mp, =

_ —1FiV4k2+3 1$
N 2 T2

iv4k? + 3
2

seklindedir. Bu durumda, (1.7) denkleminin genel ¢oziimii
_t 4k? + 3 ) 4k? + 3
T, (t) = e z|Acos — t + Bsin — t

olarak bulunur. Sonug olarak, siiperpozisyon ilkesi kullanilirsa (1.3) probleminin genel

¢cozumi
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t
v(t,x) = Yg=.€ 2 - -

, 2 , 2
Akcos< b +3> t+ Bksin< b +3> t] sinkx (1.8)

olur. Baglangi¢ deger kosullar1 uygulanirsa

o0 Vak? +3 C[VaK® +3 ,
v(0,x) = z e 2|Aycos TO + Bysin TO sinkx
k=1
v(0,x) = Z Ay, sinkx = sinx
k=1
bulunur. Bu durumda, bu son denklemden
A1 = 1, Ak = O, k > 2
oldugu goruldr. (1.8) denkleminde t degiskenine gore tiirev alinirsa
o1 e Vak* +3 C(VaKk* +3 _
v (t,x) = Z —Ee 2| Aycos — t + Bysin — t|sinkx
k=1

sinkx

_g[_m (M)HM <m>tl

+e 2 > Agsin > Bycos

olur. Bu son denklemde baslangi¢ deger kosullar1 kullanilirsa

o 1 Vak* +3 . _
v:(0,x) = Z _EA" sinkx + By, Tsmkx = —sinx
k=1
denklemi elde edilir. A; = 1 oldugu gozoéniine alinirsa
1 BW7
_§A1+ 12 :—1, k:0'k>2
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Bi7 _ _1_ g 1
2 o7
bulunur. Sonug olarak,
t V7 1 N7\ ] .
v(t,x) =e 2 [cos (7> t— ﬁsm <7> tl sinx (1.9)

¢Oziimii elde edilir. Simdi, (1.4) probleminin ¢ézlimiinii bulmak i¢in

w(t,x) = Z Ay (t)sinkx
k=1

denklemi verilsin. Bu son denklem ve tiirevleri alinip (1.4) denkleminde yerine yazilirsa
Z Ay (t)sinkx + Z Al (t)sinkx + Z A, () k?sinkx + Z A, (t)sinkx
k=1 k=1 k=1 k=1

= 2e " sin(x) (1.10)
elde edilir. Bu denklemden
A () + A, () + 24, (t) = 27, A (0)=0,4,(0)=0
ve
AL () + A (1) + (k%2 + 2)A,(t) = 0,  Ax(0) =0,4,(0)=0

bulunur. Bu son denklemin karakteristik denklemi ve kokleri

—1+/1—-4k?*+2
m>+m+ (k*+2)=0=>m= v ( )

2
 —1FVI—4kT—8 -1FiVakZ+7 1 Ak +7
= 2 = 2 -2 2
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olarak bulunur. O halde, A4, (t) ifadesinin ¢6zimi

P VAT T 7  NERTET
A (t) =e z|cycos| ——=— |t + cysin — t

seklindedir. Baslangi¢ deger kosullar1 kullanilip, bu son denklemde yerine yazilirsa
Ak(0)=C1=0$C1=0
ve

| NEEET

A;C(O)z_zcl-l_ 2 C2=O$C2=0

A,() =0 k=2
elde edilir. Simdi, A, (t) ¢bziminl bulalim. (1.10) denkleminden k = 1 igin
AY(6) + Ay (D) + 24, () = 2e7 (1.11)
yazilabilir. Bu denklemin ¢6zUmu igin

A (1) = A{(D) + AT (D)
denklemi ele alinsin. Buradan denklemin homojen kismi
A7 () + A1) +24,(t) =0 (1.12)
olup, karakteristik denklem ve kokleri

-1++v1-8
m*+m+2=0 Sm=————=-

N[ =
+l
S| G

dir. (1.12) denkleminin ¢6zim

AS(t) = e_g [clcos <g> t + cysin <g> tl
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olarak bulunur. (1.12) denkleminde homojen olmayan kismin 6zel ¢ozumu igin
AP(t) = Ae™t
alinip, tlirevleriyle beraber yerine yazilirsa
Ae Tt —Ae " +24et=2e 't A=1
elde edilir. Bu nedenle,
Al@)=et

dir. A4;(0) =0, A7(0) = 0 baslangi¢ deger kosullar1 kullanilarak

A (t) = e_% [clcos (g) t + cysin <g> tl +et

denkleminden
A1(0)=C1+1=O:>C1=_1

ve

Al(t) = —%e_g lclcos <g> t + c,sin <g> tl —et

(D LoD

2

+e 2 —01751'" t+C27COS >

denkleminden

, V7 V7 1
A1(0)=§—1+762=0:>762=§:>62=

Q=

bulunur. Bulunan bu sonuglar denklemde yerine yazilirsa
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A () = e_g [—cos <g> t+ %sin (g) tl +et

elde edilir. Buradan da

t 7 1 t 7
w(t,x) = A;(t)sinx = —e 2cos <\/7— t) sinx + ﬁe_isin <\/7— t) sinx + e tsinx  (1.13)

oldugu goriiliir. Sonug olarak, (1.9) ve (1.13) denklemlerinden
u(t,x) = v(t,x) + w(t,x) = e tsinx
bulunur. Dolayisiyla, bu son denklem (1.2) denkleminin tam ¢éziimiddr.
Ornek 1.2.
u (8, x) +u,(t,x) — u, (6, x) + 2u(t,x) = e % t>0, x>0,
u(0,x) = e™*, u,(0,x) = —e™™, x=0, (1.14)

u(t,0) = e, u,(t,0) =—e7f t>0

denkleminin tam ¢6zimind Laplace doniisim yontemini kullanarak elde

ediniz.

Cozam: u(s, x) = L{u(t, x)} olsun. Verilen (1.14) problemin her ifadesinin ayr1 ayr1 Laplace

doniistimleri alinirsa

02
L{a—t?} = s2L{u(t,x)} — su(0,x) — u.(0,x) = s?u(s,x) —se™* +e7%,

L{Z_I;} = sL{u(t,x)} —u(0,x) = su(s,x) —u(0,x) =su(s,x) —e™™,

0%u 0%u 0%u
L{ﬁ} =52 L{u(t,x)} = Wu(s’ x),

Lt 0} = £l = —
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L{uy (5,0} = L{—e™} = —L{e™} = —,

e—x
s+1

Liu(t,x)} = L{e™*} =

yazilabilir. Bulunan bu degerler (1.14) probleminde yerine yazilirsa

0%u(s,x) e
——————+s5°u(s,x) + su(s,x) + 2u(s,x) —se *+e™* —e™* =
0x? s+1

denklemi elde edilir. Gerekli islemler yapilip, baslangi¢ deger kosullarinin Laplace

doniistimleri alinirsa

0*u(s, x sP+s+1
—% + (s* + s+ 2)u(s,x) = (—1> e,

X Yy s+ (1.15)
s+ 1 ux(s,0) T 5+1

ku (5,0) =

bulunur. (1.14) problemin ¢ézimund bulmak igin
u(s,x) = u(s,x) + uP(s,x)
formiilii kullanilirsa, homojen kisminin ¢oziimii

0%u(s, x)

X7 +(s2+s+2u(s,x) =0

seklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemi
—m* + (s*+s+2)=0

ve kokleri

m, =+ st +s+2

oldugundan homojen denklemin ¢6ziimii

10
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u(s,x) = Cle\/sz+s+2x +cye” s2+s+2x (1.16)

seklinde elde edilir. (1.15) denkleminin 6zel ¢oziimii i¢in
uP(s,x) = Ae™ (1.17)
olarak alinip, tiirevleriyle beraber (1.15) denkleminde yerine yazilirsa

s?2+s+1
—Ae™* + (s’ +s+2)Ae™* = <—> e X

s+1

sonucuna varilir. Oyleyse,

s2+s+1 1
(s2+s+2)A=|——|=>4=
s+1

olur. (1.16) ve (1.17) formiilleri kullanilirsa

1
Vs2 —s2 -
se+s+2x c e +s+2x t e™*

u(s,x) = cqe
(s,%) 1 s+1

sonucu elde edilir. u(s,0) = ﬁ U,(s,0) = i baslangi¢ deger kosullart kullanilirsa

C1=C2=0

bulunur. Bu durumda,

—-X

uls,¥) = 77

olur. Bu son denklemin denkleminin ters Laplace doniisiimii alinirsa

u(t,x) = L7 Hu(s,x)} = L1 {Se;xl} = e X1 {s -|1- 1} e

¢c6zimi elde edilir. Boylece, (1.14) problemini tam ¢ozimdi

11
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u(t,x) = e *t
olarak elde edilir.

Ornek 1.3. Asagidaki Cauchy probleminin ¢6zimuni

Uy (%) + u (%) — uy(t,x) +u(t,x) = 3 — élacz)e_t_"2 t>0, x € (—00,00),
(1.18)
u(0,x) = e, u,(0,x) = —e™* x€ (=00, 00)
Fourier doniisiimii yontemi ile elde ediniz.
Cozum:

u(t,s) = F{u(t,x)}

olsun. (1.18) denkleminin her iki tarafi i¢in Fourier doniisiimii alinip, baslangi¢ deger

kosullar1 kullanilirsa
Ut (8, 8) + u(t,5) + s2u(t, s) + u(t,s) = e tF{(3 — 4x%)e™*"}
sonucu elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
Uee (8, 5) + ue(t, s) + s2u(t,s) + u(t,s) = —e LF{(4x% — 2)e™"} + e‘tF{e‘xz}
elde edilir. Bu durumda,
Ut (t,8) + ue(t,s) + (s? + Du(t,s) = —e‘tF{(e‘xz)"} + e‘tF{e_xz}
yazilir. Boylece,
U (t,8) + ue(t,s) + (s2 + Du(t,s) = e (s? + 1)F{e‘x2} (1.19)
sonucuna varilir. Bu son denklemin genel ¢oziimii

u(t,s) = u(t,s) + uP(t,s)

12
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olarak ele alinsin. Bu denklemin homojen kismi
Uee(£,8) + u(t,s) + (s? + Du(t,s) =0
olup, karakteristik denklemi
m>+m+ (s?2+1)=0
ve kokleri

—1FJ1-4(s2+1) —-1FiVas?+3
: 2 2

olarak elde edilir. Bu durumda homojen kisminin ¢éziimii

_L Vas? Vas2
u(t,s) =e 2[c1cos< i t) + ¢, sin( 452+3 t)]

olarak bulunur. Denklemin 6zel ¢6ziimi

uP(t,s) = Adet
olarak alinip tlirevleriyle beraber (1.19) denkleminde yerine yazilirsa
uP(t,s) = de t = F{e‘xz}e‘t

oldugu goriiliir. (1.20) ve (1.21) denklemlerinden

(1.20)

(1.21)

t > 5
u(t,s) = e‘E[clcos( 4S;+3 t) + ¢, sin <_““522+3 t)] + F{e—xz}e—t

sonucu elde edilir. Bu son denklemin ¢6ziimii i¢in baslangi¢ deger kosullar1 kullanilirsa

u(0,s) = ¢y + F{e‘xz} = F{e‘xz} =>¢ =0

ve

13
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1 _t V4s? + 3 . (V4s? +3 2t
ut(t,s)z—ze z[c;cos Tt + ¢, sin Tt ]—F{e }e

sin t|+c, cos t]]

te z-a—F 2 2 2

V4s2 + 3
u;:(0,s) = —F{e‘xz} + CZST-}_ = —F{e‘xz} =2c¢,=0

bulunur. Buradan da
u(t,s) = e‘tF{e‘xz}
olur. Her iki tarafin ters Fourier donilistimii alinirsa
u(t,x) = FYu(t,s)} = e tF1 {F{e‘xz}} = g te™X" = g=t=¥*

sonucu elde edilir. Boylece (1.18) probleminin tam ¢6zimi

u(t,x) = et

olarak bulunur.
Simdi ¢alismamizda kullanilan temel tanimlar1 verelim.

Tamim 1.1. “Eger asagidaki 6zelliklere sahip kompleks degerli bir{.,.): H XH —» C

fonksiyonu mevcut ise bir H kompleks lineer uzay1 i¢ ¢arpim uzay1 olarak adlandirilir:

i. Vx€Higin{(x,x) =0ve(x,x) =0 x=0,
ii. Vx,y€Hicin (x,y)= W,
lii. Vx,y € Hvea € C igin,{ax,y) = alx, y),
iv. Vux,y,z€Hicin(x+7y,2z)=(x,2z)+(y,z)

14
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(x, y) fonksiyonu x ve y’nin i¢ ¢arpimi olarak adlandirilir. Hilbert uzay1, tam bir i¢ ¢arpim

1
uzayidir. H {izerinde bir i¢ ¢arpim ||x|| = (x,x)z ile verilen H iizerindeki bir normu
tamimlar. Bu nedenle, i¢ ¢carpim uzaylar1 normlu uzaylardir ve Hilbert uzaylar1 Banach

uzaylaridir” (Yanovsky, 2005).
Ornek 1.4. Verilen bir kapali [—1,1] aralifinda tiim tamiml1 ve siirekli fonksiyonlarin

C,[—1,1] uzayr

1 R—
(x,y) = j x(t)y(t) dt.

olarak verildigi uzay bir i¢ ¢arpim uzayidir.

Ornek 1.5. L,[—1,1] = C,[—1,1] uzayinda i¢ ¢arpimin

1

(x,y) = f x(D)y(t) dt
-1

seklinde tanimlanan uzay bir Hilbert uzayidir.

Tamim 1.2. “H, ve H, iki Hilbert uzay1 olsun. Lineer bir A operatdrii dyle bir

operatordur Ki
A: H - H,
A(ax + By) = aAx + BAy; Y a,B € C iginve x,y € H,
tanimlanir. A’nin tanim kiimesi D(A4) = {x € H;, 3Ax € H,} bir vektor uzayidir ve
R(A) ={y = Ax, Vx € D(A)}

A’nin deger kiimesini (range) belirtmektedir. Eger bir lineer A : H — H operatoru

sinirliysa her x € H igin

lAx|ln < M|x]|x

15



1. GIRIS Mustafa CAN

olacak sekilde bir M>0 reel sayis1 vardir.
||A]| = infM
ifadesine A operat6rinin normu denir” (Yanovsky, 2005).
Ornek 1.6. H = L, [0, 1]’den kendisine sinirl bir lineer operator
Ax = tx(t), 0<t<1
bi¢giminde tanimlanir.

Teorem 1.1. Smurli lineer A operatdriiniin normu

|| Ax]
IAll = sup ||Ax]| = sup = sup ||Ax||
llxll<1 xz0 lIxll  px=1

dir.

Tamm 1.3. “A: H; —» H, smurh bir lineer operator olsun. Burada H; ve H, Hilbert
uzaylaridir. Oyle ise bir A operatdriiniin Hilbert adjoint operatorii A*, tim x € H; ve y €

H, icin
A*:H, > Hj,
olan bir operatordur. Yani, (Ax, y) = (x, A*y) dir” (Yanovsky, 2005).
Teorem 1.2. A’nin Hilbert adjoint operatorii A*,
1Al = 1IAll
seklinde norma sahip tek ve sinirli bir lineer operatordiir.

Tamm 1.4. “Eger V x,y € H icin (Ax, y) = (x, Ay) ise, bir Hilbert uzayinda sinirli bir A4 :

H — H operatorinin self-adjoint oldugu soylenir ”(Yanovsky, 2005).
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Tamim 1.5. “Eger A > 0 ise, yani V x € H icin (Ax,x) = 0ise, bir self-adjoint A
operatoriiniin pozitif oldugu séylenir” (Yanovsky, 2005).

Tanim 1.6. “A: D(A) - H, D(A) = H olan bir lineer operator olsun. Bu durumda eger
Vv x,y € D(A) igin (Ax,y) = (x,Ay) ise A’ya simetriktir denir. Eger A simetrik ve
D(A) = D(A") ise A self-adjiont bir operatoérdir” (Yanovsky, 2005).

Ornek 1.7. Au = —%+ u, u(a) =u(b) =0ve H = L,[a,b] olsun. A, bir self-

adjoint pozitif operatordar.

Tanmim 1.7. “H bir Hilbert uzay1 ve A: H - H, D(A) H olan bir lineer operator
olsun. A, = A — Al olarak gosterilebilir. Burada A € C ve 1, D(A) H Uzerinde bir birim

(6zdes) operatordiir.

Eger A, nin tersi varsa, buna A nin resolvent operatorii veya basitge A nin resolventi denir

ve R;(A) ile gosterilir. Bu da
Ry(A) = (A—-aD~!
dir 7 (Yanovsky, 2005).
Ornek 1.8. Eger x € C [[a,b],H] vey : [a,b] > Hi[a, b] araliginda sinirli varyasyona

sahip ise

b b
J- x(O)dy(®)|| < j Il x(®) Il dVi[y(D)] < Jmax, I () Il AV [y(D)]

dir.

Teorem 1.3. H’nin kompleks bir Hilbert uzay: oldugu ve D(A4) nin H’da yogun oldugu

durumda A : D(A) - H bir self-adjoint lineer operator olsun. Oyleyse, A’nin

A= ["AdE,vel = [ dE,

17
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seklinde bir spektral temsili vardir. Eger F, [m, c0) araliginda siirekli sinirlt bir fonksiyon

ise
F(A) = j FQ)E,

dir.
Ornek 1.9. A, érnek (1.7) ifadesinde tanimlanan operator olmak iizere

llexp(—AD)|l < e”",

Jos ()] <. t2

Az sin (A%t)” <1

oldugunu gosteriniz.

Cozum: Self-adjoint pozitif tanimli operatdrlerin spektral 6zelliklerinden

e

exp(=A) g = | exp(-ut) dEy
1

yazilabilir. Burada (E,), A ile asosye (iliskili)spektral ailedir. Bu nedenle, herhangi bir

t > 0igin
lexp(=AD|gon < e
dir.

Self-adjoint pozitif taniml1 operatorlerin spektral temsili 6zelliklerini kullanarak
1, © 1
eiAZ Q= f eilt,u,Z dEMQO
1

yazilabilir. Bu nedenle, son teorem kullanilirsa

1 1
et < sup |eTH? =1

1su<oo

18
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ifadesi elde edilir. Bu ylzden,

1 1

1 eiAEt +e—iAEt 1 1 1
Jeos (0)] = 22 < 2t ot <
2 2
ve
1 1
1 1 eiAZf _ e—iAZt 1 1
|Afsin(AEt)|| = : < — [ eidZt|| 4 ||o-iAzt ]S 1
21 2[i
bulunur.

Tezdeki béliimlerin igerigini kisaca tanimlayalim. ilk béliimde, giris ve temel
tammlar verildi. lkinci béliimde, hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin tam
¢Ozumleri bulunup, bu tam ¢éziimlerin kararlihig gosterildi. Ugiincii béliimde, hiperbolik
kismi diferansiyel denklemler icin fark semalar1 olusturulup, olusturulan bu fark
semalarinin kararliligi incelendi. Dordiincli boliimde, birinci ve ikinci mertebeden
dogruluk fark semalart uygulanarak, Ornek problemlerin tam ve nlmerik c¢ozimleri

karsilagtirilip, hata analizi yapildi. Son boliimde, tezin sonug¢ kismi verildi.
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2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Tam C6zim ve Kararhhk

Bu bolimde hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢ozlmleri bulunup,
bu tam ¢oziimlerin kararlilig tartigilacaktir. Bu tam ¢6ztiimiin kararliligi ile ilgili teoremler

verilecektir.
2.2. Hiperbolik Kismi Diferansiyel Denklemin Kararhhg ve Tam C6zumleri

Bu kisimda, H = L,[0, L] Hilbert uzayinda kismi diferansiyel denklemi

{utt(t,x) = U (£, %) +u(t,x) +f(t,x) 0<t<1; 0<x<L 21
1(0,%) = (), 1, (0,2) = h(),u(t,0) = u(t,L) = 0; 0<x <L 0<t<1 D

ele alinacaktir. Burada, f(t) = f(t, x) degerleri, H = L,[0, L] de [0,1] araliginda taniml1
verilmis bir soyut fonksiyondur. ¢ = @(x) ile Y =y(x) ise H = L,[0,L] nin
elemanlaridir. (Bu, onlarin [0,1] araliginda (x’te) tanimli fonksiyonlar oldugu anlamina
gelir). u(t) = u(t,x), H = L,[0, L] uzay: iizerinde [0,1] araligindaki degerlere sahip

taniml1 ve bilinmeyen soyut fonksiyondur. A: D(A) - H
Au(x) = —u'"(x) — u'(x),
biciminde tanimlanmus bir self-adjoint pozitif A operatorinin tanim bolgesi
D(A) = {uw:u,u’",u" € L,[0,L]; u(0) = u(L) = 0}.

dir. ( Twizell, 1979; Ahyraleyv ve Sobolevskii, 2004) ve yukarida verilmis kosullar

kullanilararak (2.1) formali

dZdutgt) + Au(t) = f(t); (O < t< 1)

u(0) = ¢, u(0) = ¢

2.2)
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seklinde yeniden yazilabilir. Bu, bir H Hilbert uzaymda yogun D (A) = H bolgesine sahip
sinirsiz lineer self-adjoint ve pozitif tanimli operatér A = A* > 81 (6§ > 0) icindir.
Hiperbolik denklemler igin ¢esitli baglangi¢ sinir deger problemlerinin problem (2.2)’ye
indirgenebilecegi bilinmektedir (Ashyralyev, A. ve Akat, M., 2012). Ayrica, baslangig
deger probleminin sadece zamana gore kesikli hale getirimesiyle ilgili bir calisma, eger
uzay degiskenlerindeki diferansiyel operator A, Hilbert uzaylarinda islev goren ve 0 <
h < hy icin h cinsinden uniform (diizgun) olarak pozitif belirli ve self-adjoint fark
operatorleri An ile yer degistirirse, uygulamalara genel fark semalarinin dahil edilmesine

izin verir.
(2.2) denkleminin homojen kismi

d?u(t)
dt?

+ Au(t) =0
dir. Bu son denklemin karakteristik ¢ozimi
m>+A4=0
olup, kokleri
m? = —A, m= ?iA%

seklindedir. Buradan homojen kisminin ¢oziimii

u(t) = ¢, sin(A%t) + czcos(A%t)
olarak elde edilir. Genel ¢6zimi elde etmek icin

u(x) = c1 ()ug (%) + () uy(x)
seklinde bir ¢éziimiin oldugu gézoniine alinip, birinci tiirevi alinirsa

u'(8) = c1 (Dug () + c1(Oug () + c2(Ouz(8) + c2(Duz ()
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denklemi elde edilir. c; ve c, sabit oldugundan dolayx tiirev sifira yaklasir. Boylece
c1(Oug(8) + 3 (Dua () =0 (2.3)
olur. Bu durumda geriye kalan kisim
u'(t) = c1(Ou (8) + 2 (Duz ()

olur. Simdi de bu son denklemin tekrar tiirevi alinirsa

u" () = c;(Our () + 1 (Oug (6) + c2(Ouz(t) + 2 (Duy (8)
bulunur. Bu degerler (2.2) denkleminde yerine yazilirsa
1 (Du () + c2(Ouz(6) = f(0) (2.4)

olur. (2.3) ve (2.4) denklemleri ¢ozultrse

ci(t)=- U2 e cy(t) = St (2.5)

w(uquy) w(ug,uz)

bulunur. Bu son denklemler integre edilirse

() = — “f@)uz(p) ip
hy W(u1,u2)
&) () = L fuy(p) dp

h, W(ul,uz)

olarak elde edilir. Bulunan bu degerler yerine yazilrsa

w(®) = (O ) + o Ou®) + @) fy ~LRBdp +u@ [, T B (26)
¢6zUmi bulunur. Burada,

u,(t) = sin (A%t), u,(t) = cos(A%t)

dir ve Wronskiyen
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L weo)_ [ sn(are)  cos(ai)

W(ul'uZ) = [ ’ ’ -
ui(x) uz(x) A% cos (A%t) —A%sin(A% t)

1

1 1 1 1
= —Az sin? (AEt) — Az cos? (AEt) = —A2
dir. Buradan da

l
w0 =i (1) o ) o ) L2
0 —A2

0 ()5
cos (k) f@)sin@p)

L
0 —A2
t ,41l
u(t) = c, cos (A%t) + ¢, sin (A%t) + sin (A%t) f Mdp -
0 Az

1y (tf(p)sin Aip
cos (Ait)J #dp
0 Az
azilabilir. u(0) = ¢,u’(0) = ¢ baslangi¢ deger kosullarindan uygulanirsa,
Yy g g
Cq COS (A%O) + ¢, sin (A%O) =g

—clA% sin (A%O) + CZA% cos (A%O) =

1
denklemlerinden c¢; = ¢, ¢, = A" 2y sonucuna varilir. Bunun sonucu olarak,

u(t) = CO0S (A%t) ¢+ A—% sin (A%t) l/) + sin (Ait) th(p) COSl(AE p) dp ~
0 AE

1
1 t in(Az
0 Az
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u(t) = cos (A%t) o+ A_% sin (A%t) Y

¢ [sin (A% t) cos (A%p) - cos(A% t)sin(A%p)] f(p)dp
g e

= cos (A%t) o+ A sin (A%t) Y+ fOtA_% sin ( t— p)A%) f(p)dp (2.7)

haline gelir. Yukarida bahsedilen tam ¢6ziim igin kararliligi gosteren teorem asagida

verilecektir.

1
Teorem 221. ¢ € D(A), Y € D(A2) ve f(t)’nin [0,T] araliginda siirekli
turevlenebilir bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Oyle ise, (2.2) probleminin tek bir

¢ozlimil vardir ve kararlilik kestirimi agsagidaki gibidir:

max [w(®)lly < M [llolly + |47 72p]| +max 477270 | (2.8)

max |49 + max [[azuo)| < m[[4%20] +Wolly + maxf Ol 29)
d?u(t)

02| Taee || T amalAu®ll

< M llAglly + |47z +11F Ol + maxllf ©llyde] (2.10)

burada M; ¢, Y ve f(t)’ye bagl degildir.

Ispat: Formiil (2.8), A > &1, iicgen esitsizligi ve

1 1
cos (Aft) <1, [lsin (Aft)

—_ )

H—-H

<1 (2.11)

H—-H

esitsizliginin dogrulugu gbz 6niine alinirsa herhangi bir t € [0, T] igin

1 1 1
Ol < Hcos (Azt)” ol + ”sin (Ait)” a7y +
H-H H-H H
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t 1 1
L ” sin(Az2(t — p))”H_)H ”A 2 f(p)”H dp

+ max
H  Osts<T

< Mllglly + |47z v Ao |

olur. Bu durumda,

+ max
H  Ost<T

maxlu(®)lly < M [lglly + |42 9

0=<t<T

o) |

sonucu elde edilir. Benzer sekilde, herhangi bir ¢t € [0,T] igin Az’yi formul (2.7)’ye

uygulanir ve (2.10) daki esitsizlik kullanilirsa

1
Az @

]| < || cos (4e)

|H + sin (A%t) |HI 1l +

|HﬁH
f"mﬂ%—mwhgwmmm
0

<m| Az

|+ 19l + maxl £(Oll]
H

0<t<T
elde edilir. Buradan da,

1
Az @

max
0=<t<T

Az u(e) | <m]

t ]
|H I Plly + max |l f(Oll
sonucuna ulagilir.

Ilk 6nce, Au(t) ifadesini bulmak icin, A’y1 formiil (2.7)’ye uygulayip kismi

integrasyon kullanilirsa

Au(t) = cos (A% t) A + sin (A% t) A%yb + f(t) — cos (A% t) f(0)
t

- J A§COS(A§ t—p)lf' ®)ldp
0

elde edilir. Bu son formiile iiggen esitsizligi uygulanirsa, herhangi bir t € [0, T] icin
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1
Az

+

A u(t) ||y < ||cos (A% t)”H_)H 1A @l + ”sin (A%t)

# [fleos (450)

|H

|H—>H

POl |+ fo t |cosaice - m|, _ T1F' @) lldp

|H_)

1
< M|l plly+ |4z v

|+ IF Ol + maxIf @l
ifadesi elde edilir. Oyleyse,

4
Az

max (|4 u®) lls <M [Il4olls +[|42 ] +IFO) lls+ maxf (©llu]

dt?

yazilabilir. max

max icin Kestirim ise, son kestirimden ve tiggen esitsizliginden elde
<t< H

edilir. Boylece Teorem 2.1.1 ispatlanmis olur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Birinci Mertebeden Fark Semalar:

Taylor agilimi kullanilirsa, (2.2) baslangi¢c deger problemi icin birinci mertebeden

dogruluk fark semasi

T 2 (g — 2up + Upoq) + AUpyq = fi
fo=f(t), ti=kr1<k<N-1, Nr=1 (3.1)

Uy =9, T Hu—u) =9

olarak elde edilir. Bu dogruluk fark semasi i¢in kararlilik kestirimi asagidaki teoremle

verilecektir.

Teorem 3.1.1. ¢ € D(A),y € D(A) olsun. Oyleyse fark semasi1 (3.1)’in ¢6zumii igin
asagidaki kararlilik esitsizlikleri 2 < k < N araliginda dogrudur:

k1 1 1
lwelly <7 )" [[a72]], + 472w, + ol (3.2)
s=1

k-1

1
Avl| <) 1filn + |
s=1

Az + 1l (33)

k-1

Mty <2 ) s = fomallg + 1fill + |
s=1

x| +ll4plly (3.4)

lalls < ol + || (1 + twa2) 472
s

[ Auq |l < |[A@lly + ”(1 + iTA%)A%"b”H'

<|

L= ol + (+ wa)u],
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Bu teoremin ispati asagidaki formiillere ve kestirimlere dayanir.

U =@+ 1Y, 2 <k £ N igin

k-1

1 . - . .
we =3[R =R o+ (R-R) “tR(RK — R)y — Z %A_%[Rk_s — R¥=s]f;

s=1

_ % (R — ¥ g + (R — B) "tR(R* — R)y +

k-1
A5 Y [RA = Ry = )+ 2 — (R = R, 35)
s=2

1.1

dir. BuradaR = ((1 +i‘rA%))‘1, R= (1 —irAE) dir ve asagidaki kestirimler

IR < 1, R, < 1

le2 7, <t [RE, , <t 36)
||TA%R| <1, ||TA%R“|| <1

H-H H-H
dogrudur.

Formiil (3.5)'in AY2 operatorii tarafindan iiretildigini ve fark semas1 (3.1)’in
¢cozlimleri i¢in kararlilik Kestirimlerini kanitlamak amaciyla kullanildigini belirtelim.

Ancak, bu fark semasi (3.1)’in pratik olarak gergeklestirilmesi igin, (Achour, D. ve

Belacel, A., 2014; Ashyralyev, A. ve Akat, M., 2011.)’de oldugu iizere, A§ operatori
kullanilmaz. Ayrica, k=1 durumunda bu kararhilik esitsizlikleri k =2,...,N
durumlarindaki esitsizliklere gore daha zayiftir. Ancak, bu tiir esitsizlikleri elde etmek
uygulamalar igin énemlidir. a* = (ak) yaklasikligin 6rgii (mesh) fonksiyonunu temsil

etmektedir. Oyleyse, t 0’a yaklasirken 7||Aa,||y’m |la;||y’tan daha yavas olmayan
1
bicimde 0’a yaklastigini varsayarsak, ”(1 +iTA5) a1|| ~|lail|g = o(z) olur. Uzay
H

degiskenlerinde verilerin diizliik (smoothness) 6zelligi iizerindeki ek sinirlama araciligi

ile uygulamalarda yer alir.
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Asagidaki kestirimin olmadigi (eksik oldugu)

sl < llolly + || (3.7)

aciktir. Bununla birlikte, (2.2) baslangi¢ deger problemi i¢in birinci dereceden dogruluk

modifikasyon fark semasinin ¢6ziimii i¢in kestirimler,

T2 (U1 — 2Ug + Up—1) + AUpyq = fio, fi = f(te), ty = k1,
1<k<N-1 Nt=1, (3.8)
I+ 24Tt uy —ug) =, Uy = @,

fark semasi (3.1)'in ¢6ziimine yonelik kestirimlerden daha iyidir.

1 I
Teorem 3.1.2. ¢ € D(A),Y €D (AE) olsun. Oyle ise, fark semasi (3.8)’in ¢ozUmi icin

1 < k < N araliginda asagidaki kararlilik esitsizlikleri dogrudur:

( k-1
1 1
ey <0 )" [Ja7ir,| + [Jazy
s=1

k-1

1
RN T ey
s=1

k-1
il <2 ) = 7l + il +

s=1

| +lglls,
H

1
A2

A

|+ Il (39)
H

1
A2y

|+ ll4glly.
H

Bu teoremin ispat1 agagidaki formiillere ve (3.6) kestirimlerine dayanir:

w, =@+7TRRY, 2<k<Nigin

k-1
e =5 (R~ R g + (R — R) eR(RE ~ R)RRY — Y - A5[RE~s — B<=s]f,
s=1
1

= S[R*1 = R + (R~ R)"tR(R* — R)RRy
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k-1
+A_1%Z[Rk_s - Rk_s](fs—1 —f)+ 2fg-1 — [Rk_l - Rk_l]fl' (3.10)
s=2

3.2 Ikinci Mertebe Fark Semalari
Baslangig¢ deger problemi (2.2) ifadesinin yaklasik ¢oziimleri i¢in ikinci mertebeden
dogruluk fark semasi

( =
-2 2
T2 (upyy — 2wy +uy ) + Ay + ;A Uy = [

A

fo.=f(@), =k, 1<k<N-1, Nt=1 (3.11)

b T
k(1+TZA)T 1(”1 —yy) = E(fo _Auo) to fo= £(0), o = ¢

- 1 1
T (g — 2wy + ) + ZAuk + ZA(uk+1 +uy ) = fr
{ £ = F(). 6, = ke, 1<k<N-1 Nt=1 (3.12)

_ T
L(1+T2A)T 1(”1 —uy) = E(fo _Auo) t¥, f,= £(0), o = ¢

olarak verilir. Bu fark semalarinin ¢oziimiine yonelik kararlilik kestirimleri asagidaki

teoremle elde edilmistir.

1 . .
Teorem 3.2.1. ¢ € D(A),¥ € D(Az) olsun. Oyle ise, (3.11) fark semasinin ¢dziimii
i¢in asagidaki kararlilik esitsizlikleri 1 <k < N araligi i¢in dogrudur:

k-1

1
luelly <7 )" [|472f,
s=0

Az el (313)

k-1

1
Arg]| <7 Wfoll + |
s=1

e (3.14)
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k-1

vl <2 ) 1fs = focall + 1folls + |
s=1

1
azp| +llAgll,. (315)

Bu teoremin ispati (Ashyralyev ve Sobolevceskii, 2004) ve asagidaki formiil ve

kestirimlere dayanir:
72 72
u = (I +7247Y) <I +7A> o+ 1Y +7f0]
o—1 ~ 1
W, = [Rk +7R(R — B) ' [R* — R¥](I + 724)™! (—TA + iAz)] ®

2
+1R(R — R) ' [R* — R](I + 724) "1y + %R(R — R)'[RF = RIU + 124)71,

k-1
T _1 L
_Z EA Z[Rk—s _ Rk_s]fs
s=1

= [Rk +7R(R — R) " [R* — R¥](I + 124)™* (—TA + iA%)] @
+7R(R — B)'[RF — R¥](I + 124) "1y
2
+ T—R(R — R)T'[R¥ = RKI(I + 124)71f,

Zz (4 5) " meos - (- 54) -

it 1\t it 17!
+2 (I +7A2) ([ —EAZ) fk—l

. -1 . -1
T 1 T 1 ~
- [(1 + EAE) Rk-1 — (1 - 7AE) R¥Yfy, 2<k<N.

Burada R = (I + itz — (?) A) ,R=(0 - itAz — (12—2) A)~ 1 ve kestirimler ise
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(”R”H—)H ”R ||H—>H ” RR 1||H—>H L
-1
IR, <1 [(17%a2) <1,
H-H
it = it 1\71

H 1+ Az <1, TA2(1+ Az) <1
k H-H H-H
ifadeleridir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Numerik Sonuclar

Bu béliimde yéntemin hata analizi ele alindi. Oncelikle, fark semas: yontemi ile
problemin nimerik ¢6zimunu bulunup, nimerik ¢ozim ile tam ¢oziim karsilagtirilacaktir.

Buradan da hata analizi tablosu elde edilecektir.
Boylece, (2.1) denklemi yerine fark semasi

U(Es1 > Xn) — 2u(ly , Xp) + u(tr—1, Xp) _ U(Es1 > Xns1) — 2U(trrr, Xn) + U(Csr, Xn—1)
T2 hZ2

U(Crs1 > Xns1) — U(Err » Xp)
- : = [tk %n)

olarak yazilabilir. Kii¢iik terimler ihmal edilip gerekli sadelestirme yapilirsa birinci

mertebe fark semasi

(k¥ ok pub k] oukt gkt k] -k

— _ — fk+1
T2 h2 h o
uk=ul=01<k<N1<n<wMm, (4.1)
| ul —ul
un=p———=1

elde edilir. Bu fark semasi

olarak da yazilabilir. Bu da
auktl + buk=1 + cuk + duktt + euktl = £+l

AUpy1 +BUy +CUpy = [
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biciminde yazilir. Burada,

o o

o O O (=N e N
o Q o o o o

Sooc oo o
cooocoo o
cooc.oq o

oo ook
QN o
OOO--G QLU O
oS "o oo
oo
oo

QR0

al

ve

coo
o0 o, 000

o ® ..

cCoC "o ©
OOO...OOo

dir.

Ikinci mertebeden fark semasi i¢in asagidaki sonuglar Taylor agilimindan

uktt — 2k 4 k-1

U = 2 +0(?),
K k 4 ok
Upyq — 2Up +Up_ 4
Uy = — hzn "+ 0(h?)

Lk ottt Tt - 2uk )
2 h? 2 h?

+0(h?),
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K k- k+1 k+1 k-1 k-1
Un+1 — Un 1 un+1 —Up’1 | lupys —upg
=———+4+0(h) = - O(h
Uy oh =+ 0(h) = A 2 A (h)
elde edililir.

Eger bu degerler (2.1) ifadesinde yazilirsa ikinci mertebeden fark semasi

uktl —2uk k=t 1kt 2kt 4kt kTl — 20kt okl
72 2 h2 2 h2
lufil —witt lufil-—uii o,
4 "4 n T4 n =/ (4.2)
uf =ul=01<k<N1<n<M
0 _ Un — Un _
\ un - (P, T - l/)

olarak elde edilir. Ikinci mertebeden fark semasini asagidaki formda
-1 1 —1 1 1 1 -2
(5~ 30) it + (g = )it + () + ()

1 1 -1 1 -1 1
k-1 Kk+1 k-1 _ gk
+(zt )+ (gt )t + (gt )t =
auktl + aukit + buk=t + cuk + buk*tt + duktl + dukzl = £,
AU, 1 +BU, +CU_1 = fp

yazilabilir. Burada,

0 0 0 0 00
a 0 a 0 0O
0 a O 0 00O
A= + : )
0 0 O 0 a O
0 0 O a 0 a
0 0 O 0 00

35



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mustafa CAN

r1 0 O 0 00
b ¢ b 0O 0O
0 bc .0 00
B=lo 0 0 ..¢c bo
0O 0 O . b ¢cb
-1 1
— -0 .0 00
T T
ve
r0 0 O .0 00
d 0 d . 0 00
0 d O .0 0O
c=\|: & + i
0O 0 O .0 d 0
0 0 O .d 0d
L0 0 O .0 00O
dir.
Ornek 4.1.1.

U (6, %) — U (6,x) —u, (6,x) = e ¥ (2sin(x) — cos(x)),0<t<1,0<x<m

u(0,x) = sinx,u,(0,x) = —sinx,
u(t,0) = u(t,m) =0,0<x<m0<t<1

Orneginin tam ve yaklasik ¢ozlimlerini bulup hata analizini yapiniz.

C06zUm: (4.3) ifadesinin birinci mertebe fark semasi

k+1 k k-1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1

Up = 2Up + Uy U] = 2Uy  FUplp Upyg — Uy — e~ tk+1(2si ( ) _
> - > - . =e (2sin(x,) — cos(xy))
T h
uf =ul =0, 1<k<N, 1<n<M
1 0

0 . u’Tl - u’Tl .

up = sin(x,), = —sin(x,)
T

ve ikinci mertebe fark semasi

36
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(uktl —2uk + k=1 1kt okt gkt gkt k-1 4okl

72 2 h? 2 h?
k+1 k+1 k-1 k-1
_lun+1 —Unp-1 _ lun+1 —Unp-1

=3 - 2 - = e~ (2sin(x,) — cos(x,)) “5)
uf=uf;=0, 1<k<N, 1<n<M
ul —ud Tuz —2ul +ul

ud = sin(x,), . = = —sin(x,) + 5 =

dir.

Bu fark denklemlerini ¢6zmek icin, modifiye Gauss eliminasyonu islemi uygulanir.

Bu nedenle, matris denkleminin asagidaki formda bir ¢c6zimi
u] = aj+1uj+1 + Bj+1, Uy = O, _] = 1,2, ...,M - 1

aranir. Burada a; (j = 1,2, ..., M), (N + 1) X (N + 1) birer kare matristir ve B; (j =
1,2,...,M), (N + 1) X 1 dir. Buradan da

;= —(B+Ca) 4,
Bivi=(B+Ca) '(D+Ca),j=12..,M—1,

olarak tanimlanan siitun matrisleridirler. Ayrica, j = 1,2,..., M — 1,a;, (N + 1) X (N +
1) sifir matrisi ve 8, (N + 1) X 1 sifir matrisidir. Bilgisayar hesaplamasinin sonucu,
ikinci mertebe dogru fark semalarinin birinci mertebeden dogru farki semasindan daha
dogru oldugunu gostermektedir. Tablo 4.1.’de sirasiyla N = M = 25,50, 75,100 i¢in

sonuglar1 gostermektedir.
Hata analizi

N _ ok
Em = 15kSNr.I}zsl)risM—1|u(tk'xn) un|

formiilii kullamilarak yapilir. Burada u(ty, x,,) tam ¢ozumii, uk ise (¢, x,,)’de ki

nimerik ¢6ziimi sembolize etmektedir. Sonuclar Tablo 4.1.”de verilmistir.
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Asagidaki tablo birinci ve ikinci mertebeden yaklagik ¢ozim ile tam ¢Ozimdi

gostermektedir.

Cizelge 4.1. Hata analizi.

N=M=25 N=M=50 N=M=75 N=M=100

(4.4)’teki Fark Semas1  2.6201 x 1072 1.3692 x 1072  9.2669 x 10™®*  7.0005 x 1073

(4.5)’teki Fark Semasi 1.1160x 1072 2.8879x 1073 1.2980x 1073 7.3389 x 107*
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde, kismi diferansiyel denklemlerin (KDD) analitik ¢ozimlerini bulmak igin
icin Laplace, Fourier ve Fourier serisi ¢ozim metotlar1 kullanilmistir. KDD igin gerekli
tanimlar ve drnekler verilmistir. Bundan sonra kismi diferansiyel denklemler tanimlanan
operatorler yardmiyla adi diferansiyel denklemlere indirgenmistir. Bu adi diferansiyel
denklemlerin tam ¢o6zUmleri bulunmus ve bu tam ¢oéziimii igin kararlilik kestirimleri
yaptlmistir. KDD i¢in fark semalari olusturulup, bu fark semalar1 ic¢in kararlilik
kestirimleri yapilmistir. Sonlu fark semasi metodu uygulanarak bu denklemlerin yaklagik
cOziimleri Matlab programi yardimyla hesaplanmistir. Tam ve yaklasik ¢oziimler
karsilastirilarak hata analizi tablosu verilmistir. Bu KDD i¢in etkili bu metot yiiksek
mertebeden diger KDD’lere uygulanabilir.
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EKLER

Ek 1. Matlab Programm

‘Birinic Mertebe’
N=25;M=25;

h=1/M;

tau=1/N;
a=(-1/(h"2)-(1/(h)));
b=(1/(tau"2)+(2/(h"2))+1/h);
c=(-(2/(tau"2)));
d=(1/(tau"2));

e=-(1/(h"2));

for i=2:N; A(i,i+1)=a; end,
A(N+1,N+1)=0;A;

for i=2:N;B(i,i+1)=b; end;
for i=2:N;B(i,i)=c; end,

for i=2:N;B(i,i-1)=d; end,
B(1,1)=1;B(N+1,1)=-1/tau;B(N+1,2)=1/tau;B(N+1,N+1)=0;B;
for i=2:N;C(i,i+1)=e;end,;
C(N+1,N+1)=0;C;

for i=1:N+1;D(i,i)=1;end;D;
fii(j) finding’;

for j=1:M+1;

x=((4)*h);

fii(1,j:j)=sin(x);
fii(N+1,j:J)=-sin(x);

for k=2:N;

t=tau*(k-1);
fii(k,j:))=(2*sin(x)-cos(x))*exp(-t);
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end;

end;

alpha(N+1,N+1,1:1)=0;

betha(N+1,1:1)=0;

for j=1:M-1,
alpha(:,:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(-A);
betha(:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(D*fii(:,j:j)-C*betha(:,j:}));
end;

U(N+1,1,M:M)=0;

for z=M-1:-1:1,
U(:,:,z:z)=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(;,:,z+1:z+1)+betha(:,z+1:z+1);
end;

for z=1:M;

p(:,z+1:z+1)=U(:,:,z:2); end;

'EXACT SOLUTION OF THIS PROBLEM;

for j=1:M+1; for k=1:N+1;

x=((j-1)*h);

es(k,j:j)=(sin(x))*exp(-t);

end;

end;

es;

%'ERROR ANALSIS'

maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));
maxerror=max(max(abs(es-p)))
relativeerror=max(max(abs(es-p)))/max(max(abs(p)));

cevap=[maxes,maxapp,maxerror,relativeerror];

‘Ikinci Mertebe’

format long g
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disp('Second Order Difference Scheme’)
N=25;

M=25;

tau=pi/N;h=pi/M;
a=(-1/(2*(h"2)))-(1/(4*h));
b=(1/(tau"2))+(1/(h"2));
c=(-2/(tau"2));
d=(-1/(2*(h"2)))+(1/(4*h));

for i=2:N; A(i,i-1)=a; A(i,i+1)=a; end;
A(N+1,N+1)=0;A;

for i=2:N; C(i,i-1)=d; C(i,i+1)=d; end,
C(N+1,N+1)=0;C;

for i=2:N; B(i,i-1)=b; end;

for i=2:N; B(i,i)=c; end;

for i=2:N; B(i,i+1)=b; end,;

B(1,1)=1;B(N+1,1)=-3/(2*tau),B(N+1,2)=2/(tau);B(N+1,3)=-
1/(2*tau);B(N+1,N+1)=0;B;

for i=1:N+1;D(i,i)=1;end;D;

fii(j) finding’;

for j=1:M+1;

x=(()*h);

fii(1,j:))=sin(x);
fii(N+1,j:j)=-sin(x);

for k=2:N;

t=tau*(k-1);
fii(k,j:))=(2*sin(x)-cos(x))*exp(-t);

end;
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end;
alpha(N+1,N+1,1:1)=0;
betha(N+1,1:1)=0;
for j=1:M-1,
alpha(:,:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:j))*(-A);
betha(:,j+1:j+1)=inv(B+C*alpha(:,:,j:}))*(D*fii(:,j:;j)-C*betha(:j:}));
end;
U(N+1,1,M:M)=0;
for z=M-1:-1:1;
U(:,:,z:z)=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(:,:,z+1:z+1)+betha(:,z+1:z+1);
end;
for z=1:M;
p(;,z+1:z+1)=U(:,:,z:2);
end;
'EXACT SOLUTION OF THIS PROBLEM,
for j=1:M+1;
for k=1:N+1,
x=((-1)*h);
es(k,j:))=exp(-tau*(k-1))*sin(x);
end;
end;
es;
%'ERROR ANALSIS'
maxes=max(max(es));
maxapp=max(max(p));
maxerror=max(max(abs(es-p)))

relativeerror=max(max(abs(es-p)))/max(max(abs(p)));
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cavap=[maxes,maxapp,maxerror,relativeerror];
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