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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BANACH UZAYLARINDA iTERASYON DIZILERI ICIN GENISLEMEYEN
DONUSUMLERIN YAKINSAKLIK TEOREMLERI

Mustafa KOROGLU

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Seyit TEMIR
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Banach uzaylarinda genislemeyen, sdzde genislemeyen, asimtotik olarak genislemeyen déntisiimler ya
da asimtotik olarak sdzde genislemeyen doniisimlerin sabit noktaya yaklasimlari igin iterasyon
teknikleri ile ilgili problemler son zamanlarda birgok yazar tarafindan calisiimaktadir. Ozellikle,
Mann ve Ishikawa iterasyon siireglerini igeren Banach uzaylarinda genislemeyen ve onun
genellesmeleri olan doniisiimler igin sabit nokta iterasyon siiregleri ¢ok sayida yazar tarafindan yogun
olarak ¢alisilmis ve kuvvetli ve zayif yakinsaklik teoremleri ispatlanmistir . Bu tezde,iki genislemeyen
doniisiim ve iki asimtotik olarak genislemeyen doniisiim igin iterasyon siireglerinin kuvvetli ve zay1f
yakinsaklik teoremleri incelenmektedir. Ayrica Banach uzaymnda Ishikawa hata igeren iterasyon
semasinin [-asimtotik olarak genislemeyen doniisiimleri igin ortak sabit noktaya kuvvetli ve zayif
teoremleri ispatlanmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Genislemeyen Doéniisiimler, Asimtotik Olarak Genislemeyen
Dontisiimler, /-Asimtotik Olarak Geniglemeyen Doniisimler, Yakimsaklik Teoremleri
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Recently, problems related to iterative techniques for approximating fixed points of nonexpansive
mappings , asymptotically non-expansive mappings or asymptotically quasi- non-expansive mappings
in Banach spaces have been studied by many authors. Especially,fixed point iteration processes for
non-expansive mappings and their generalization mappings in Banach spaces including Mann and
Ishikawa-type iteration processes have been studied and proved weak and strong convergence
theorems extensively by many authors. In this thesis, the strong and weak convergence theorems of
iterative processes for two non-expansive mappings and asymptotically non-expansive mappings are
studied. In addition, the strong and weak convergence theorems of the Ishikawa-type iterative scheme
with errors to common fixed point of /- asymptotically non-expansive mappings in a Banach space
are proved.

KEY WORDS: Non-Expansive Mapping, Asymptotically Non-Expansive Mapping, /-
Asymptotically Non-Expansive Mapping, Convergence Theorems .
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1. GIRIS

Banach ve metrik uzaylarda genislemeyen ve sézde genislemeyen doniisiimler
icin sabit noktalar {izerinde son zamanlarda bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Asimtotik
olarak sozde genislemeyen doniisiimler yada asimtotik olarak genislemeyen
doniisiimler i¢in 6teleme dizilerin sabit noktaya yaklasima ile ilgili problemler birgok
yazar tarafindan c¢alisilmaktadir. 1965°de Browder, Banach uzaylarinda lineer
olmayan genislemeyen doniisiimleri calismistir. 1967’ de Diaz ve Metcalf, sozde
genislemeyen doniisiim kavramini vermislerdir. 1972° de Goebel ve Kirk,asimtotik
olarak genislemeyen doniisimlerin notasyonunu sunmuslardir. Petryshyn ve
Williamson (1973)’de ¢alismalari, otelemelerin dizisinin sdzde genislemeyen
dontistimlerinin sabit noktaya zayif ve kuvvetli yakisakligi, ¢esitli 6zel durumlarda
Dotson (1970) tarafindan calisilan ve Mann (1953) tarafindan sunulan Mann

otelemelerinin yakmsaklig ile ilgilidir.

Tan ve Xu (1993), genislemeyen doniisiimlerin Ishikawa (1974) tarafindan
sunulan Ishikawa Otelemelerinin yakmsaklik teoremlerini kurmuglardir. Banach
uzaylarinda sézde genislemeyen doOniisiimleri i¢in Ishikawa Gtelemelerinin
yakinsaklig1 ise, Ghosh ve Debnath (1997) tarafindan incelenmistir. Daha sonra, Liu
(2001) tarafindan asimtotik sdzde genislemeyen doniisiimler i¢cin Ishikawa Oteleme

dizilerinin sabit noktaya yakinsaklig1 icin gerekli ve yeterli kosullar gosterilmistir.

Shahzad (2004), genellestirilmis /-genislemeyen doniisiimler i¢in bir 1yi
yaklagim sonucunun degismeli olmayan versiyonunu gostermistir. Temir ve Giil
(2007) tarafindan Hilbert uzayinda /-asimtotik sdzde genislemeyen doniisiim icin
zayif yakinsaklik teoremi, yukarida gelistirilen sonuglardan farkli bir yaklasim
kullanilarak ispatlanmistir. Rhoades ve Temir (2006), Opial kosulunu saglayan
diizglin konveks Banach uzayinda /-genislemeyen doniisiimiin Mann G&teleme
dizisinin zayif yakinsakligim1 kurmuslardir. Temir(2010),I-asimtotik olarak sdzde
genislemeyen doniistimler i¢in hatali Ishikawa oOteleme dizilerinin yakinsakliklar

incelenmistir.
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Bu calismada oncelikle S. H. Khan ve H. Fukar-ud-din (2005), Shahzad ve
Udomene (2006), Ciric ve ark. (2010) calismalar1 gdz Oniine alinarak diizgiin
konveks bir Banach uzaymda oteleme semasimin iki genislemeyen doniisiim igin

zayif ve kuvvetli yakinsakliklar1 incelenecektir.

Daha sonra, kaynaklar kisminda verilen ¢alismalar 1s18inda kendinden kendi
iizerine asimtotik olarak genislemeyen doniisiimiin ve onun genislemeleri olan
doniisiimiin sabit noktalarina, /-asimtotik olarak genislemeyen doniislimiin ortak

sabit noktaya yaklasimi elde edilmeye ¢alisilacaktir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Diziler

Tamm 2.1.1.N dogal sayilar kiimesinden R reel sayilar kiimesine tanimlanan

her fonksiyona bir reel terimli dizi veya kisaca dizi denir ve {x,} seklinde ifade

edilir.

Tanmmm 2.1.2.Her neN i¢in x, <M olacak sekilde bir M reel sayis1 varsa
{x,} dizisine istten smirhdir denir. M sayisma da bu dizinin bir ist sir1 ad

verilir. Ust sinirlarmin en kiigiigiine de dizinin en kiigiik iist smir1 veya supremumu

denir. supx, veya ekiisx, ile gosterilir.

Tanmmm 2.1.3.Her neN i¢in x, > K olacak sekilde bir K reel sayis1 varsa
{xn} dizisine alttan smirhdir denir. K sayisina da bu dizinin bir alt sinir1 ad1 verilir.
Alt smirlarinin en biiytigiine dizinin en biiytik alt sinir1 veya infimumu denir. inf x,

veya ebasx, ile gosterilir.

Tamm 2.1.4.Her n e Nigin |xn|£ A olacak sekilde bir A pozitif reel sayisi
varsa {xn} dizisine sinirlt dizi denir.

Tamim 2.1.5(xn) bir reel say1 dizisi olsun ve x, € R olsun. Her ¢ >0 icin
n>n, oldugunda |x, —x,|<é& olacak sekilde bir n, € N sayis1 bulunabiliyorsa {x,}

dizisi x, a yakmnsaktir denir ve limx, = x, veya {x,} — x, seklinde gdsterilir.

n—0

Yakimsak her dizi smirhidir ve limiti tektir. (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.1.6. Bir {x,} dizisi verilsin. Her neN igin x, <x,,, ise bu diziye

n+l

monoton artan dizi denir. Her n e N i¢in x, > x,,, ise monoton azalan dizi denir.
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Tamm 2.1.7.x:N > R, x(n)=x, dizisi verilsin. n:N—>N, n(k)=n, dizisi
bir artan dizi olmak iizere (xon):N — R bileske fonksiyonuna {x,} dizisinin bir alt
dizisi denir ve (xon)(k)=x(n(k))=x(n,)=x, seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.8. Gergel degerli bir {x,} dizisinin yakinsak ve limitinin L olmasi
igin gerekli ve yeterli kosul {x,} dizisinin biitiin {xnk} alt dizilerinin de aym1 L

limitine yakimsamasidir. Her smirli reel say1 dizisinin en az bir yakmsak alt dizisi

vardir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.1.9 Herhangi bir X uzaynda {x,} dizisi verilsin. O zaman

limx, = limsupx, = inf (sup(xn ))

seklinde tanimlanan limit degerine {xn} dizisinin st limiti denir.

Benzer olarak

limx, =liminfx, = sup(inf(xn ))
m>1 \nzm

seklinde tanimlanan limit degerine {xn} dizisinin alt limiti denir.

Teorem 2.1.10. {x } siurh bir dizi ise limsupx, ve liminfx, srasiyla {x,}
dizisinin en biiyiik ve en kiigiik limit noktasidir ve
liminf x, <limsupx, ve liminf (—xn) =—limsupx,
dir. (Royden, 1978).

Teorem 2.1.11. {xn} reel sayilarin smirli bir dizisi olsun. O zaman

limx, =limx, = x < limx, =x
dir. (Royden, 1978).

Tanmm 2.1.12. {xn} reel terimli bir dizi olsun. Her ¢ >0 sayisina kars1 gelen
bir n, € Rsayis1 m,n>n, alindiginda |xm —xn| <& olacak sekilde bulunabiliyorsa

{x,} dizisine Cauchy dizisi ad1 verilir.
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2.2. Metrik Uzaylar

Tanim 2.2.1. X bos olmayan bir kiime olsun. d: X xX — R fonksiyonuna,

her x,y,ze X i¢in

<d (x, z) +d (z, y) (licgen esitsizligi)
kosullarin1 sagliyorsa d ye X {izerinde bir metrik adi verilir. (X ,d ) ikilisine de bir

metrik uzay denir. (X ,d ) metrik uzayi kisaca X ile gosterilir.

Tamm 2.2.2. X bir metrik uzay ile bu uzaym bir x, noktasi ve pozitif bir
reel sayis1 verilsin. Bu durumda
B(x,,r)= {xe X :d(x,,x)< r}
kiimesine x, merkezli ve r yarigapl agik yuvar,
E(xo,r) = {x eX: d(xo,x) < r}
kiimesine x, merkezli ve r yarigaph kapali yuvar,
S(xo,r) = {x eX: d(xo,x) = r}

kiimesine de x, merkezli ve r yarigapli yuvar ylizeyi denir.

Tamim 2.2.3.R nin bazi alt kiimelerinin bir 9t smifi géz oniline alinsin. Bir

Ac R kiimesi i¢in, 4 < U A4, , 4, €M yazilabiliyorsa N smifina A4 kiimesinin bir

Aed
ortiisii ad1 verilir. Bu durumda A kiimesinin her noktasi 99 smifi i¢inde bulunur.

M deki biitiin kiimeler agiksa bu sinif bir agik ortii admni alir. M sinift A4, 4,,.... 4, ,...

gibi kiimelerin olusturdugu sayilabilir bir smifsa ve ACUAI. yazilabiliyorsa 90

i=l

smifina 4 nin sayilabilir ortiisti denir.
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Tanim 2.2.4.991 smifi bir 4 c R kiimesinin bir ortiisii olsun. 2l her iiyesi
M nin i¢inde olan bir alt kiimeler smifiysa ve 2 smifi da 4 kiimesinin bir Ortiisii

ise A9 alt smifi 4 nin bir alt ortiist adini alir.

Tanmmm 2.2.5. Bir 4 c R kiimesinin her ag¢ik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisti

varsa A ya kompakt kiime adi verilir.

Onerme 2.2.6. Bir metrik uzaymn kompakt alt kiimesi kapali ve smnirhdir

(Bayraktar,1992).

Tanmm 2.2.7. X kompakt bir kiime ise X metrik uzayma kompakt metrik
uzay denir.

Her kompakt metrik uzay tamdir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.2.8. X bir metrik uzay ve A4 bir alt kiimesi olsun. Bir xe X
noktasmin 4 kiimesine uzaklig1 bu noktanin 4 nin tiim noktalarina uzakliklarinin

infimumudur.

d(x,A):inf{d(x,y):yeA}

Tanim 2.2.9. X' bir metrik uzay ve 4 ile B birer alt kiimesi olsun. 4 veB

kiimesinin birbirine uzakligi, x€ 4 ve y € B i¢in
d(A,B):inf{d(x,y):xeA,yeB}
dir. Bu tammda d (A4, B)=d (B, A) oldugu agiktrr.

Iki kiime arasmdaki uzakligm sifir olmasmin bu kiimelerin aym oldugunu

ifade etmedigi aciktir.

Tanim 2.2.10. X metrik uzaymin bir alt kiimesi 4 olsun.x,y € 4 i¢in bir 4

alt kiimesinin ¢api,

d(A):sup{d(x,y):x,ye A}



2. ONCEKIi CALISMALAR Mustafa KOROGLU

ile tanimlanir.

Tanmm 2.2.11. X bir metrik uzay, bu uzay i¢inde bir dizi {xn} ve xeX
olsun. Her £>0 i¢in n,<n oldugunda d(x,,x)<¢& ya da x,€B(x,&) olacak
sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {xn} dizisi x noktasina yakinsiyor denir. Bu durum
x, —>x yada }113010 x, = x seklinde ifade edilir.

Onerme 2.2.12. Bir (X ,d ) metrik uzaymda yakinsak her dizi smirhdir ve

limiti tektir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tamm 2.2.13.X bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her
¢ > 01i¢in m,n=> n,oldugunda
d(x,.x,)<e

olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.2.14. Bir X metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi X iginde

yakinsak ise X metrik uzaymna tam metrik uzay denir (Kolmogorov, Fomin, 1970)
2.3. Normlu Lineer Uzaylar

Tanmim 2.3.1. X bos olmayan bir kiime ve [ bir say1 cismi olsun. Her

x,y,z€ X veher a, €F i¢in

Dx+ty=y+x

2)x+(y+z):(x+y)+z

3) x+6 =x olacak bicimde bir 8 6gesi var

4) x+x =0 olacak bicimde bir x € X 06gesi var
S a(x+y)=ax+ay

6) (o +B)x=ax+pPx
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7) (affx) = a(Bx)
8 lx=x
kosullar1 saglaniyorsa X kiimesine [ cismi lizerinde bir lineer uzay (vektor)

uzay1 denir.

Tamim 2.3.2. X' bir lineer uzay ve 4 < X olsun. Eger x,ye 4 igin 0<A <1

olmak iizere A-x+(1-1)-y € 4 oluyorsa 4 kiimesine konveks kiime denir.

Tamim 2.3.3. X bir lineer uzay olsun. N: X — R doniisiimii her x,ye X ve
her ¢ € R i¢in
NI1) N(x)=>0 ve N(x)=0<=x=0
N2) N(ax) =|a|N(x)
N3) N(x+y)=N(x)+N(p)
kosullarin1 sagliyorsa bu doniisime norm denir. X bir lineer uzay ve bu uzay

iizerinde bir norm tanimlanmis olsun. Bu uzaya normlu lineer uzay denir. Genel
olarak, N norm doniisiimii yerine || . || sembolii kullanilir.
X normlu bir lineer uzay olmak iizere,
d:XxX—>R;d(x,y)=|x-y|

seklinde tanimlanan d doniisimii X uzayi lizerinde bir metriktir. Bu metrige norm

metrigi denir. Bu nedenle her normlu uzay bir metrik uzaydir (Bayraktar, 1992).

Tamim 2.3.4. (X,

. ||) normlu lineer uzaymin alt kiimesi A olsun. Eger
R, :sup{”x—y”:xe A,yeA}<oo

oluyorsa 4 kiimesine X i¢inde sinirli kiime denir.

Tanim 2.3.5. (X,

. ||) normlu lineer uzay: iginde bir {x,} dizisi verilmis

olsun. Her ¢ >0 i¢in n>n, oldugunda ||xn—x||38 olacak sekilde bir n, sayisi
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bulunabiliyorsa {xn} dizisi x noktasmna yakmsaktir denir ve x, = x seklinde

gosterilir.

Onerme 2.3.1.(X,

. ||) normlu lineer uzayi i¢inde yakinsak her dizi smirhdir

ve limiti tektir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Tanim 2.3.6. (X,

: ||) normlu lineer uzayi iginde {x,} dizisi verilmis olsun.
Her € >0 i¢in m,n > n, oldugunda

<g

[, =,

olacak sekilde bir 7, sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine Cauchy dizisi adi verilir.

Onerme 2.3.2. (X,

||) normlu lineer uzayiginde her Cauchy dizisi

siirhdir(Kolmogorov,Fomin,1970).

Onerme 2.3.3. (X,

: ||) normlu lineer uzaymda {x,} bir Cauchy dizisi

x € X noktasma yakimsak bir {xnk} alt dizisine sahip ise {x,} diziside x’e

yakinsaktir(Kolmogorov,Fomin,1970).

Tamm 2.3.4. (X,

1) (7

Y i¢ine f bir doniisiim ve x, € X olsun. Eger her ¢ >0 sayisina karsilik

[e=x], <6 =]/ (x)-f ()], <&

. ||2) birer normlu lineer uzay. X uzayindan

ya da buna denk olarak
f(B(xo,é)) CB(f(xo),g)
olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir

denir.

Bir (X,

||) normlu lineer uzaymin her noktasinda siirekli olan f

doniisiimiine X iizerinde siirekli bir fonksiyon ad1 verilir.
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2.4. Banach Uzaylan

Tanim 2.4.1. X normlu lineer uzay olsun. X , norm metrigine gore tam ise X

uzayma Banach uzayi denir.

Tanim 2.4.2. X in normlu reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore

Banach uzayma, reel veya kompleks Banach uzay1 denir.

Ornek 2.4.3.R" = {x = (X, Xy, Xy5000s X, ) 1 X, € R} kiimesi bilesen ve bilesen

toplama ve skalerle carpma ve

1
[+, =| 21
=

normuna gore bir reel Banach uzaydir.

Tanim 2.4.4.X ve Y reel sayr cismi lzerinde iki lineer uzay olsun.

T:X —Y doniisiimii her x,y€ X ve her o € R igin
T(x+y)=T(x)+T(y)
T(a-x)=a-T(x)
ya da buna denk olarak her x,y € X ve a,f R igin
T(a-x+B-y)=a-T(x)+B-T(y)
sartin1 sagliyorsa T doniisiimiine lineer doniisiim denir.

Eger T doniisiimii yukaridaki sartlardan herhangi birini ger¢eklemezse T

dontistimiine lineer olmayan doniistim denir.

Tamm 2.4.5. (X,

) e (v

dontistim olsun. Her x € X i¢in

. ||) iki normlu uzay ve 7:X —>Y bir

|7 ()<

olacak sekilde bir M >0 sabiti varsa, 7 doniisiimiine sinirli doniisiim denir.

10
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Tanim 2.4.6. X bir lineer uzay olsun. Bu uzaym bir vektoriine bir skaler say1

kars1 getiren bir f: X — R fonksiyonu lineer fonksiyonel olarak adlandirilir.
Lineer fonksiyonellerin olusturdugu X~ :L(X ,R) lineer uzayma da X

uzayinin cebirsel duali ad1 verilir.

Tamm 2.4.7. (X,

. ||) bir normlu lineer uzay: lizerindeki tiim siirekli lineer
fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzayma X uzaymin topolojik duali ad1 verilir.
/"X >R sl lineer fonksiyonellerin olusturdugu topolojik dual X' = B(X ,R)
ile gosterilir.

X'"de bir normlu lineer uzaydir ve R tam oldugu i¢in X tam olmasa bile
X' daima bir Banach uzayidir. X' topolojik dualinin, X~ cebirsel dualin alt uzay:

oldugu agiktir.

Tanim 2.4.8. X normlu linecer uzaymm X'duali de normlu lineer uzay
oldugundan bu uzaym da duali, yani X iizerinde her sinirh siirekli fonksiyonele bir
skaler say1 kars1 getiren siirekli lineer fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzay

tanimlanabilir. (X ’), = X" lineer uzayma X in biduali (ikinci duali) ad1 verilir. X"

bir Banach uzayidir.

Tamm 2.4.9. T: X — X" fonksiyonu lineerdir. I" fonksiyonuna X uzaymin

X" uzay1 igine kanonik doniistimii ad1 verilir. I' kanonik doniistimiiniin erisim uzay1
X" bidualinin timiinii kapsarsa yani 9{(1“) = X" ise X uzayi norm refleksif ya da

kisaca refleksif olarak adlandirilir. X" daima tam oldugundan bir X normlu lineer
uzay! ancak Banach uzayi ise refleksif olabilir. Bir Banach uzay1 ancak ve ancak

duali refleksif ise refleksif olur .

Tanim 2.4.10. X bir Banach uzay1 olsun. Herx,ye X icin ||x||£1,

y”Sl

X+y

ve ||x — y|| >0 iken <l ise X uzaymna sik1 konveks Banach uzay1 adi verilir.

11
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Tamm 2.4.11. X bir Banach uzay1 olsun. Eger x,y € X ve herhangi bir ¢ € (0,2]

igin ||x|| <1, y” <1 ve ||x—y||>8

iken

olacak bi¢imde bir 6 =6 (8) >0 sayis1 bulunabiliyorsa X uzayma diizgiin konveks

Banach uzay1 denir. Diizgiin konveks Banach uzayi refleksifdir .

Tanim 2.4.12. X normlu lineer uzay1 i¢inde bir dizi {xn} ve x, € X olsun.
Eger,

lim

n—x0

X, —x0|| =0
ise {x,} dizisi x, noktasmna kuvvetli yakmstyor denir ve limx, = x, seklinde ifade

n—0

edilir.

Tanim 2.4.13. X normlu lineer uzay1 i¢inde bir dizi {xn} dizisi verilmis olsun.
Eger, her f € X' i¢in
lim £ (x, )= /()

olacak bi¢imde bir x, € X eleman: varsa {x,} dizisi x, a zayif yakinsiyor denir ve

x, ——> x, seklinde ifade edilir.

Tanim 2.4.14. X normlu lineer uzayi lizerinde smirli lineer fonsiyonellerin bir

dizisi (fn) olsun. Eger her xe X icin f, (x) —)f(x) olacak sekilde bir f e X'

fonksiyoneli varsa, ( fn) dizisi f ye zayif yakinsar denir ve f, = f seklinde

ifade edilir.

Ornek 2.4.15. X bir Banach uzay1, x, ve x X inelemanlari, f, ve f de X

in elemanlari olsun. (n eN )

12
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@x,—>x, f,>f

(b)x,—>x, f,——f

©x,—>x f,——f
isen —> oo iken f, (x,)—> f(x)dir.

Bir refleksif normlu lineer uzayda her sinirli dizinin zayif yakmsak bir alt

dizisi vardir (Kolmogorov,Fomin,1970).

Teorem 2.4.16. X normlu lineer uzayi i¢cinde {xn} bir dizi olsun. O zaman;

(i) Kuvvetli yakinsak ise zayif yakinsaktir.
(ii) (1) sartinin tersi genelde dogru degildir.
(111) Eger X normlu uzayinin boyutu sonlu ise o zaman zayif yakinsak ise

kuvvetli yakinsaktir(Kolmogorov,Fomin,1970).

Ornek 2.4.17. Bir refleksif Banach uzaymda her sinirh dizi, zayif yakmsak bir
alt diziye sahiptir.

Coziim: X refleksif Banach uzay1 ve {xn} , X 1¢inde smirh bir dizi olsun. Her

n i¢in ||xn || <k olacak sekilde bir £ sabiti vardir.M , x,, x,, x;,... vektorleri ile tanimh

kapal alt uzay olsun. O zaman, M ayrilabilirdir. M ayn1 zamanda refleksifdir. Ciinkii
X refleksif Banach uzaymnin kapali alt uzayidir.

Boylece M=M" dir. Bu sebeple M~ ayrilabilirdir. Sonu¢ olarak M’
ayrilabilirdir.

{f:i=1,2,3,...}, M m sayilabilir yogun alt kiimesi olsun. Her n i¢in

A G <l < 1A

dir. ( 1 (xn)) , skalerlerin smnirli bir dizisidir. Bu sebeple, £k — o iken ( 1 (x],k))

yakinsak olacak sekilde {x,} in s =(x,,%,,%;,...) bir alt dizisi vardir. Benzer
sekilde & — oo iken ( f,(x,,k)) yakmsak olacak sekilde (s,) in s, =(x,, %5, X,5,...)

bir alt dizisi vardir. Genel olarak, k — oo iken (£, (x,.k)) yakmsak olacak sekilde

13
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(s,0) in s, =(x,;,X,,,X,5,...) bir alt dizisi vardir.s =(x,,x,,X,;,...) diagonal dizisi
alinsmn. O zaman, n=1,2,3,... i¢in s, bir alt dizisi s dir. Her bir f, € M’ icin n — oo
iken ( /i (xm)) yakinsaktir. Bdylece her feM’ icin ( f (xnn)) yakmsaktir.

F(f)=lim f(x,,) tammlansin. O zaman,

n—x0

, feM**

<k s

xn n

F()<071-sup
oldugunu gostertir.

f ( p) =F ( f ) olacak sekilde p e M, M nin refleksif olmasindan saglanir.
Her feM’ icgin

f(p)=lim 1 (x,)

n—0

olur. Bu nedenle {x,} dizisi p noktasina zayif yakinsaktir.

Tanim 2.4.18.7, R uzayindan R i¢ine tanimli bir donilisiim olmak tzere

F :{xeR:T (x):x} seklinde bir kiime tanimlansin. F kiimesinin her bir x

elemanina 7 doniisiimiiniin sabit noktasi, F kiimesine de 7 doniisiimiiniin sabit

noktalarmin kiimesi denir.

Tanim 2.4.19.¢:R" — R fonksiyonu 0 da siirekli, artan bir fonksiyon olsun
ve ¢(0)=0 kosulunu saglasm. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar olmak iizere
f:X —Y fonksiyonu her x,x, € X i¢in

p(f(x]),f(xz))S(b(d(x],xz))

bagintisini gergeklerse ¢ ye f fonksiyonun bir siireklilik modiilii ad1 verilir.

Tamm 2.4.20.k >0 bir sabit olmak iizere siireklilik modiili ¢(d)=k-d

seklinde olan fonksiyonlar Lipschitz smifini olusturur ve her x,,x, € X i¢in

d(f(x),f(x,))<k-d(x,x,)

oldugundan Lipschitz siirekli fonksiyonlar olarak adlandirilir. & sayisma Lipschitz

sabiti ad1 verilir.

14
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Tamm 2.4.21.(X,d) bir metrik uzay olsun ve f:X — X fonksiyonu bu

uzayl1
kendi icine doniistiirsiin. Her x,ye X nokta cifti ve 0<k <1 kosulunu

saglayan bir k reel sayisi1 icin

p(f(x).f(¥)<k-d(x.y)
kosulu saglaniyorsa f ye bir biiziilme doniisimii adi verilir. Bir biiziilme

doniisiimiiniin Lipschitz siirekli bir fonksiyon oldugu aciktir. & Lipschitz sabiti bu

durumda biiziilme sabiti olarak adlandirilir.

Teorem 2.4.22. Tam metrik uzay tlizerinde her biiziilme doniisiimii, bir sabit

noktaya sahiptir. (Kolmogorov, Fomin, 1970)

Teorem 2.4.23. X bir tam metrik uzay ve f bir bilizilme doniisiimii ise f

fonksiyonunun tek bir sabit noktasi vardir. Biiziilme olmayan doniisiimlerin de sabit

noktasi vardir, hatta tek olabilir (Kolmogorov, Fomin, 1970).

Ornek 2.4.24.T(x):2+%-x, x€[0,1] seklinde tamimlanan 7:[0,1] >R

doniisimi [0,1] iizerinde biiziilme doniisiimiidir, fakat bu aralikta sabit noktaya

sahip degildir.

Coziim: d:[0,1]x[0,1] > R,, d(x,y)= ||x—y|| seklinde tanimlanan uzaklik
fonksiyonu [0,1] tizerinde bir metriktir.d metrigine || . || normunun indirgedigi

metrik adi verilir. Her x,y e [0,1] ve 0<k <1 kosulunu saglayan bir k reel sayisi

igin

15
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d(T(x),T(y))Sk-d(x,y)
|7 ()= () <kl

1 1
2+§-x—(2+5-y <k-r—9]

2+%-x—2——-y <k-Jx—

<k-fx=y]

1
Sk kfx=s]
=<2k =]

0<2-k<1:0<k<%
dir. T, [0,1] iizerinde biiziilme ddniisiimidiir. x €[0,1] i¢in
T(x)zx:>2+%-x=x:>2=%:>x=4¢[0,1]

dir. Gergekten 7 doniistimil [0,1] araliginda sabit noktaya sahip degildir.

16
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3. MATERYAL VE METOD

Bu tezde kaynaklar kisminda verilen ¢aligmalar detayli olarak incelenerek
mevcut sonuglar karsilastirilmaktadir. Daha iy1 bir yaklagim elde etmek icin hangi
kosullar altinda sonuglarin elde edildigi incelenip, bu verilmis olan kosullar yerine
0zel kosullar alinarak iterasyon dizilerinin zayif ve kuvvetli yakinsakliklar:

arastirilmaktadir.
3.1. iterasyon Semalan

Ozellikle, Mann ve Ishikawa iterasyon dizilerinin genislemeyen ve onun
genellesmeleri olan doniisiimler icin kuvvetli ve zayif yakinsakliklar ile ilgili olan
makaleler temin edilerek, ¢alismalarimiza esas teskil eden konu ele alinmastir.

C, X normlu uzaymim bostan farkli konveks alt kiimesi olsun. S ve 7:C — C
iki doniisiim olsun.

Mann hata igeren Oteleme semasi ve Ishikawa hata iceren Oteleme semasi

olarak da bilinen 6teleme semalar1 asagida verilmistir.

{x,} dizisi asagidaki sekilde tammlanmaktadir.

x eC

x,.,=alx +bx +cu, nxl

Burada {a,},{b,}.{c,} dizileri [0,1] araliginda ve a,+b,+c, =1 olacak
sekildeki dizilerdir. {un} ise C de smirh bir dizidir. Buradaki smirh {un} dizisi hatal

Mann 6teleme semasi olarak bilinir. Burada ¢,=0 alindiginda bu sema Mann 6teleme

semasina doniisiir.

{x,} dizisi asagidaki sekilde tammlanmaktadir.
x eC
x,,=aTx +bx +cu,

v,=a,Ix +b x +cv,n=1 a +b +c =l=a, +b +c,

17
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Burada {an } , {bn } , {cn } ve {an'} , {bn ’} , {cn '} dizileri [0,1] arahi§inda
a,+b,+c,=1=a, +b, +c, olacak sekildeki dizilerdir. {u,},{v,} ise C de smirh
dizilerdir. Buradaki {x,} dizisi hata igeren Ishikawa Gteleme semasi olarak da bilinir.

Mann ve Ishikawa 6teleme semalariin genellemesi Das ve Debata ( 1989) ve

Takashi ve Tamura (1998 ) tarafindan agagida tanimlanan {x,} Gteleme dizileri ile
verilmistir.
x e C
X, =bSy,+(1-a,)x,
y, =bTx,+(1-b,)x, ,n>1
Bu ¢aligmada agagida verilen hata igeren sema genellestirilecektir.
{x,} dizisi asagida
x eC
x,,=aSy, +bx +cu,
v,=alIx +bx +cu, n=1 seklinde tanimlanmaktadir.

Burada {a,},{b,}.{c,} ve {an'},{bn . {c,"} dizileri [0,1] araligmda 0<S<a, ,

n

a',<1-6<1 a,+b,+c,=1=a, +b, +c,ve {u,},{v,} ise C de smirl dizilerdir.

3.2.Genislemeyen Doniisiimler

Tanmm 3.2.1. X Banach uzay1 ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi

olsun. Eger 7 :C — C lineer olmayan doniisiimii her x,y € C i¢in
|73 =7 < x5

esitsizligini gergekliyorsa 7 doniisiimiine C {izerinde genislemeyen doniisiim denir.

Ornek 3.2.2. X Banach uzay1 ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi
olsun. T : C — C déniisiimii, 7 (x) = §+ a, (a+0) seklinde tanimlansm. O zaman T

genislemeyen bir doniisiimdyir.

18
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Coziim: Gergekten her x,y e C ve y #0 i¢in

(S| Jo-2] -k

2 2

-l

dir.

Tanmm 3.2.3. X Banach uzay1 ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi

olsun. Eger T:C — C siirekli doniisiimii her xe C ve her x € F(T) i¢in
[ < b=

esitsizligini gergekliyorsa 7 doniisiimiine C iizerinde sdzde genislemeyen doniisiim
denir.
Bir genigslemeyen doniisiim, sabit nokta kiimesi bostan farkli olmak sartiyla

ayni zamanda s6zde genislemeyen doniistimdiir. Tersi her zaman dogru degildir.

Tamm 3.2.4. X Banach uzay1 C, X in bos olmayan bir alt kiimesi ve F(T),

T nin sabit noktalarinin kiimesi olsun. 7:C — C doniisiimii, her x,y e C ve n>1
igin

olacak sekilde n—>o iken r,—>0 ile {r,} pozitif reel say1 dizisi varsa T

T"x-T"y

[<(147,) =]

dontlistimiine asimtotik olarak genislemeyen doniisiim ad1 verilir.

Tanmim 3.2.5. X Banach uzayi, C', X in bos olmayan bir alt kiimesi ve F (T ) ,

T nin sabit noktalarmin kiimesi olsun. 7:C — C doniisimii her xeC, her

x*eF(T) ve n>1 igin

olacak sekilde n—>o iken r,—>0 ile {r,} pozitif reel say1 dizisi varsa T

T"x—T"x*HS(1+rn)-Hx—x*H

dontistimiine asimtotik olarak s6zde genislemeyen doniisiim ad1 verilir.

Tamm 3.2.6. X Banach uzayi, C,X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

T :C — Cdoniisimii her x,y e C ve n>1 i¢in
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olacak sekilde L>0 sabiti varsa T doniistimiine diizgilin L-Lipschitzian ad1 verilir.

T"x-T"y

[<Ll-]

Asimtotik olarak genislemeyen doniisiim, sabit nokta kiimesi bostan farkli
olmak sartiyla ayni zamanda asimtotik olarak sdzde genislemeyen doniisimdiir.

Tersi her zaman dogru degildir.

Tanimm 3.2.7. X Banach uzay1 ve C, X in herhangi bir alt kiimesi olsun.

T,1:C — C lineer olmayan doniisiimleri verilsin. Her x,y € C i¢in
|7 =13 < | v~ 1]

esitsizligi saglaniyorsa 7 doniisiimiine / -genislemeyen doniisiim adi verilir.

Tanim 3.2.8. X Banach uzay1 ve C, X in herhangi bir alt kiimesi olsun.

T,1:C—C lineer olmayan doniisiimleri verilsin. Her x € C ve her x € F(T)igin
[ < e =]

esitsizligi saglaniyorsa 7 doniistimiine s6zde /-genislemeyen doniisiim adi verilir.

Tanimm 3.2.9. X bir Banach uzayi olsun. x € X ve bu x elemanina zayif

yakinsayan herhangi bir {xn} dizisi ile her x#y i¢in
liminf |[x, — x| < liminf |[x, - y]|

ise 0 zaman X Opial sartin1 saglar denir.

Tanmim 3.2.10: X bir Banach uzay1 ,C kiimesi de X’nin bostan farkli kapali bir

alt kiimesi olsun. 7:C — C ye doniisiimii tammlansin. C i¢inde {x,} smirh dizisi

{xn} ,x € C zayif yakinsak ve Tx, 0’a kuvvetli yakmsar sartlar1 7x =0 olmasini

gerceklerse T doniisiimiine 0 da yar1 kapali(demi-closed) doniisiim denir.

Tanmm 3.2.11. X Banach uzay1 C , X in kapali bir alt kiimesi olsun.

T:C—>C ye donisimi tammlansm. C i¢inde {x,} sl dizisi ile

lim|x, - Tx,||= 0 verilsin. x, - x"eC (kuvvetli yakinsak) olacak sekilde {x,} in

n—x0
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bir alt dizisi {xn_} mevcutsa 0 zaman 7 doniisiimiine yar1 kompakt(semi-compact)

denir.

Lemma 3.2.12: X bir diizgiin konveks Banach uzayir ve biitiin pozitif

tamsayilar igin 0< p<¢ <g <1 olsun. Ayrica {xn} ve {yn} Xdebazt >0 icin

limsup|x,|| < r,lim supl|y,|| <7 ve

n—x0

limsup

n—0

tx, +(1-t )y, =r

sartlarin1 saglayan iki dizi olsun.Bu durumda

=0

lim sup||xn -V,
olur (Schu,1991).

Lemma 3.2.13: {s,} ve {t,} s, <s,+¢, (n>1) sartim saglayan iki negatif

n+l —

olmayan dizi olsunlar. Eger Ztn <oo ise lims, vardwr. (Tan ve Xu, 1993).

n—»o
n=l

Lemma 3.2.14: p>1, r>0 iki sabit say1 olsun. X diizgiin konveks dir

ancak ve ancak

||ax + by + cz||p <a ||x||p +b ||x||p +c ||x||p

—max{wp(a,b)g(”x—y ),Wp (a,c)g(”x—z )’Wp (b,C)g(”;V—Z”)}

tim x,y,z e B (0),

0 :{xe X:”x” < r} ve a,b,ce[0,1],a+b+c=1 igin
olacak sekilde
g:[0,00) —>[0,00),g(0)=0 siirekli kuvvetli artan ve konveks fonksiyonu

vardir.(Ciric; Rafiq; Cakic; Ume,2010)

Bu calismada oncelikle S. H. Khan ve H. Fukar-ud-din (2005), Shahzad ve
Udomene (2006), Ciric ve ark. (2010) calismalar1 goz Oniline alinarak diizgiin
konveks bir Banach uzayinda oteleme semasinin iki genislemeyen doniisiim icin
zayif ve kuvvetli yakinsakliklar1 tartisilmaktadir. Bu makalelerde elde edilen
sonuglar karsilastirilarak, genislemeyen ve onun genellesmeleri olan doniisiimlere

uygulanabilirligi incelenmistir. Daha sonra, verilen tanim ve lemmalarin yardimiyla
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elde edilen 6teleme semalar1 kullanilarak kendinden kendi iizerine asimtotik olarak
genislemeyen doniisiimiin ve /-asimtotik olarak genislemeyen doniisiimiin ortak sabit

noktaya yaklagimi elde edilmektedir.
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4. KURAMSAL KAVRAMLAR

4.1. iki Asimtotik Olarak Genislemeyen Déniisiimiin iterasyon Dizilerinin

Yakinsakhg

Bu boliimde S.H. Khan ve H. Fukhar — ud — din (2005) calismalar1 gdzoniine
almarak (4.1.1) de verilen Otelemenin genislemeyen iki doniisim olan S ve T

genislemeyen  donilisimlerinin - ortak  sabit noktasmma zayif ve kuvvetli

yakinsakliklarmin ispatlar1 irdelenecektir.Burada, F (S )mF (T ) , T ve S nin ortak

sabit noktalarmi gostermektedir.

Lemma 4.1.1: X normlu uzay ve C E nin bostan farkli sinirli konveks bir alt

kiimesi olsun. S, 7:C—C genislemeyen doniisiimler olsun. { x, } dizisi

icn <o ve ic'n <o

p= P
ile birlikte

{x,} asagida tanimlandig: gibi bir dizi olsun.

x,=xeC

x,,=aSy, +bx +cu, 4.1.1)

v, =a,'Tx, +b,'x, +c,'v,, n 21
Burada {a,},{b,}.{c,} ve {a,},{b,"}.{c,} dizileri [0,1] aralgnda 0<&<a, ,
a' <1-8<1  a,+b,+c,=1=a, +b, +c, ve {u,},{v,}ise Cde smirlt dizilerdir.
Eger F(S)NF(T)#@ ise lim|x, —x'| limitiher x"e F(S)nF(T)igin vardir

(Khan ve Fukhar-ud-din;2005).

Ispat: C sinirli oldugundan dolay1 ¢, >0, M >0 vardir dyle ki ||xn —-u,

<M,

x,—v,|<M". F(S)nF(T)#@ oldugunu varsayalim.

x € F(S)NF(T) olsun. Buradan

n

* *
X, —X H: aly, +bx +cu, —x H
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o35 e )

<a, HTyn —x*H+ancn ||xn —un||+(1—an)Hxn —x*H+(1—aH)cn ||un —xn”

< Hxn —x*H+ch +e,M

Lemma 3.2.13 den limuxn —x*H her x" € F(S)nF(T) igin vardur.

Lemma 4.1.2: X bir diizgiin konveks Banach uzay1 ve C X nin bostan farkli

sinirli kapali konveks bir alt kiimesi olsun. S, 7:C—C genislemeyen doniisiimler

olsun. {xn} dizisi ZCn <o ve ZC'n <o ile birlikte (4.1.1) de tanimlandig1 gibi

n=1 n=1
bir dizi olsun. Eger F(S)NF(T)#J ise

lim|Sx, —x,|=0=1lim,_,_|7x, —x,| olur. (Khan ve Fukhar-ud-din;2005)

o |

Ispat: Lemma 4.1.1 den £g”xn —x*H vardir.Bazi >0 igin
li‘il”xn —x*H =7 oldugunu varsayalim. Simdi

|, = x| =[x, + B, + v, - x|
= e (773, = x4 € (v, =)+ (1=a,) (3, 5" +¢, (v, = x,)) )
<a;lfe, =+ (=) v, = [+]e; (v, =]
< Hxn —x*H +cM

Burada her iki tarafin limsup u almirsa
muyn—x*ug (4.12)
elde edilir. Simdi kabul edelim ki
sy, =x"+c, (u, = x,)| <[y, x|+, |, - x.
<[y, —x"|+em
Burada her iki tarafin limsup almnirsa (4.1.2) i de kullanarak

limsup HSyn -x +c¢, (u, —x, )H <r
n—>0

elde edilir. Ayn1 zamanda

24



4, KURAMSAL KAVRAMLAR Mustafa KOROGLU

Hxn -x +c, (un -X, )H < Hxn —x*H+

cn (un _‘xn)

.
= Hxn -X H+ch
1fadesinden de

<r

lim sup HSyn ~-x +ec, (un - xn)

n—o

bulunur. Buradan

limsup|x, ., —x*H =7 bulunur ki bu da bize

lim

n—o

a, (Syn —x +c, (u, —xn))+(1—an)(xn —-x +ec, (u, —xn))‘:r

oldugunu verir. Lemma 4.1.1 uygulanirsa

=0

lim ||xn -8y,

oldugu goriiliir.
Simdi asagidaki ifadeyi inceleyelim.

<

||xn - Sx, || < ||an - Sy,

+|Sy, —x,

+|1Sy, - x,

xl’l_yl’l

x,—(a.Tx, +bx, +cu, )| +|x, =Sy,

a,(x,=Tx,)+c, (x,—v, )|+

x,—Sy,

<a

x,—Tx,

’
+c,

+

x}’l—v}’l xn_Syn

S(l—é)”xn —Tyn||£(1—5)c,’1M’+||xn - Sy,

Her iki tarafin limsup alinirsa buradan

limx, - Sx,[|< 0

n—o

Bu bize lim|x, —Sx,|=0 oldugunu verir.

n—o

Ayni sekilde lim|x, —Tx,| =0 oldugu ispatlanabilir.

Son olarak

lim | x, — S, || = lim||Tx, —x||=0

n—x0 n—®0
odugu goriiliir.

Boylece lemmanin ispati tamamlanmais olur.
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Teorem 4.1.3: X Opial sartin1 saglayan bir diizgiin konveks Banach uzay1
CST ve {x,} Lemma4.1.1 deki gibi almsm. Eger F(S)NF(T)#Q ise {x,}
dizisi S ve T nin ortak sabit noktalarma zayif yakinsar. (Khan ve Fukhar-ud-din ,
2005).

Ispat: x'e F(S)NF(T) olsun. Lemma 4.1.1 de ifade edildigi gibi

lim|x, —x| vardir. Simdi {x,} dizisinin F(S)F(T) de tek bir zayif aldizisel

limite sahip oldugunu ispatlayalim. Bunu ispatlamak i¢in z; ve z; {xnl_} ve {xn_}

altdizilerinin zayi1f limitleri olsun.

Lemma 4.1.2 yardimiyla
lim”an —-X, || =0

n—x0

oldugunu ve Tanim 3.2.10 yardimiyla 7—.S nin O a bagh olarak demiclosed

oldugunu gorebiliriz. Bu bize Sz, =z, oldugunu gosterir. Benzer sekilde 7z, =z,
oldugu goriiliir. Tekrar benzer yolla z, € F(S)NF(T) oldugu ispatlanabilir. Bunun
i¢cin z, # z, olsun. Opial kosulu ile

11m||xn —z]” = lim Hxnl_ -z H < lim Hxni - ZZH

n—o n;—>0 1; —>0
= lim v, -z, = lim v, -z, < lim }x, -z
n; —>0 n;—0 J n;—> J

= lim||x, - z|
n—o

Bu ise bir geliskidir. Dolayist ile {x,}, F(S)NF(T) deki bir noktaya zayif

yakinsar.

Tanim 4.1.4: S,7:C— C iki doniisiim olsun.
£[0,00) —[0,0) ve her r e (0,50) olmak iizere
£(0)=0, f(r)>0 ve
f(d(xF))=inf{|x-x|:x" e F= F(S)NF(T)}
olacak sekilde tanimlanan azalmayan bir f fonksiyonu her x € C igin
F(|x=Tx|+|Jx = Sx|) = f(d(x, F))

esitsizligi saglaniyorsa S ve T doniisiimleri 4' kosulunu sagliyor denir. (Khan ve

Fukhar-ud-din , 2005).
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Teorem 4.1.5: X bir diizgiin konveks Banach uzayi C ve {x,} Lemma 4.1.1
deki gibi alinsin. S,7:C—C A' sartim saglayan iki genislemeyen doniisiim olsun.
Eger F(S)NF(T)#Qise {x,} Sve T nin ortak sabit noktasmna kuvvetli yakinsar.

(Khan ve Fukhar-ud-din , 2005).

Ispat: Lemma 4.1.1 den her x" € F(S)nF(T) igin

limuxn —x*H vardir. Lemma 4.1.2 den

n—0

lim|Sx, —x,|=0=1im|Tx, —x,| olur.

n—>0 n—>0

5 5
X, —X Suxn —X H+ch+c;M’

n+

ifadesinin inf 1 alindiginda

inf . |Ix, ., —x*‘ <inf._, Hxn —x*H+ch +c M’
Bu ifade
d(x,,,F)<d(x,,F)+(c,M +c,M")

seklinde ifade edilirse limd (xn I ) in varlig1 Lemma 3.2.13 yardimyla

gosterilir. 4' kosulu ile

lim /'(d(x,F))=0

olur. fazalmayan bir fonksiyon ve f{0)=0 oldugundan dolay1
limd (x,F)=0

n—x0

Simdi {x,} in bir {x";} ve { yj} altdizileri ' nin altkiimesi olsun dyleki

<2/

xn]- _yj
Buradan { yj} nin /' de Cauchy dizisi oldugu ve dolayisi ile yakinsak oldugu elde
edilir. y;, — y olsun. F kapali oldugundan y € F olur ve dolayisi ile X, =y yani

x, — y olur.Bu ise ispat1 tamamlar.
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4.2. Tki Asimtotik Olarak Sézde Genislemeyen Déniisiimiin iterasyon Dizileri

I¢in Yakinsakhig

Bu bolimde N. Shahzad ve A. Udomene (2006) calismalar1 g6zoniine
almarak (4.2.1) de verilen Gtelemenin asimtotik olarak sézde genislemeyen iki
doniisim olan S ve T doniisiimlerinin ortak sabit noktasma olan kuvvetli
yakinsaklig1 incelenecektir.

C kiimesi reel Banach uzayr X°nin bostan farkl kapali konveks bir alt
kiimesi olsun. S ve T: C — C asimtotik s6zde genislemeyen iki doniisiim olsun.

Asagidaki dteleme semasinda x, € C,n>1ve {a,} ve {B,}dizileri [0,1]

araliginda almarak ¢aligilmistir.

%M%kﬂﬂm+a§{0—@W%ﬂ (4.2.1)

Teorem 4.2.1. X reel bir Banach uzay1 ve C, X’nin bostan farkli kapal
konveks bir alt kiimesi olsun. S, 7': C — C asimtotik olarak s6zde genislemeyen

ki doniisiim olsun

{u,}.{v,} =[0,0) Syleki iun<oo ve ivn<oo ve

n=l n=l

F=F(S)NF(T)={xeK:Sx=Tx=x}# alahm.
{a,} ve {B,} dizilerini de [0,/] de alalm. Keyfi bir x; € C den baslayacak

sekilde (3.1.) deki gibi bir {xn} dizisi tanimlansin. Boylece

an—x*H£(1+rn)Hxn—x]*H ( Bitiin n>1x"eF ve ) r, <o olacak

n=l

)

sekilde baz1 {r,} dizileri i¢in )

2) Sabit bir M >0 sayis1 vardir. dyleki

X —x*H < Muxn —xl*H (tim n,m>1,vex € F) (Shahzad ve Udomene,

n+m

2006).

Teorem 4.2.2. X reel bir diizgiin konveks Banach uzayi1 ve C kiimesi de X’nin

bostan farkli konveks bir alt kiimesi olsun. . §, 7: C — C doniisiimlert, Zun <00

n=l
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ve i v, <00 olacak  sekilde {un} , {vn} c [0, oo) dizileri  ve
n=l1

F=F(S)NF(T)={xeC:Sx=Tx=x}# ile birlikte diizgiin siirekli asimptotik
olarak sozde genislemeyen iki doniisim olsun {a,} ve {f,} dizileri de & e(0,1)
olacak sekilde [e,1-¢]| aralginda olsunlar. Keyfi bir x;e C igin (4.2.1) de
tammlanan bir {x,} dizisi alalm.

lim||x, —Tx, | =0 =1lim|}x, - Sx,| olur. (Shahazad ve Udomene, 2006)

n—x0 n—o0

Teorem 4.2.3. X reel bir diizgiin konveks Banach uzay1 ve C kiimeside X’nin

bostan farkli konveks bir alt kiimesi olsun. . §, T': C — C doniisiimlert, Zun <00

n=l

ve i v, <00 olacak sekilde {un} , {vn} c [0, oo) diziler1 ve
n=l1

F=F(S)NF(T)={xeC:Sx=Tx=x}# ile birlikte diizgiin siirekli asimptotik
olarak sozde genislemeyen iki doniisim olsun {a,} ve {f,} dizileri de & e(0,1)
olacak sekilde [&,1-¢]| arahginda olsunlar. Keyfi bir x;e C igin (4.2.1) de
tammlanan bir {x,} dizisi alahm.

Ek olarak 7" ya da S kompakt ise {xn} dizisi ve S ve T nin sabit noktalarina

kuvvetli yakinsar. (Shahzad, Udomene, 2006)

Sonuc¢ 4.2.4: X reel bir diizgiin konveks Banach uzay1 ve C kiimeside X nin

bostan farkli konveks bir alt kiimesi olsun. . §, T': C — C doniisiimlert, Zun <00

n=l

ve i v, <00 olacak  sekilde {un} , {vn } c [0, oo) dizileri  ve
n=l1

F=F(S)NF(T)={xeC:Sx=Tx=x}# ile birlikte diizgiin siirekli asimptotik
olarak s6zde genislemeyen iki doniisiim olsun .{e,} ve {B,} dizileri de & e(0,1)
olacak sekilde [e,1-¢]| arahginda olsunlar. Keyfi bir x;e C igin (4.2.1) de

tanimlanan bir {xn} dizisi alalim.
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Boylece {x,} Sve T nin bazi sabit noktalarina kuvvetli yakinsar (Shahzad,

Udomene, 2006)

4.3. I-asimtotik Olarak Genislemeyen Doniisiimiin Iterasyon Dizilerinin

Yakinsakhg

Bu boliimde /-asimtotik olarak genislemeyen doniisiimlerin (4.3.1) ile alinan

oteleme stire¢lerinin kuvvetli ve zayif yakinsakliklar1 incelenmektedir.

Lemma 4.3.1. X normlu uzay ve X' in C bos olmayan konveks bir alt
kiimesi olsun.
I;T:C — C iki asimtotik olarak genislemeyen doniistimler olsun.
x eC
x,.,=bx +al'y +cu, (4.3.1)
y,=bx +aT"x, +cv, n>1
Burada, {an}{bn},{cn} ,{a;}{b;},{c;} IS [0,1] diziler = olmak  lzere

a,+b,+c,=a, +b +c, =1 ve {u,},{v,} C i¢inde smrh dizilerdir.

icn+c;<oo. Eger F(T)NF(I)2@ ise tim x eF(T)NF(I) igin

n=l

. *
11m”xn -X H vardur.

n—x0

Ispat:

.
u,—x

,Sup

n=1 n>1

M = max {sup v, —x*H} ve F(T)nF(I)#< oldugunu

kabul edelim.  x" e F(T)nF (1) olsun.

I _ 1z 1 n ' *
Hyn—x H— bx +al"x +cv —x H

b (xn —x*)+a,’1 (Txn —x*)+c; (vn —x*)H

' * ' * '
<b Hxn -X H+an HTxn -X H+C"

*
v, = x|

' * * ' *
S(l—an)uxn—x H+an Hlxn -X H+C" v, —X H
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< (l—a;)uxn —x*H+a,’1kn Hxn —x*H+c; an —x*H
<(1+(k, = 1)a))|x, = x|+ e,

<k, [x, = x|+ M (43.2)

* _ n *
Hxn+] - X H—anxn +al"y +cu,—x H
_ * n * *
—an(xn—x )+an(1 V,—X )+cn (un—x )H
:
S(l—an)Hxn —x*H+an Hl"yn —x*H+cn Hun -X H

< (l—an )Hxn —x*H+ankn Hyn —x*H+ch (4.3.3)

(4.3.3) icinde (4.3.2) iyazalm.

Hxn+] —x*H = (l—an)Hxn —x*Hankf Hxn —x*H+ ak.cM+c,M
= (1+(kn2 —l)an)Hxn —x H+ ak,c.M+c,M
< [1+(kn2 —1)]”3@1 —x*H+M(anc,’qkn +c,)

Biitiin x>1 i¢in, 0<x” -1<2x(x—1) oldugundan,
D" (k,—1) <o hipotezinde Z:(kn2 —1) <o elde edilir. Sonug olarak Lemma 3.2.13
n=l1

n=l

den x" e F(I)nF(T) i¢in L%Hxn —x*H vardir.

Lemma 4.3.2. X bir diizglin konveks Banach uzayi, C kiimesi de X in bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun. 7' kiimesi de C iizerinde L —
Lipschitzian, / — asimtotik olarak s6zde genislemeyen bir doniisim ve / yine C

iizerinde I -Lipschitzian asimtotik olarak s6zde genislemeyen bir doniisiim olsun

oyle ki F(T) mF(I) # (& olsun. Herhangi bir xe C i¢in (4.3.1) ile {xn} dizisini
tanimlayalim. Eger F (T ) NF (I ) #(J ise

lim|Tx, —x,||=lim |Ix, = x,| = 0
n—o n—o0

olur.
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Ispat : Lemma 4.3.1. den tim x e F(T)nF(I) i¢in lim”xn—x*umevcut

oldugu goriiliir. O zaman {xn —x*} siirhdir.

. . * * * .
Simdi M, = max {sup Hxn -X H,sup Hun -X H,sup an -X H} olacak sekilde
n>l n>l n>l

alalim.

*||P *||P
Hyn —-X H :Hb;xn +a,'T"x, +c,'v, —x H

14

:Hb,; (xn —x*)+an '(T"xn —x*)+cn '(vn —x*)

P P
<b Hxn—x*u +an'HT"xn—x*H+cn'an—x*H
' ' n
e el T
<1_ ' _*P+ 'kp[n _*P+Mp '
<(I-a,)|x,—x"| +a,'k,"|["x,—x Le,
P
:(1+(kn2” —1).an ')Hxn —x*H +M/c,’
<k2”Hx —x*HpMpc '
—n n 1 “n
1" <2 I+ mre 43.4
yv,=x | <kf|x,—x| +M/c, (4.3.4)
olur.

*||P n *||P
Hxn+] - X H = anxn +al"y +cu, —x H

p

:an (xn —x*)+an (I"yn —x*)+cn (un —x*)
<b, Hxn —x*Hp +a, Hl"yn —x*Hp +c, Hun —x*Hp
-, (a,.5,) (|2, ~x[)

* || P *||P
p p
s(l—an)Hxn—x H +a, k, Hyn—x H +M"c,

-w,(a,.b,)g(|x, - 1"5]) (4.3.5)

elde edilir.
Simdi (4.3.4) ’1(4.3.5) i¢inde yerine yazalim.
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P =" < (14 (k7 =1)a, )|, x| + M7k, 7a,e,
+M e, -w, (a,.b,) g (|[v, 1", )
=|x, x| + (k7 -1)a, |x, —x"|" + Mk, a,e, + MPe, -w, (a,.b,) g(”xn —I'y, H)
<lpe, = x|+ (5,7 ~1)(1=8) M + Mk e, + Me, ~w, (a,.5,) g (v, - 1"5])

=[x ="+ [(k,7 =1)(1=8) + ke, (1=8)+c, |+ M, =w, (a,.b,) g (v, ~ 1",

Boylece limc, =0 oldugundan, tiim »n>n, olacak sekilde bir n, € N dogal sayisi
vardir. O halde ¢, <6 —u, ue(0,6), {b,} =[5,1-6],6 €[0,1] i¢in alindiginda

w,(a,.b,)2(6—p) §+(5-u)6"=Q, 5, elde edilir.

Hx,m —x*Hp Suxn —x*Hp +MF [(1—5)(1@13” —1)+(1—5)kn”cn '+cn}

8 (=10

n *||P *||P ’
(R B S e SR

(4.3.6)

Burada

v, =(1=8)(k,* -1)+(1-8)k’c, +c,

Burada (4.3.6) teki esitsizlikten bir m>N, dogal sayisi i¢in

u m
n ®||P =||P
Q 5. z g(”xn -1 ynH) < HxNO -X H —me+] -X H + E 7, elde
n= n=N,

Ny

edilir.

m m
n «||P *||P P
I o e R e e
n=N,

n=N,
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m m
*|| P *||P
= — — — M P
n=N, n=N,

_ P || P =||P =||P || P *||P
e B e e A e e I e e e
_ *||P * Mp =
gl TRl e S LD NG
n=N,
< || P * || 2 i
- xno —-X _H'me —-X H + z 7/,,
n=N,
m
< I’ 43.7
<|x, —x +Zyn (4.3.7)

n=N,

Lagrange Teoreminde /(x)=x’ fonksiyonu xe[1,2] ve ¢>1 i¢in

x?—1<¢.2"" (x—1)esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.

Z k,—1< oo oldugu hipotezden kabul edilirse o zaman

n=l1

0 0

Z(kf —1) < i‘]-zq_] (k,—1) = q.2q_12(kn —1) olacagindan
n=l1

n=1 n=l1

ij —1<ooolur.
=1

(4.3.7) esitsizliginde her iki tarafin limiti alinirsa

> (e, = 2, < 0 elde editir.

n=N,

Buradan lgn; g (HX" -1y, H) =0 bulunur.

g sifir noktasinda siirekli ve kuvvetli artan oldugundan

lim|[x, —1", | = Oelde edilir.
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* n n * n *
R ST LM B AR B
her iki tarafin limitini alirsak
rzlim”x —x*Hslim sup(”x =I"y |+7 |y —x*H)
n—o0 n n—>00 n n n n

=lim sup”yn —x*HSr.

n—»0

. Ed
O zaman lim sup”yn -X H =r olur.

n—o0

lim

n—®0

=r

b, '(T"xn -x +¢,'(v, —xn))+(1—bn ')+(x" —x*)"'cn '(v, —x,)

\(

<r

: n * !
lim supHT x,—x +c¢,'(v,—x,)

n—0

\

lim supHxn -x +c, '(vn - X, )H <r oldugundan

n—0

lim|x, ~7"x,[ =0 olur.

n—x0

Simdi limen —I'"x, H in sifir oldugunu gosterelim.

n—>0
n n n n
Hxn—l anS‘I x,—1 ynH+‘I Y, =X,
n
<k,|x, -, +‘I V, =X,
n n
=k, an'(xn—T xn)+cn'(xn—vn) +‘I v, =X,
' n ' !
<k,a, (xn—T xn)H+Hkncn (xn—vn) +II,y, —x,
. a |l
limpe, =77, =0
Ustelik
n+l n+l
xn+l _[xn+l < xn+l _I xn+l + [ xn+l _[xn+l
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x —I"x |+T

n
xn+l - [ xn+l

n+l n+l

——>0

=(1+T)|x,,, —1I"x —

n+1

n
- [ xn+l

——>0olur.
n—»o0

n+l

Yani

lim||x, —Ix, | = 0 elde edilir. (4.3.8)

n—o

Ayrica < -T"x . |[+T -T"x

X, —Ix X X oldugundan,

n+l n+l n+l n+l n+l

her iki tarafin limiti alinirsa

lim sup||xn+] —Tx |S 0

n—o

n+l

lim

n—o

x,—Tx ||=0 (4.3.9)

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.3: X Opial sartin1 saglayan bir diizgiin konveks Banach
uzay1 I, T ve {x,} Lemma 4.3.2 deki gibi alnsin ve F (1) F(T)# D olsun. Eger

E — Tve E — I (E birim doniisiim) doniisiimleri sifirda yari-kapali ise {xn} dizisi 1 ve

T nin ortak sabit noktalarina zayif yakisar.

Ispat: x € F(I)nF(T) olsun. Lemma 4.3.1 de ifade edildigi gibi

lim||x, —x"| vardur. Simdi {x,} dizisinin F(I)F(T) de tek bir zayif alt dizisel

n—o

limite sahip oldugunu ispatlayalim. Bunu ispatlamak i¢in z, vezz,{xni}ve {xn_}

altdizilerinin zayif limitleri olsun.
Lemma 4.3.2 den
lim =0

n—o

x,—Ix,

ve E-I (E birim doniistim) 0 da yar1 kapali oldugundan, bu bize Iz, =z, oldugunu

gosterir. Benzer sekilde 7z =z  oldugu gorilir. Tekrar, benzer yolla
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z, e F(I)NF(T) oldugu goriiliir. Simdi bu limitin tekligini gosterelim. Bunun i¢in
z, # z, olsun.Opial kosulu ile

hm”xn -z || = lim Hxni -z H < lim Hxni - 22H

n—ow n; —>0 n; —>
= lim|x -z |=1lim|x, —z|< lim|x —z]H
: n. i n;
ni—oo i n;—»® n;—>0 J
~lim|Jx, — z|
n—>0
Bu ise bir ¢eliskidir.

Dolaystile {x,}, F(I)nF(T) nin ortak sabit noktasma zayif yakinsar.

Teorem 4.34. X, C, T, [, {xn } Lemma 4.3.2 deki gibi alinsm. Eger x €
F(I)NF(T)ve T veya I doniisiimlerinden en az biri yari-kompakt doniisiim ise , o

zaman {xn } , T ve I doniisiimlerinin ortak bir noktasina kuvvetli olarak yakinsar.

Ispat. / doniisiimiiniin yari-kompakt oldugunu kabul edelim. 7, yari-kompakt
doniistim, {xn } sinirl, lim”xn —Ix, || =0 oldugundan , {xn_} x akuvvetli
yakinsayan {xn }nin bir

altdizisi vardir . Ayrica

.
HTX"; —-X HS HTX"; —X,

+Hxn_ —Ix,

J J

+ Hlxn_ - Ix*H + Hlx* —x*H
J
Buradan

lim

n—x0

Tx, —x*H =0 elde edilir. {Txnl_ } ,x akuvvetli yakmsak oldugu goriiliir.

J

T déniisiimii, L > 0igin diizgiin L-Lipschitzian oldugundan , Tx" = x" elde edilir.
Yani

HTx* —x*Hz lim =0

n]-—>oo

=0 ve Hlx* —x*Hz lim

n —w

Ix, —x,

J J

Ixnl_ — xnl_

bulunur.

Buise x" € F(I)nF(T)oldugunu gosterir.
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{xn_}, x  akuvvetli yakinsayan {xn }nin altdizisi ve lim Hxn —x*H mevcut

oldugundan

{x,}, x'e F(I)nF(T) ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tezde kaynaklar kisminda verilen c¢aligmalar i1siginda kendinden kendi
iizerine asimtotik olarak genislemeyen doniistimlerin ve onun genislemeleri olan
dontistimlerin sabit noktalarina, /-asimtotik olarak genislemeyen doniisiimlerin ortak
sabit noktalara yaklasimi elde edilmeye calisilmaktadir. Bundan sonraki
calismalarda, iki genislemeyen doniisiimiin ve iki asimtotik olarak genislemeyen
doniisiimiin alman Oteleme siireclerinin kuvvetli ve zayif yakinsakliklar1 ile elde
edilen sonuglar, /-genislemeyen ve onun genellesmeleri olan doniisiimler i¢in elde

edilebilir.
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