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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
DIFERANSIYEL DONUSUM METODUNUN UYGULAMALARI
Nermin AGIRAGAC

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Yil: 2017, Sayfa: 42

Belirli bir yapiya sahip, 6zellikle birinci mertebeden

y +p(x)y = q(x), ¥ =(ax+by+c)? ¥ =acos(wx+a)y,
. a + bix a1x+biy+cy ajxy + by
" = gsin(wx + @)y?, e e o 2
Y ( )y Y as + bay Y asx + bay + co Y asx? + by

bayag1 diferansiyel denklemlerinin DTM ile ¢6ziimii ve ikinci mertebeden

Y+ px)y” +q(x)y = r(x)

bayag1 diferansiyel denkleminin DTM ile ¢6ziimii i¢in gerekli teoremler formiile edilerek elde edilen bu
formiiller 6rneklerle izah edildi.

ANAHTAR KELIMELER: Bayag: diferansiyel denklemler, diferansiyel transform metodu, Taylor
seri metodu



ABSTRACT

MSc Thesis
APPLICATIONS of DIFFERNTIAL TRANSFORM METHOD
Nermin AGIRAGAC

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Year: 2017, Page: 42

Theorems are given for specific first-second order linear and nonlinear ordinary differential equations by
differential transform method. These specific equations are

y 4+ px)y =q(x), ¥y =(ax+by+c) Y =acos(wx+a)y?,
, aj+bix , a1x+biy+c ,  aixy+b;

" = asin(wx + @)y, = | ARd ey -
Y ( )y Y as + boy Y asx + byy + ¢ Y asx? + by

and

¥+ p(x)y" +q(x)y = r(x)

Accuracy of obtained results is tested by examples.

KEY WORDS: Ordinary differential equations, Differential transform method, Taylor series method
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TESEKKUR

Bu tezin calismasinda ve hazirlamasinda bana her tiirlii imkan1 saglayan, benden desteklerini
esirgemeyen, beni motive eden, bana her konuda yardimci olan ve bana giivenen tez danismanim Sayin
Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI ye, tezimin jiirisinde bulunan ve katki sunan Dog. Dr. Haydar ALICI
hocama

ve beni yetistiren ve beni ben yapan anneme, babama ve ailemdeki herkese ayr1 ayr tesekkiir
ederim.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler teorisi dogada gercek hayat problemlerini formiile eden
en temel enstriimanlardan biridir. Ayrica, diferansiyel denklemler; matematik,
miihendislik, mekanik, fizik ve diger sosyal bilimlerde de yaygin bir kullanima
sahiptir. Sistem konumun degisim orani ve konumu igeren bir denklem tarafindan
idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya bayag: diferansiyel denklemler ya
da kismi diferansiyel denklemler ile ifade edilir. Matematiksel fizikte ve diger bir ¢ok
alanda modellemesi yapilan problemlerin ¢ogunu analitik olarak ¢dzmek oldukca
zordur. Dolayisiyla, analitik ¢coziime yakin c¢oziimler elde etmek icin cesitli nlimerik

yontemler gelistirilmistir.

Bu yontemlerden bir tanesi de Diferansiyel doniisim metodu (DDM) veya
Diferansiyel transform metodu (DTM) dur. Literatirde daha c¢ok “Differential
Transform Method” olarak bilinmektedir. y* = f(x,y) ve y” = f(x,y,y’) tiiriindeki
denklemlerin DTM ile ¢oziilmesi i¢in gerekli teoremler olusturularak analitik olarak

serisel ¢oziimleri icin gerekli formiiller elde edildi.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Diferansiyel denklemlerde, matematiksel fizikte ve dier bir ¢ok alanda
modellemesi yapilan problemlerin ¢ogunu analitik olarak ¢6zmek oldukca zordur.
Dolayisiyla, analitik coziime yakin coziimler elde etmek igin cesitli niimerik
yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerden bir tanesi de (Zhou, 1986) tarafindan
gelistirilen diferansiyel tranform metodu (DTM) dur. Bu metodun yeni olmadig1 ve
Taylor seri acilimi oldugu ve temeli ¢ok eskilere dayandig1 sdylenmektedir (Bervillier,
2012). Bu metot kismi diferansiyel denklemlerde ve bayagi diferansiyel denklemlerde
siklikla kullanilmaktadir. Bu metotla, gereksiz hesaplamalara girmeden analitik
coziimlerin serisel ¢oziimleri kolaylikla elde edilebilir. Bu seri ¢oziimlerin limitleri

halinde, yeterli sayida terimlerin toplami1 alindiginda, gercek ¢oziime gitmektedir.

Belli ozellige sahip diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri mevcuttur (Codington
ve Levinson, 1955). Diferansiyel denklemlerin uygulama alanlari i¢in (Debnath, 1997;
Logan, 1994; Whitham, 1974) bakilabilir. Bu metodun kismi diferansiyel denklemler
ve bayag1 diferansiyel denklemlerdeki kullanimi i¢in (Chen ve Ho, 1996; Ayaz, 2004;
Davis, 1962; Wazwaz, 2006) calismalarina bakilabilir.

Ayrica, iilkemizde de son yillarda yiiksek lisans ve doktora seviyesinde
diferansiyel déniisiim metodu ile ilgili bir cok calisma yapilmustir (ilan, 2009; Toker,
2008; Sarp, 2014).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde literatiirde ¢alisilmis bir, iki ve ti¢ degiskenli diferansiyel doniisiim
metodunun tanimi ve ilgili teoremler ifade edilecektir. Bu kisimda kullanilan klasik
temel tanim ve teoremler (Chen ve Ho, 1996; Ayaz, 2003; Ayaz, 2004; Arikoglu ve
Ozkol, 2005; Kurnaz ve Oturang, 2005) caligmalarindan derlenmistir.

3.1. Bir Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Metodu

Ik olarak bir boyutlu diferansiyel doniisiim metodu tanimlanacaktir.

Tanmim 3.1 Tek degiskenli bir analitik f(x) fonksiyonunun diferansiyel doniigiim

fonksiyonu F(k) olmak iizere

Py = 2 e G.)
k! | dxk y '
seklindedir. F'(k) fonksiyonunun ters diferansiyel doniisiim fonksiyonu
F) = (x = x0)* F(k). (3.2)
k=0
(3.1) denklemi (3.2) denkleminde yerine yazilirsa
o (x —xo)* [ d*
— 33
f@) ;) el il (3.3)

(3.3) denklemi elde edilir. xo = 0 icin

k
R0 = |0

x=0

seklinde tanimlanir. F(k) fonksiyonuna f(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim

fonksiyonu denir.

Fx) = )" Fxt
k=0



3. MATERYAL ve YONTEM Nermin AGIRAGAC

burada, f(x), F(k) fonksiyonunun ters diferansiyel doniistimiidiir.

SEA RS
f@)=Z;H[E;ﬂ@]

(3.4) denklemine bir boyutlu DTM denir. f(x) fonksiyonu

(3.4)

x=0

(o)

fo= > xFFk)

k=n+1
ifadesinin kalan terimlerini (hata payin1) ve ¢oziimiin yaklagig1

n

Fxy =) xkF(k)

k=0

serisel olarak ifade edilir.

3.2. iki Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Metodu

Simdi de iki degiskenli fonksiyonlar icin diferansiyel doniisim metodu

tanimlanacaktir.

Tamm 3.2 ki degiskenli bir analitik f(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim
fonksiyonu F(k, h) olmak iizere

1 [0 f(x,y)
KIn! | axkayh

F(k, h) = (3.5)

(x=0,y=0)

seklinde tanimlanir. F'(k, k) fonksiyonunun ters diferansiyel doniisiim fonksiyonu

F(k, h)x*y" (3.6)

e
e

flxy) =

=~
Il

0

T
[en)

seklinde tanimlanir. (3.5) denklemi (3.6) denkleminde yazilirsa

&k yh [ 9k £(x, y)
f(x’y)zzz w[ 5xkayh ]

k=0 h=0

(3.7)

(x=0,y=0)

denklemi elde edilir. (3.7) denklemine iki degiskenli DTM denir.

fx,y) = i i F(k, h)x*y"

k=n+1 h=n+1
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ifadesi f(x, y) foksiyonunun kalan terimlerini (hata payini) ¢éziimiin yaklasigi

fxy) = Zn: zn: F(k, h)x*y"

k=0 h=0

serisel olarak ifade edilir.

3.3. Temel Teoremler

Bu kisimda, diferansiyel doniisiim metodunun uygulamalari icin kullanilacak

teoremler ifade edilmistir.

3.4. Bir Boyutlu Diferansiyel Doniisiimiin Temel Teoremleri

Bir boyutlu diferansiyel doniisiim i¢in kullanilabilecek teoremler verilmistir. Bu
teoremlerin ispatlar1 i¢in (Chen ve Ho, 1996; Arikoglu ve Ozkol, 2005; Hassan, 2002)

caligmalarina bakilabilir.

Teorem 3.1 A sabit y(x) analitik foksiyon ise f(x) = Ay(x) fonksiyonunun diferansiyel

doniisiimi
F(k) = AY (k)
ile verilir.

Teorem 3.2 y(x) ve z(x) analitik iki fonksiyon ise f(x) = y(x) + z(x) fonksiyonunun

diferansiyel doniistimii
F(k)=Y(k) £ Z(k)
ile verilir.

Teorem 3.3 y(x) analitik fonksiyon ise f(x) = dfl—(xx) fonksiyonunun diferansiyel

dontisiimi
F(ky=(k+1)Y(k+1)

ile verilir.



3. MATERYAL ve YONTEM Nermin AGIRAGAC

Teorem 3.4 y(x) analitik foksiyon ise f(x) % foksiyonunun diferansiyel
doniigiimii

F(k)=(k+1)(k +2)Y(k +2)
ile verilir.
Teorem 3.5 y(x) analitik fonksiyon ise f(x) = & y (x) fonksiyonunun diferansiyel
dontislimii

k +
Fk) = Py

ile verilir.

Teorem 3.6 y(x) ve z(x) analitik iki fonksiyon ise f(x) = y(x)z(x) fonksiyonunun

diferansiyel dontistimii

k
F(k)= > Y(r)Z(k - 1)
r=0

ile verilir.

Teorem 3.7 yi(x), y2(x) ve ys(x) analitik fonksiyonlar ise f(x) = y1(x)ya2(x)ys(x)

fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

k ko
F(k) = Z Z Y1(k1)Yao(ko — k1)Y3(k — ko)
ko=0k1=0
ile verilir.
Teorem 3.8 yi(x), ..., yu(x) analitk fonksiyonlar olsun. Bu halde,

f(x) = y1(x)y2(x) ... yu(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

F(k) = Z S i i Yi(k1)Yo(ks — k1) ... Y(k — ky-1)

kp-1=0k,_2=0 ko=0 k1=0
ile verilir.

Teorem 3.9 u(x) ve d;—(f) analitik fonksiyonlar ise f(x) = u(x)d;—gcx) fonksiyonunun
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diferansiyel doniisiim fonksiyonu

k
F(k) = Z(k —r+ DV(k —r+ DU®r)
r=0

ile verilir.

Teorem 3.10 A sabit ise f(x) = e** fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

/lk
ile verilir.
Teorem 3.11 f(x) analitik fonksiyon ve A sabit ise f(x) = a’* fonksiyonunun

diferansiyel doniistimii
Ak ¢
F(k) = ﬁ(ln a)
ile verilir.
Teorem 3.12 f(x) = x™ fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii
1, k=m
F(k)=06(k—m)=
0, k+m
ile verilir.

Teorem 3.13 f(x) = sin(wx + a) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

Wt . (nk
F(k)= Fsm (7 +a)

ile verilir.

Teorem 3.14 f(x) = cos(wx + ) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

w* k
F(k) = 27 08 (7 +a)

ile verilir.
Uc boyutlu diferansiyel doniisiim icin kullanilabilecek bazi teoremler igin (Ayaz,

2004), integral diferansiyel denklemleri ve fark denklemleri ile ilgili temel teoremler

iizerine (Arikoglu ve Ozkol, 2005; Arikoglu ve Ozkol, 2006) ¢alismalarina bakilabilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Birinci mertebeden bazi diferansiyel denklemlerin DTM ile analizi

Burada, 6zel bir yapiya sahip birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin DTM

ile analizi icin gerekli teoremler ve bu teoremlerin uygulamalarina yer verilmistir.

4.2. Ana Sonuc 1

Teorem 4.1 p, g, y ve ¥’ € C* olsun. Bu halde, birinci mertebeden

Yy +p(x)y = q(x),  y(0)=yo 4.1)

denkleminin DTM ile k + 1 inci terimi
k
Y+ 1) = ——— | S POk -1 - 00|, ¥(0) =3
k+1 |4 ’

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.1) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

y@) = ) Ykt
k=0
ile verilir.

Sonuc¢ 4.1 (4.1) denkleminin DTM ile yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

o0

y(x):zn]Y(k)xk ve y(x)= Z Y(k)x*
k=0

k=n+1

ile verilir.

Sonuc 4.2 Eger p ve g sabit ise bu halde, k + 1 inci terimi

Y1) = g [P - a0, YO =3
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ile verilir.

Ispat 4.1 Tanim 3.1 geregince

k
Y0 = | Sw]

x=0
1 [ d* ]
Pk)= — | —
(k) a | dxkp(x)d »
1] dF ]
k)= —|—
Q(k) il dkaI(x)_ .

yazilir. Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve Teorem 3.6, (4.1) denkleminde kullanilirsa arzu

edilen denkleminin diferansiyel dontisiimi

k
V1) =~ [ POV - 1) - 0|, YO) = 3o
r=0

formiili ile verilir.

4.3. Uygulama

Ornek 4.1
y +4xy=2x, y0)=1 y(0)=0 4.2)

baglangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.1 Klasik olarak, (4.2) denkleminin ¢oziimii

1
y= 5 (1 + e_2XQ)

oldugunu biliyoruz. (4.2) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.1 geregince

1
Y(k+1) = —m

k
> PO (k=) - Q(k) (4.3)
r=0

ile verilir. Burada p(x) = 4x, g(x) = 2x ve Y(0) = 1 degerleri (4.3) denkleminde
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kullanilir.

k
Y(k+1) = —ﬁ 425@ —)Y(k—r)=25(k - 1)
r=0

elde edilir.
k=0 ise Y(1)=0,
k=1 ise Y(2)=-1,
k=2 ise Y(3)=0,
k=3 ise Y(4)=1,
k=4 ise Y(5)=0,
i 2
k=5 ise Y(6)=--,
3
k=6 ise Y(7)=0,
i 1
k=7 ise Y(8)=-,
3
devam edilir.
y@ = ) Yt
k=0
= YO +Y(Dx+ Y22 +Y3)x> + Y()x* + Y(B)x® + Y(6)x% + - - -
2 1
yx)=1-x?+xt - a0+ o8-

3 3
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Denklem

(2% (2% (2t

2! 3! 4!

y(x) = % + %(1 + (—2x2) +

olarak diizenlenir. Buradan, bu serinin limit hali

1
y(x) = = (1 + e_2x2)
2
analitik ¢cOziimiine yakinsadig1 goriiliir.

Ornek 4.2

y=-y=0, y0)=1 (4.4)

baglangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.2 Klasik olarak, (4.4) denkleminin ¢oziimii

X

y=e
oldugunu biliyoruz. (4.4) denkleminin diferansiyel doniisiimii Sonug 4.2 geregince

Y(k+1)= [pY(k) - qé(k)] 4.5)

Ck+1

ile verilir. Burada p(x) = -1, g(x) = 0 ve Y(0) = 1 degerleri (4.5) denkleminde

kullanilirsa
Y (k)
Yk+1) = —=
(k+1) k+1

elde edilir.

k=0 ise Y(1)=1,

1

k=1 1ise Y(2)=_,
2

. 1

k=2 Iise Y(3):6,

1
k=3 ise Y(4):ﬂ’
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devam edilir.

@ = ) Yt
k=0
= YO +Y(D)x+YQ)x2+YRB)x> + Y(4)x* + - -+
X2 x3 x4
y(x):1+x+§+§+ﬂ+

Buradan, bu serinin limit hali

y(x) = e

analitik ¢coziimiine yakinsadig1 goriiliir.

4.4. Ana Sonug 2

Teorem 4.2 a, b ve c sifrdan farkli sabitler olmak iizere birinci mertebeden
Y =(ax+by+c),  y(0) =y (4.6)
denkleminin DTM ile k + 1 inci terimi

1
Y(k+1)= ] a’5(k — 2) + 2acs(k — 1) + ¢25(k) + 2bcY (k)

k k
+2ab Z 5(r — DY (k - r) + b Z Y(r)Y (k - r)], Y(0) = yo
r=0 r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.6) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

y(x) = > ¥ (k)x*
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

o0

y(x) = an Y(k)x* ve y(x)= Z Y (k)x*
k=0

k=n+1

bicimindedir.
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ispat 4.2 (4.6) denkleminde sag tarafin karesi alinirsa
v =a?x? + b*y? + ¢ + 2abxy + 2acx + 2bcy 4.7
elde edilir. (4.7) denkleminde her iki tarafa diferansiyel doniigslim metodu uygulanirsa

(k+1DY(k+1) = [azé(k —2) + 2acé(k — 1) + c25(k) + 2bcY (k)

k k
+ 2ab Z S(r = DY (k — r) + b2 Z Y(r)Y(k — r)]
r=0 r=0

elde edilir. Yani,

1
k+1

Y(k+1)= a’5(k — 2) + 2acs(k — 1) + ¢25(k) + 2bcY (k)

k k
+2ab Z 5(r = DY (k = r) + b Z Y(r)Y (k - r)], Y(0) = yo
r=0 r=0

bulunur.

4.5. Uygulama

Ornek 4.3

Y=+ y(0)=1 (4.8)
baglangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.3 Klasik olarak, (4.8) denkleminin y(0) = 1 sartin1 saglayan ¢éziimii

1+tanx

Y= 1—-tanx

veya

y(x):1+x+2x2+§x3+---

oldugunu biliyoruz. Simdi de (4.8) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.2
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geregince

Y(k+1)= la26(k - 2) + 2acé(k — 1) + c25(k) + 2bcY (k)

k+1
4.9

k k
+ 2ab Z 5(r — DY (k — r) + b2 Z Y(r)Y(k — r)]
r=0 r=0

ile verilir. Burada, a = 1, b = 1, ¢ = 0 ve Y(0) = 1 degerleri (4.9) denkleminde

kullanilirsa
1 k k
Y(k+1) = [6(k —2)+2 Z S(r—1DY(k —r)+ Z Y(r)Y(k - r)]
r=0 r=0

elde edilir.

k=0 ise Y(1)=1,
k=1 ise Y(2)=2

8
k=2 ise Y(S):g,

devam edilir.

yx) = Y Y(kxt
k=0
3

1+x+2x2+§x T

veya bu serinin limit halindeki kompakt formu

1+tanx

y(x) = 1—-tanx -

bicimindedir.

4.6. Ana Sonuc 3
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Teorem 4.3 a, w ve « sifirdan farkli sabitler olmak iizere birinci mertebeden
y' = acos(wx + a)yQ, y(0) = yo (4.10)

denkleminin DTM ile k£ + 1 inci terimi

k ko (A)kl kl
[ Z Z K cos (T + a)Y(kg —k1)Y(k — k2)|, Y(0) = yo

Y(k+1) = kL
k2=0 k1=

+1

formiilii ile verilir. Dolayistyla, (4.10) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

y(x) = D ¥lo)x*
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

o0

y(x):zn:Y(k)xk ve y(x)= Z Y (k)xk
k=0

k=n+1

bicimindedir.

Ispat 4.3 (4.10) denklemin her iki tarafina diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

(k+D)Y(k+1)= a[ > Z =~ cos (— + a/)Y(kz — k)Y (k - k2)]

ko=0 k1=

elde edilir. Yani,

k ko k1
a w kim
Y(k+1) = m[ Z Z T (T + a)Y(k2 — k)Y (k - kg)], Y(0) = o
ko=0 k1=0

bulunur.

4.7. Uygulama

Ornek 4.4

y = —cos(2x)y%  y(0) =1 4.11)

baglangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.
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Coziim 4.4 Klasik olarak, (4.11) denkleminin y(0) = 1 sartin1 saglayan ¢oziimii

y(x) = sin(2x) + 2
veya

1 1
y(x)zl—x+x2—§x3—§x4+-~

oldugunu biliyoruz. Simdi de (4.11) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.3

geregince

Y(k+1):

Z Z —- Cos (k_ + Q)Y(kz —k1)Y(k — kQ)} (4.12)

2
ko=0k1=0

ile verilir. Burada, a = —1, ve Y(0) = 1 degerleri (4.12) denkleminde kullanilirsa

k ko
Y(k+1)=— ) Z Z cos(—)Y(kz — k)Y (k - kg)]
ka=0

elde edilir.

k=0 ise Y(1)=-
k=1 ise Y(2)=1,

k=2 ise Y(3)=-=

1
k=3 ise Y(4)= -3

devam edilir.

L 4

S 1
y(x) = ZY(k)xkzl—x+x2—§x3—§x +
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veya bu serinin limit halindeki kompakt formu

2

T e

bicimindedir.

4.8. Ana Sonuc 4

Teorem 4.4 a, w ve « sifirdan farkli sabitler olmak iizere birinci mertebeden
y = asin(wx + @)y, y(0) = yg (4.13)

denkleminin DTM ile k + 1 inci terimi
k
Y(k+1) = [ Z Z w4 (— + a/)Y(kg — k)Y (k — k)|, Y(0) = yg
ko=0 k1=

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.13) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii
y(x) = > Y(k)xt
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢6ziimii ve hata pay1 sirasiyla

o0

y(x):Zn]Y(k)xk ve y(x)= > Y(knt
k=0

k=n+1

bicimindedir.

Ispat 4.4 Teorem 4.3 ile benzerdir.

4.9. Ana Sonug 5

Teorem 4.5 a1, as, b1 ve by sifirdan farkli sabitler olmak iizere birinci mertebeden

’ —

ay + b1x

= . y(0) = 4.14
a5+ byy ¥(0) = yo (4.14)
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denkleminin DTM ile k£ + 1 inci terimi

Y(k+1)= i+ 1)(&221+ Y () [alé(k) + b16(k—1)
k=1

— by ) (r+ DY(r + DY (k = 1)|, Y(0) = yg
r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.14) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii
y(x) = > Y(k)xt
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢6ziimii ve hata pay1 sirasiyla

o0

y(x):zn]Y(k)xk ve y(x)= > Y(kuxt
k=0

k=n+1

bicimindedir.
Ispat 4.5 (4.14) denklemine icler dislar carpimi uygulanirsa
asy’ + boyy = ay + b1x

elde edilir. Denklemin her iki tarafina diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

k
ax(k + DY(k + 1)+ by 3 (r + DY (r + DY (k = ) = ar8(k) + br6(k — 1)
r=0

elde edilir. Buradan, k£ + 1 inci terim cekilirse

(k + 1)Y(k + 1)[a2 + bQY(O)] = a15(k) + bld(k - 1)
k-1
—by ) (r+ DY(r + DY (k = 1)
r=0

elde edilir. Yani,

1
Y(k+1)= &+ Dlas + boY (0)] [alé(k) + b16(k—1)
k-1
= by ) (r+ DY(r + DY (k = )|, Y(0) = yg
r=0
bulunur.
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4.10. Uygulama

Ornek 4.5

2—x

' = , 0)=1 4.15
i ¥(0) (4.15)

baglangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.5 Klasik olarak, (4.15) denkleminin y(0) = 1 sartin1 saglayan ¢oziimii

1
4x — x%\?
y(x):—1+2(1+ il X)
veya
2 x3 3x4
=l+x—-—=—4+—-—+
() *To T4 T 16

oldugunu biliyoruz. Simdi de (4.15) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.6

geregince

1
(k + Dlaz + baY (0)]

Yk +1) = [alé(k) +b16(k — 1)
(4.16)

k-1
—by ) (r+ DY(r + DY (k = 1)
r=0

ile verilir. Burada, a1 = 2, by = =1, a2 = 1, bo = 1 ve Y(0) = 1 degerleri (4.16)

denkleminde kullanilirsa

1 k-1
Y(k+1)= CESVIESI0] 26(k) — 6(k — 1) — ;(r + DY (r + DY (k = 1)
elde edilir.

k=0 ise Y(1)=1,

1
k=1 ise Y(2)= ~%

1
k=2 ise Y(S):Z’
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k=3 ise Y(4)= —1—36,

devam edilir.

= 1 1 3
y(x) = ;)Y(k)xk =1+x-— §x2 + le3 — EX4 +

veya bu serinin kompakt formu

4x — x?2 3
)

y(x)=-1+ 2(1 +

bulunur.

4.11. Ana Sonuc 6

Teorem 4.6 a1, as, b1, ba, ¢1 ve co sifirdan farkli sabitler olmak ilizere birinci

mertebeden

, _aix+tbiy+ca

, 0) = 4.17
S S—— ¥(0) = yo 4.17)

denkleminin DTM ile k + 1 inci terimi

1
(k + 1)(b2Y (0) + c2)

Y(k+1) = a16(k — 1) + b1Y (k) + c16(k)

k
—ay Y (k=r+1)8(r = DY (k=7 +1)
r=0
k-1

= by ) (r+ DY (r + )Y (k - r)], Y(0) = Yo

r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.17) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

y(x) = > ¥(k)x*
k=0

20
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ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢coziimii ve hata pay1 sirasiyla

oo

y(x):zn:Y(k)xk ve y(x)= Z Y(k)x*
k=0

k=n+1

bicimindedir.
Ispat 4.6 (4.17) denklemine icler dislar carpimi uygulanirsa

asxy’ + boyy + coy = aix +byy + ¢

elde edilir. Denklemin her iki tarafina diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

k k
as Z(k —r+ 1)8(r = DY (k —r + 1) + by Z(r + DY (r + DY (k —r)
r=0 r=0
+ea(k + DY (k +1) = a16(k — 1) + b Y (k) + c16(k)

elde edilir. Buradan, k + 1 inci terim cekilirse

(k + 1Y (k + D[b2Y(0) + c2] = a16(k — 1) + bY (k) + c16(k)

k k-1
—ay Z(k —r+ D)8 = )Y (k=1 +1)— by Z(r + DY (r + DY (k —r)
r=0 r=0

elde edilir. Yani,

1
Yk+1)= Sk — 1)+ brY(k sk
k* D) = Dy @) 1 gy | 10K~ D+ Y (B +crd(h)
k
e ) (k= 1ot~ DYk -1+ )
r=0
k—1
= by ) (r+ DY+ DY (k - r)], Y(0) = yo
r=0
bulunur.
4.12. Uygulama
Ornek 4.6
x+2y+1
A A _1
Y 2x +4y +3 ¥(0)

21
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baslangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.6 Klasik olarak, (4.18) denkleminin y(0) = 1 sartin1 saglayan ¢oziimii
1
-3+2x) 7 4x |2
= L1+ =
VRN TS

oldugunu biliyoruz. (4.18) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.6 geregince

1

Y(k+1)= &+ DY (0) + o) a16(k = 1)+ b Y (k) + c16(k)
k
— ay Z(k —r+ )8 = )Y (k—r +1) (4.19)
r=0

k-1
— by ) (r+ DY (r+ )Y (k - r)]
r=0

ile verilir. Burada, a1 = =1, by = =2,¢1 = =1, a2 =2, b =4,¢c53 =3 ve Y(0) =1

degerleri (4.19) denkleminde kullanilirsa

1
Y(k+1) = FTDar0 3| S(k —1) = 2Y(k) — 6(k)
k

—2Z(k—r+ Do(r — DY (k —r + 1)
o

— 4 (r+ DY+ DY (k - r)]
r=0

elde edilir.

k=0 ise Y(1)= —§,
7
k=1 ise Y(2)=-

686°

. 1
k=2 ise Y(3):%,

22
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devam edilir.

3 1,

= 1
y(x):;)Y(k)xkzl—§x—@x2+%x -

veya bu serinin kompakt formu

y(x) =

1

-3+2x) 7 4x |2
IS VAT b I

TR TS

bulunur.

4.13. Ana Sonug¢ 7

Teorem 4.7 a1, as, b1 ve by sifirdan farkli sabitler olmak iizere birinci mertebeden

aixy + by

’ —_—

= , 0) = 4.20
a2x2 +b2 y( ) Yo ( )

denkleminin DTM ile k + 1 inci terimi

1 k
Y(k+1) = kT D [@ Z:(; Sk —r—2)r+ DY(r +1)

k
—ar Y 8(r = DYk~ r) - blé(k)], Y(0) = yo
r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.20) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

y(x) = > ¥(k)x*
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢6ziimii ve hata pay1 sirasiyla

(o]

y(x):ZY(k)xk ve y(x)= Z Y(k)x*
k=0

k=n+1
bicimindedir.
Ispat 4.7 (4.20) denklemine icler dislar carpimi uygulanirsa
asx’y’ + by’ = aixy + by

23
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elde edilir. Denklemin her iki tarafina diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

k
as Z Sk —r—2)(r + DY(r + 1) + bo(k + DY (k + 1)
r=0

k
=a Z 5(r — DY (k = r) + b16(k)
r=0
elde edilir. Buradan, k + 1 inci terim ¢ekilirse

k
bo(k + )Y (k +1) = — [@ Z Sk —r —2)r + DY(r +1)
r=0

k
—a Z Sr— DY (k—r) - b16(k)]
r=0

elde edilir. Yani,

Y(k+1) =~ (kl [a225(k r=2)(r + DY(r + 1)
—mZé(r—1>Y<k—r>—b16<k>], Y0 = 5o
r=0
bulunur.

4.14. Uygulama

Ornek 4.7

2xy + 3
1—x2"

’

Y = y(0) =1 “21)

baglangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.7 Klasik olarak, (4.21) denkleminin y(0) = 1 sartin1 saglayan ¢oziimii

veya
yx)=1+3x+x2+3x3 +xt+3x° + -+

24
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oldugunu biliyoruz. Simdi de (4.21) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.7

geregince

Y(k+1) = [@ Z Sk —r —2)(r + DY(r + 1)

T bo(k+ 1)
(4.22)

—a Z §r— 1Y (k—r) - blé(k)]
r=0

ile verilir. Burada, a1 = 2, by = 3, a2 = =1, by = 1 ve Y(0) = 1 degerleri (4.22)

denkleminde kullanilirsa

1 k
Y(k+1):—(k+1)[—;6(k—r—2)(r+1)Y(r+1)
k
~2 Z S(r— DY (k —r) — 35(k)]
r=0
elde edilir.

k=0 ise Y(1)=
k=1 ise Y(2)=1,
k=2 ise Y(3)=
k=3 ise Y(4)=1,

k=4 ise Y(5)=

devam edilir.

y(x)=ZY(k)xk:1+3x+x2+3x3+x4+3x5+.,.
k=0

25
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veya bu serinin kompakt formu

3x+1

=1

bulunur.

4.15. Ikinci mertebeden bazi diferansiyel denklemlerin DTM ile analizi

Burada, 6zel bir yapiya sahip ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin DTM

ile analizi i¢in gerekli teoremler ve bu teoremlerin uygulamalarina yer verilmistir.

4.16. Ana Sonug 1

Teorem 4.8 p, g, 7, y, ¥’ ve y” € CF olsun. Bu halde, ikinci mertebeden
Y+ p(x)y +4q(x)y = r(x),  y(0) = yo (4.23)

denkleminin DTM ile k + 2 inci terimi

Y(k+2)=

k
- FTD0D ;(k —r+ 1Y (k—r+1)P(r)

k
£ 00 (k-r) - R(k)], Y(0) = yo
r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.23) denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

y(@) = Ykt
k=0

ile verilir.

Sonug 4.3 (4.23) denkleminin yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

(0]

y(x):iY(k)xk ve y(x)= Y Y(kxt
k=0

k=n+1

ile verilir.

26
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Sonuc¢ 4.4 Eger p, g ve r sabit ise bu halde, k£ + 2 inci terimi

Y(k+2)= plk+ DY (k+ 1)+ qY(k)—rd(k)

C(k+ 1)(k +2)

ile verilir.

Not 4.1 (4.23) diferansiyel denklemi y(a) = yg ve y(b) = y; sinir deger kosullari ile
verildiinde ¢ = 7= doniigiimii ile yeni denklem y(0) = yo ve y(1) = y; simr deZer

kosullarina sahip olur. Bu yeni denkleme DTM kolaylikla uygulanir.

Ispat 4.8 Tanim 3.1 geregince

LT gk
Y(k) = »ﬁy(X)_ i
PH) = 1 i%kkp (X)J =0
oM = ij_yfﬂ(’c)j =0
RU) = [%r(x) ] =0

yazilir. Teorem 3.2, Teorem 3.4, Teorem 3.9 ve Teorem 3.6, (4.23) denkleminde

kullanilirsa arzu edilen denkleminin diferansiyel dontistimii

1

Yk+2) = -0+

k
Dk —r+ DYk =1+ 1)P(r)
. r=0
+ 00 (k-r)- R(k)], Y(0) = yo
r=0
bulunur.

4.17. Uygulamalar

Ornek 4.8

y' =3y +2y=0, y0)=1, y3)=0 (4.24)
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denklemine sinir deger sartlarini uygulayarak diferansiyel doniisiim metodu ile ¢6zelim.

Coziim 4.8 Klasik olarak, (4.24) denkleminin ¢6ziimii

6 3

€ X € 2x

X)=————e" + ——e
Yx) =g+ 5

oldugunu biliyoruz. (4.24) denkleminin diferansiyel doniisiimii Sonug 4.4 geregince

Y(k+2)=

_m plk + 1Y (k +1) + qY (k) - ré(k)] (4.25)

ile verilir. Burada, p(x) = -3, g(x) = 2, r(x) = 0 ve Y(0) = 1 degerleri (4.25)

denkleminde kullanilirsa

Y(k+2)= [—3(k+1)Y(k+1)+2Y(k)]

Ck+2)(k+1)

elde edilir.

k=0 ise Y(2)= —% v 3Y(1) + 2Y(O)ﬁ = %m) ~1,

k=1 ise Y(3)= —% F 6Y(2) + 2Y(1)< = gm) ~1,

k=2 ise y(4)= —1—12[ —oY(3) + 2Y(2)] = 2v() - Z

devam edilir.

y(x) = Z Y(k)x* =Y(0) +Y(D)x + Y(Q)x2 + Y(3)x> + - --
k=0

y(x)=1+Y(1)x + Y(l)ng —-x%+ Y(l)gx?’ - x4 Y(1)§x4 o

y(x) = e* + (Y (1) = 1)(** — &%) (4.26)
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2¢3 — &b

3)=0 i Y(1) =
¥ =0 e ¥(1)=

olur. Buradan, Y (1) degeri (4.26) denkleminde yerine yazilirsa

6 3
_ € e 2
y(x) = T eﬁex + . eﬁe *
bulunur.
Ornek 4.9
y' =3y —4dy=¢€", y(0)=0, y(0)=1 4.27)

baglangi¢c deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.9 Klasik olarak, (4.27) denkleminin ¢6ziimii

oldugunu biliyoruz. (4.27) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.8 geregince

Y(k+2)=

k
—m ;(k—r+1)Y(k—r+1)P(r)

. (4.28)
+§:gﬂﬂk—ﬂ—Rw4
r=0

ile verilir. Burada, p(x) = -3, g(x) = =4, r(x) = €%, Y(0) = 0 ve Y(1) = 1 degerleri
(4.28) denkleminde kullanilirsa

k

L 3(k+1)Y(k+1)+4Y(k)+ %

Yk+2) = a0+

elde edilir.

4
k=0 ise Y(2)= o

) 17

k=1 Iise Y(3):§,
68

k=2 ise Y(4):Z,
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seklinde devam ederek

y(x) = i Y(k)x* =Y (0) +Y()x +Y(2)x* + Y(3)x® + - -
k=0

4 17 68
yx)=x+—x2+ =P+ —xt+

21 3! 4]
Denklem
1 x2 X3
y(X):—E(l—X'FE—g'F"')
2 3 2 3
+i 1+4x+(4x) +(4x) S - 1 1+x+x—+x—+---
15 2! 3! 21 3l
olarak diizenlenirse
1 —X 4 4x 1 X
= —— + — —_ —
Y =€t 3¢ 75
oldugu goriiliir.
Ornek 4.10
y'+4y=cosx, y0)=1, y'(0)=2 (4.29)

baglangic deger problemine diferansiyel doniisiim metodu uygulayarak ¢cozelim.

Coziim 4.10 Klasik olarak (4.29) denkleminin ¢6ziimii
2 1 .
y(x) = = cos2x + 3 cosx + sin 2x

3

oldugunu biliyoruz. (4.29) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.8 gere8ince

Y(k+2)=

k
—m ;(k—r+1)Y(k—r+1)P(r)

L (4.30)
+ 00 (k=r)- R(k)]
r=0

ile verilir. Burada, p(x) = 0, g(x) = 4, r(x) = cosx, Y(0) = 1 ve Y(1) = 2 degerleri
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(4.30) denkleminde kullanilirsa

1 1k kn
Yk+2)=z ———— | — — | —-4Y(k
*k+2)= a0 k!COS(2) ()]
elde edilir.

k=0 i Y(2) = 3
- 1se ()__55
. 8
k=1 ise Y(3):—§,
. 11
k=2 ise Y(4):E’
2
k=3 ise Y(5):%,

devam edilir.

y(x) = i YR =Y0)+Y(Dx + Y2 + Y3)x3 + Y(d)xt + - -

k=0
y(x)—1+2x—§x T +Zx +§x +oenn
Denklem
_2f, (207 (v
)’(x)—g(l— 5 + TR
1 2 4 2 3 2 5
P S S I
3 20 4! 3! 5!

olarak diizenlenirse
2 1 )
y(x) = 3 cos 2x + 3 COS X + sin 2x

elde edilir.
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Ornek 4.11
Y +dy=0, y0)=y1)=0 (4.31)

sinir deger problemine diferansiyel doniisiim metodunu uygulayarak ¢ozelim.

Coziim 4.11 Klasik olarak (4.31) denkleminin ¢6ziimii
y = csin(ﬁx) ve A= (k7r)2, k=123,...
oldugunu biliyoruz. (4.31) denkleminin diferansiyel doniistimii Sonug 4.4 geregince

Y(k +2) = p(k + DY (k + 1) + g¥ (k) — ré(k) (4.32)

1
C(k+ D(k+2)

ile verilir. Burada, p(x) = 0, g(x) = A4, r(x) = 0 ve Y(0) = 0 degerleri (4.32)

denkleminde kullanilirsa

AY (k)
Yk+2)= —
k+D =G Dk9
elde edilir.
k=0 ise Y(2):—%(O):O,

L) - arQ

k=1 ise Y(3)= 5 A

AY (2
k=2 ise Y(4):—%=0,

_ArE) 27 (1)

k=3 ise Y(b)= 50 - B

Y4
k=4 Iise Y(6):—/12—i)=0,

_AarG) - ArQ)
42 77

k=5 ise Y(7)=
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seklinde devam edilir. Burada, Y (1) sinir deger sartini saglayacak sekilde tanimlanmasi

gerekir.

y(x) = D Y(k)xk = Y(0) + Y(Dx + Y(2)x® + Y(3)x® + Y (A)a' + -+

k=0
y(x) = Y1) [x SR
y(x) = % sin(kmx) (4.33)
y(1)=0 ise % sin(km) = 0

buradan, sin(kzr) = 0 ve Y (1) = kn dir. Y(1) degeri (4.33) denkleminde yerine yazilirsa

y(x) = sin(Vax)

bulunur.
Ornek 4.12
y'=x, y0)=y(1)=0 (4.34)

sinir deger problemine diferansiyel doniisiim metodunu uygulayarak ¢ozelim.

Coziim 4.12 Klasik olarak (4.34) denkleminin ¢oziimii

X X3

= —— 4+ —
YTT676
oldugunu biliyoruz. Simdi de (4.34) denkleminin diferansiyel doniisiimii Teorem 4.8

geregince

1

R SV (%)

k
Dk —r+ DY (k= r+1)P(r)
=0 (4.35)

k
£ 00 (k=r)- R(k)]
r=0
ile verilir. Burada, p(x) = 0, g(x) = 0, r(x) = x ve Y(0) = 0 degerleri (4.35)
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denkleminde kullanilirsa

o(k — 1)

Yk+2) = o+ D

elde edilir.

k=0 ise Y(2)=0,
. 1
k=1 ise Y(3)= &

k=23,... ise Y(k+2)=0,

Burada, Y (1) in sinir deger sartin1 saglayacak sekilde tanimlanmasi gerekir.

y(x) = i YRk =Y0)+ Y(Dx +Y2Q)x® + Y3)x3 + Y(d)xt + - -
k=0

3

y(x) = ¥(1)x + (4.36)

1
y(1)=0 ise Y(1)+6:0

buradan Y (1) = —% bulunur. Y (1) degeri (4.36) denkleminde yerine yazilirsa

3
X X
y(x) = 5 + G
bulunur.
Ornek 4.13
y'=1 y0)=y(1)=0 (4.37)

sinir deger problemine diferansiyel doniisiim metodunu uygulayarak ¢ozelim.

Coziim 4.13 Klasik olarak, (4.37) denkleminin ¢oziimii
2

X
= —X+ —
Y0 = —x+ %
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oldugunu biliyoruz. (4.37) denkleminin diferansiyel doniisiimii Sonug 4.4 geregince

Y(k+2)= plk+ )Y (k+ 1)+ qY(k)—rd(k)|. (4.38)

C(k+ 1Dk +2)

Burada, p(x) = 0,¢g(x) = 0,r(x) = 1,Y(0) = 0Ove Y(1) = 0degerleri (4.38) denkleminde

kullanilirsa

5(k)

M e

elde edilir.

1
k=0 ise Y(2):§,

k=1,23,... ise Y(k+2)=0,
Burada, Y (1) in sinir deger sartin1 saglayacak sekilde tanimlanmasi gerekir.
y(x)=Y(0)+Y(Dx +Y2)x® + Y3)x> + Y(d)x* + . ..

2
y(x)=Y(1)x + % (4.39)

y(x)=Y(1)+x
olur.
y(1)=0 ise Y(1)=-1

Y (1) degeri (4.39) denkleminde yerine yazilirsa
2

X
= —X + —
y) = —x+

bulunur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

P, g,y vey € Ckise birinci mertebeden

Y +p(x)y = q(x),  y(0)=yo

denkleminin bilinen genel ¢oziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin k£ + 1 inci

terimi
k
Y(k+1) = —ﬁ( D POk =)= 0(k)]. Y0 =y
r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.1) denkleminin DTM ¢6zlimii serisel olarak

y(x) = D ¥(ko)x*
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢coziimii ve hata pay1 sirasiyla

o0

y(x)=i¥<k)x" ve y(x)= ) Yt
k=0

k=n+1

bicimindedir. Aym: sekilde a, b ve ¢ sifirdan farkli sabitler olmak {izere birinci

mertebeden
Y =(ax+by+c)%,  y(0) =y

denkleminin bilinen genel ¢6ziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin k& + 1 inci

terimi

Y(k+1)= (a26(k —2) + 2acs(k — 1) + c25(k) + 2bcY (k)

1

k+1
k k

+2ab Z 5(r — DY (k - r) + b2 Z Y(r)Y (k - r)), Y(0) = yo
r=0 r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.6) denkleminin DTM ¢6zilimii serisel olarak

y(x) = > Ykt
k=0
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ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢coziimii ve hata pay1 sirasiyla

y(x):ZY(k)xk ve y(x)= Z Y(k)x*
k=0 k=n+1

bicimindedir. Aymi sekilde, a sifirdan farkli sabit olmak {izere birinci mertebeden
y' = acos(wx + a)y% y(0) = yo

denkleminin genel ¢oziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin k£ + 1 inci terimi

k ko k
k
Y+ 1) = ——( 3 2 cos(2 +a)Y (ka — k)Y (k - k2) |, Y(0) = o
K1\ A Adal 2
-

formiilii ile verilir. Dolayistyla, (4.10) denkleminin DTM c¢o6ziimii serisel olarak
y@ = ) Ykt
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

y(x):ZY(k)xk ve y(x)= Z Y (k)xk
k=0 k=n+1

bicimindedir. Benzer olarak, a sifirdan farkli sabit olmak iizere birinci mertebeden
Y = asin(wx + @)y?, y(0) = yo

denkleminin genel ¢6ziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin k + 1 inci terimi

Y(k+1) = ——

Eoda ok n
+ 1( Z Z — sin(T + @)Y (ka — k)Y (k — k)|, Y(0) = yo

I
ko=0 k1=0 kil

formiilii ile verilir. Dolayistiyla, (4.13) denkleminin DTM ¢6ziimii serisel olarak

y(x) = > Y(k)x*
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata payi sirasiyla

y(x):iY(k)xk ve y(x)= i Y (k)x*
k=0 k=n+1
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bicimindedir. Benzer tarzda ay, as, by ve bs sifirdan farkli sabitler olmak iizere birinci

mertebeden
, ay + b1x
=, O =
y >+ Doy y(0) = yo

denkleminin genel ¢6ziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin £ + 1 inci terimi

Y(k + 1) = (k n 1)(a21+ bQY(O)) (a15(k) + bld(k - 1)
k=1

—by ) (r+ DY (r + )Y (k - r)), Y(0) = yo
r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.14) denkleminin DTM c¢oziimii serisel olarak
y(@) = ) Ykt
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢cOziimii ve hata pay1 sirasiyla

y(x):ZY(k)xk ve y(x)= Z Y (k)x*
k=0 k=n+1

bicimindedir. Benzer muhakemeyle ay, as, b1, b2, c1 ve ¢ sifirdan farkl sabitler olmak

lizere birinci mertebeden

, _a1x+biy+a

y , ¥(0) = yo

asx + bay + co
denkleminin genel ¢6ziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin k + 1 inci terimi

1

Y+ = Dy ) + o)

(015(/( - 1) + blY(k) + C15(k)

k
— ay Z(k —r+ DY (k—r+ 1)@ — 1)
r=0

k-1

= by ) (r+ DY (r + )Y (k - r)), Y(0) = yo

r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.17) denkleminin DTM c¢oziimii serisel olarak

y(@) = ) Ykt
k=0

38



5. SONUCLAR ve ONERILER Nermin AGIRAGAC

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢coziimii ve hata pay1 sirasiyla

y(x):ZY(k)xk ve y(x)= Z Y(k)x*
k=0 k=n+1

bicimindedir. Benzer muhakeme yiiriitiiliirse a1, a2, b1 ve by sifirdan farkli sabitler

olmak tizere birinci mertebeden

’r _ alxy+b1

- (0 =
2t Do ¥(0) = yo

denkleminin genel ¢6ziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin k + 1 inci terimi

Y(k+1)=

- (kl (a2 Z Sk —r —2)(r + DY(r +1)

~a Z S(r = DY (k = r) = blé(k)), Y(0) = yo

r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.20) denkleminin DTM c¢oziimii serisel olarak
y(x) = > ¥kt
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢Oziimii ve hata pay1 sirasiyla

y(x):ZY(k)xk ve y(x)= Z Y (k)x*
k=0 k=n+1

bicimindedir.

Son olarak, benzer muhakeme ile p, ¢, r, y, y' ve y” € C k ise ikinci mertebeden
Y’ +p(x)y" +q(x)y = r(x), y(0) = yo,

denkleminin genel ¢oziimiiniin DTM analogu olan seri ¢oziimiin k£ + 1 inci terimi

k
Y(k+2)=- Z(k —r+ DY(k -7+ 1)P(r)

1
(k+1)(k +2) ( g

k
+ 00 (k-r)- R(k)), Y(0) = yo
r=0
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formiilii ile verilir. Dolayisiyla, (4.23) denkleminin DTM c¢oziimii serisel olarak
y(x) = > ¥(k)x*
k=0

ile verilir. Serisel olarak yaklasik ¢6ziimii ve hata pay1 sirasiyla

y(x):ZY(k)xk ve y(x)= Z Y(k)x*
k=0 k=n+1

bicimindedir.

Kisaca, y' = f(x,y) ve y” = f(x,y,y") denklemlerinin belirli bir yapist i¢in
birinci ve ikinci mertebeden bayagi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in gerekli

teoremler diferansiyel doniisiim metodu ile formiile edilerek orneklerle izah edildi.

Oneri olarak, ele alinan denklemlerden farkli olarak f(x,y,y’) =0,y = f(x,y),
f,y,y,y")=0,y" = f(x,y,y") ve mertebesi ikiden daha biiyiik olan denklemlerin
DTM ile c¢oziimleri icin yeni teoremler ve sonuglar elde edilebilir. DTM yontemi ile

coziimlerin hesaplanabilirligi Taylor serisine gore daha hizli ve ekonomiktir.
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