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ÖNSÖZ ve TEŞEKKÜR  

 Bu tezde Klasik eşitsizlikler ve bu eşitsizliklerin sonucu olarak elde edilen diğer bazı 
eşitsizlikler ve uygulamaları ele alınmıştır. Çok bilinen Klasik eşitsizlikler ispatlarıyla birlikte 
sistematik bir disiplin içerisinde ele alınmıştır. Bu eşitsizliklerin birkaçı; Cauchy eşitsizliği, Abel 
eşitsizliği, Jordan eşitsizliği, Bernoulli eşitsizliği, Chebysev eşitsizliği, Young eşitsizliği, Hölder 
eşitsizliği, Minkowski eşitsizliği, Grüss eşitsizliği, Steffensen eşitsizliği, Schur eşitsizliği, Shapiro 
eşitsizliği, Carleman eşitsizliği, Wirtinger eşitsizliği, Hardy eşitsizliği ve Hermite-Hadamard 
eşitsizliğidir. Burada eşitsizlik teorisinde önemli bir yere sahip olan, çok bilinen ve literatürde sıkça 
kullanılan diskrit (ayrık) ve integral eşitsizliklerini tanıtmak ve uygulamalarına yer vermek esas 
amaçtır.  Bunun yanında mevcut çalışma detaylı olarak çalışılmayan eşitsizliklerle ilgili mevcut 
kaynak sıkıntısına yardımcı olmakla beraber eşitsizlikler teorisi ve bu yönde çalışmak isteyenler için 
iyi bir katalog olmuştur. 

 Birinci kısımda yaygın olarak kullanılan bazı tanımlara yer verilmiştir. İkinci kısımda yaygın 
olarak bilinen Schwarz eşitsizliği, Cauchy eşitsizliği gibi normlu uzayda eşitsizliklere yer verilmiştir. 
Üçüncü kısımda ise genel eşitsizlikler değişik varyasyonları ve ispatlarıyla birlikte sistematik bir 
şekilde verilmiştir. Dördüncü kısımda türevleri içeren eşitsizliklere, beşinci kısımda türevleri içeren 
integral eşitsizliklerine yer verilmiştir. Altıncı kısımda bazı integral eşitsizlikleri, analitik yaklaşım 
kullanılarak ifade edilmiştir. 

 Hazırladığım bu tezin her aşamasında yoğun çalışma programına rağmen cumartesi-pazar 
demeden bana zaman ayırarak yardımlarını benden esirgemeyen değerli hocam Doç. Dr. Tanfer 
TANRIVERDİ’ye, her zaman desteğini yanımda hissettiğim başta sevgili annem olmak üzere değerli 
aileme,  çalışmalarım esnasında ve tezin hazırlanması sürecinde benden manevi desteğini esirgemeyen 
sevgili arkadaşım Hülya ÇOLAKOĞLU’na en içten teşekkürlerimi sunarım. Ayrıca jürimde 
bulunmayı kabul eden ve Erzurum’dan Şanlıurfa’ya bu nedenle gelen değerli hocam Prof. Dr. 
Muhammet Emin ÖZDEMİR’e, lisans döneminden beri desteğini yanımda hissettiğim ve bana her 
konuda yardımcı olan değerli hocam Yrd. Doç. Dr. Aydın İZGİ’ye teşekkürü bir borç bilirim. 
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1. GİRİŞ 

 

 Bu tezde Klasik eşitsizlikler (KE) ve bu eşitsizliklerin sonucu olarak elde 

edilen diğer bazı eşitsizliklere ve uygulamalarına yer verilmiştir. Matematik ve 

matematiğin alt disiplinlerinin en temel enstrümanlarından bir tanesi eşitsizliklerdir. 

Bu alt branşlardan bazıları; fonksiyonel analiz, integral ve diferansiyel denklemler 

teorisi, interpolasyon teorisi, harmonik analiz, olasılık teorisi ve benzerleri. Aynı 

zamanda, eşitsizlikler mekanik, fizik ve diğer bilimlerde de yaygın bir kullanıma 

sahiptir. 

 Matematikte çok yaygın bir kullanıma sahip bu eşitsizliklerin diskrit (ayrık), 

integral varyasyonları verilmiştir. Bu eşitsizliklerin birkaçı; Jensen eşitsizliği (JE), 

Aritmetik ortalama (AO), Geometrik ortalama (GO), Hölder eşitsizliği (HE), 

Minkowski eşitsizliğidir. Yine, diferansiyel denklemlerde oldukça önemli ve çok 

bilinen eşitsizliklerden bir tanesi de Hardy eşitsizliği (HE), Hermite-Hadamard 

eşitsizliğidir (HHE). Son yıllarda, eşitsizlik teorisi sistematik olarak çok çalışılmakta 

ve hali hazırda hızlı bir gelişim göstermektedir. Konuya ilgi gittikçe artmaktadır. 

Bilinen eşitsizliklerin değişik varyasyonları, ispatları ve genelleştirilmiş 

varyasyonları birçok araştırmacı tarafından çalışılmaktadır. Bu konuda yayımlanmış 

birçok bilimsel kitap ve makale bulunmaktadır. 

 Klasik eşitsizliklerin diskrit (ayrık) ve integral varyasyonları ele alınmıştır. Bu 

eşitsizliklerin sonucu olarak elde edilen diğer birçok önemli eşitsizlikler ifade 

edilerek ispat ve uygulamalarıyla verilmiştir. Literatürde bu konuda yazılmış kitap ve 

yayımlanmış makalelerden istifade yoluna gidilmiştir.  

 Temel eşitsizlik teorisinde, çok bilinen ve literatürde sıkça kullanılan diskrit 

(ayrık) ve integral eşitsizliklerini tanıtmak ve uygulamalarına yer vermek esas 

amaçtır. Bunun yanında detaylı olarak çalışılmayan eşitsizliklerle ilgili mevcut 

kaynak sıkıntısına yardımcı olmakla beraber bu konuda katalog oluşturulmuştur.    
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

 Eşitsizlikler konusu matematikte çok yaygın bir kullanıma sahiptir. Bu 

eşitsizliklerin diskrit (ayrık) ve integral varyasyonları ile birlikte bunların değişik 

ispatları verilmiştir. Bu eşitsizliklerin bazıları; Cauchy eşitsizliği, Abel eşitsizliği, 

Jordan eşitsizliği, Bernoulli eşitsizliği, Chebysev eşitsizliği, Young eşitsizliği, Hölder 

eşitsizliği, Minkowski eşitsizliği, Grüss eşitsizliği, Steffensen eşitsizliği, Schur 

eşitsizliği, Shapiro eşitsizliği, Carleman eşitsizliği şeklinde sıralanabilir.  

 Ayrıca, diferansiyel denklemlerde oldukça önemli ve çok bilinen Hardy 

eşitsizliği ve Hermite-Hadamard eşitsizliğine de yer verilmiştir.  

 Eşitsizlik teorisi son yıllarda birçok araştırmacı tarafından çok çalışılmakta ve 

hızlı bir gelişim göstermektedir. Konuya ilgi gittikçe artmaktadır. Bilinen 

eşitsizliklerin değişik varyasyonları, ispatları ve genelleştirilmiş varyasyonları birçok 

araştırmacı tarafından çalışılmaktadır. Bu konuda yayımlanmış birçok bilimsel kitap 

ve makale bulunmaktadır.  

 Hornich (1942) ve Adamovic (1964) Hlawka eşitsizliğini çalıştı. 

 Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizliğinin sonlu boyutlu vektörler için ispatı 

1821 yılında Cauchy tarafından, integral versiyonu ve ispatı ise 1859 yılında 

Cauchy’nin öğrencisi Buniakowski tarafından ve bunların iç çarpım uzayındaki 

genelleştirilmiş versiyonu ise 1885 yılında Schwarz tarafından verilmiştir.  

 Abel eşitsizliği için Mitrinovic (1970). 

 Jordan Eşitsizliği ve hiperbolik versiyonları Huygens (1888-1940), Redheffer 

(1969), Williams (1969) Bullen (1998), Sandor ve Bencze (2005), Klen, Visuri ve 

Vuorinen (2010), Neuman (2012) ve Wang, Lv ve Chu (2012) tarafından 

çalışılmıştır. 

 Bernoulli eşitsizliği Hadziivanov ve Prodanov (1965), Greber (1968) ve 

Mitrinovic (1970) tarafından çalışılmıştır. 
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 Chebysev eşitsizliği Dunkel (1924), Seitz (1936-1937) ve Chebysev 

eşitsizliğinin olasılık versiyonu Ross (1994) kitabında verilmiştir. 

 Young eşitsizliği Young (1912), Diaz ve Metcalf (1970), Riesz (1928)  ve daha 

fazla bilgi için Mitrinovic (1993) kitabına bakılabilir. 

 Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizliğinin  genelleştirilmiş şekli olan Hölder 

eşitsizliği Hölder (1889) ve Jensen (1906) tarafından çalışılmıştır. 

 Minkowski eşitsizliği Beckenbach ve Bellman (1965), Daykin ve Eliezer 

(1968)  tarafından çalışılmıştır ve daha fazla bilgi için Mitrinovic (1993) kitabına 

bakılabilir. 

 Aczel eşitsizliği Aczel (1956) tarfından çalışılmıştır. 

 Popoviciu eşitsizliği Popoviciu (1959) tarafından çalışılmıştır. 

 Bellman eşitsizliği Bellman (1956) tarafından çalışılmıştır. 

 Grüss eşitsizliği Grüss (1935) tarafından çalışılmıştır. 

 Steffensen eşitsizliği Steffensen (1918) tarafından ortaya konulmuştur. 

Steffensen eşitsizliği Hayashi (1919; 1920) tarafından genelleştirilmiştir.  

 Schur eşitsizliği Hardy, Littlewood ve Polya (1952) tarafından, Schur 

eşitsizliğinin genelleştirilmiş versiyonu ise Guha (1962) tarafından ifade edilmiştir. 

 Shapiro (1954) Shapiro eşitsizliğini ifade etmiştir. Bu eşitsizliğin 12n  çift 

sayıları için analitik ispat Bushell ve Mcleod (2002) tarafından verilmiştir. 23n  

tek sayıları için eşitsizliğinin analitik ispatı henüz verilmemiştir. Ayrıca, Tanrıverdi 

(2012)  Shapiro eşitsizliğinin tersini vermiştir. 

 Hilbert eşitsizliği Hardy, Littlewood ve Polya (1952), Steele (2004) tarafından, 

bu eşitsizliğin elementer ispatı ise Oleszkiewicz (1993) tarafından verilmiştir. Hardy 

eşitsizliği Hardy (1915; 1919), Hardy, Littlewood ve Polya (1952), Kufner ve 

Persson (2003) tarafından çalışılmıştır. Sürekli fonksiyonlar için Hardy eşitsizliği 

(Landau, 1921; Landau, 1924) ve (Hardy, 1925) çalışmaları göz önüne alınarak 

Hardy tarafından çalışılmıştır. 
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 Hardy-Landau eşitsizliği Landau (1921), Makarov, Goluzina, Lodkin ve 

Podkorytov (1992) tarafından çalışılmıştır. 

 Carleman eşitsizliği Carleman ve Hardy (1922), Hardy (1925) tarafından 

çalışılmıştır. 

 Polya-Knopp eşitsizliği (Carleson Eşitsizliği) Persson, Johansson ve Wedesting 

(2003), Kufner ve Persson (2003), Duncan ve McGregor (2003), Kufner, Maligranda 

ve Persson (2006) tarafından çalışılmıştır. 

 Hermite-Hadamard Eşitsizliği Hadamard (1893) tarafından ortaya 

konulmuştur. Bu eşitsizliğin tarihsel gelişimi Mitrinovic (1985) tarafından 

verilmiştir. Bu eşitsizlik ile ilgili çeşitli genelleştirmeler ve geliştirmeler üzerindeki 

araştırmalar Dragomir ve Pearce (2000), Niculescu ve Persson (2004) kaynaklarına 

bakılabilir. Ayrıca, bu eşitsizlik ile ilgili El Farissi (2010) nin da çalışmaları 

bulunmaktadır. 

 Jensen eşitsizliği Hardy, Littlewood ve Polya (1952) tarafından çalışılmıştır. 

 Hardy-Littlewood eşitsizliği Hadamard (1914) tarafından çalışıldı. Bu 

eşitsizliğe daha fazla katkı için Gorny (1939), Kollmogroff (1939) ve Steckin (1967) 

nin çalışmalarına bakılabilir. Ayrıca, bu eşitsizlik Bessmertnyh ve Levin (1962) 

tarfından geliştirilmiştir. 

 Wirtinger eşitsizliği Schwarz (1885), Poincare (1894), Levi (1906;1913), 

Pleijel (1949) ve Beesack (1958) tarafından çalışılmıştır. 

 Opial eşitsizliği Opial (1960), Olech (1960), Mallows (1965) tarafından 

çalışılmıştır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

 Klasik eşitsizliklerin diskrit (ayrık) ve integral varyasyonları ele alınmıştır. Bu 

eşitsizliklerin sonucu olarak elde edilen diğer birçok önemli eşitsizlikler ifade 

edilerek ispat ve uygulamalarıyla verilmiştir. Literatürde bu konuda yazılmış kitap ve 

yayımlanmış makalelerden faydalanma yoluna gidilmiştir. 

 

3.1. Temel Kavramlar 

 

 Bu kısımda ileriki kısımlarda gerekli olan bazı tanımlara ve bilgilere yer 

verilmiştir. 

Tanım 3.1.1. A  ve B  iki küme olsun. A  nın her elemanını B  nin bir ve yalnız bir 

elemanına eşleyen f  kuralına A  dan B  ye bir fonksiyon denir ve BAf :  

şeklinde gösterilir. 

Tanım 3.1.2. RRAf :  bir fonksiyon olsun. A  nın bir E  alt kümesinin 

21 xx   şartını sağlayan her 21  , xx  elemanları için    21 xfxf   ise f  fonksiyonu 

E  üzerinde artan,    21 xfxf   olursa azalmayan fonksiyondur. Benzer olarak, E  

kümesinin 21 xx   şartını sağlayan 21  , xx  elemanları için    21 xfxf   oluyorsa f  

fonksiyonu azalan,    21 xfxf   ise artmayan fonksiyondur. 

Tanım 3.1.3 RAfRA  : ,  bir fonksiyon ve Aa  olsun. 

   afxf
ax




lim ise f  fonksiyonuna a  noktasında süreklidir denir. Eğer f  

fonksiyonu A  kümesinin her noktasında sürekli ise fonksiyon A  üzerinde süreklidir 

denir. Yani, f  fonksiyonunun a  noktasında sürekli olması için gerek ve yeter şart 

her 0  için en az bir 0  vardır öyle ki  ax  bağıntısını sağlayan her 

Ax  için      afxf  olmasıdır. 



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                    Vedat MİÇOOĞULLARI 

6 
 

 Tanım 3.1.4 (Mutlak değerce sürekli fonksiyon). RIfRI  :,  fonksiyonun 

I  aralığında mutlak değerce sürekli olması için gerek ve yeter şart her 0  için en 

az bir 0  vardır öyle ki             


n

k
kk

n

k
kk afbfab

11

 olmasıdır. 

Burada, nk ,,1  için   kk ba ,  açık aralıkların birbirleriyle arakesitleri boş küme 

olsun ve bu sınırlı alt aralıkları   Iba kk , dir.  

Tanım 3.1.5.   RRbaf ,:  bir fonksiyon olsun. 10    ve yx   olmak 

üzere )()1()())1(( yfxfyxf     oluyorsa f fonksiyonuna konveks 

fonksiyon denir.  

Tanım 3.1.6. FK  olmak üzere tüm Nn  için Kxn   olan   ,,,, 21 nxxxx   

şeklindeki bütün diziler kümesi K  ise  








 






1

1,:
k

p

kn
p pxKxxl  

ile tanımlanır. 

Tanım 3.1.7. nR ,  de bir bölge ve 0p  olmak üzere   bölgesinde tanımlı, 

  


dxxf
p

özelliğine sahip tüm ölçülebilir fonksiyonların sınıfına  pL  uzayı 

denir ve pLf  notasyonu ile gösterilir.  

Tanım 3.1.8. X  boş olmayan bir küme ve FK  olsun. 

 
 
  ,          ,, ,:  

,,   ,, ,: 

KxxXKxX

XyxyxyxXXxX





 

dönüşümleri ile toplama ve çarpma işlemleri tanımlansın. Her Xzyx ,,  ve her 

Kba ,  için aşağıdaki koşullar sağlansın. 

 ,Xyx   

 ,xyyx   

     ,zyxzyx   
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 Her Xx  için xx   eşitliğini sağlayan bir tek X  vardır (  ya X  in 

toplama işlemine göre etkisiz elemanı denir), 

 Her Xx  için  1xx  eşitliğini sağlayan bir tek Xx 1  elemanı vardır 

(bu şartı sağlayan 1x  elemanına x  in toplama işlemine göre tersi denir ve 

x  ile gösterilir), 

 Her Xx  için xexxe   eşitliğini sağlayan bir tek Xe  vardır ( e  ye X  

kümesinin çarpma işlemine göre etkisiz elemanı denir), 

   ,ayaxyxa   

   bxaxxba   

    .bxaxab   

 Bu durumda, X  kümesine K  cismi üzerinde bir lineer uzay ve elemanlarına 

da vektör adı verilir. RK   ise X  uzayına bir reel lineer uzay ve CK   alınırsa X  

uzayına bir kompleks lineer uzay adı verilir. 

Tanım 3.1.9. KX  ,  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. KXxX :,  

dönüşümü 

 Her Xx  için 0, xx  ve ,0,  xxx  

 Her Xyx ,  için ,,, xyyx   

 Her Xyx ,  ve her Ka  için ,,, yxayax   

 Her Xzyx ,,  için ,,,, zyzxzyx   

özelliklerine sahip ise ,  dönüşümüne X  kompleks uzayı üzerinde bir iç çarpım 

denir. 

Tanım 3.1.10. X  bir K  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.  

 xxRX   ,:  

dönüşümü tüm Xyx ,  ve tüm Ka  için  
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 ,olması 0şart yeter  gerek veiçin  olması 0  xx  

 ,xx    

 yxyx   

gerçekleşiyorsa X  üzerinde bir norm adını alır ve bu durumda  ,X  ikilisine bir 

normlu uzay denir. 

Tanım 3.1.11. Beklenen değer bir rastgele değişkenin alabileceği bütün değerlerin, 

olasılıklarıyla çarpılması ve bu işlemin bütün değerler üzerinden toplanmasıyla elde 

edilen değerdir. Rastgele değişkenin sürekli veya ayrık (kesikli) olması durumuna 

göre beklenen değer 

  
 

 

















i
ii Xxpx

Xdxxxf
XE

(kesik)diskrit :          ,

sürekli:            ,
 

ile tanımlanır.  xf  olasılık yoğunluk fonksiyonudur,  xp  ise olasılık fonksiyonu 

olarak adlandırılır.  

Tanım 3.1.12. X   değişkeninin beklenen değeri  XE  olmak üzere varyans

    2var  XEX  ile tanımlanır. Matematiksel notasyon olarak bir rastgele X  

değişkeni için varyans  Xvar  veya 2
X  ya da daha basitçe 2  ile gösterilir. 

Tanım 3.1.13.  naaa ,,1   pozitif sayıların bir dizisi olsun. Bu halde, naa ,,1   

sayılarının geometrik ortalaması ve aritmetik ortalaması sırasıyla 

    nnn aaaG
1

1  ve  
n

aa
aA n

n




1  

şeklinde tanımlanır.  

   )(aGaA nn   

eşitsizliği bilinen Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizliğidir. 
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3.2. Normlu Uzayda Eşitsizlikler 

  

Tanım 3.2.1.   n
n Rxxxx  ,,, 21   ve   n

n Ryyyy  ,,, 21   olsun.  

 nn yxyxyxyx  2211,                         

ifadesine x  ve y  nin iç çarpımı denir.  

 22
2

2
1 nxxxxx                           

ifadesine x  in normu denir. 

Teorem 3.2.2 (Cauchy Eşitsizliği). Tüm x  ve y  reel sayıları için .
22

22 yx
xy 

İspat.   02  yx  ifadesinden elde edilir. 

Teorem 3.2.3 (Schwarz Eşitsizliği). Bir iç çarpım uzayında yxyx ,

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. xy   ise paralellik olduğundan eşitlik vardır. xy   olsun. Her   skaleri 

için,  

  yxyxyx   ,0
2

 

                                     yyxyyxxx ,,,,    

Özel olarak, 
yy

xy

,

,
 , yxxy ,,   ve 

2
zzz   olduğu göz önüne alınırsa,    

2

2

2 ,
,

,

,
,0

y

yx
xyx

yy

xy
xx   olup 

222
, yxyx   veya yxyx ,

elde edilir.   
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Teorem 3.2.4 (Hlawka Eşitsizliği) nEn  ,  boyutlu öklit vektör uzayı, bu halde; 

nEzyx  , ,  için  

0 zyxyxxzzyzyx                   

eşitsizliği vardır.  

İspat  

  
  
  
  zyxyxzyxyx

zyxxzyxzxz

zyxzyxzyzy

zyxzyxzyxyxxzzyzyx









               

ile verilir (Hornich,1942; Mitrinovic, 1970).  

 Hlawka eşitsizliği kompleks değerli vektörler için doğru değildir. 

Teorem 3.2.5 (Hlawka Eşitsizliğinin Genelleştirilmiş Versiyonu) m
k Ex   olsun. 

2n  için  

  



nji

ji

n

k
k

n

k
k xxxxn

111

2                       

yazılır. Özel olarak 3n  ise Hlawka eşitsizliği elde edilir (Adamovic,1964). Bu 

eşitsizlik ve değişik varyasyonları için (Mitrinovic, 1970) e bakınız. 

 

3.3. Genel Eşitsizlikler 

  

 3.3.1. Cauchy-Buniakowski-Schwarz Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.1.1.   naaa ,...,1  ve  nbbb ,...,1  reel sayılar dizisi olmak üzere  
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n

k
k

n

k
k

n

k
kk baba

1

2

1

2

2

1

                               (3.3.1.1) 

vardır. Eşitlik hali a ve b dizilerinin orantılı olmasıyla mümkündür (Mitrinovic, 

1970). 

Bu eşitsizlik literatürde Cauchy-Buniakowski-Schwarz Eşitsizliği olarak 

bilinir.  

İspat 1. x  e bağlı aşağıdaki quadratik polinomunu göz önüne alalım. 

  0
1

2 


n

k
kk bxa                      (3.3.1.2) 

Yani, 

02
1

2

1

2

1

2 




















 


n

k
k

n

k
kk

n

k
k bxbaxa                (3.3.1.3) 

 (3.3.1.1) eşitsizliğini gerektiren (3.3.1.3) eşitsizliğinin bütün reel değerli x  ler 

için negatif olmadığı sonucuna ulaşırız. Yani, .0  Diğer bir değişle eşitliğin 

sağlanabilmesi için gerek ve yeter şart a  ve b  dizilerinin orantılı olmasıdır. Bu da 

teoremi ispatlar (Mitrinovic, 1970). 

İspat 2. x  ve y  keyfi reel sayıları için 

22

2

1

2

1
yxxy   

olduğundan keyfi 0  reel sayısı, a  ve b  reel dizileri için 

2
2

22 1

2

1

2

11
kkkkkk bababa





  . 

Eşitsizlikler üzerinde 1k  den nk   e kadar toplam alınırsa  





n

k
k

n

k
k

n

k
kk baba

1

2
2

1

22

1

1

2

1

2

1


  

elde edilir.  
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2

1

1

2

1

2

1

2
2

1

22 1








 



n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k baba


  

olacak şekilde   seçilirse 

2

1

1

2

1

2

1









 



n

k
k

n

k
k

n

k
kk baba                    (3.3.1.4) 

elde edilir.  





n

k
kk

n

k
kk baba

11

  

olduğundan (3.3.1.4) eşitsizliğinden (3.3.1.1) eşitsizliği elde edilir (Mitrinovic,1970).  

Teorem 3.3.1.2. a  ve b  dizileri kompleks ise (3.3.1.1) eşitsizliği  
















 


n

k
k

n

k
k

n

k
kk baba

1

2

1

2
2

1

                              (3.3.1.5) 

ile ifade edilir (Mitrinovic, 1970).  

 Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart a  ve b  dizilerinin orantılı 

olmasıdır. 

İspat.   kompleks bir sayı olsun. 

  




















n

k
kk

n

k
k

n

k
k

n

k
kkkk

n

k

kk

baba

bababa

11

22

1

2

11

2

Re2

0




 

0b  için 




























n

k
k

n

k
kk

b

ba

1

2

1   olmak üzere 
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0

1

2

2

1

1

2

1

2












n

k
k

n

k
kkn

k
k

n

k

kk

b

ba

aba                 (3.3.1.6) 

elde edilir. Bu da (3.3.1.5) te verilen Cauchy Eşitsizliğinin kompleks formudur. 

  (3.3.1.5) eşitsizliğinde eşitliğin olması için gerek ve yeter şart  nk ,...,1  için 

0 kk ba   olmasıdır. Yani eşitliğin olması için gerek ve yeter şart a  ve b  

dizilerinin orantılı olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 

 Teorem 3.3.1.3. (Üçgen Eşitsizliği) Herhangi nRyx ,  ve 0  için                              

              .yxyx             

Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart 0x  veya xy   olmasıdır.  

 İspat. 

     

22

22

2

,2             

,2             

,,2,             

,

yyxx

yyxx

yyyxxx

yxyxyx









 

              
  .

ifadesi) (Schwarz  2
2

22

yx

yyxx




 

Buradan her iki tarafın karekökü alınarak istenen sonuca varılır. 

 

3.3.2. Abel Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.2.1. naa ,...,1  ve nbb ,...,1     0...1  nbb  reel sayıların iki dizisi ve 

 nk ,...,1  için  kk aas  ...1  olsun. Eğer  k
nk
sm




1
min  ve k

nk
sM




1
max ise  

.... 1111 Mbbabamb nn                     (3.3.2.1) 
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Bu eşitsizlik literatürde Abel eşitsizliği olarak bilinir (Mitrinovic, 1970).  

İspat. nnbaba  ...11  toplamı aşağıdaki gibi yazılabilir.  

   

    ....             

... 

11211

121211
1

nnnnn

nnn

n

k
kk

bsbbsbbs

bssbssbsba











 

Ayrıca,  

     

     
nnnn

nnnnnnn

Mbbsmb

bbMbbsbbm

bbMbbsbbm








             

                            

 

1111

2121121


 

olduğunu görmek kolaydır. Eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa (3.3.2.1) eşitsizliği 

elde edilir (Mitrinovic, 1970). 

 

3.3.3 Jordan Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.3.1. 
2

0
   için 1sec2   eşitsizliği 0 dan   ya integre edilirse 

2
0

   için  tan  olur ve buradan; 
2

0
   için 

  .0tan
cossin

2







 







d
d

 

Bunun sonucu olarak  






 2

2

2
sinsin

     





 

2
0

                (3.3.3.1) 

yazılır.  
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(3.3.3.1) eşitsizliğinde eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart 
2

   

olmasıdır. Diğer taraftan 0  için   sin  olduğu gerçeği ve (3.3.3.1) eşitsizliği 

göz önüne alınırsa  

1
sin2






    






 

2
0

                  (3.3.3.2) 

elde edilir. Bu eşitsizliğe Jordan eşitsizliği denir (Mitrinovic, 1970). 

İspat 1. 
2

0
   için sin  fonksiyonunun grafiğini çizmek kolaydır.  0,0  ve 







 1,

2


 noktasını birleştiren doğru parçası .

2 


y  Dolayısıyla sin  fonksiyonunun 

konkavlığından 


 2
sin   olduğu geometrik olarak açıktır. 

İspat 2.     10 ,
sin

 ff

  olduğu bilinmektedir. 

  ,
sincos

2
 

f  

   sincos g  olsun. 





2
,0
  için  

 
0

sin


 g

 

Dolayısıyla  

 sin

f  azalan bir fonksiyondur. Buradan,  

     .
2

0
π

θff   

Bu ise ispat edilmek istenendir. 

 Hiperbolik fonksiyonlar için iki taraflı trigonometrik eşitsizlik  0x   

    ,
3

2coshsinh
cosh 3

1 x
<

x

x
<x

2
0


 x  için  

3

2cossin
)(cos 3

1 x
<

x

x
<x      
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eşitsizlikleri bir çok araştırmacının ilgisini çekmiştir (Huygens, 1888-1940; Bullen, 

1998; Sandor ve Bencze, 2005; Klen ve ark, 2010; Neuman, 2012; Wang ve ark, 

2012).  

Not 1. Jordan eşitsizliği 





2
,0


 kapalı aralığında    sinf   fonksiyonunun 

konkav oluşunun bir sonucudur. Gerçekten siny  eğrisi, uç noktalar hariç, 



2

y  doğrusunun üzerindedir. 

Not 2.   reel olmak şartıyla  

22

22sin










                      (3.3.3.3) 

Bu eşitsizlik R. Redheffer eşitsizliği olarak bilinir. 

(3.3.3.1) ve (3.3.3.3) eşitsizlikleri birbirlerini gerektirmez (Redheffer,1969). 

İspat (Redheffer eşitsizliğinin ispatı). İspat 0x  için yapılacaktır. 1x  i ele 

alalım. Çok bilinen 1
sin


y

y




 eşitsizliği kullanılırsa;  

 
 

 
 
  0
1

11

1

11

1

1sin

1

1sin

1

1
2

2

2

2

2

2

2

2


















 












xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x







 

elde edilir. Şimdi de 10  x  halini ele alalım.  





1

22 /1
sin

n

nx
x

x




 olduğundan 

2n  için  



n

k
n kxP

2

22 /1 olmak üzere   11 2  nPx olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

Gerçekten, 10  x   ve    nn PnxP 22
1 1/1    ifadesine tümevarım 

uygulanırsa   nxPx n /11 22  elde edilir. En son 



x  alınırsa (3.3.3.3) 

eşitsizliği elde edilir (Williams, 1969). 

 

 



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                    Vedat MİÇOOĞULLARI 

17 
 

3.3.4 Bernoulli Eşitsizliği ve Genelleştirmeleri 

 

Teorem 3.3.4.1. Eğer 1x  ve n  pozitif tamsayı ise   .11 nxx n    Bu 

eşitsizlik literatürde Bernoulli eşitsizliği olarak bilinir (Mitrinovic, 1970). 

İspat.  1n  için Bernoulli eşitsizliğinin eşitlik hali elde edilir. Bernoulli eşitsizliği 

1 kn  için doğru olsun. Yani, 1x  için   kxx k  11   sağlansın. Bu son 

eşitsizlik   01  x  ile çarpılırsa 

         21 11111 kxxkkxxx k     

elde edilir ve böylece,     .111 1 xkx k   Bu tümevarım ispatını tamamlar. 

 Sıfırdan farklı 1x  için Bernoulli eşitsizliğinin genelleştirilmiş hali:  

1a  veya 0a  için   axx a  11  ve 10  a  için   .11 axx a   Gerçekten, 

Taylor formülünden 10    için 

        2
2

1
2

1
11 


 aa x

xaa
axx                 

yazılır. 01  x  olduğundan ve 0x  için      .1sgn11sgn  aaaxx a  

Bu nedenle, Bernoulli eşitsizliğinin genelleştirilmiş ifadeleri doğrudur (Mitrinovic, 

1970). 

Not. Bernoulli eşitsizliği aynı zamanda, 12  x  için de geçerlidir. Gerçekten, 

bu x   değerleri için   nxxxxx
nn  11111 elde edilir (Mitrinovic, 

1970). 

Teorem 3.3.4.2. ,...3,2n  ve 
1

1
1



n

x  ise     .
11

11
xn

nx
x n


  Eşitlik 

için gerek ve yeter şart 0x  olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 
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İspat. Bernoulli eşitsizliği 
n

x

x











1
1  ifadesine uygulanırsa ,...2,1n  ve 1x  

olduğundan 1
1





x

x
 için 

x

x
n

x

x
n














1
1

1
1   elde edilir. Buna rağmen, 

xx

x







1

1

1
1  olduğundan  bir önceki eşitsizlik 

  x

nxx

x n 



 1

1

1

1
 ifadesine 

denktir. Eğer 01  nxx  ve ,...3,2n  (yani, 
1

1



n

x  ) ise 

 
nxx

nx

nxx

x
x n








1

1
1

1
1 . Böylece, iddia ispatlanmış olur (Mitrinovic, 

1970). 

 Teorem 3.3.4.3.  nixi ,...,1   reel sayılarının her biri -1 den büyük ve hepsi 

birden negatif veya hepsi birden pozitif ise  

     .1970) c,(Mitrinovi 1111 2121 nn xxxxxx    

Teorem 3.3.4.4. 12  kn    ,...1,0k  için     nxxxf n
n  11  

olsun. Bu halde,  

 
n

xn
1

23   ve 1 nn xx    ,...7,5,3n  

iken   0xfn  olacak şekilde bir tek nx  köküne sahiptir ve 0x  ve nxx   için 

  0xfn  ve nxx   için   .0xfn  Eğer kn 2   ,...2,1k  ise tüm 0x  reel 

sayıları için   0xfn  olur (Hadziivanov ve Prodanov, 1965; Mitrinovic, 1970).   

 Bernoulli eşitsizliğinin genelleştirilmiş bir versiyonu aşağıdaki gibidir:  

 Teorem 3.3.4.5. 1x  olmak şartıyla  ax1  serisinin .k  kısmi toplamı 

      kxkaCxaCaxxakF ,2,1,, 2    ile verilsin. Bu halde,  

i.  xakF ,,  ifadesinden 1 atılırsa    .,,1 xakFx a    

ii. Hiçbir terim atılmazsa    .,,1 xakFx a   
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iii.  xakF ,,  ifadesinden atılan terim negatif ise    xakFx a ,,1    olur 

(Gerber, 1968; Mitrinovic, 1970). 

  
 

3.3.5. Chebysev Eşitsizliği ve Aynı Türden Eşitsizlikler 
 
 

Teorem 3.3.5.1.  

  naa 1  ve nbb 1  veya naa 1  ve nbb 1          (3.3.5.1) 

olmak üzere  naaa ,...,1  ve  nbbb ,...,1  reel sayıların iki dizisi ise bu halde, 

 v

n

v
v

n

v
v

n

v
v ba

n
b

n
a

n 



















111

111
                 (3.3.5.2) 

eşitsizliği vardır. Bu eşitsizlik literatürde Chebysev eşitsizliği olarak bilinir 

(Mitrinovic, 1970). 

İspat. 



n

k
kk

n

k
k

n

k
k baabbbaa

111

 , , notasyonları kullanılarak 

 

   

     

 




baabnbabnababa

baabnbabnababa

v
vvv

v
vvv

v
v










 

elde edilir. Bu nedenle,  

 

  .
2

1

2

1

v
v

v

v
vvvv

bbaa

bababababaabn

















           (3.3.5.3) 

(3.3.5.1) şartı nv ,...,1 ,   için    0 vv bbaa   olduğunu ifade eder. Bu 

nedenle, (3.3.5.3) ifadesinden,  

 0  baabn    

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik (3.3.5.2) eşitsizliğine denktir. 

(3.3.5.2) ifadesindeki eşitlik halinin olabilmesi için gerek ve yeter şart 

naa 1  veya nbb 1  olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 
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Teorem 3.3.5.2. Eğer;  

,0

,0

,0

1

1

1

n

n

n

ll

bb

aa














                     (3.3.5.4) 

ise  

.1111

n

lba

n

l

n

b

n

a
n

k
kkk

n

k
k

n

k
k

n

k
k 

 


                  (3.3.5.5) 

Özel olarak, nk ,,1  için 0ka  ve m  pozitif bir tamsayı ise 











 n

k

m
k

mn

k
k a

n
a

n 11

11
. 

Yukarıdaki problem tanım olarak Sasser ve Slater (1967) tarafından verilmiştir.  

Cauchy ve Chebysev eşitsizliklerinin daha genel bir hali için (Seitz, 1936; Seitz, 

1937; Mitrinovic, 1970) e bakınız.  

Teorem 3.3.5.3.  f  ve g  fonksiyonları  ba,  kapalı aralığı üzerinde her ikisi 

birden ya artan ya da azalan reel değerli integrallenebilir iki fonksiyon ise

         




b

a

b

a

b

a

dxxg
ab

dxxf
ab

dxxgxf
ab

.
111

             (3.3.5.6) 

Eğer fonksiyonlardan biri artan, diğeri azalan ise eşitsizlik yön değiştirir (Dunkel, 

1924; Mitrinovic, 1970). 

 Chebyshev eşitsizliğinin olasılık versiyonunu vermeden önce aşağıdaki teoremi 

verelim. 

Teorem 3.3.5.4. (Markov Eşitsizliği). X  negatif değerleri almayan gelişigüzel 

(rastgele) bir değişken ise herhangi bir 0a  için    
.1994) (Ross, 

a

XE
aXP 

 İspat. 0a  için 


 


halde aksi      ,0

      ,1 ax
I olsun. 0X  olduğundan 

a

X
I   olur. Her 

iki tarafın beklenen değer uygulanırsa    
a

XE
IE  elde edilir.    aXPIE  olduğu 

göz önüne alınırsa ispat biter (Ross, 1994). 

  Şimdi de Chebyshev eşitsizliğinin olasılık versiyonunu verelim. 
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 Teorem 3.3.5.5. X  sırasıyla   ve 2  ortalama ve varyansına sahip gelişigüzel 

bir değişken ise herhangi bir 0k  için   .1994) (Ross, 
2

2

k
kXP

   

 İspat.   02  X  olduğundan 2ka   alınarak Markov eşitsizliği uygulanırsa,

     
2

2
22

k

XE
kXP

 
  olur.   22 kX    olabilmesi için gerek ve yeter 

şart kX    olmasıdır.     
2

2

2

2

kk

XE
kXP

 


  eşitsizliği istenendir 

(Ross, 1994). 

    
3.3.6. Young Eşitsizliği 

 

 1
11


qp
,  ,1 , qp  tüm 0a  ve 0b  reel sayıları için .

11 qp b
q

a
p

ab   

Bu ifade literatürde, Young eşitsizliği olarak bilinir. Bunu ispat etmeden önce 

aşağıdaki iddiayı ispatlayalım. 

İddia. xe  konvekstir. 

İspat. Tüm reel a  ve b  sayıları için  

     babtta ettee  11    

olduğunu gösterirsek ispat biter.  aea,  ve  beb,  noktalarından geçen doğrunun 

denklemi  

     a
ab

eax
ab

ee
xf 




  

şeklindedir.   10  ,1  tbtta  olmak şartıyla  ba,  kapalı aralığındadır. 

 xfex   tir. Dolayısıyla  

        babtta ettebttafe  111  

bulunur. Dolayısıyla iddia ispatlanmış olur. Şimdi de Young eşitsizliğinin ispatını 

yapalım. 

İspat (Young eşitsizliğinin ispatı). 
p

t
1

  ise 
q

t
1

1   olur. Bu halde, xe  

fonksiyonunun konveksliği kullanılırsa, 
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 qpba
b

q
a

pba b
q

a
p

e
q

e
p

eeab
qp

qp 1111 loglog
log

1
log

1

loglog 


   

elde edilir.  

 Teorem 3.3.6.1. 0c  olmak üzere f  fonksiyonu  c,0  kapalı aralığı üzerinde 

reel değerli, sürekli ve kesin olarak artan bir fonksiyon olsun.  ca ,0  ve 

  cfb ,0  ve   00 f  ise,  

    abdxxfdxxf
ba

 

0

1

0

                   (3.3.6.1) 

vardır. Burada ,1f  f  nin tersidir. 

(3.3.6.1) ifadesinde eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart  afb 

olmasıdır (Young, 1912; Mitrinovic, 1970). 

İspat.  

   
a

dxxfabag
0

                     (3.3.6.2) 

ve 0b  bir parametre olsun.    afbag   ve f  kesin olarak artan olduğundan  

 bfa 10   ise   ,0 ag    bfa 1  ise   0 ag   ve   bfa 1  ise   0 ag .

 bfa 1  için g  nin maksimum  ag  dır. Bu halde, 

      bfgxgag 1max              (3.3.6.3) 

elde edilir. Kısmi integrasyonla 

      
 

 
 




 
bfbf

dxxfxdxxfbbfbfg

11

00

11  

elde edilir.  xfy   alınırsa 

      
b

dyyfbfg
0

11
                    (3.3.6.4) 
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elde edilir. (3.3.6.2) ve (3.3.6.4) ifadeleri (3.3.6.3) ifadesinde yerine yazılırsa 

(3.3.6.1) elde edilir (Diaz ve Metcalf, 1970; Mitrinovic, 1970).  

Örnek 1. 0c  olmak üzere  c,0  açık aralığı üzerinde 1p  için    1 pxxf  

fonksiyonu Young eşitsizliğinin bütün şartlarını sağlamaktadır. Young 

eşitsizliğinden abdxxdxx
b

p
a

p   

0

1

1

0

1  yani, abb
p

p
a
p

p

p
p 


 111

 elde edilir. Bu 

son ifade 1
11

 ,1 ,0 , 
qp

pba  olmak üzere abb
q

a
p

qp 
11

  yazılır (Riesz, 

1928; Mitrinovic, 1970).  

Örnek 2.    xxf  1log  olsun. Bu fonksiyon Young eşitsizliğinin bütün 

koşullarını sağlamaktadır. Dolayısıyla,  

    abdxedxx
b

x
a

 
00

11log  

Yani, 0 , ba  olmak üzere 

        abbeaaa b  11log1  

elde edilir.  

Teorem 3.3.6.2.  b,0  kapalı aralığı üzerinde f  ve g  pozitif iki fonksiyon f   ve 

g   negatif olmayan, sürekli iki fonksiyon olsun. Ayrıca   00 f  olsun. Bu halde 

ba 0  için  

            
ba

dxxgxfdxxfxgbgaf
00

 

yazılır. Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart ba   veya ba   fakat  ba,  

açık aralığı üzerinde g  nin sabit olmasıdır. 

İspat.     
a

dxxfxg
0

 e kısmi integrasyon uygulanarak elde edilir (Mitrinovic, 

1993). 
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3.3.7. Hölder Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.7.1. nk ,,1  için 0 ,0  kk ba  ve 1p  olmak üzere 1
11


qp
 

olsun. Bu halde,  



















 n

k
kk

qn

k

q
k

pn

k

p
k baba

1

1

1

1

1

                   (3.3.7.1) 

Eşitlik halinin olabilmesi için gerek ve yeter şart q
k

p
k ba    olmasıdır. Burada   ve 

  sayıları, 022    olacak şekilde negatif olmayan reel sabitlerdir (Hölder, 

1889; Mitrinovic, 1970). 

İspat. 0
1




n

k

p
ka  veya 0

1




n

k

q
kb  ise (3.3.7.1) ifadesindeki eşitlik sağlanır. 

0
1




n

k

p
ka  ve 0

1




n

k

q
kb  olma durumunu ele alalım.  

qn

k

q
k

pn

k

p
k bbbaaa

1

1

1

1

         ,

























              (3.3.7.2) 

ifadeleri  0 , ,1 ,1
11

 bap
qp

 için Young eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

qn

k

q
k

pn

k

p
k

n

k

q
k

q

n

k

p
k

p

ba

ba

b

b

qa

a

p 1

1

1

1
11

11
























  

elde edilir. n,,1  e kadar toplam alınırsa,  
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qn

k

q
k

pn

k

p
k

n

k
kk

ba

ba

qp 1

1

1

1

111

























  

elde edilir.  

Bu eşitsizlik, 1
11


qp
 olması halinde Hölder eşitsizliği elde edilir.  

Young eşitsizliğine eşitliğin olması için gerek ve yeter şart qp ba   olmasıdır. 

Hölder eşitsizliğnde eşitliğin olması için gerek ve yeter şart nk ,,1  için ,

,
1

1

1

1

q
k

n

k

q
k

p
k

n

k

p
k bbaa

























   yani, q
k

p
k ba    olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 

Teorem 3.3.7.2. nk ,,1  için 0 ,0  kk ba  ve 0p  veya 0q  için 

1
11


qp
 olsun. Bu halde,  

.
1

1

1

1

1


















 n

k
kk

qn

k

q
k

pn

k

p
k baba                    (3.3.7.4) 

Eşitlik halinin olabilmesi için gerek ve yeter şart nk ,,1  için q
k

p
k ba    

olmasıdır. Burada   ve   sayıları 022    olacak şekilde negatif olmayan reel 

sabitlerdir (Mitrinovic, 1970). 

İspat. 0p , 
q

p
P   ve 

q
Q

1
  ise 0P  ve 0Q  olmak üzere .1

11


QP

Hölder eşitsizliğinden 



















 n

k
kk

Qn

k

Q
k

Pn

k

P
k BABA

1

1

1

1

1

                  (3.3.7.5) 

yazılır. q
kk aA   ve q

k
q
kk baB   alınırsa (3.3.7.5) eşitsizliği (3.3.7.4) eşitsizliğine 

indirgenir (Mitrinovic, 1970). 
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Teorem 3.3.7.3.  mjniaij ,,1;,,1    pozitif sayılar ve 1
11

1


m

  

olacak şekilde m ,,1   pozitif sayılar ise 

 .1970) c, Mitrinovi1906; (Jensen, 

1

1

1

1
1

1
1

1
1

m
m

n

i
im

n

i
i

n

i
imi aaaa


 
















 



   

Teorem 3.3.7.4.  p1  ve 1
11


qp
 olmak üzere  naaa ,,1   ve 

 nbbb ,,1   kompleks iki vektör olsun. Bu halde, 

qn

k

q

k

pn

k

p

k

n

k
kk baba

1

1

1

11

















 



                 (3.3.7.6) 

 Eşitlik halinin olabilmesi için gerek ve yeter şart nk ,,1  için 
p

ka  ve 
q

kb   

dizilerinin orantılı olması ve kkbaarg  nin k  dan bağımsız olmasıdır (Mitrinovic, 

1970). 

Teorem 3.3.7.5 (Hölder eşitsizliğinin integral versiyonu). 1p  ve 1
11


qp
 

olsun. f  ve g  ,  ba,  kapalı aralığı üzerinde tanımlı iki reel fonksiyon ve 
p
f  ve 

q
g  ,  ba,  kapalı aralığı üzerinde integrallenebilen iki fonksiyon ise  

        .

11

qb

a

q
pb

a

p
b

a

dxxgdxxfdxxgxf 















   

 Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart A  ve B  sabit olmak üzere hemen 

hemen her yerde     qp
xgBxfA   olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 
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3.3.8. Minkowski Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.8.1. nk ,,1  için 0 ,0  kk ba  ve 1p  olsun. Bu halde

  
pn

k

p
k

pn

k

p
k

pn

k

p
kk baba

1

1

1

1

1

1



























 



               (3.3.8.1) 

 Eşitlik halinin olması için gerek ve yeter şart  naaa ,,1   ve  nbbb ,,1   

dizilerinin orantılı olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 

 

İspat.  

       11   p
kkk

p
kkk

p
kk babbaaba  

ifadesinde nk ,,1  e kadar toplam alınırsa

      











n

k

p
kkk

n

k

p
kkk

n

k

p
kk babbaaba

1

1

1

1

1

             (3.3.8.2) 

elde edilir. Hölder eşitsizliğinden 1
11


qp
 ve 1p  için 

 

     

      .

,

1

1

1

1

11

1

1

1

1

1

11

1

qn

k

pq
kk

pn

k

p
k

n

k

p
kkk

qn

k

pq
kk

pn

k

p
k

n

k

p
kkk

babbab

baabaa



























































 

 1 pqp  ile beraber yukarıdaki iki bağıntı toplanırsa 

    
qn

k

p
kk

pn

k

p
k

pn

k

p
k

n

k

p
kk bababa

1

1

1

1

1

11









































 



 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafı  
qn

k

p
kk ba

1

1













 ifadesine bölünürse 

(3.3.8.1) eşitsizliği elde edilir (Daykin ve Eliezer, 1968; Mitrinovic, 1970). 

Teorem 3.3.8.2.  için  olsun. 1p  ise 

  
pn

k

p
kk

pn

k

p
k

pn

k

p
k baba

1

1

1

1

1

1


























 


               (3.3.8.3) 

nk ,,1 0,0  kk ba
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ve  

   .
1

1

1

1

1

1 pn

k

pkk

p
n

k

p
k

p
n

k

p
k baba 







 























               (3.3.8.4) 

 10  p  için (3.3.8.3) ve (3.3.8.4) eşitsizlikleri yön değiştirir (Beckenbach ve 

Bellman, 1965; Mitrinovic, 1970). 

Teorem 3.3.8.3.  1p  ve  ve  kompleks iki dizi 

olmak üzere, 

  1970). c,(Mitrinovi 

1

1

1

1

1

1

pn

k

p

k

pn

k

p

k

pn

k

p

kk baba 
























 



 

Teorem 3.3.8.4 (Minkowski eşitsizliğinin integral versiyonu).  ve  ,  

kapalı aralığı üzerinde tanımlı reel değerli iki fonksiyon ve 1p  için, 

 
b

a

p
dxf  ve 

b

a

p
dxg  

olsun. Bu halde,  

         .

111

pb

a

p
pb

a

p
pb

a

p
dxxgdxxfdxxgxf 

























   

Eşitlik için gerek ve yeter şart hemen hemen her yerde   0xf  olmasıdır 

(Mitrinovic, 1970). 

 

3.3.9. Aczel Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.9.1. 022
2

2
1  nbbb   veya 022

2
2
1  naaa   olacak şekilde 

 ve  reel sayıların iki dizisi olsun. Bu halde, 

     22211
22

2
2
1

22
2

2
1 nnnn babababbbaaa   .         (3.3.9.1) 

Eşitlik halinin olabilmesi için gerek ve yeter şart a  ve b  dizilerinin orantılı 

olmasıdır (Aczel, 1956; Mitrinovic, 1970).  

 naaa ,,1   nbbb ,,1 

f g  ba,

 naaa ,,1   nbbb ,,1 
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İspat. k  reel olmak üzere kba    ve 022
2

2
1  nbbb   olsun. Bu halde, 

 

     
 
     22

22
2

11

22
2

2
1

2211
222

2
2
1

         

         

2

nn

n

nnn

axbaxbaxb

aaa

xbababaxbbbxf













                           (3.3.9.2) 

 yazılır.  01 b  olduğundan  

  0
2

1

1

2

2
1

1
2

1

1 

























nn a

b

a
ba

b

a
b

b

a
f    

olur.  x  için   xf  olduğundan f  fonksiyonu 









1

1,
b

a
 ve 








,

1

1

b

a
 

aralıklarında iki köke sahiptir. (3.3.9.2) denklemi iki köke sahiptir ve (3.3.9.1) elde 

edilir.  

 Eşitliğin olabilmesi için a  nın b  ile orantılı olması gerekir. 

Not. Simetriden dolayı  022
2

2
1  nbbb   yerine   022

2
2
1  naaa   yazılırsa 

aynı sonuç elde edilir. 

Teorem 3.3.9.2. (Popoviciu Eşitsizliği) 1p  için  

021  p
n

pp bbb   veya 021  p
n

pp aaa            (3.3.9.3) 

olacak şekilde  ve  reel sayıların negatif olmayan iki 

dizisi ise  

     pnn
p
n

ppp
n

pp babababbbaaa   22112121  (Popoviciu, 

1959; Mitrinovic, 1970). 

Teorem 3.3.9.3 (Belmann Eşitsizliği) 

  ve  (3.3.9.3) denklemini sağlayan negatif olmayan 

reel sayıların iki dizisi ise 1p  için  

 naaa ,,1   nbbb ,,1 

 naaa ,,1   nbbb ,,1 
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      pp

nn
pp

pp
n

pppp
n

pp

bababa

bbbaaa
1

2211

1

21

1

21








  

(Bellman, 1956; Mitrinovic, 1970). 

 

3.3.10. Grüss Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.10.1. f  ve g  ,  ba,  açık aralığında tanımlı ve integrallenebilir iki 

fonksiyon olsun. Tüm  bax ,  için  

      xgxf                   ,  

olsun. Burada   , , ,   sabit reel sayılardır. Bu halde, 

    
 

       



  4

111
2

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxf
ab

dxxgxf
ab

       (3.3.10.1) 

yazılır. 

 Grüss (1935), 
4

1
 sayısının olabilecek en iyi sabit olduğunu göstererek 

(3.3.10.1) ifadesini ispat etti (Mitrinovic, 1970). 

İspat. 
ab

ax
t




  olsun.  





b

a

b

a

dxxg
ab

Gvedxxf
ab

F )(
1

  )(
1

 ise bu halde,  

     
1

0

1

0

 , dxxgGdxxfF  ve       FGdxxgxfgfD  
1

0

,  

yazılır. Bu halde (3.3.10.1) eşitsizliği  

      
4

1
, gfD                  (3.3.10.2) 

halini alır. g  yerine f  alınırsa Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizliğinden  
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1

0

21

0

2 0, dxxfdxxfffD              (3.3.10.3) 

elde edilir. Diğer taraftan  

            
1

0

,, dxxfxfFFffD    

ifadesinden 

      FFffD ,                  (3.3.10.4) 

yazılır. Kolayca  

         
1

0

,, dxGxgFxfgfD  

yazılır. Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizliği kullanılarak 

            .,,,
1

0

1

0

222 ggDffDdxGxgdxFxfgfD     

elde edilir. (3.3.10.3) ve (3.3.10.4) eşitsizlikleri kullanılarak

         GGFFgfD 2,              (3.3.10.5) 

yazılır.  

 
    
     ,4

,4
2

2









GG

FF
 

gerçeğinden hareketle (3.3.10.5) eşitsizliği (3.3.10.2) eşitsizliğini gerektirir.  

 Özel olarak      12sgn  xxgxf  alınırsa 
4

1
 ün (3.3.10.2) eşitsizliği için 

en iyi sabit olduğu görülecektir (Grüss, 1935; Mitrinovic, 1970). 
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 3.3.11. Steffensen Eşitsizliği 

 

 Teorem 3.3.11.1. f  ve g  ,  ba,  açık aralığı üzerinde tanımlı ve integrallenebilir 

iki fonksiyon ve aynı aralık üzerinde f  hiçbir zaman artan olmayan bir fonksiyon ve 

  10  tg  ise  
b

a

dttg  olmak üzere 

        .1970) c, Mitrinovi1918; n,(Steffense  





b

a

a

a

b

b

dttfdttgtfdttf




          (3.3.11.1) 

İspat. (3.3.11.1) ifadesinin ikinci eşitsizliğini ele alalım. 

 

              

        

       

         

       

      

0                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

1                                     

1































































b

a

b

a

b

a
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a

a

a

b

a

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

a

a

dttfaftg

dttgtfdttgaf

dttgtfdttgdttgaf

dttgtfdttgaf

dttgtfdttgaf

dttgtfdttftgdttgtfdttf































 

elde edilir. (3.3.11.1) ifadesinin birinci eşitsizliği benzer şekilde yapılır. Ayrıca 

(3.3.11.1) ifadesinin birinci eşitsizliği aşağıdaki gibi elde edilir. 

Gerçekten    tgtG 1  ve  
b

a

dttG  yazılırsa   10  tG  olur. Buradan 

  ab                      (3.3.11.3) 

yazılır. (3.3.11.1) ifadesinin ikinci eşitsizliğinden  
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a

a

b

a

dttfdttGtf  veya       



b

a

b

a

dttfdttgtf 1   veya 

        
 b

a

b

a

b

a

dttgtfdttfdttf


 ya da       


b

a

b

b

dttgtfdttf


 

elde edilir. (3.3.11.1) ifadesinin ikinci eşitsizliği için aşağıdaki ispat da yapılır.

    
 

    


x

a

dttga

a

dttgtfdttfxH

x

a

 

şeklinde tanımlansın.   0aH  ve           0







 xgxfxgdttgafxH
x

a

 

ile verilir.   10  tg  ,   xdttga
x

a

  ve f  azalan olduğundan  

   xfdttgaf
x

a









  (Steffensen, 1918; Mitrinovic, 1970). 

Steffensen eşitsizliği T. Hayashi (1919; 1920) tarafından genelleştirildi. f  

aynı şartları sağlamak üzere   Atg 0  ise  
b

a

dttg
A

1  olmak üzere 

         .1970) c,(Mitrinovi 









a

a

b

a

b

b

dttfAdttgtfdttfA  

 

3.3.12. Schur Eşitsizliği 

 

Teorem 3.3.12.1. zyx ,,  pozitif sayılar ve R  ise, 

          0 yzxzzxyzyyzxyxx        (3.3.12.1) 

yazılır. zyx   olması halinde eşitlik oluşur (Hardy ve ark., 1952; Mitrinovic, 

1970). 



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                    Vedat MİÇOOĞULLARI 

34 
 

İspat etmeden önce yaygın olarak kullanılan ve Guha (1962) tarafından ifade 

edilen genelleştirilmiş versiyonunu ispat edelim. 

Teorem 3.3.12.2. wvucba ,,,,,  pozitif reel sayılar ve  

ppp bca
111

                      (3.3.12.2) 

1

1

1

1

1

1

  ppp vwu                    (3.3.12.3) 

olsun. Bu halde, 0p  ise 

 0 wabvcaubc                    (3.3.12.4) 

yazılır. Eğer 01  p  ise, (3.3.12.3) ve (3.3.12.4) eşitsizlikleri yön değiştirir. Eğer 

1p  ise  (3.3.12.2) ve (3.3.12.3) eşitsizlikleri yön değiştirir. Her durumda 

(3.3.12.4) ifadesinde eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart (3.3.12.2), (3.3.12.3) 

ve  

p

p

p

p

p

p

w

c

v

b

u

a 111 

   

ifadelerinin sağlanmasıdır.  

İspat. 0p  ise Hölder eşitsizliğinden  

     
p

pp

p

p
p

p
p cawaucwacuca 

































111

1
1

1
1

1
1

1
1

 

yazılır. Diğer bir değişle  

 
p

pp

p

pp cawaucwuac 

























111

1
1

1
1

 

elde edilir. Buradan (3.3.12.2) ve (3.3.12.3) ifadelerinden (3.3.12.4) hemen elde 

edilir. Diğer durumlar benzer olarak elde edilir (Mitrinovic, 1970). 
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Şimdi de Teorem 3.3.12.1. i ispat edelim. Genelliği bozmaksızın xyz 0  

olsun. Teorem 3.3.12.2 de  zwyvxuyxczxbzyap  ,,,,,,1  

alınırsa (3.3.12.4) ifadesinden (3.3.12.1) elde edilir. (3.3.12.2) şartı eşitliği sağlar. 

0  veya 0  olmak şartıyla 22



vu   veya 22



vw   eşitsizliklerinden  (3.3.12.3) 

ifadesi sağlanır (Mitrinovic, 1970). 

  

3.3.13. Devirli (Cyclic) Eşitsizlikler 

 

Teorem 3.3.13.1. Shapiro Eşitsizliği 

 nixxxxx niii ,,1,0,0 111                (3.3.13.1) 

olmak üzere,  

 
2211

1

43

2

32

1 n

xx

x

xx

x

xx

x

xx

x n

n

n 











              (3.3.13.2) 

eşitsizliğine Shapiro eşitsizliği denir (Shapiro, 1954; Mitrinovic, 1970). 

Bu eşitsizlik, 12n  çift sayıları için analitik olarak ispat edilmiştir (Mitrinovic, 

1970; Bushell ve Mcleod, 2002). 23n  tek sayıları için eşitsizliğin doğruluğu 

analitik olarak hala çözüme açıktır. Aynı koşullar altında bu eşitsizliğin tersi  

n
x

xx

x

xx

x

xx

x

xx

nn

n 221

1

1

2

43

1

32 













  

 olduğu gösterilmiştir (Tanrıverdi, 2012). 

 

3.3.14. Hilbert Eşitsizliği 

  

    ,0, 2Lgf  ise 
   

.
22

0 0

gfdxdy
yx

ygxf 
 

 

 

Burada   olabilecek en iyi sabittir. 0f  ve 0g  olması halinde eşitlik oluşur . 

 Bu eşitsizliklerin ispatı için (Hardy ve ark., 1952; Steele, 2004) e bakılabilir. 

Elementer ispatı için ise (Oleszkiewicz, 1993) e bakınız. 
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3.3.15. Hardy Eşitsizliği 

 

 Eğer 1p  ve  1ka  negatif olmayan sayıların bir dizisi ise Hardy diskrit 

(ayrık) eşitsizliği 

  






 



















11 1 1

1

n

p
n

p

n

pn

k
k a

p

p
a

n
 

ile verilir. fp ,1  negatif olmayan ve  x,0  aralığında integrallenebilen bir 

fonksiyon ve ayrıca   


0

dxxf p
 ise sürekli fonksiyonlar için Hardy eşitsizliği 

     





















00 0 1

1
dxxf

p

p
dxdttf

x
p

ppx

 

ile verilir (Hardy ve ark., 1952; Kufner ve Persson, 2003; Kufner ve ark., 2006).  

Teorem 3.3.15.1. 0na  ve 



n

k
kn aA

1

 olsun. Aşağıdaki serilerden birinin 

yakınsaklığı diğerlerini gerektirir.  

 (i) ,
1



n

nn

n

Aa
 

 (ii) ,
2

1












n

n

n

A
 

 (iii) .
1 1







 n m

mn

mn

aa
 

 Bu teoremin süreklilik versiyonu ise fa  ,0  negatif olmayan,  ,a  aralığı 

üzerinde integrallenebilir ve    
x

a

dttfxF  olmak üzere, 
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2006). ark.,  Kufner ve1915; (Hardy, 3 dxdy
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Not.  
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yazılır. Buradan .2 132 III   (iii) için bir üst sınır (i) tarafından verilebilir. Bu  
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ile açıktır (Kufner ve ark., 2006). 

Teorem 3.3.15.2. 0na  olmak üzere 


1

2

n
na  serisinin yakınsaklığı 




n

k
kn aA

1

 

olmak üzere 











1

2

n

n

n

A
 serisinin yakınsaklığını gerektirir (Kufner ve ark., 2006). 

İspat.  
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olduğu açıktır. Dolayısıyla her N  için  
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yazılır. Üstelik     2
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yazılır. Bu son ifade bir önceki eşitsizlikte yerine yazılırsa  
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elde edilir. Buradan açık bir şekilde  
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4
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2
1  

yazılır. Bu sonuç ise teoremin ispatını verir (Hardy, 1919; Kufner ve ark., 2006). 

Teorem 3.3.15.3. (Hölder-Roger-Riesz Eşitsizliği) Eğer 0,1  nap  ve 


1n

p
na  

yakınsak ise 



n

k
kn aA

1

 olmak üzere 











1n

p

n

n

A
 yakınsaktır (Kufner ve ark., 2006).  
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  n

N

n

p
nnn

N

n

p
n

p
n

N
p
Nn

N

n

p
n

p
n

N

n

N

n
nn

p
n

p

n

AapAA

AAAA
n

A













 












 



1

1

1
1

1
1

1
1 1

1

 



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                    Vedat MİÇOOĞULLARI 

39 
 

yazılır. Üstelik  
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yazılır. Bu üst sınır ve Hölder eşitsizliğinden  
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Dolayısıyla, 
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p
N
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1
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1 1
elde edilir (Kufner ve ark., 2006). 

 

3.3.16. Hardy-Landau Eşitsizliği 

  

 0 ,1  nap  ve 



n

k
kn aA

1

 olsun. Bu halde tüm N  (veya N  ) için bu 

eşitsizlik 

 .
11 1
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n

p
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n a
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n

A
  

Burada, 
p

p

p








1

 sabiti en keskin olanıdır (Landau, 1921; Makarov ve ark, 1992; 

Kufner ve ark., 2006). 

İspat. 0y  için  
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01 ppyy p  

yazılır. Bu durum Bernoulli eşitsizliğinden açıkça görülür. Yani, 

  .11  ypy p  
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y
y   yazılarak bu eşitsizlik uygulanırsa  
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elde edilir. Bu iki eşitsizlik birlikte düşünülürse  
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    NNmmNmNmmmm abbbabbbabbb    21112221121 ,,,

olsun. N  yerine Nm  yazılırsa  
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yazılır. Bu ise Hardy-Landau eşitsizliğinin tüm değerleri için (hatta N  için) 

doğruluğunu gerektirir. 
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ifadesini gerektirir. Üstelik 1
1

2 


 p
p




 olduğundan  N ,0  için 

CCN ,  olmak üzere  
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yazılır. Buradan sonuç olarak  
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bulunur. Çünkü N  ve  0  iken 
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p
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olur. Bu da bu üst sınırın keskin olduğunun bir kanıtıdır. Hatta 0  yazılmasıyla bu 

hesaplamalar doğrudur. 

 Şimdi de sürekli fonksiyonlar için Hardy eşitsizliğinin ispatını verelim. 

(Landau, 1921; Landau, 1924) ve (Hardy, 1925) çalışmaları göz önüne alınarak 

Hardy aşağıdaki ispatı verdi. 

İspat. 
x

dttfxF
0

)()(  olsun. Kısmi integral ve hemen hemen tüm   ,0x  için

      xfxpFxF
dx

d pp 1  özdeşliği göz önüne alınır ve  A0  ile keyfi bir 

  sayısı ele alınırsa, 
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yazılır. Üstelik Hölder eşitsizliğinin sürekli versiyonu göz önüne alınarsa, 
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yazılır. A   olacak şekilde   seçilir ve bir önceki iki eşitsizlik  xF  yerine 

   FxF   yazılarak uygulanırsa  
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elde edilir. Böylece  
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elde edilir. Bu eşitsizlikte ilk olarak  0  gönderilirse    FxF   nın artan 

olarak  xF  e gittiği gözlemlenir. İspatı tamamlamak için A  ve  0  

gönderilirse ispat biter (Kufner ve ark., 2006). 

Not. ,2,1n  için nnnnnnn aaaAa    212211 ,,0,0  
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ve 
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nna  yakınsak olsun. Bu halde, 

 

























 11 1 n

p
nn

n

pp

n

n
n a

p

pA   

yazılır. Bu ise Hardy diskrit (ayrık) eşitsizliğinin genelleştirilmiş bir halidir. Buradan 
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elde edilir. Burada e  keskin bir üst sınırdır. Eğer her 1n  ise 
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elde edilir. Bu son eşitsizlik Hardy diskrit (ayrık) eşitsizliğinin limitidir (Kufner ve 

ark., 2006). 

 

3.3.17. Carleman Eşitsizliği 

 

 Yukarıda ifade edilen son eşitsizlik ilk olarak Carleman tarafından ispat 

edilmiştir ve eşitsizlik literatürde Carleman eşitsizliği olarak bilinmektedir. Carleman 

tarafından verilen ispat oldukça uzundur. Hardy eşitsizliğinden ispat oldukça kolay 

olup bu ispat Carleman için bir sürpriz olmuştur (Carleman and Hardy, 1922; Kufner 

ve ark., 2006). 

 Sürekli fonksiyonlar için Hardy eşitsizliğinde limit alınırsa,  

  x,0  açık aralığı üzerinde  xf  ölçülebilir ve kesin olarak pozitif bir 

fonksiyon ise 
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00 0

ln
1

exp dxxfedxdttf
x

x

               (3.3.17.2) 

elde edilir (Hardy, 1925; Persson ve ark., 2003; Kufner ve ark., 2006).  

Teorem 3.3.17.1. ,, 21 aa  pozitif sayılar ve 


1i
ia  yakınsak ise  

  .2121211   aaeaaaaaa k
k             (3.3.17.1) 

İspat 1. Aritmetik ve geometrik ortalama eşitsizliği  
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 Bu eşitsizlik doğrudur. Çünkü eşitsizliğin tüm terimleri için aynı zamanda 

eşitlik oluşmaz. Eşitlik bazı 0c  için 
k

c
ak   alınmasıyla oluşur. Fakat 



1k
ka  

yakınsak olduğundan bu durum geçerli değildir (Carleman ve Hardy, 1922; Persson 

ve ark., 2003). 

İspat 2. Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizliğinden tüm ;,2,1 i  her k  ve 

tüm 0ic  için 
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sağlanır. ki ,,2,1   için 
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Kesin olarak eşitsizlik hali bir önceki ispata benzer (Hardy, 1920; Persson ve ark., 

2003). 

 Carleman eşitsizliğinin integral versiyonu aşağıdaki şekildedir. 

Teorem 3.3.17.2.  ,0,f  açık aralığında integrallenebilen negatif olmayan bir 

fonksiyon ise 

    .ark.,2006)  Kufner ve2003; ark.,  ve(Persson log
1

exp
00 0
 
 









dxxfedxdttf

x
 

İspat.  ,0,f  açık aralığında integrallenebilen negatif olmayan bir fonksiyon ve  

   
x

dyyyf
x

xg
0

2

1
 şeklinde tanımlansın. Bu halde,      .

00



 dxxgdxxf  

 Bunun için negatif olmayan fonksiyonlar için Fubini teoreminin basit bir 

durumuna ihtiyaç duyulmaktadır. Buradan, 

         .
0

2
000

2
0




 dyyf
x

dx
dyyyfdyyyf

x

dx
dxxg

y

x

  

   konveks fonksiyon,   integralenebilen bir fonksiyon ve   olasılık ölçümü 

ise Jensen eşitsizliğinin olasılık versiyonu       dd  eşitsizliği 

kullanılacaktır. Buna exp  ve  ba,  kapalı aralığında  ab

dx
d


  olduğunda 

ihtiyaç duyulacaktır.   sürekli olduğunda sol taraftaki integral yerine yaklaşık olarak 

eşit alt bölüntüler alınmak şartıyla Riemann toplamı ve Aritmetik-Geometrik 

ortalama eşitsizliği kullanılır.   integrallenebilir olması halinde dominated (baskın) 

yakınsaklık teoremi kullanılır. Bu aydınlatıcı bilgilerden sonra Knopp ispatını 

vermeye hazırız.  
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 xxx log  in xlog  in integrali olduğu göz önüne alınırsa, 
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elde edilir. İspatı tamamlamak için 0 dan   a integral alınır ve böylece istenen elde 

edilir (Duncan ve McGregor, 2003; Kufner ve ark., 2006). 

 

3.3.18. Polya-Knopp Eşitsizliği (Carleson Eşitsizliği) 

 

 Not.  Carleman eşitsizliğinin sürekli versiyonunun diskrit versiyonunu gerektirdiğini 

görelim. 

 Burada  1kka  dizisinin artmayan bir dizi olduğunu kabul edelim. Carleman 

eşitsizliğinin sürekli versiyonunda ,2,1k  için  kkx ,1  olmak üzere 

  kaxf   olsun. Bu halde, 

   







10 k

kadxxf                    (3.3.18.1)  

ve       
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 elde edilir. Üstelik ,2,1k  

için    1
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       (3.3.18.2) 

elde edilir.  

 Bu son eşitsizlikteki integrali alınan fonksiyon ki ,,2,1   için sırasıyla 1k  

tane ağırlık için 
xx

1
,,

1
  ve .k  ağırlık için de 

 
k

kx 1
 alınmak şartıyla ialn  

sayılarının ağırlıklı aritmetik ortalamasına bağlıdır. Burada kxk 1  ve ayrıca 

dizinin azalan ortalama değeri kx   için en küçük değerdir. Yani tüm ağırlıklar 
k

1
 

dır. Buradan (3.3.18.1) ve (3.3.18.2) eşitsizliklerinin değerlendirilmesiyle (3.3.17.1) 

elde edilir (Persson ve ark., 2003; Kufner ve ark., 2006).  

 Carleson eşitsizliğinin ağırlıklar için bir üst versiyonu 1p  için  

     













00 0 1
ln

1
exp dxxxf

p

e
dxxdttf

x
pp

x

. 

0p  için de     














0

*1

0 0

*ln
1

exp dxxfxedxdttf
x

x pp
x

p ifadesinden daha geneldir. 

Bunun için (Persson ve ark., 2003) a bakınız. 

İspat. (3.3.17.2) ifadesinde  tf  yerine 
 
t

tf
 yazılırsa (3.3.17.2) ifadesinin sol 

tarafı   1lnln
1

ln
1

0

0

  xttt
x

tdt
x

x
x

olduğundan  
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elde edilir. Böylece (3.3.17.2) ifadesine denk olan ifade  
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formundadır. Bu son ifadenin ispatı için   ueuf   nun konveks olduğu göz önüne 

alınarak Jensen eşitsizliği uygulanırsa  
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elde edilir (Persson ve ark., 2003; Kufner ve Persson, 2003; Duncan ve McGregor, 

2003; Kufner ve ark., 2006). 

  

3.3.19. Hermite-Hadamard Eşitsizliği 

 

  RRIf :  konveks bir fonksiyon ise  

      
2

1

2

bfaf
dxxf

ab

ba
f

b

a












 

  (El Farissi,2010). 

İspat.  ba,  açık aralığı üzerinde konveks bir fonksiyonun  ba,  açık aralığında 

sürekli ve  bax ,  için  xf   ve  xf   sağ ve sol türevlerine sahip olduğu 

bilinmektedir. Bu sebepten dolayı f  iki defa türevlenebilir olmak şartıyla  xf  

fonksiyonunun 0x  civarındaki Taylor açılımı 

          
2

2
00

000

xxxf
xxxfxfxf


    

şeklindedir. Konveks bir f  fonksiyonu için   0 xf  olduğundan  
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        000 xxxfxfxr   

ise    xrxf   olur. Yani konveks bir fonksiyon kendisinin tanjant eğrisinden büyük 

veya eşittir. Eğer  xr  bu şekilde değilse      ,00 xxcxfxr   burada 

    ., 00 xfxfc   
20

ba
x


  ise   






 







 


22

ba
xc

ba
fxr  olur. Dolayısıyla 

   xrxf   tir. Diğer taraftan konveksliğin tanımından     

          ax
ab

afbf
afxs 




   

ifadesi   afa,  ve   bfb,  noktalarını birleştiren doğru parçasıdır. Dolayısıyla 

   xsxf   tir. Netice itibariyle      xsxfxr   tir. Bu eşitsizlik a   dan   b  ye 

integre edilirse  
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 22
 yazılır (Ambrosio, 

2007). 
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3.3.20. Hermite-Hadamard Eşitsizliği Üzerine Bir Not 

 

Burada çok bilinen Hermite-Hadamard eşitsizliğinin bir genelleştirmesi 

çalışılacaktır. 

3.3.20.1. Giriş ve Temel Sonuçlar 

Analizde ve kısmi diferansiyel denklemlerde simetriye sahip eşitsizlikler 

oldukça önemli bir yer tutar. Bu eşitsizliklerden en bilineni ve yaygın olarak 

kullanılanı ilk olarak (Hadamard, 1893) de yayımlanan Hermite-Hadamard 

eşitsizliğidir. Bu nedenle elde edilen yeni genelleştirilmiş versiyonunun analiz ve 

kısmi diferansiyel denklemlerde önemli bir kullanıma sahip olabileceği 

düşüncesindeyiz. 

  ba,I   olmak üzere tüm ,, Iyx    10     ve RIf :   olsun. 

        yfxfyxf   1-1  oluyorsa  f  ye konvekstir denir.    f nin,  I  

üzerinde sürekli ve  ba,  açık aralığında iki defa türevlenebilir olabilmesi için gerek 

ve yeter şart tüm  bax ,   için   0 xf  olmasıdır.  

Teorem.3.3.20.1. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) RRIf :    konveks bir 

fonksiyon ise  

      
2

1

2

bfaf
dxxf

ab

ba
f

b

a












 

              (3.3.20.1) 

   Bu eşitsizliğin tarihsel gelişimi için (Mitrinovic, 1985) e bakılabilir. Hermite-

Hadamard ile ilgili çeşitli genelleştirmeler ve geliştirmeler üzerindeki araştırmalar 

için (Dragomir ve Pearce, 2000; Niculescu ve Persson, 2004) e bakılabilir. Burada 

keyfi negatif olmayan reel değerli integrallenebilir  R :   fonksiyonunun 

       
2

11 bfaf
Ldxxf

ab
ldxx

ab
f

b

a

b

a
















 


 (3.3.20.2)  

ifadesini sağlayacak şekilde l  ve L   nin varlığını göstereceğiz. 
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İspatlamaya çalıştığımız (3.3.20.2) ifadesi  (El Farrisi, 2010) de ifade edilen 

     
2

1

2

bfaf
Ldxxf

ab
l

ba
f

b

a












 

            (3.3.20.3) 

denkleminin genelleştirilmiş versiyonudur. 

Teorem 3.3.20.2. RRf :   konveks bir fonksiyon olsun.  xf      konveks 

olacak şekilde R :  negatif olmayan reel değerli integrallenebilir  bir fonksiyon 

olsun. Bu halde 1,0, 10  nNn   ve 1...0 1  n  olmak üzere 
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Burada,   
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(Gao, 2010). 

 Sonuç 1.  ff ,,   yukarıda tanımlandığı gibi olsun. Bu halde, 
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       (3.3.20.5) 

Teorem 3.3.20.2. de   xx    ve 1n   alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.    üzerinde  RRf :   bir konveks fonksiyon olsun. Bu halde  1,0   

için 
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Teorem 3.3.20.2. nin ispatı için aşağıdaki lemmayı verelim. 

Lemma 3.3.20.3. (Jensen Eşitsizliği) RRf :    konveks bir fonksiyon olsun. 

Bu halde negatif olmayan reel değerli integrallenebilir  R :    için  

    














b

a

b

a

dxxf
ab

dxx
ab

f 
11

. 

İspat. İspat için (Hardy ve ark, 1952) a bakınız. 

İspat. (Teorem 3.3.20.2 nin İspatı) f    ve f    konveks olduklarından  xf   

ve Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı olan  xf      için Jensen eşitsizliği 

uygulanarak 
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11 bfaf
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        (3.3.20.7) 

elde edilir. 00   olduğundan        bababaa 110011 1,11,     

yazılır. nk ,...,1,0   için (3.3.20.7) ifadesi   baba kkkk 11)1(,)1(       ye 

uygulanırsa 
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          (3.3.20.8) 

elde edilir. (3.3.20.8) deki her terim  kk  1  ile çarpılarak ve 0 dan n  ye toplam 

alınarak 
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elde edilir. Yani      n
b

a

n Ldxxf
ab

l  ,...,
1

,..., 11 


     elde edilir. Burada 

 nl  ,...,1   ve  nL  ,...,1   Teorem 3.3.20.2 deki gibidir. Diğer iki eşitsizliğin ispatı 

için aşağıdaki yol takip edilir. Yani 
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        (3.3.20.9)

RRf :   ve  xf   konveks ve   1
0

1 




n

k
kk   olduğundan,  
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yazılır (Gao, 2010). 

Örnek 1.  010  naa ,  0,...,1 naa   ve 0ia  olmak üzere Teorem 3.3.20.2. den 
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0    olacak şekilde en az bir ia  vardır. Bu halde,   bac kkk   1  olmak 

üzere,  
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cfcf
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          (3.3.20.11)  

elde edilir.  

 Hermite-Hadamard Eşitsizliği ile ilgili daha fazla bilgi için (El Farissi, 2010), 

(Ambrosio) ve en önemli kaynak olarak da (Dragomir ve Pearce, 2000) e bakınız. 
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3.3.21. Jensen Eşitsizliği 

 

  RI    bir  aralık  olsun  f ,  I üzerinde tanımlı konveks  bir  fonksiyon  olsun. 

Ixxx n , ... ,, 21 ,  0, ... ,, 21 n  ve 


N

i i1
1 ise 

                                                    


N

i ii

N

i ii xfxf
11

)( . 

Alternatif olarak, f   konveks  bir  fonksiyon,   NxX i , ... ,2,1:  gelişi  güzel 

(raslantısal)  ixP  olasılıklarına sahip bir değişken ve   1
1

 

N

i ixP  olsun. Bu halde, 

                                                              XfEXEf   

                                                      .)(
11  


N

i ii

N

i ii xPxfxPxf  

 İspat. İspat tümevarım ile yapılacaktır.  1N  olması halinde durum aşikardır. 

2N  için f  fonksiyonunun konveks olduğu kullanılırsa   

                                              22112211 xPxfxPxfxPxxPxf   

elde edilir. 1 kN  için doğru olsun. Ayrıca, 1,...,2 ,1  ki  için

      kii xPxPxP  1   olsun.             

                                  kki

k

i ik

k

i ii xPxfxPxfxPxPxf   



1

11
1  

                                                          kk

k

i iik xPxfxPxfxP   



1

1
1     (Kabulden) 

                                                        kki

k

i ik xPxxPxxPf   



1

1
1           2N  

                                                     kki

k

i i xPxxPxf   



1

1
 

                                                   ik

i i xPxf 


1
. 

Bu ise istenilendir. 
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3.4. Türevleri İçeren Önemli Eşitsizlikler 

 

3.4.1. Hardy-Littlewood Eşitsizliği  

 

Teorem 3.4.1.1. f  ve  ,nf  R  üzerinde tanımlı, sınırlı reel değerli bir fonksiyon 

olsun. nk ,,1,0   için,  

    RxxfM k
k  sup  

olsun. Bu halde genel n  değeri için  

k
n

knn
kn

n
k MMCM  0,                      (3.4.1.1) 

olur. Burada knC ,  sabittir.  

Hadamard (1914), eşitsizliği (3.4.1.1) ifadesinin özel bir durumu olarak 

1
1, 2  n

nC  olduğunu gösterdi. Özel olarak 2n  ve aynı k  değerleri için 

20
2
1 2 MMM                         (3.4.1.2) 

geçerlidir (Mitrinovic, 1970). 

 

3.4.2. Gorny’nin Eşitsizliğe Katkısı 

 

,I  uzunluğu   olan kapalı bir aralık olsun. ,f I  aralığı üzerinde n  defa 

türevlenebilir bir fonksiyon ve   0Mxf   ve    n
n Mxf   olsun. Bu halde her 

Ix  ve nk 0  için,  

    n

k

n
n

kk

kk MM
k

n
exf 










1

0
24  
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elde edilir. I  aralığının orta noktasında       n

k

n
n

k
kk MMexf 

1

0216  elde edilir. 

Burada  nnn nMMM  !,max 0  (Gorny, 1939; Mitrinovic, 1970). 

Not. Eğer   ,0I  veya   ,  ise nn MM   ve   ,  için herhangi bir 

nokta orta nokta gibi düşünülerek  kkn eC 216,   elde edilir. Böylece  
n

kn

n

kn
kn

K

K
C 

,

elde edilir. 

 

3.4.3. Kolmogoroff ’un Eşitsizliğe Katkısı 
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 için    .,

n

kn

n

kn
kn

K

K
C 

  

Tüm n  ve k  değerleri için 
2

1 ,


 knC  ve n  için 

21,


nnC  ve 

11, nC  dir (Kolmogoroff, 1939; Mitrinovic, 1970). 

 

3.4.4. Steckin’in Eşitsizliğe Katkısı 

 

 ,0  için a  ve b  pozitif sabitler olmak üzere  
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kn

k
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n
AC

kn

n
knaiçinnk

n

k

ne
AC

k

n
aiçin

n
k

2
,

2

4
,

2
1

,2

1

2

,

. 

Yine (3.4.1.2) denklemi yanında türevleri içeren eşitsizlikler de vardır.  ba,  kapalı 

aralığı üzerinde nf ,  defa türevlenebilir bir fonksiyon ve baaa n  1  olmak 
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şartıyla naa ,,1   , f  fonksiyonunun kökleri olsun. Bu halde, 1,,1,0  nk   için 

aynı aralık üzerinde 

           tfab
kn

tf k

bta

knk






 max
!

1
 

eşitsizliği vardır. Ayrıca bu eşitsizlik Bessmertnyh ve Levin (1962) tarafından 

geliştirildi. 

Diğer önemli bir eşitsizlik ise  

  1, tff  olmak şartıyla  1,1  aralığı içerisinde n  defa türevlenebilir reel değerli 

bir fonksiyon olsun.   1,1  açık aralığının içinde bir J  aralığı olsun. 

321 JJJJ   olacak şekilde 321 ,, JJJ  şeklinde ardışık parçalara ayrılsın ve 2J  

nin uzunluğu   ve     tfJm k
k inf  olsun. Bu halde,  

      3111

1
JmJmJm kkk  


 . 

Bu eşitsizlikten  
 

k

kkk

k

k
Jm



1
2

1

2


 elde edilir. Burada J,  nin uzunluğudur. 

  bxaxF ,  aralığı içinde kompleks değerli iki defa sürekli türevlenebilir 

bir fonksiyon ve bu aralığın alt aralıklarının herhangi birinde sabit olmasın. Üstelik 

eğer     02,0  bFaF  ve   0max 


xFİm
bxa

  ise  

 
  







 





 


2
,maxmin

222

xF

xF
bxa

 

elde edilir (Mitrinovic, 1970). 

 

 

 



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                    Vedat MİÇOOĞULLARI 

60 
 

3.5. Türevleri İçeren İntegral Eşitsizlikleri 

  

3.5.1. Wirtinger Eşitsizliği  

 

Teorem 3.5.1.1.     fxfxf ,2    reel değerli ve 2Lf   olsun. Bu halde, eğer 

  0
2

0




dxxf  ise  

    
 2

0

2
2

0

2 dxxfdxxf              (3.5.1.1) 

eşitsizliği geçerlidir. Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart A  ve B  sabit olmak 

üzere   xBxAxf sincos   olmasıdır (Mitrinovic, 1970).  

(3.5.1.1) eşitsizliği f  üzerinde daha zayıf şartlar altında ( f  ve  baf ,,  

aralığında sürekli,    bfaf   ve   
b

a

dxxf 0  ),  

    










b

a

b

a

dxxf
ab

dxxf 2
2

2 2
                 (3.5.1.2) 

ile bilinmektedir. (3.5.1.1) ifadesi her ne kadar Wirtinger eşitsizliği olarak anılsa da 

(3.5.1.2) eşitsizliği (3.5.1.1) eşitsizliğinden daha önce ifade edilmiştir. (3.5.1.2) 

eşitsizliğine Almansı eşitsizliği denir.  

 (3.5.1.2) eşitsizliğinde f  üzerine konulan şartlar daha da esnetilebilir. (3.5.1.2) 

eşitsizliğinden daha genel ve f  ve ,f   sürekli fonksiyonlar,    bfaf   ve ,p  

 ba,  açık aralığında pozitif ve sürekli fonksiyon ise  

   

 




b

a

b

a

dxxf

dxxfxp

2

2
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problemini maksimize eden f  fonksiyonu çalışıldı. (3.5.1.2) eşitsizliğinden önce 

ifade edilen  

   

dxdy
y
f

x
f

dxdyyxfyxp

T

T




































22

2,,

                   (3.5.1.3) 

ifadesinin maksimum değeri Schwarz (1885) tarafından çalışılmıştır.  

   1, yxp  ve   ,0, 
T

dxdyyxf  T  konveks bir bölge, l  ise T  bölgesi 

içinde iki noktayı birleştiren maksimal uzunluk olmak üzere (3.5.1.3) ifadesi için bir 

üst sınırın 
24

7 2l
 olduğu Poincare (1894) tarafından verilmiştir. Poincare aynı zamanda 

f  fonksiyonunun üç değişkeni olması halinde bir üst sınır vermiştir.  

 Benzer olarak T  konveks bir bölge olmak üzere O  noktasının T  bölgesine 

olan minimum ve maksimum uzunluğu sırasıyla l ve L  ve    0, 
T

dxdyyxf  olsun. 

Bu halde, 







23 13

1
,

2

3
min

LL

l
K  olmak üzere,  

   

K
dxdy

y
f

x
f

dxdyyxfyxp

T

T 1
,,

22

2





































 

olduğu Levi (1906) tarafından verilmiştir. 

 Levi (1913), farklı şartlar altında bu oranın değişik varyasyonlarını çalışmıştır. 

  ba,  aralığında,     0 bfaf  olmak üzere f   sınırlı olan bir fonksiyon 

olsun. Hatta   xf  olsun.  ba,  aralığında ölçülebilir 1k  ve 2k  alt kümeleri 

yazılsın. Bu halde,  
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216
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kk

b

a

kk

b

a

dxxf
ab

dxxf
ab

dxxfxf

dxxfabdxxf
ab

dxxf





  

(3.5.1.2) ifadesinin genelleştirilmiş versiyonu Pleijel (1949) tarafından f  reel 

değerli,    xfxf  2  ve 2Lf   olmak şartıyla,  

 

 
       

















 






2

0

2

22

0

2

0

2
2

0

2

2

0

2

2

0

2

222 dxxfdxxfdxxfdxxf

dxxf

dxxf

 

ile verilmiştir. 

 Bu tip eşitsizliklerin daha değişik varyasyonları ve yönlendirmeleri için 

(Mitrinovic, 1970) e bakınız. 

       ,0 xyxpxy                      (3.5.1.4) 

diferansiyel denklemini 0a  olmak şartıyla  aa,  aralığında ele alalım. Bu açık 

aralığın üzerinde f  sürekli bir fonksiyon ve   ,01 xy   (3.5.1.4) denkleminin bir 

çözümü ve   0




a

a

dxxp  olsun. Ayrıca, eğer     2, Lfafaf   ve 

    0





a

a

dxxfxp  ise      









a

a

a

a

dxxfxpdxxf 22  eşitsizliği sağlanır. 

 Eşitliğin sağlanabilmesi için gerek ve yeter şart    xAyxf 1  olmasıdır. 

Burada   01  ay  yada   01 ay  ise 0A  dır. 

 Bu eşitsizliklerin buna benzer bir analoğu olan      









a

a

a

a

dxxfxpdxxf 22  

eşitsizliği Beesack (1958) tarafından çalışılmıştır (Mitrinovic, 1970). 
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3.5.2. Opial Eşitsizliği 

 

Teorem 3.5.2.1.  h,0  aralığı üzerinde f   sürekli bir fonksiyon ve eğer 

    00  hff  ve  hx ,0  için   0xf  ise 

      
hh

dxxf
h

dxxfxf
0

2

0 4
                                   (3.5.2.1) 

yazılır. Burada 
4

h
 sabiti olabilecek en iyi sabittir (Mitrinovic, 1970). 

 Yukarıdaki f  fonksiyonu esnetilerek aşağıdaki eşitsizlik Olech (1960) 

tarafından verilmiştir. 

Teorem 3.5.2.2.   hf ,0,  aralığı üzerinde mutlak değerce sürekli bir fonksiyon ve 

    00  hff  ise (3.5.2.1) eşitsizliği sağlanır. Eşitliğin olabilmesi için gerek ve 

yeter şart 

   
 

    






















hx
h

xhcxf

h
xcxxf

xf

2
;

2
0;

   olmasıdır. Burada c  sabittir 

(Mitrinovic, 1970). 

 Olech (1960)’in ispatı Opial (1960)’in ispatından daha basittir. (3.5.2.1) 

eşitsizliğinin ispatını verelim. 

Teorem 3.5.2.3.  ag ,0,  kapalı aralığı üzerinde mutlak değerce sürekli bir 

fonksiyon ve eğer   00 g  ise 

      
aa

dxxg
a

dxxgxg
0

2

0 2
                   (3.5.2.2) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 
2

a
 olabilecek en iyi sabittir.  
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 (3.5.2.2) ifadesinde eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart c  sabit olmak 

şartıyla   cxxg   olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 

İspat. (3.5.2.2) ifadesinde sırasıyla 
2

,
h

agf   ve    
2

,
h

axhfxg   ise  

 

     

     







2

0

2
2

0

2

0

2
2

0

4

,
4

hh

hh

dxxhf
h

dxxhfxhf

dxxf
h

dxxfxf

 

eşitsizliği elde edilir.       
2

0

2
2

0 4

hh

dxxhf
h

dxxhfxhf  eşitsizliğinde 

txh   denilerek       
2

0

2
2

0 4

hh

dxxf
h

dxxfxf  eşitsizliği ile toplanırsa (3.5.2.1) 

eşitsizliği elde edilir. 

 Olech (1960)’in ispatından daha basit ispatlar verilmiştir. Bu ispatlardan bir 

tanesi Mallows (1965) tarafından verilmiştir. 

ax 0  için    dttgxh
x

 
0

 olsun. Bu halde, ax 0  için    xhxg   ve 

böylece, 

         2
00

22 ahdxxhxhdxxgxg
aa

            (3.5.2.3) 

yazılır. Bu sebeple Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizliğinden 

        dxxgadxxhdxdxxhah
aaaa

 









0

2

0

2

0

2

0

2
             (3.5.2.4) 

yazılabilir. (3.5.2.3) ve (3.5.2.4) ifadelerinin karşılaştırılmasından (3.5.2.2) eşitsizliği 

elde edilir. 
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 (3.5.2.4) ifadesindeki eşitliğin (yani (3.5.2.2) ifadesindeki eşitliğin) olabilmesi 

için gerek ve yeter şart   cxxg   olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 

Teorem 3.5.2.4.   Xa  olmak üzere p  fonksiyonu  Xa,  aralığı 

üzerinde pozitif ve sürekli bir fonksiyon ve   
X

a

dx
xp

1
 olsun. Ayrıca  Xa,  

aralığı üzerinde f  fonksiyonu mutlak değerce sürekli olsun. Xxa   için  

    ; 
x

a

dttfxf    ax  için    








 

x

a tp

dt
Oxf 2

 olması halinde 

           
X

a

X

a

X

a

dxxfxp
xp

dx
dxxfxf 2

2

1
 

eşitsizliği doğrudur. 

 Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart    
x

a tp

dt
cxf  olmasıdır. Burada c  

sabittir (Mitrinovic, 1970). 

Teorem 3.5.2.5.  bap ,,  açık aralığı üzerinde pozitif ve sürekli bir fonksiyon ve 

  
b

a xp

dx
 olsun. f  fonksiyonu    bXXa ,,,  aralıklarının her alt aralığında 

mutlak değerce sürekli ve Xxa   için     ; 
x

a

dttfxf bxX    için 

    ; 
b

x

dttfxf  ax  için     ;2









 

x

a tp

dt
Oxf  bx  için 

   








 

b

x tp

dt
Oxf 2

 varsa 

        
b

a

b

a

dxxfxp
K

dxxfxf 2

2
                 (3.5.2.5) 

yazılır. Burada X  ve ,K     K
tp

dt

tp

dt b

X

X

a

   ile belirlenir.  
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 Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart  
 

  

































bxX
tp

dt
B

Xxa
tp

dt
A

xf
b

x

x

a

;

;

 

olmasıdır (Mitrinovic, 1970). 

 Opial eşitsizliği bu son teoremde 0a  ve   1xp  alınarak elde edilir. 

 Teorem 3.5.2.4’ ün genelleşmiş versiyonu aşağıdaki teoremde verilmiştir. 

Teorem 3.5.2.6.  Xa,  kapalı aralığı üzerinde p  pozitif bir fonksiyon, 

  
X

a xp

dx
 ve ,q  pozitif, sınırlı ve artmayan bir fonksiyon olsun. Eğer ,f   Xa,  

aralığı üzerinde sürekli ve   0af  ise 

              
X

a

X

a

X

a

dxxfxqxp
xp

dx
dxxfxfxq 2

2

1
 

elde edilir.  

 Eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart  xq  in sabit ve    
x

a tp

dt
cxf  

olmasıdır. Burada c  sabittir (Mitrinovic, 1970). 

 Teorem 3.5.2.5’in genelleşmiş versiyonu da Teorem 3.5.2.6’dan elde edilir. 

 Opial eşitsizliğinin diğer yöndeki farklı varyasyonları aşağıdaki gibidir. 

Teorem 3.5.2.7. ,f   ba,  aralığı üzerinde mutlak değerce sürekli ve   0af  ise 

tüm 0p  ve 1q  için 

        1970). c,(Mitrinovi 





b

a

qpp
b

a

qp
dxxfab

qp

q
dxxfxf         (3.5.2.6) 

Yukarıdaki teoremde eğer     0 bfaf  ise aşağıdaki teorem elde edilir. 
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Teorem 3.5.2.8. ,f   ba,  aralığı üzerinde mutlak değerce sürekli ve 

    0 bfaf  ise tüm 0p  ve 1q  için, 

     







 




b

a

qp
pb

a

qp
dxxf

ab

qp

q
dxxfxf .

2
             (3.5.2.7) 

Daha fazla bilgi ve yönlendirme için (Mitrinovic, 1970) e bakınız. 

 

3.6. Çeşitli İntegral Eşitsizlikleri 

 

Bu kısımda bazı integral eşitsizlikleri, analitik yaklaşım ve tümevarım 

kullanılarak ifade edilmiştir.  

Önerme 3.6.1.  xf   ,  ba,  açık aralığında türevlenebilir ve   0af  olsun. 

Eğer   10  xf  ise,  

    
2

3









 

b

a

b

a

dxxfdxxf                        (3.6.1) 

Eğer   1 xf  ise (3.6.1) eşitsizliği yön değiştirir. Eğer   0xf  veya   axxf   

ise (3.6.1) ifadesinde eşitlik oluşur (Qi, 2000). 

İspat. bta   için        









t

a

t

a

dxxfdxxftF 3

2

  olsun. Basit bir hesaplama 

ile  

              tftGtftfdxxftF
t

a










  22  

      .12 tftftG    

  0 tf  ve   0af  olduğundan,  tf  artan ,   0tf . 

Aşağıdaki karşılaşılabilecek durumları değerlendirelim. 
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1.    10  tf   olduğunda   0 tG  olur.   0aG  olduğundan  tG  artan ve 

  0tG . Bu sebeple,       0 tftGtF , yani  tF  artandır.   0aF  olduğundan 

  0tF  ve   0bF  . (3.6.1) eşitsizliği geçerlidir. 

2.   1 tf  için   0 tG  olur. Yani  tG  azalandır.   0 tF . Dolayısıyla,  tF  

azalandır. Bu halde   0tF  dır. Yani (3.6.1) eşitsizliği yön değiştirir. 

3.   1 tf  veya   0tf  olması halinde eşitlik olduğundan   cttf   (3.6.1) 

ifadesinde yerine yazılarak ac   kullanılırsa   attf   elde edilir (Qi, 2000). 

Sonuç 1.  xf  ,  1,0  kapalı aralığında sürekli bir fonksiyon,   00 f  ve  

 1,0x  için   10  xf  olsun. Bu halde, 

    
21

0

1

0

3









  dxxfdxxf                        (3.6.2) 

(3.6.2) ifadesindeki eşitliğin olabilmesi için gerek ve yeter şart   0xf  veya 

  xxf   olmasıdır.  

Önerme 3.6.2.  xf  ,  ba,  kapalı aralığında .n  dereceden sürekli türevlenebilen 

fonksiyon ve 10  ni  için    0af i  ve    !nxf n   olsun. Bu halde  

    
1

2













 

nb

a

b

a

n dxxfdxxf                       (3.6.3) 

İspat.  bat ,  için 

      
1

2













 

nt

a

t

a

n dxxfdxxftH                    (3.6.4) 

olsun. Buradan, 

              tfthtfdxxfnxftH

nt

a

n
1

1 1 




















 

 , 



3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                    Vedat MİÇOOĞULLARI 

69 
 

                  tfthntfdxxfntfxfnth

nt

a

n
2

1

1
1 11 

























   , 

                        .11 3

2

232
2 tfthtfdxxfnntftfntfxfth

nt

a

nn 
























 
 

Tümevarım ile ni 2  için 

         
               tftftfintptftp

tftfntp
ini

ii

n










1
1

23
2 1

                              (3.6.6) 

olduğundan  

                    tfthtfdxxf
in

n
tptftfth i

int

a

i
ini

i 1!

!




 






















            (3.6.5) 

olduğu sonucuna varılır. 

10  ni  için    !ntf n   ve    0af i  olduğundan     ,0tf i 10  ni  

için artandır. Tümevarım kullanılarak 

       
k

i

k
k

ji

k

k

njkj

ii tfjjjCtp 














1

0
1.

110
1

1
0

,...,,  , 

olduğunu görmek kolaydır. Burada 10  ik  için kj  ve  110 ,...,, ijjjC  negatif 

olmayan tamsayılardır. 

Bu nedenle   0 tpk  ve   01  tpk  elde edilir ve nk 2  için  tpk 1  ve 

 tpk  artandır. Basit hesaplamayla        !1 ntptfth n
n

n  elde edilir.    !ntf n   

olduğu göz önüne alınırsa   01  thn  ve   0 thn  elde edilir. Bu halde,  thn  

artandır.  thi  tanımından 11  ni  için           01  
 apafafah i

ini
i   elde 

edilir. Bu nedenle i  üzerinde tümevarım kullanılırsa ni 1  için     0,0  thth ii  
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ve  thi  nin artan olduğu elde edilir. O zaman   0 tH  ve artandır. Dolayısıyla 

(3.6.3) eşitsizliği   0bH  ile elde edilir. Böylece (3.6.2) önermesi ispatlanmış olur 

(Qi, 2000).   
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

 

 Bu çalışma henüz tam olarak istenen hedefe ulaşmamıştır. Bunun en önemli 

sebeplerinden bir tanesi, işlenen her bir eşitsizliğin ayrı bir derinlik ve inceleme 

gerektirmesidir. Ayrıca, işlenen eşitsizliklerin bazıları için genelleştirilmiş varyasyonları 

literatürde detaylı bir şekilde taranmamıştır. 

 Buna rağmen, mevcut çalışma eşitsizlikler teorisi ve ülkemizde bu yönde çalışmak 

isteyenler için iyi bir katalog teşkil etmektedir.   



5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER                                                                Vedat MİÇOOĞULLARI 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

 Sonuç olarak bu tezde birçok eşitsizlik detaylı bir irdeleme gerektirmektedir. 

Öneri olarak ise detaylı bir irdeleme yapılırsa hedeflenen sonuca varılmış olur. 
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 ÖZET 

 

 Bu tezde çok bilinen klasik eşitsizlikler ispatlarıyla birlikte sistematik bir 
disiplin içerisinde çalışıldı. 

 Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizliği, Abel eşitsizliği, Jordan eşitsizliği, 

Bernoulli eşitsizliği, Chebysev eşitsizliği, Young eşitsizliği, Hölder eşitsizliği, 

Minkowski eşitsizliği, Aczel eşitsizliği, Grüss eşitsizliği, Steffensen eşitsizliği, Schur 

eşitsizliği, Shapiro eşitsizliği, Hilbert eşitsizliği, Hardy eşitsizliği, Hardy-Landau 

eşitsizliği, Carleman eşitsizliği, Polya-Knopp eşitsizliği (Carleson eşitsizliği), 

Hermite-Hadamard eşitsizliği, Jensen eşitsizliği, Hardy-Littlewood eşitsizliği, 

Wirtinger eşitsizliği, Opial eşitsizliği ve çeşitli integral eşitsizlikleri çalışıldı.    
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SUMMARY 

 

 In this thesis, the well known classical inequalities including their proofs are 
studied with a systematic discipline. 

 Cauchy-Buniakowski-Schwarz inequality, Abel’s inequality, Jordan’s 

inequality, Bernoulli’s inequality, Chebysev’s inequality, Young’s inequality, 

Hölder’s inequality, Minkowski’s inequality, Aczel’s inequality, Grüss’ inequality, 

Steffensen’s inequality, Schur’s inequality, Shapiro’s inequality, Hilbert’s inequality, 

Hardy’s inequality, Hardy-Landau inequality, Carleman’s inequality, Polya-Knopp 

inequality, Hermite-Hadamard inequality, Jensen’s inequality, Hardy-Littlewood 

inequality, Wirtinger’s inequality, Opial’s inequality and several integral inequalities   

are studied.  




