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Bu calisma alti bdliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tezin amaci ve bu konunun segilme
gereksinimi anlatilmistir. Tkinci boliim ise, tezin ilerleyen kisimlarda gerekli olan temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliim ise Banach cebirlerinin Wedderburn ayrisimina ayrilmistir.
Bu boliimde ayrisim, Banach cebirleri ve Grup Banach cebirleri olarak ayri ayri ele alinmustir.
Dérdiincii bolim ise Banach cebirlerinin geometrik ozellikleriyle ilgilidir. Bu 6zellikler, Banach
cebirinin kompleks ve reel olmasi durumlari ayr1 ayri ele alinarak incelenmistir. Beginci boliim ise bir
Banach uzay1 i¢in birim yuvarin sahip oldugu bazi geometrik 6zelliklerin incelenmesine ayrilmistir.
Altinc1 boliim ise tezin sonuglart ve dnerilerine ayrilmistir.
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This thesis is composed of six parts. The first part explains the goal of the thesis and the reason for the
choice of this topic. The second part mentions about basic definitions and theorems which are
necessary for the following parts. In the third part, Wedderburn decomposition of Banach algebras is
defined. In this part, the decomposition is explained as Banach algebras and Group Banach algebras
seperately. When the subject comes to fourth part, it is related to the geometric properties of Banach
algebras. These properties are analysed by explaining the circumstances of Banach algebras’ being
complex and real one by one. The fifth part is devoted to study some geometric properties which the
unit ball has for a Banach space, and the sixth part gives information about the results of the thesis and
the suggestions.
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SIMGELER DiZIiNi

:Kompleks sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve birim ¢ember

:Banach cebiri

:A Banach cebirinin radikali
:A>l olmak iizere ideal

:h(1) | idealinin kabugu

10 doniisimiiniin ¢ekirdegi

:A cebirinin maximal ideal uzay1

:Direkt toplam

:Izdiisiim operatorii

:Cebirin r elemaninin spektral yarigapi
:Lokal kompakt abel grubu

:G grubunun dual grubu
:G grubunun grup cebiri
:G grubunun Fourier cebiri

: f e '(G) fonksiyonunun Fourier doniisiimii

A

: f fonksiyonunun A(G) deki normu

f fonksiyonunun L'(G) deki normu

:G o K, kabugu kompakt K kiimesi olan en biiyiik ideal
:G o K, kabugu kompakt K kiimesi olan en kiigiik ideal
1 = LY(G) olmak iizere L'(G) cebirinin bdliim cebiri

X elemaninin spektrumu

:X elemaninin rezolventi (C - O'(X))

:Girisim islemi

:Indeks kiimesi

:Maksimal ideal Uzay1

:R < U olmak iizere U cebirinin bsliim cebiri
:Cebirsel Izomorfizma
:X ten R ye taniml1 siirekli fonksiyonlar kiimesi

:M(X,,&) yuvarimn kompakt kapanisi
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1. GiRiS Faik GURSOY

1. GIRIS

Matematikte, uzaylarin tlimlenebilir veya tiimlenemez uzay olmasi, bu
uzaylarin ozelliklerinin Ogrenilmesi agisindan biiyilk 6neme sahiptir. Banach
cebirlerinde de ayn1 problem mevcut durumdadir. Ozellikle de bilinen yapilarla
cebirin ayrisima sahip olmasi 6nem tagimaktadir. Wedderburn, Jacobson (1980)
in kitabinda bahsedildigi gibi, sonlu boyutlu cebirlerde cebirin radikal ile
tamamlanabilir oldugunu ispatlamistir. Benzer soru sonsuz boyutlu uzaylar i¢inde
hala gegerlidir.

Ele aliman Banach cebirlerinin ¢ogunun Wedderburn ayrigimina sahip
olmadig1 goriilerek bu uzaylar ve boliim uzaylar1 hakkinda genel bilgi edinilmis
olacaktir. Ayrica Banach cebirlerinde temel teoremlerden olan Gelfand teoremi,
bu incelemede kullanilmasi Ogrenilecek ve bazi uzaylar i¢in bu inceleme
yapilmaya c¢alisilacaktir.

Biz Banach cebirleri i¢cinde bu sartlar1 tasiyan uzaylari, bu uzaylarla elde
edilen boliim uzaylarinin Wedderburn ayrigimina sahip olup olmadigini, Bade ve
Curtis (1960), Bachelis ve Saeki (1987) ve Bade ve Dales (1992) in ¢alismalarini
ele alarak inceleyecegiz.

Yine bu tezde Banach Cebirleri ve Banach uzaylarinin geometrik
ozelliklerini de Bohnenblust ve Karlin (1955), Ingelstam (1962) ve Lin ve ark
(1986) nin ¢alismalarini ele alarak inceleyecegiz.

Bu calisma, boliim grubu Banach cebirlerinin Wedderburn ayrisimina
sahip olup-olmadiginin dgrenilmesi agisindan ve ayrisimin hangi sartlar altinda
miimkiin olup-olmadiginin incelenmesi ve 6grenilmesi agisindan ¢ok dnemlidir.
Ciinkii sonsuz boyutlu uzaylar i¢cin Wedderburn ayristmi problemi hala
coziilememistir. Ayrica, Banach cebirlerinin ve Banach uzaylarinin geometrisinin
incelenmesi de literatlirde biiylik 6neme sahiptir. Bu konularda 6grenilecekler,

sonrasinda yapilacak olan ileri diizey ¢aligmalara temel teskil edecektir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu problemle ilgili olarak, Feldman (1951), Bade ve Curtis (1960), Bachelis
ve Saeki (1987), Bade (1989), Bade ve Dales (1992), Michel Solovej (1995),
Mustafayev ve Ulger (1999), Mustafayev (2003), Seferoglu (Mustafayev) (2003) ve
Mustafayev ve Karaev (2002)  tarafindan gilinlimiize kadar bu c¢alismalar
stirdliriilmektedir. Biz bu tezde ilk olarak; Bade ve Curtis (1960), Bachelis ve Saeki
(1987) ve Bade ve Dales (1992) nin ¢aligmalarini sonrasinda da Bohnenblust ve
Karlin (1955), Ingelstam (1962) ve Lin ve ark (1986) nin ¢alismalarini inceledik.

Bade ve Curtis (1960), calismalarinda Wedderburn temel teoreminin hangi
sartlar altinda sonsuz boyutlu degismeli Banach cebirleri i¢in saglandigini
arastirmistir. Yine ayni ¢alismada kapali olmayan B alt cebiri i¢in Wedderburn

ayrisiminin gecerliligi de arastirilmistir.

Bachelis ve Saeki (1987) ¢alismasinda L' (G)/ Js boliim cebirini ele alarak

bu cebir i¢in kuvvetli Wedderburn ayrigtminin olmadigini ispatlamigtir.
Daha sonra Bade ve Dales (1992) daha da ileri giderek L' (G)/ J cebirleri
icin Wedderburn ayrisiminin mevcut olmadigini ispatlamistir.

Bachelis ve Saeki (1987) nin L' (G)/ J cebiri igin yaptid1 ispatta, onemli bir
bicimde Gelfand (1941) teoremini kullanmigtir. Bu teorem daha sonra Hille (1957)
tarafindan genellestirilmistir. Bachelis ve Saeki (1987) nin yukarida sozii edilen
teoremdeki ispat teknigi, Gelfand teoreminin Banach cebirlerinin Wedderburn
ayrisiminin mevcut olup olmamasi yoniinde bazi fikirler edinilmesinde biiylik 6neme
sahip oldugunu gostermektedir. Bu yiizden Banach cebirlerinin Wedderburn
ayrisimina  sahip olup-olmadigi incelenirken Gelfand teoreminden ¢okca
faydalanildig: goriilecektir.

Ayrica, Bohnenblust ve Karlin (1955) de Banach cebirlerinin birim
yuvarlariin geometrik 6zelliklerini incelemis ve Ingelstam (1962) de bu sonuglar
kullanarak reel cebirlerle ilgili geometrik 6zellikleri incelemis ve onemli sonuglar

elde etmistir.
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Bu o6nemli sonuclar cebirlerin vertex o0zelligi olarak bilinen ve Banach
cebirlerinin geometrik 6zelliklerinin incelenmesinde referans alinan sonuglardir.
Ayrica, Lin ve ark. (1986) da Banach uzay1 olarak bir 6l¢tim uzayini ele almis

ve bu uzayda birim yuvarin bazi geometrik 6zelliklerini incelemistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Calisma tamamen teorik olup daha dnce bu konuda yapilmis olan ¢alismalar
incelenmis ve kitaplardan faydalanilmistir. Literatiirde bulunan bazi Banach
cebirlerinin Wedderburn ayrigimlar1 irdelenerek, var olan sonuglar i¢in ayrica
geometrik 6zellikler incelenmeye ¢aligiimistir.

Bunun i¢in kaynaklarda belirtilen c¢alismalar detaylica incelenmis olup,
problemin devami olacak sekilde konu hakkinda bilgi edinilmis ve bunlar yapilirken,
elde edilen sonuglar1 karsilastirma imkani elde edilmistir.

Calisma boyunca YOK, Bilkent ve ODTU Kkiitiiphanelerindeki ilgili yayinlar
taranarak ve temin edilmistir. Ayrica ¢alisma boyunca internet imkanlarindan da

faydalanilmstir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA
4.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu bolumde daha sonraki bolimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler
verildi. Bu kavramlar Reiter (1968), Rudin (1966), Rudin (1973) ve Larsen (1973)

kaynak alinarak yazilmistir.

Tamm 4.1.1 (Grup) : G kiimesi asagidaki 6zellikleri saglayan +:GxG — G ikili
islemiyle birlikte bir abel gruptur ve bu grup (G,+) ile gosterilir:

1) X+y=y+x,¥X,yeG

i1) X+(Y+2)=(X+Yy)+2Z, her X,y,z2eG

1i1) X+0=0+x=x,VXx e G icin e birim elemandir.

iv) V x e G i¢in X — X =0 olacak sekilde bir (-x) e G vardur.

Tanim 4.1.2 (Altgrup) : (G,+) bir grup ve G > H da G kiimesinin altkiimesi olsun.
Eger (H,+) da bir grup ise bu takdirde H grubuna G grubunun altgrubu denir.

Tamm 4.1.3 (Uzay): Verilen bir ciimle iizerinde cebirsel veya geometrik bir yapi

kurulmusgsa bu climleye uzay denir.

Tanim 4.1.4 (Topolojik uzay): X bos olmayan bir kiime; ve X kiimesinin
altkiimelerinin bir smifi olan 7 verilsin. Eger asagidaki sartlar1 saglantyorsa; 7
siifina X tizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de topolojik uzay denir.

T1) O, X eT,

T2) her i =1,2,...,n igin G, € T olmak iizere [|G; e 7,

i=l

T3)her i € | i¢in G, € T olmak iizere UGi €T
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Tamm 4.1.5 (Bir Kiimenin Ortiisii): R nin bazi alt kiimelerinin bir I sinifin1 goz

ontine alalim. Bir A < R kiimesi i¢in Ac U A, , A, €I yazilabiliyorsa I" sinifina A
AeA

kiimesinin bir értiisti adi verilir.
Bu durumda A kiimesinin her noktasi I' sinifindaki bir kiimenin ig¢inde

bulunur.

Tamm 4.1.6 (A¢ik ortii): (X,7) topolojik uzay ve X > 4 olsun. Eger 4 ¢ UGi

iel

olacak sekilde (G,),., simmfina 4 kiimesinin bir a¢ik ortiisii denir.

Tamm 4.1.7 (Sayilabilir Ortii): T sinifi A4,,4,,...,4, ... gibi kiimelerin olusturdugu

sayilabilir bir sinifsa ve A cUAi yazilabiliyorsa I' sinifina A kiimesinin bir
i=1

sayilabilir ortiisii ad1 verilir.

Tanim 4.1.8 (Kompakt Kiime): Bir A c Rkiimesinin her agik Ortiisiiniin bir sonlu
alt ortiisii varsa A bir kompakt kiimedir. Yani A kiimesi kompakt ise her I' agik

Ortiisiiniin ~ sonlu sayida, Ornegin n tane, ag¢ik kiimeden olusan bir

{4, eT:i=1.2,...n} alt smifi vardir ve Ac U A, yazilabilir.

i=l1

Tamm 4.1.9 (Lokal kompakt topolojik uzay): (X,7) topolojik uzaymin her x

noktasi, X uzayinda kapanisi kompakt olan bir komsuluga sahipse; X uzayma lokal

kompakt topolojik uzay denir.

Tanim 4.1.10 (Zayif, kuvvetli topoloji) : ()X, 7) topolojik uzay ve T ver de bu
uzayda iki topoloji olsun. Eger T et ise yani 7 topolojisine gore her agik kiime
T topolojisine gore de aciksa; 7 topolojisi T topolojisinden kuvvetlidir veya T

topolojisi 7 topolojisinden zayiftir.
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Tamm 4.1.11 (Dual Topolojik Uzaylar, Zayif ve Kuvvetli Yakinsama): Genel
olarak bilinmektedir ki; bir topolojik vektdr uzayindaki topoloji sifir noktasinin

komgsuluklar1 (veya taban komsuluklari) ile belirlenir. X bir Banach uzay1 olmak

tizere X de sifirin {x:||x||<8} komsuluklar1 ile olusan topolojiye kuvvetli topoloji

denir. Bu topolojiye gore X de bir {x,} dizisinin x noktasina yakinsamasi demek

X, — x|| — 0 olmas1 demektir. Bu yakinsama kuvvetli yakinsama olarak adlandirilir.

Simdi de =zayif topolojiyi (w-topoloji) tanimlayalim. Keyfi ¢ > 0 ve sonlu

frionf,€X" igin X de {x:| f,(x)|<é&,..| f,(x)|<&} komsuluklar ile olusan
topolojiye zayif topoloji veya w-topoloji denir. X den elde edilen her (x,) dizisinin x
noktasina zayif topolojiye gore yakinsamasi demek, her f e X" i¢in f(x,) > f(x)

olmasi demektir. Zayif (weak) topoloji bazen o(X, X ") ile de gosterilir.
Dual uzaylarda bu iki topolojinin yani sira daha zayif topolojilerden de

bahsedilebilir. X normlu uzay, X* bu uzayin duali olsun. Keyfi ¢ >0 ve sonlu
XX, € X" igin X* da {f:| f(x,)|<&,.] f(x,)]< &} komsuluklarinin belirttigi
topolojiye zayif*topoloji veya w*-topoloji denir.

Buradan anlasilacagi gibi; X~ da bir (f,) dizisinin f'e zayif* (w*) topolojiye

gore yakinsamasi demek, her x € X i¢in f, (x) = f(x) olmas1 demektir.

Tamm 4.1.12 (Topolojik grup): G bir grup ve ayn1 zamanda topolojik uzay olsun.

1) G+G—> G doniisiimii siirekli,

(x,y) = x+y

i1) G—> G doniisiimii siirekli

ise G ye bir topolojik grup denir. Dahasi bir topolojik grup; bir G grubunun grup
islemlerini stirekli kilan bir topoloji ile donatilmasidir. Burada G grubu abel grup ise
bu topolojik gruba topolojik abel grubu adi verilir. Ayrica her noktasi acik olan

gruba da diskret grup adi verilir.

Tanim 4.1.13 (Kompakt topolojik grup): G bir topolojik grup olsun. Bu grup,
tizerindeki topolojiye gore kompakt ise bu topolojik gruba; kompakt topolojik grup

ad1 verilir.
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Tamm 4.1.14 (Lokal kompakt topolojik grup): G bir topolojik grup olsun. Bu
grup, lizerindeki topolojiye gore lokal kompakt ise bu topolojik gruba; lokal kompakt
topolojik grup denir.

Tanim 4.1.15 (Homomorfizma, izomorfizma): Bir (G,+) grubundan bir (H ,+)
grubu i¢ine tanimli
P(x+y)=h(x) +(y)
dontistimiine bir homomorfizma adi verilir.
Eger bu homomorfizma bire-bir ise bu takdirde izomorfizma adin1 alir. Eger
G grubundan H grubuna bir izomorfizma varsa bu takdirde G ve H izomorfik grup

olurlar.

Tamm 4.1.16 (Dual grup): G bir lokal kompakt topolojik abel grup ise, y : G =T

seklinde G grubundan 7 birim ¢ember i¢ine tanimli siirekli bir homomorfizmaya

karakter ad1 verilir. Bu sekilde tanimli tiim karakterlerin kiimesi de G nin karakter
grubu veya dual grubu olarak adlandirilir ve G veya [ ile gosterilir. Burada
T ={A eC:| A|=1} seklindedir. Sunu da belirtelim ki; buradaki G dual grubunun

kendisi de ayn1 zamanda bir lokal kompakt topolojik abel gruptur.

Tammm 4.1.17 (Lineer Vektor Uzay): Bir {G, #} Abelyen grubunu ve bir
{F ,+,><} cismini goz Oniine alalim. 1 bu cismin carpmaya gdre birim elemanini
gostermektedir. * ile bir /' x G — G ikili islemini tanimlayalim. Dolayisiyla bu ikili
islem cismin her a € F' ve grubun her x € G iiyesine yine grubun bir & * x iiyesini
kars1 getirmektedir. Ayrica bu * ikili isleminin asagidaki Ozellikleri sagladigini
kabul edelim:

VYa,feF vex,yeG igin;

i) (axf)*x=a*(B+*x) saglanr

ii) (a+B)sx=(a*x#(f*x),ax(x#y)=(a*xW(a*y) saglanr

iii) I*x = x saglanir
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Bu kosullar1 gergekleyen V' = {G,F ,#,+,x,*} sistemine F cismi tzerinde bir lineer
vektor uzayr adi verilir. Grubun iyeleri vektorler, cismin elemanlar1 da skalerler

olarak adlandirilir. # iglemi vektor toplami, * iglemi ise skaler ¢arpma adin1 alir.

Tamm 4.1.18 (Alt Uzaylar): V' bir vektor uzay1 ve U < V' olsun. V deki islemlere
gbore U alt kiimesi bir lineer vektdr uzay: ise U kiimesi bir alt uzay adin1 alir. Alt
uzaylar bazen lineer katman olarak da adlandirilirlar. Bir U < V" alt kiimesinin bir alt
uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar

1) Vu,,u, eU iginu, +u, eU

i1) VaeF,ueU igin aueU

olmasidir.

Tamm 4.1.19 (Norm, normlu uzay): C veya R lizerinde tanimli bir lineer uzay

(vektdr uzayi) X olsun. |||| : X — C (veya R) fonksiyonu her x,y € X ve a € C igin

asagidaki sartlar1 saglyorsa ; || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, -|)

ikilisine de normlu uzay denir.
D =0,

i) |f=0ex=0

iii) x € X, a skaler i¢in,

| <a]x

b

iv) Her x,y e X i¢in,

xt o<+

2

Norm, x - ||x|| seklinde bir fonksiyondur.

Tanim 4.1.20 (Cauchy dizisi, Banach uzayi): X normlu uzayinda bir (x,) dizisi

alalim. Eger

xn—xm”—)O, (n,m — o)
ise (x,) dizisine Cauchy dizisi denir. X normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayin

bir elemanina yakinsak ise X e bir Banach uzay: denir.
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Tamm 4.1.21 (Banach Uzaylarinda Lineer Operatorler): X ve Y iki Banach uzay1

olsun. 7: X — Y doniisiimii herx € X i¢in Y nin bir tek y = 7x elemanina karsilik

getiriyorsa bu doniisiime X lizerinde tanimli bir operator denir.

Tanim 4.1.22 (Lineer operator): 7: X — Y operatori X den elde edilen her
x,,x, ve a,f3€C olmak iizere T(ax, + fx,) = alx, + fTx, sartin1 sagliyorsa T

operatoriine /ineer operator denir.

Tanim 4.1.23 (Smrh operator): 7: X — Y lineer operatériic X den elde edilen
her sinirh kiimeyi Y de baska bir sinirh kiimeye doniistiirtirse, 7" lineer operatoriine
strl lineer operator denir.

Bir baska deyisle; her x € X i¢in

T,

y <.,

olacak sekilde bir C >0 sabiti varsa T ye sinirli operator denir.

Tamm 4.1.24 (Operatoriin normu): 7: X — Y smirl ve lineer operator olsun.

7.l <l

esitsizligini saglayan C sayilarimin infimumuna, 7' operatoriiniin normu denir ve

I7|| ile gosterilir.

I = nele > 0], <], )

Tammm 4.1.25 (Siirekli operator): Eger 7:X —Y lineer operatorii igin

X, —x|| =0 olmasi ||Txn - Tx” , =0 olmasim gerektirirse 7" operatdriine siirekli

operator denir.
X uzaymi Y uzayina doniistliren tiim lineer ve sinirli operatorlerin kiimesini

B(X,Y) ile gosterelim.

Tanim 4.1.26 (Lineer fonksiyonel) : X Banach uzayinda tanimhi f: X —>C

doniisimii X  uzaymdan elde edilen her x,y ve her «a,f€C igin

10
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flax+pBy)=af(x)+ B f(p) esitligini saglarsa bu doniisiime lineer fonksiyonel

denir.

Tamm 4.1.27 (Sinirh fonksiyonel ve fonksiyonelin normu) : X bir Banach uzayi

ve fde X iizerinde tanimli bir lineer fonksiyonel olsun. Her x € X igin
/0] <l
olacak sekilde bir C >0 sabiti varsa bu fonksiyonele sinirli fonksiyonel ad1 verilir.

Yukaridaki esitsizligi saglayan C sabitlerinin infimumuna f fonksiyonelinin

normu denir ve || f || ile gosterilir. Yani || f || = sup |f (x)|

dir.
Ilxll6 ||x||

Teorem 4.1.28: Normlu bir X uzayi i¢in, X~ dual uzay1 bir Banach uzayidir.

Tamm 4.1.29 (Alt Uzaylarin Toplam): V' vektor uzayinin iki alt uzayr U, ve U,
olsun, U, + U, kiimesini

U +U, :{u =u, +u, :Vu, €U, ve Vu, eUz}g V
seklinde tanimlayalim. 7 nin bir alt uzay1 oldugu goriilen bu kiimeye U, ve U, alt

uzaylarinin toplami denir.

Tamm 4.1.30 (Direkt Toplam): Bir X Banach uzayinin kapali bir altuzay1 M olsun.
Eger,

X=M+N M NN ={0}
olacak sekilde X in kapali bir N altuzay1 varsa, bu takdirde; M altuzayr X de
tiimlenebilirdir denir. Bu durumda; X uzay1 M ile N alt uzaylarinin direkt toplamidir
denir ve X =M @© N seklinde gosterilir. Bagka bir ifadeyle;

V' vektdr uzaymn iki alt uzayr U, ve U, ve U =U,+U, cV bu iki alt
uzayin toplami olan alt uzay olsun. U daki her u vektori u, eU, ve u, €U, tek
olarak belirlenmek iizere u = u, +u, seklinde gosterilebiliyorsa bu alt uzay toplamina

direkt toplam ad1 verilir ve U =U, @ U, yazilir.

11
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Tanim 4.1.31 (Sifir wuzayl)): P:X —> X Dbir lineer doniisim olsun.
P'({0}) ={x e X : Px=0} = N(P) uzay1, X in bir altuzayidir ve P doniisiimiiniin

stfir(null) uzayr ad1 verilir.

Tamm 4.1.32 (izdiisiim operatorii, Projeksiyon): X bir Banach uzay1 olsun. Eger
her xe X igin P(Px)=Px ve P>=P ise, P: X = X bir lineer doniisiimiine
izdiisiim operatorii adi verilir. Kabul edelim ki; N(P) sifir uzayr ve R(P) deger
kiimesi ile birlikte P doniistimii X de bir izdiisim operatorii olsun. Bu takdirde;
R(P)NN(P)=1{0} ve X =R(P)+ N(P) olur. Eger X in 4 ve B uzaylar igin
ANB={0} ve X =A+B yazlabilir ise, bu takdirde; 4= R(P) ve B= N(P)

olacak sekilde X de bir tek P izdiisiim operatorii mevcuttur.

Tamm 4.1.33 (Operatoriin c¢ekirdegi): 7 : X — Y operatorii lineer ve sinirhi bir
operator olsun.

KerT = {x :Tx = 0} kiimesine T operatoriiniin ¢ekirdegi, RanT = {Tx xeX }
kiimesine ise 7 operatdriiniin deger kiimesi denir.

Lineer bir operatoriin siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart; bu operatoriin

cekirdeginin kapali olmasidir. Eger KerT = {0} ise T operatoriine bire-bir,
RanT =Y ise T operatoriine 6rtendir denir.
Eger T: X — Y operatorii bire-bir ve drten ise bu operatdriin 7' 1Y — X |

T~'(Tx) = x olacak sekilde tersinden bahsedilebilir.

Tanim 4.1.34 (Dual uzay): X Banach uzayinda tiim siirli lineer operatorlerin

kiimesine X uzayinin dual uzayr denir ve X" ile gosterilir.

Tammm 4.1.35 (Lineer fonksiyonel): X Banach uzayinda tanimli f: X —»C

doniistimii X uzayindan elde edilen her x, y ve her a, f €C igin

flox+py)=a f(x)+ B f(»)

esitligini saglarsa bu doniistime lineer fonksiyonel denir.

12
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Tamm 4.1.36 (Carpimsal lineer fonksiyonel): Bir Banach cebiri iizerinde her
X,y €B i¢in ;((xy): ;((x);((y) sartin1 saglayan y:B — C sifir olmayan lineer

doniisiimiine ¢carpimsal lineer fonksiyonel denir.

Tamm 4.1.37 (Cebir): A kiimesi C cismi lizerindeki bir lineer uzay olsun. Eger
Ax A dan A ya taniml olan ve (x,y) — xy olarak belirlenen doniisiim, x,y,z € 4
ve ¢ €C

i) x(yz) = (xy)z

i1) x(y+z)=xy+xz, ((xX+y)z=xz+)yz

i)  a(xy)=(a)y =x(ay),
sartlarini sagliyorsa; bu doniisiime bir cebir denir.

iv) xy = yx ise degismeli cebir,

iv) ex=xe=x, ec A ise birimli cebir adin1 alir.

Tanim 4.1.38 (Altcebir): 4 bir cebir ve 4>/ verilsin. [ lineer altuzayi, x,yel

oldugunda xy e I ise bu [ altuzayina altcebir denir.

Tanim 4.1.39 (Normlu cebir): C {izerindeki bir (A4,||-||) normlu lineer uzay1 eger

1) A bir cebir,

5

1) X,y € A olmak lizere ||xy|| < ||x|| || y

sartlarini sagliyorsa; A cebirine bir normlu cebir ad1 verilir.

Tanim 4.1.40 (Banach cebiri): Eger (4,||-||) normlu cebiri bir Banach uzayi ise bu

normlu cebire bir Banach cebiri denir.

Her x,y e A4 i¢in xy = yx ise A cebirine degismeli cebir denir. A Banach
cebirinin ¢arpma islemine gore etkisiz elemani varsa yani her xe 4 i¢in xe =ex = x
olacak sekilde e € 4 varsa, A cebirine birimli cebir ve e elemanina da cebirin birim
elemani denir.

Biz bundan sonra ele alacagimiz biitiin Banach cebirlerin degismeli ve

kompleks Banach cebiri oldugunu kabul edecegiz.

13
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Tamm 4.1.41 (ideal): A4 bir cebir ve / da bir alt cebir olsun. xe 4 ve y e[ igin
xy € I oluyorsa, [ altcebirine ideal adi verilir. Eger burada / # A4 ve [ #J ise, |

ideali has ideal olur.

Tamm 4.1.42 (Maximal ideal): 4 bir cebir ve / (A D ) da bir ideal olsun. / ideali

baska hicbir ideal tarafindan kapsanmiyorsa, bu ideale maksimal ideal denir.

Tanim 4.1.43 (Regiiler ideal): 4 bir cebir ve 4 D olsun. Eger en az bir u € 4 igin
(xu—x) eI olacak sekilde bir x € A bulunabiliyorsa; / idealine regiiler ideal denir
ve u elemanina da / modiiliine gore 4 nin birimi denir. Burada ayrica u elemaninin
A/I boliim cebirinin birimi oldugunu sdyleyebiliriz.

A cebiri birimli ise, her ideal regiilerdir ve e elemani da her ideal icin

0zdeslik(birim) modiiliidiir.

Tamm 4.1.44 (izometri , izometrik uzaylar): (X,d) ve (Y, p) metrik uzaylari
arasindaki g : X — Y seklinde lizerine bir fonksiyon ve her x,,x, € X i¢in

p(g(xl )’g(xz )) = d(xl,xz)

bagintis1 saglaniyorsa bir izometri adm alir. Aralarinda bir izometrinin varligi

belirlenmis metrik uzaylar da izometrik uzaylar olarak adlandirilir.

Tanim 4.1.45 (Karakter): 4 degismeli bir kompleks Banach cebiri olsun. A dan
kompleks sayilar cismi {izerine tanimli sifir olmayan bir homomorfizmaya bir

karakter denir. Her karakter stureklidir.

Tamm 4.1.46 (Maksimal Ideal Uzay1): 4 degismeli bir kompleks Banach cebiri
olsun. A4 iizerindeki tiim karakterlerin uzayma 4 nin maksimal ideal uzay: denir. A"

dan alman zayif -topoloji ile donatilmis bu uzay lokal kompakt Hausdorff uzayidir.

Tanim 4.1.47 (Kiime cebiri ve o -cebir): Bir X kiimesini ve kiimenin tim alt

kiimelerini igeren P(X)kuvvet kiimesini gozoniine alalim. X in bir I' < P(X)alt

14
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kiimeler sinifi agagidaki 6zellikleri gergekliyorsa bir kiime cebiri adinmi alir( bu sinifa
bir Boole cebiri de diyecegiz).

1) Her A4,,A4, eTigin 4, U 4, € I" bagmtis1 saglanir,

11) Her A4eTigcinA'= X — A el bagntis1 saglanir,

(1) ve (i1) ozelliklerine ek olarak sayilabilir birlesimlerle ilgili

1ii) A elieN iginUAi e I' bagintis1 saglanir,

i=1

ozelligi de varsa I' smifi bir o - cebri adim1 alir. Bu durumda sif iiyelerinin bir

sayilabilir arakesiti géz oniine alindiginda i € N olmak iizere A, Figinﬂ 4 el
i=1

bagintisinin da saglanacagi agiktir. P(X ) kuvvet kiimesi X kiimesi iizerindeki en

genis o - cebrini olusturur.

Tamim 4.1.48 (Ol¢iim): X bir kiime, I' bu kiimenin alt kiimelerinin bir o - cebri
olsun. T' smifin1 negatif olmayan reel sayilara doniistiren m:T' — R" kiime

fonksiyonu I' sinifindaki ayrik kiimelerin bir {Ai deN }toplulugunun sayilabilir her

birlesimi i¢in
m(OA,.] = im(Al.),VAl. NA, =¢,i+j
i=1 i=1

esitligini saglarsa I" lizerinde bir 6/¢iim adim alir.

Tamim 4.1.49 (Ol¢iim Uzay): (X ,F,m) siralt li¢lisiinii ifade eder. Burada X bir

kiime, I' sinifi X in alt kiimelerinin bir o - cebri ve m kiime fonksiyonu I' sinifi

tizerinde bir 6l¢timdiir.

Tamim 4.1.50 (Olasihk Ol¢iimii): 7 bir 6rneklem uzay1 olmak iizere, bir P(F ) reel
sayisini bir o - cebiri olan B nin her F' elemanina karsilik getiren ve

1) Her F e Bigin P(F)>0

iy PW)=1

1i1) i=123,... i¢cin F, € Bayrik kiimeler ise bu taktirde

15
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P@E}iP(E)

sartlarin1 saglayan P fonksiyonuna olasilik dl¢timii denir.

Tamm 4.1.51 (Olasihk Uzayi): W bir 6rneklem uzayi, B W nin altkiimelerinin bir
o - cebiri ve P bir olasilik 6l¢iimii olmak iizere (7, B, P) iigliisiine olasihik uzay:

denir.

Tamim 4.1.52 (Involiisyon): 4 bir Banach cebiri olmak iizere; a,b € 4 ve a € C igin
A —> A ya asagidaki dzellikleri saglayan a > a” doniisiimiine bir involiisyon denir.
1) (a*)* =a
ii) (ab) =b"a"
i) (@a+b) =aa" +b"
[lave olarak; 4 bir involiisyona ve bir birime sahip ise bu taktirde
1'a= (l*a)** = (a*l)* = (a*)* =a

benzer sekilde

dir.

Birim eleman teklikle belli oldugundan 1" =1 dir. Ayrica herhangi bir o € C

igin @ =« dir.

Tanm 4.1.53 (C " - cebir): Va € 4 igin Ha*au = ||a||2 sartin1 saglayan involiisyonlu bir

A Banach cebirine bir C” - cebir denir.
Tamm 4.1.54 (Parcah(Kismi)izometri): 4 bir C" - cebir olsun. Bu taktirde 4 daki

bir u eleman uu u =u sartin1 sagliyorsa bu eleman bir kismi izometri olarak

adlandirlir.
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Tanim 4.1.55 (DPB-Kuvvetleri sinirli eleman) : 4 cebiri birimli bir Banach cebiri
ve ae 4™ verildiginde eger,

n
sup [[a” [l<e

nelZz

oluyorsa; a elemanina A cebirinin kuvvetleri sinirli(DPB) eleman1 denir.

Tanim 4.1.56 (Bir Operatoriin Spektrumu) : 7 € B(X)i¢in C \ p(7T") kiimesine T
operatoriiniin spektrumu denir ve o(T) ile gosterilir.
Dolayistyla goriiyoruz ki; 7' operatoriiniin spektrumu (7' — A1, ) operatdrii-

niin tersinin olmadigr A € C ler den olusur.

Tanmim 4.1.57 (Spektral yaricap) : Bir 7 € B(X) icin spektral yarigap »(T)=|T |,
gosterimiyle birlikte,

T 1,=r(T)=sup{ A|: 2 e a(T)}.

olarak tanimlanir. Ayrica, T € B(X) i¢in »(T) < ||T || esitsizligi mevcuttur.

Tamm 4.1.58 (Bir Operatoriin Rezolventi): X bir Banach uzay1 olsun. Operator

teorisinde 1, :X — X , 1,(x)=x olacak sekilde tanimlanan operatdre birim
operator, 0, : X - X , 0,(x)=0 olacak sekilde tanimlanan operatore de sifir
operatorii ad1 verilir. Herhangi 7 € B(X) i¢in
p(T) = {ﬂ, eC:T—-11, intersi Vardlr}
kiimesine T operatoriiniin rezolvent kiimesi denir. Goriildiigii gibi po(7T') diizlemde bir
kiimedir ve bu kiime {izerinde
Ry(T)=(T=Aly)™!
olacak sekilde tanimlanan operator fonksiyondan bahsedilebilir. R,(T) ye T

operatoriiniin rezolventi denir.

Komiitatif Banach cebirleri icin Gelfand Teorisi

A bir komiitatif Banach cebiri olsun. Her a,be 4 icin @(ab) = p(a)p(b)

esitligini saglayan ¢: A4 — C doniisiimiine bir kompleks homomorfizma denir. A
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degismeli Banach cebirinin tiim sifirdan farkli kompleks homomorfizmalar kiimesi
2, 1le gosterilecektir. Gelfand teorisinden bilinmektedir ki Larsen (1973); her

maksimal ideal bir kompleks homomorfizmanin ¢ekirdegidir ve tersine, her

kompleks homomorfizmanin ¢ekirdegi bir maksimal idealdir.

T ,, zayif* topoloji yani o(4", A) topolojisine gore lokal-kompakt Hausdorff
topolojik uzaydir (Larsen, 1973). (Z A,w*) uzayina Gelfand uzayr denir. Eger A
birimli bir cebir ise Gelfand uzayr kompakt olur. Simdi de, her ae 4 i¢in X,
tizerinde asagidaki sekilde bir a(¢) fonksiyonu tanimlayalim:

a:x2,—>C, alp)=¢(a), peZ,.
Her ae 4 igin a(p) fonksiyonu X, da siirekli olup, aeC,(X,) olur

(Larsen, 1973). Burada a doéniisiimiine ise Gelfand déniistimii denir.

S kiimesi X, nin kapali bir altkiimesi ve ¢, ¢ S olsun. Eger a(¢,)#0 ve tim

pe S ler i¢in a(¢p)=0 olacak sekilde bir a € A bulunuyorsa, A cebirine regiiler

cebir ad1 verilir.

Fourier ve Fourier-Stieltjes Doniisiimleri

L'(R) ile R iizerinde Lebesque anlaminda mutlak integrallenebilen

fonksiyonlar uzayini gosterelim. L'(R) uzayinin

1], = £ Go)lex

normuna gore bir Banach uzay1 oldugu bilinmektedir. L' (R) uzay1 ayn1 zamanda
(f*)(x) = [ f(x=y)g(t)dt

R

seklinde tanimlanan “*” girisim iglemine gore bir komiitatif Banach cebiridir:
Bir f e L'(R) i¢in Fourier doniisiimii
f)=[e™ feyde

R

seklinde tanimlidir.

Burada 6nemle belirtilmesi gereken sey; f € L'(R) fonksiyonunun Gelfand

doniisiimii ile Fourier doniistimiiniin ¢akismakta olduklaridir.
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Yukarida tanimlanan Fourier doniisimii ayni zamanda su oOzellikleri de

saglar.
) f(DeC(R), fel'(R),
i)y  f(D=ef(), f(x)=f(x-1),

AN
i) frg=/g

L' (R) cebiri ayn1 zamanda regiiler bir Banach cebiridir (Larsen, 1973).

Tanim 4.1.59 (Grup Cebirleri): G lokal kompakt bir abel grubu ve G ise G in dual
grubu olsun. L'(G) ile G nin grup cebirini, A(G) ile de Fourier cebirini gosterelim.

Burada

AG) = {jf cfel (G)}

ifadesi normal ¢carpma iglemine gore bir cebir ve
||f||A(G):||f||Ll(G”)

normuna gore de bir Banach cebiridir. Ayrica j} de fel (é) nin Fourier
doniisiimiidiir. G dual grubunda kapali bir K kiimesi i¢in
Io=\fel(@:fix)=0 VyeK|  ve
Jy = kapanw{f e L'(G), suppf kompakt ve Suppme = @}
kiimelerini ele alalim. 7, kiimesi L'(G) cebirinde kabugu K olan en biiyiik ideali ve
J ¢ kiimesi de L'(G) cebirinde kabugu K olan en kiigiik ideali gdstersin. Her zaman
Jy <1, dir. Eger J, =1, ise K ya sentezlenebilen kiime (sentez kiimesi) denir.

Ornegin G kompakt bir abel grubu ise bu takdirde G diskret olup her altkiimesi
sentezlenebilirdir (Larsen, 1973). Acaba sentezlenebilir olmayan kiimeler var midir?
Bu soruyu Malliavin (1959) cevaplamistir. Malliavin (1959) kompakt olmayan her

grubun dual grubunun, sentezlenebilir olmayan kapali (veya kompakt) altkiimesinin
mevcut oldugunu ispatlamistir. Ayrica, eger K kiimesi, G dual grubunun kapali ve

sentezlenebilir olmayan bir altkiimesi ise, J, I, dir ve bu durumda 4= L'(G)/J .

yari-basit olmayan bir cebir olup, Rad(4)=1,/J; # {0} olur.
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Teorem 4.1.60: X ve Y birer Banach uzayi olmak iizere B(X,Y) bir Banach

uzayidir.

Burada X=Y olmasi1 durumunda B(X,Y) yerine sadece B(X) kullanilacaktir.
A,Be B(X) olmak iizere, B(X) de asagidaki sekilde bir c¢arpma iglemi
tanimlanabilir:
(AB)(x) = A(Bx)
RN
esitsizliginden goriildiigii gibi bu ¢arpma islemi siireklidir ve dolayisiyla B(X) bir

Banach cebiridir.

Teorem 4.1.61: Eger P doniisimii X Banach uzayindaki siirekli bir izdiisiim
operatorii ise, bu takdirde

X =R(P)+ N(P)
dir. Tersine eger X bir Banach uzay1 ve X = 4 + B ise, bu takdirde; deger kiimesi 4

ve sifir uzay1 B olan P izdiisiim operatorii stireklidir.

Sonug¢ 4.1.62: Bir X Banach uzayinin kapali bir altuzayinin X de tiimlenebilir olmasi
icin gerek ve yeter sart bu kapali altuzaym, X de ki baz siirekli izdiisiim operator

lerinin deger kiimesi olmasidir.

Teorem 4.1.63 (Banach Teoremi): 7: X — Y operatdrii bire-bir, orten ve sinirh

lineer bir operator ise 7' : Y — X ters operatdrii de sinirl lineer bir operatordiir.

Teorem 4.1.64: Her 7' € B(X) igin
1) p(T) =D olup, p(T) diizlemde bir agik kiimedir.

i1) R, (T") fonksiyonu, p(T") de A nin analitik fonksiyonudur.
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Teorem 4.1.65: Her 7 € B(X) i¢in
1) o(T)# D olup, o(T) diizlemde bir kapal1 kiimedir.
i) o(T), merkezi orijinde olup yarigapi ||T || olan kapali daire tarafindan

kapsanur.

Teorem 4.1.66 (Gelfand): Her 7 € B(X) i¢in

HT) = lim|r"|*

n—>00

seklinde bir esitlik mevcuttur.

Teorem 4.1.67: Normlu bir X uzay1 i¢in, X" dual uzay1 bir Banach uzayidir.

Tamm 4.1.68 (Dogrulan cebir): 4 cebiri e birimine sahip bir Banach cebiri olsun.
A cebirinin bir £ altkiimesi verilsin. Eger E kiimesini kapsayan en kiigiik cebir, 4 nin

kendisi ise, bu takdirde £ kiimesi 4 cebirini dogurur denir.

Teorem 4.1.69: Bir £>0 alalim. Fourier doniisiimii {1} in bir komsulugunda=1

olup, ||f]|, <1+ ¢ olacak sekilde bir f € L'(Z) vardir (Larsen, 1973).

Tamim 4.1.70 (idempotent matris): 4 kare matrisi i¢in 4”"' = 4 olacak sekilde bir
p >0 tamsayis1 varsa 4 ya periyodik matris denir. Ozel olarak 4° = 4 ise 4 ya

idempotent matris denir.

Tanim 4.1.71 (Nilpotent eleman): 4 kare matrisi i¢in, A” =0 olacak sekilde bir

p >0 tam sayis1 varsa A ya nilpotent matris denir. Boyle p lerin en kii¢ligiine de, 4

nilpotentlik derecesi ad1 verilir.

Tamm 4.1.72 (Hilbert Uzay1): H, K iizerinde bir lineer uzay olsun ve herhangi

x,y € H ciftine karsilik asagidaki bes sart1 saglayan <x, y> € K sayisini alalim.

D () =)+ (x.y)
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i1) <a~x,y>=a'<x,y>
1) <x,y>: y,x>
v) <x,x>20

Bu taktirde H ya bir 6n Hilbert uzay:1 denir ve <x, y> € K sayisina x ve y nin i¢
carpimi denir.

H iizerinde ||x|| = 1/<x,x> normu tanimlanirsa H ya normlu lineer uzay denir.

Eger H,

x — y|| uzaklik normuna gore tam ise (yani m,n — o igin ||xn -X, || -0

olmasi limx, = x limitinin varligini belirtir.) / ya bir Hilbert uzay: denir.

n—>0

Tamm 4.1.73 (Analitik devam): f nin C kompleks diizlemin agik bir U alt kiimesi
tizerinde tanimli bir analitik fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger V, C nin U yu
kapsayan daha biiyiik bir agik alt kiimesi ve F,V iizerinde Vz e U i¢in F(z)= f(z)
sartin1 saglayacak sekilde bir analitik fonksiyon ise F' ye f nin analitik devami denir.

Bagka bir deyisle F nin U ya kisitlanisi f dir denir.

Tanim 4.1.74 (Denk normlar): Bir V' vektor uzay: iizerinde tanimli || ||a ve || || 5

normlar1 i¢in; Vx € V' olmak {lizere c||x||a < ||x|| 5 < d||x||a sartin1 saglayacak sekilde ¢

ve d pozitif reel sayilar1 mevcut ise bu normlara denk normlar denir. Bir sonlu

boyutlu vektor uzayi lizerinde biitiin normlar denktir.

Tanim 4.1.75 (Modiil): Modiil kavrami, vektor uzay1 kavraminin bir halka {izerine
genellestirilmesi olarak tanimlanir. Yani; bir vektor uzayinda skalerlerin bir cisimden
alinmasi yerine keyfi bir halkadan alinmasi ile olusan yapiya modiil denir.

Boylece bir modiil, bir vektér uzayinda oldugu gibi toplamaya gore bir
Abelyen gruptur ve modiiliin elemanlar: ile halkanin elemanlari arasinda degismeli

ve birlesimli bir carpma islemi tanimlidir.
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Tanim 4.1.76 (Jacobson Radikali): Bir R halkasinin Jacobson radikali; bir anlamda
R nin “sifira yakin” elemanlarin1 i¢ceren R nin bir idealidir. J(R) ile gosterilir ve
birkag farkli yolla tanimlanabilir;

1) tiim maksimal sol ideallerin kesisimi

i) tiim maksimal sag ideallerin kesisimi

1i1) {x € R:Vr € R i¢in u(l - rx) =1 olacak sekildeu € R mevcuttur}
iv) {x € R:Vr e R icin (1 - xr)u =1 olacak sekildeu € R mevcuttur}

V) Eger R degismeli ise R deki tiim maksimal ideallerin kesisimidir.

Tanim 4.1.77 (Konveks kiime ve Konveks kombinasyon): C reel veya kompleks
vektor uzayimda bir kiime olsun. Vx,y € Cve V¢ €[0,1] igin (1—¢)x +#y noktas1 C de
ise C ye konvekstir denir.

Eger S konveks bir kiime ise herhangi u,,u,,..u, €S ve

A, + 4, +...+ 4 =1 olacak sekildeki herhangi negatif olmayan A,,4,,...,4, sayilar
icin seklinde yazilan z/'tkuk € S vektoriine u,,u,,...,u, vektorlerinin bir konveks
k=1

kombinasyonu denir.

Tamm 4.1.78 (Konvekslik aksiyomlar1): Eger konveksligin belirli 6zellikleri
aksiyom olarak secilirse konvekslik kavrami bagka amaglara genisletilebilir.

Verilen bir X kiimesi i¢in X ilizerinde konvekslik, asagidaki aksiyomlar1
saglayacak sekildeki X in alt kiimelerinin bir C koleksiyonudur.

1) ¢ ve X, C dedir,

11) C den alinan herhangi bir koleksiyonun kesisimi C dedir,
1i1) C nin elemanlarinin bir zincirinin (kapsama bagintisina gore) birlesimi
C dedir,

C nin elemanlarina konveks kiimeler ve (X, C) giftine de konvekslik uzay: denir.

Tanim 4.1.79 (Hausdorff uzayi): X bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. Eger
U NV = ¢ olacak sekilde x in bir U ve y nin bir ¥ komsulugu varsa x ¢ ve y ye

komsuluklar tarafindan ayrilabilirdir denir.
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X in herhangi iki noktasi komsuluklari tarafindan ayrilabilirdir ise X e bir
Hausdroff uzay: denir. Bu nedenle Hausdorft uzaylart 7, uzaylar: veya ayiwrma

uzaylart olarak da adlandirilir.

Tamm 4.1.80 (Ayirma ozelligi): X keyfi bir topolojik uzay olmak iizere C(X )
uzayini goz oniine alalim. ¢ < C (X ) alt uzayinda her farkli x, y € X nokta ¢ifti i¢in
h(x)# h(y) olacak sekilde bu ciftlere bagimli birer he (¢ fonksiyonu

bulunabiliyorsa Cuzay1 X in noktalarini ayirir yada Cnin ayirma o6zelligi bulundugu
sOylenir. ( ile noktalar1 ayrilabildigi taktirde X bir Hausdorff uzayr olmak

zorundadir.

Teorem 4.1.81 (Stone-Weierstrass Teoremi): X bos olmayan kompakt bir
Hausdorff uzay1 ve ¢ C(X ) ayirma Ozelligine sahip ve birim sabit fonksiyonu
iceren bir alt kafes olsun. (C alt kafesi diizgiin metrigin {rettigi topolojide

C (X )uzaymda yogundur.

Tanim 4.1.82 (Helson kiimesi): G, biitiin dualleri I"ile gosterilen bir lokal kompakt
abelian grup olsun. Her F eC(H) ye xe HiginF(x)= _“x,y if(;/)dy olacak
r

sekilde bir f e L' (F) karsilik gelirse G deki bir kompakt H kiimesine Helson kiimesi

denir.
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4.2. Wedderburn Ayrisimi

Wedderburn, Jacobson (1980) in kitabinda bahsedildigi lizere, Wedderburn
Temel Teoremi olarak adlandirilan teorem ile; kompleks sayilar iizerinde kurulu her
sonlu boyutlu cebirin Wedderburn ayrisimina sahip oldugunu ifade eder. Yani
Wedderburn bu teorem ile, sonlu boyutlu cebirlerde radikalin tiimlenebilir oldugunu
ispatlamistir. Benzeri soru sonsuz boyutlu uzaylar i¢cinde hala agik bir problem olarak
durmaktadir.

A cebiri degismeli bir Banach cebiri olsun. Rad(A) ile gosterilen 4 nin
radikali, 4 daki biitlin maksimal ideallerin kesisimi olarak tanimlanir. Yani, 4 nin

maksimal ideal uzay1 A(A4) olmak iizere,

Rad(A)= n M

MeA(4)
dir. A(A)=C veya A(A)={0} oldugunda Rad(A)= A olur ve bu A cebirine
radikal cebir denir. Eger 4 cebiri i¢in Rad(A) = {0} ise, bu cebire yari-basit cebir
ad1 verilir. Banach cebirinin radikali de cebirde kapali bir idealdir.

Eger

A=B®rad(A)

olacak sekilde 4 cebirinin bir B alt cebiri bulunuyorsa, bu takdirde; 4 Banach cebiri
Wedderburn ayrisimina sahiptir denir. Burada; eger B kiimesi kapali alt cebir olursa,
bu takdirde 4 Banach cebiri kuvvetli Wedderburn ayrisimina sahiptir denir ve ancak
yar1 basit olmayan cebirler icin Wedderburn ayrisimindan bahsedilebilir.

A Banach cebiri Wedderburn ayrisimina sahip oldugunda B altcebirinin
A/Rad(A) yari-basit cebirine izomorfik olmasi gereklidir.

Bu béliimiin devaminda 6nce Banach Cebirlerinin Wedderburn ayrigimi sonra

da Boliim grubu cebirlerinin Wedderburn ayrisimi incelenmistir.
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4.2.1. Banach cebirlerinde Wedderburn ayrisimi

U Banach cebiri R radikaline sahip bir cebir olsun. U sonlu boyutlu ise
Wedderburn Temel Teoremi; U nun U=B+R ve BNR={0} sartlarin1 saglayan bir B alt
cebiri oldugunu ifade eder. Ustelik burada U degismeli ise B nin tek olma
zorunlulugu vardir. Bu kisimda genel olarak Bade ve Curtis (1960) da yapilan
calisma incelenecektir. Adi1 gecen calismada hangi sartlar altinda sonsuz boyutlu
degismeli Banach cebirleri icin Wedderburn teoreminin saglanacagi arastiril-
maktadir. Zelinsky (1954) Wedderburn Temel Teoremi’nin sonsuz boyutlu cebirler
icin genellikle saglanmadigin1 gosteren bir 6rnek vermistir. Fakat burada topolojik
varsayimlar yoktur ve kullanilan cebirde bir Banach cebiri degildir. Feldman (1955),
U=B+R ve BNR={0} sartin1 saglayan bir kapal1 alt cebire sahip olmayan tek boyutlu
bir radikale sahip degismeli bir Banach cebiri 6rnegi kurmustur. Benzer 6zelliklere
sahip bir baska 0rnek Glaeser (1958) tarafindan verilmistir. Cesitli sartlar altinda
kapali B alt cebiri i¢in teoremin saglanacagi hem Feldman (1955) hem de Glaeser
(1958) tarafindan tartisilmistir. Bu ¢alismada ayrica kapali olmayan B alt cebirleri
icin Wedderburn Teoreminin dogrulugu ile ilgilenilecektir. U nun U=B+R ve
BNR={0} (U=B® R) ozelliklerini saglayan bir B alt cebiri mevcut ise bir Banach
cebirine ayrisabilirdir diyecegiz. Burada sadece bir tane boyle alt cebir varsa bu
ayrisim tektir. U=B @ R sartin1 saglayan bir kapali B alt cebiri mevcutsa bu takdirde
U ya kuvvetli ayrisabilirdir denir. U nun kapali alt cebirleri arasinda B tek ise bir
kuvvetli ayrisimin tek oldugu bilinmektedir. Bade ve Curtis-1 (1960) 1n ¢alismasinda
tartistlan basit bir ornekte degismeli bir Banach cebirinin tek bir ayrisima sahip
olmadig1 fakat bir tek kuvvetli ayrisima sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica bu
calismadaki bagka bir O6rnekte bir degismeli cebirin ayrisabilir olmak zorunda
olmadigini gostermektedir.

Bununla birlikte bir degismeli cebirin ayrigabilir olmasi durumunda daha
fazla genel kriter verilebilir. Bu sonuglarin ¢ogu az da olsa degismeli olmayan
Banach cebirleri i¢in de gegerlidir. Sonlu boyutlu durumlardan tahmin edilecegi gibi
sonuclarin cogu idempotentlerin sayisina baglidir. Burada calisilan cebirler genellikle
birimli olarak kabul edilmektedir. Ayrisima sahip olabilirlik i¢in bu g¢aligmada

gosterilen temel kriter asagidaki gibidir. 4 tamamiyla baglantisiz @, maksimal ideal
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uzayina sahip ise bu taktirde U ayrisabilirdir ve U/R ~ C(d) U) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart U nun idempotentlerinin bir sinirli kilme olmasidir. Burada ~ isareti
cebirsel izomorfizmay1 gostermektedir. Eger son sart saglanirsa bu taktirde U

kuvvetli ayrisabilirdir ve kuvvetli ayrigim tektir sonucuna varilmaktadir.

Kolaylik olmasi agisindan U cebiri e ile gosterilen bir birime sahip bir Banach
cebiri olarak ele alinacaktir. U birimsiz ve U'de U cebirine bilinen yollarla birim
eklenerek elde ediliyorsa bu taktirde U cebirinin (kuvvetli) ayrisabilir olmasi i¢in
gerek ve yeter sart birimli U'cebirinin (kuvvetli) ayrisabilir olmasidir. Dahas1 bir
ayrisimin veya bir kuvvetli ayrisimin U da tek olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu

ayrisimin U' cebirinde tek olmasidir.

Simdi bu béliimde kullanilacak ve yararli olacak bazi kavramlara deginilecek-

tir.U cebirinin Jacobson radikali R ile gosterilecektir. U/R cebiri x = x+ R olmak

tizere dogal Hx” =inf
reR

x+r|| normu altinda bir yari-basit Banach cebiridir. Aksi

belirtilmedik¢e buradaki norm her zaman U/R cebirinden alinan norm olacaktir.

b

x?’l

Eger xe R ise bu taktirde lim

Hn—>0

=0 ve A degismeli ise bu o6zellik R nin

elemanlarini karakterize eder. v ile U dan U/R cebiri iizerine dogal homomorfizma-
y1 gosterecegiz. v donilistimii siireklidir ve eger U=B @ R olacak sekilde bir alt cebiri

varsa bu taktirde v, B alt cebirini U/R cebiri iizerine izomorfik olarak doniistiiriir.

'

V', v nin B cebirine kisitlaniginin tersi olsun v',U/R nin B iizerine tanimh bir

izomorfizmasidir ve kolayca gosterilebilir ki v' niin siirekli olmas1 i¢in gerekli ve
yeterli sart B cebirinin kapali olmasidir. Eger B kapali ise bu taktirde U cebiri B ve R
nin topolojik direkt toplamidir.
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Lemma 4.2.1.1: P,, bir U Banach cebirinin idempotentlerinin kiimesini belirtsin.
Bu taktirde;

)  P,NR={0}

i) X= xz(R) ise, bu taktirde x = p(R) yi saglayan p € F, mevcuttur, ve
yx = xy olacak sekilde herhangi y € U i¢in yp = py dir.

i) Eger p,q € P,, ve pq = gp ise bu taktirde p = q(R) olmast p =gq

oldugunu gosterir.

Ispat: R quasi regiiler elemanlardan olustugundan ve sadece O quasi regiiler
idempotent oldugundan (i) nin ispatt agiktir. (ii) nin ispat1 Rickart (1960) de Teorem

2.3.9 den elde edilebilir. Son olarak (iii) nin ispati icin ise, eger p,q € B, ve
pq =qp ise, bu taktirde p—gqg € R olmasi p(p - q),—q(p - q) € P, R oldugunu

ifade eder. Boylece p(p — q) =0= —q(p — q) veya p =q dir. ¢

Lemma 4.2.1.2: Eger U nun bazi1 B alt cebirleri i¢cinU = B@ R, ve her bir p,q € B,

icin pq = gp ise bu taktirde P, — B dir.

Ispat: Her bir x € Uigin bir tek x = y_ +k,y, € B,k € R gdsterimi vardir.z: x = y,
doniisimii U dan B iizerine bir homomorfizmadir. Bu nedenle eger p € P, ise, bu
taktirde g =7(p)e P, NB ve p=gq(R) dir. Lemma 4.2.1.1 (iii) den p=gq ve

bdylece P, — Belde edilir. ¢

Lemma 4.2.1.3: Eger her pe P, ,r € R igin pr =rp ise, ve U/R degismeli ise bu

taktirde p,q € P, i¢in pg = gp dir.

Ispat: p,q € P, olsun. ilk olarak, pq € Rise bu taktirde pg = gp =0 oldugunu not

edelim. Hipotezden pg € R olmasi pgp = pq oldugunu belirtir, ve bdylece lemma

4.2.1.1 (i) den (pg)’ = pq = 0 oldugu elde edilir. U/R degismeli oldugundan pq € R
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olmasi gp € R oldugunu gosterir ve iddia saglanmis olur. Genelde, Lemma 4.2.1.1.
(i) den pg =g, =gp(R) olacak sekilde bir ¢, € P, oldugu goriiliir. (1- p)g, ve
(l—q)qo € R oldugu agiktir. Boylece g, = pq, =q,p =99, = 4,9 ¢€lde edilir. Bu
nedenle p—-¢g,,9—q, € F,, ve (p -4, )(q -4, ) € R oldugundan ayni tartigmanin bir
uygulamasi pq = g, = gp oldugunu gosterir. ¢

Bu boliimdeki sonu¢ teoremini vermeden once Rickart (1960) de verilen
Teorem 1. den asagidaki gergegi not edelim. Eger v, C(Q) nin bir U degismeli

Banach cebirine tanimli herhangi bir izomorfizmi ise, bu taktirde her bir w,
U tizerindeki bir carpimsal lineer fonksiyonele genisletilebilir. Bu bize kullanmamiz
i¢in iki sonug saglar. Birisi Kaplansky (1949) de verilen Teorem 6.2 nin bir sonucu

olan ||v(x)| > sup|x(w)| ifadesidir. Bu nedenle v nin bir homomorfizma olmas: i¢in
weQ

gerek ve yeter sart v nin goriintii kiimesinin kapali olmasidir. Ikinci olarak, eger
U =C(Q') ve v siirekli ve de v(C(Q2)), Q' niin noktalarmi ayiriyor ise bu taktirde v

dontistimii U tizerine bir donii- stimdiir. Bu Stone-Weierstrass teoreminden saglanir,
¢linkii bu hipotezler altinda v(C(Q)), C(€') de self adjoint olmalidir.

Simdi verilecek sonug ayrisabilirlik i¢in bir esas kriter olacaktir.

Teorem 4.2.1.4: R bir radikal olmak {lizere U , R radikali ile birlikte bir Banach

cebiri ve B=U/R olsun. Kabul edelim ki B, @, tamamiyla baglantisiz maksimal
ideal uzay ile birlikte degismelidir ve kabul edelim ki p,q € P, i¢in pg = gp dir. Bu
taktirde P, nun bir smirll kiime olmasi icin gerek ve yeter sart U nun ayrisabilir
olmasi ve B ~ C(d, )olmasidir. Eger P, bir smirli kiime ise bu taktirde U kuvvetli

ayrigabilirdir ve kuvvetli ayrisim tektir. Eger ek olarak R nilpotent ise ayrisim

kuvvetli ve tek olmak zorundadir.

ispat: Kabul edelim ki U ayrisabilirdir ve B = C(®, )dir. B',U nun U = B® R
sartin1 saglayan bir alt cebiri ve P, C(® ) nin idempotentlerinin kiimesini belirtsin.

B'~ B~ C(®,) oldugundan C(®,) nin B'iizerine bir x izomorfizmas1 mevcuttur.
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Lemma 4.2.1.2 den P, c B'dir bu yiizden u(P,)= P, olur. Bade ve Curtis-2 (1960)
ten B, , U da sinirh bir kiimedir.
Tersine, kabul edelim ki P, sinirli ve B', U nun P, tarafindan iiretilen kapal

degismeli alt cebiri olsun. Dunford (1954) de verilen Teorem 17 den B' nin C((D B,)

tizerine tanimli bir bicontinuous [Bir Banach uzaymdan diger bir Banach uzayina

tanimli lizerine, silirekli lineer bir donilislim bicontinuous olarak adlandirilir.] 7

izomorfizmas1 mevcuttur. x € B' i¢in sup|r(x)(¢) = r,(x) ifadesi daha once bahsi
ped

edilen Rickart (1960) de verilen Teorem 1. in sonucunun dogal bir sonucudur.

7 =rB,(x)=0

xn

Bundan dolayr BNR = {0} saglanir, ¢iinkii x € BR olmasi lim

olmasini gerektirir.

v, U dan B =% tizerine bir dogal homomorfizm ve p, B nin C(CD B)

icine Gelfand izomorfizmi olsun. Eger u=pv ise ; ¢, U yu C(CD B) nin igine
resmeder ve B'iizerinde bire bir dir. x# y1 B'’den C(®,) iizerine bir doniisim
olarak alalim. Silov (1954)’nin iyi bilinen sonucundan p(PB ) =P, ve Lemma 4.2.1.2.
den v(P,)=P, elde edilir. Bu nedenle, (P, )=P, ve u(B'), P, in bir g lineer
germesini igerir. @, tamamiyla baglantisiz kabul edildiginden, ¢ (ve bu nedenle
u(B')) C(®,) nin i¢inde yogundur. Buradan Rickart (1953) de verilen Teorem 1.
den, y-r~" doniisiimii C(q) B.) yi C(q) B) lizerine resmettigi goriliir. Sonug olarak,
u(B')=C(®,)= p(B) ve 4=B®Rdir.

Son olarak, bazi B alt cebirleri i¢in U = B" ® R oldugunu kabul edelim.
C(d) B) den B’ iizerine bir A izomorfizmi mevcuttur, ve Lemma 4.2.1.2. den
BNB" o P, oldugundan A(P,)= P, elde edilir. Eger B" kapali ise A bir
homomorfizmdir ve sonug olarak B'= B ’diir. Eger R nilpotent ise bu taktirde Bade
ve Curtis-1 (1960) de verilen Teorem 4.5’den A siirekli olmak zorundadir. Bu
sonugla teorem ispatlanmis olur. ¢

Belirtmeliyiz ki yukaridaki teoremdeki ayrisimin tekligini bozacak sekilde
bilinen bir 6rnek yoktur. Bade ve Curtis-2 (1960)’de gosterildigi gibi boyle bir
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ornegin kurulumu problemi bir kompakt QQ uzayr i¢in C(Q) nin bir siireksiz

izomorfizmasinin ingaasi problemine denktir.
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4.2.2. Boliim grubu cebirlerinde kuvvetli Wedderburn ayrisimi

Bu kisimda, B degismeli Banach cebirinin terslenebilir elemanlar {izerinde, B
nin radikalinin herhangi kapali bir alt cebirle tlimlenemez olmasini igeren bir sart
incelenecektir. Sonrasinda bu sartin tiimlenemez radikalli grup cebirlerinin bolim
cebirlerine uygulanmasi goriilecektir. Bu inceleme temelde Bachelis ve Saeki (1987)
nin ¢aligsmasi ele alinarak yapilacaktir.

B birimli degismeli bir kompleks Banach cebiri ve S, B nin bir kapali ideali
olsun. Eger B nin B =C @ S olacak sekilde bir C alt cebiri mevcutsa S ye B de
cebirsel olarak tiimlenebilir (C ile) denir. Kapali bir C bulunabilmesi durumunda ise

S'ye B de kuvvetli timlenebilir denir.

Teorem 4.2.2.1: B nin DPB (kuvvetleri sinirli)elemanlarinin bir yogun altuzayi
gerdigini ve R,B nin radikalini gostermek tizere S yi R de igerilen B nin bir sifir
olmayan kapali ideali olarak kabul edelim. Bu taktirde S kapali ideali B de kuvvetli

timlenemez.

Tilimlenebilir olmayan radikalli Banach cebirlerinin genis bir sinifin1 elde
etmek i¢in Teorem 4.2.2.1 grup cebirleri boliim cebirlerine uygulanmstir. SAdiskret
olmayan lokal kompakt bir Abelian grup olsun ve A(¢”) ile Fourier cebiri gosterilsin.
hin bir & kompakt alt kiimesi i¢in, 1(<7) ve J(£) sirastyla hullari & a esit A(£)
nin en biyiik ve en kiigiik kapali idealleridir. Eger B=A(£7)/J(<) ise bu taktirde
R=1()/I() dir. Tanimdan dolay1r R # 0 oldugunda cSentezlenebilir degildir.

Teorem 4.2.2.2: Eger £kiimesi sentezlenebilir degil ise bu taktirde ,
B= A(£) 13(£) nin R=1()1I() de igerilen sifirdan farkli herhangi bir kapali ideali
B de kuvvetli tiimlenebilir degildir.

C(<¥ kiimesi Sizerindeki siirekli fonksiyonlar olmak iizere, eger A(<F /1(<F
cebiri C(<y kiimesine esit ise, bu takdirde £ nin kompakt bir £ alt kiimesine Helson

kiimesi ad1 verilir.

Sonug 4.2.2.3: Eger £ sentezlenebilir olmayan bir Helson kiimesi ise bu taktirde
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B=A(g)13(<), B’de cebirsel olarak tiimlenebilir degildir.

Sentezlenebilir olmayan Helson kiimeleri herhangi bir ¢ iginde mevcut
degildir.

Simdi; Teorem 4.2.2.1 in ispati i¢in gerekli olan bazi temel teorem ve
lemmalar verilecektir.
Lemma 4.2.2.4: S c R, C ile kuvvetli bir sekilde tiimlenen B nin bir kapali ideali ve

x, B nin bir DPB elemani olsun. Bu taktirde x € C dir.

Bu lemmanin ispat1 i¢in agsagida verecegimiz Gelfand tarafindan verilen ilgili

teoremi kullanacagiz.

Teorem [Gelfand (1941)]: B birim eleman1 1 olan bir kompleks Banach cebiri olsun

ve sp(x) =1 olacak sekildeki x € B~ bir DPB eleman1 olsun. Bu taktirde x =1 dir.

Lemma 4.2.2.4 iin Ispati: yeC ve ze S c R olmak iizere x=y+z oldugunu
kabul edelim. 7, B den C flizerine tanimli S ¢ekirdekli bir projeksiyon olsun. Bu

taktirde 7 bir siirekli fonksiyondur ve 7[()6) = y dir. Simdi herhangi bir idempotent C
de olsun. Boylece 1€ C dir, buradan 7r(x‘1)=y_1 ve y'x=1+y"'z oldugu elde

edilir. y7'z € R oldugundan sp(y~'x)={1} yazabiliriz. Ustelik, VneZ ve baz C

sabitleri icin H(y"lx)n H < ||7r|| Hx_"

‘x” HS C oldugunu yazabiliriz. Boylece Gelfand

teoreminden y~'x =1+ y~'z y~'x=1 yazilabilir buradan da y = x € Celde edilir. ¢

Bu hazirliktan sonra simdi de bolim cebirlerinde kuvvetli Weddeburn

ayrisimini karakterize eden basta verdigimiz Teorem 4.2.2.2 nin ispat1 verilecektir.

Teorem 4.2.2.2 nin ispati: B= A(4) 1J(S) olsun. Snin bazi komsuluklari tizerinde
Jf =1olacak sekilde herhangi f € A(£7) secelim. Bu taktirde f + J(<£), B nin dzdes
elemant olur. I'ile G nin dual grubunu belirtelim. Bu taktirde y €',y - f+J(<)
nin B de terslenebilir oldugunu ifade eder ve her n € Z i¢in

(y-f+US)" =y" [+ IS
dir. Ayrica her n € Zigin
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I(y - f+I(E)" |1

i

=171,
dir. Ihtiyactmiz olan sey Teorem 4.2.2.1 vasitastyla sadece y el , y- f+ J(&)

elemaninin B nin bir yogun alt uzaymni gerdigini géstermektir. Bu amagcla herhangi

g € A(&) secelim. Saeki (1972) Lemma 2 den £ nin bazi komguluklari iizerinde
i|ak| <o ve g =iak7k olacak sekilde (a,)c C ve (y,)c T dizilerini bula-
k=1 =
biliriz. Bu taktirde

&+ IE)=Da (7f + HE)

yazabiliriz ve boylece ispat tamamlanir. ¢

Eger & bir Helson kiimesi ise bu taktirde B/R ~A(£) 1J(<£)~C(<) dir. Eger
R , B de cebirsel olarak tiimlenebilir olsayd: bu taktirde Bade ve Curtis-1 (1960) de
ki Teorem 4.1. vasitasiyla cebir kuvvetli tiimlenebilir olabilirdi. Eger £sentezlenemi-
yor ise Teorem 4.2.2.2 den dolayr bu miimkiin degildir. Bundan dolay1 “Zbir
sentezlenemeyen Helson kiimesi ise bu taktirde B= A(¢) /J(&) radikali B de cebirsel

olarak tlimlenemez” sonucu saglanir.
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4.2.3 Boliim grubu cebirlerinde Wedderburn ayrisimi

Bu kisimda, Bolim grubu cebirleri i¢in kuvvetli olmayan Wedderburn
ayrisimi incelenecektir. Bu incelemede Bade ve Dales (1992) nin calismasi detayl
olarak ele alinarak siirdiiriilecektir.

E, C lizerinde bir lineer uzay olsun. Bir lineer direkt toplaminit gdstermek
lizere ® notasyonu kullamlacaktir. Eger F ve G;F +G = E ve F(\G ={0} sartmi
saglayan £ nin lineer alt uzaylari ise £ = F' @ G yazilabilir. Simdi kabul edelim ki 4,
C 1tizerinde bir cebir olsun. 4 = B ® [ ise bu taktirde 4, bir B alt cebirinin ve bir I

idealinin bir yar1 direkt carpimidir, bu durumda B@® I nin b, +x, ve b, + x, gibi iki
elemaninin ¢arpimy; bb, € B ve b x, + x,b, + x,x, € I olmak lizere
(bl X )(bz T X, ) =bb, + (blx2 +x,b, + xlxz)

ile verilir.

Tanim 4.2.3.1: A4, C lizerinde bir Banach cebiri olsun. Bu taktirde; 4 = B ® Rad (A)
sartin1 saglayacak sekilde 4 nin bir B alt cebiri varsa 4 bir Wedderburn ayrigimina
sahiptir ve 4 =B ® Rad (A) sartin1 saglayacak sekilde 4 nin bir B kapal alt cebiri
varsa A bir kuvvetli Wedderburn ayrisimina sahiptir denir.

Kabul edelim ki A4 bir Wedderburn ayrisimina sahip olsun. Bu taktirde B,
A/Rad (A) yart basit cebirine izomorfik olmak zorundadir.

A, A=B® Rad(4) seklinde bir Wedderburn ayrigimina sahip olsun. Bu
taktirde P:b+ x> b doniisiimii bir homomorfizmadir. Eger ayrisim kuvvetli ise bu
taktirde P stireklidir ve A4 {zerindeki norm b€ B,x € Rad (A) olmak {izere
||b + x|| = ||b|| + ||x|| normuna denktir.

Asagidaki sonu¢ bir Wedderburn ayrisimina sahip bir cebir i¢in basit bir
ornek olarak verilebilir.

. .. . ee . . . 2 .
Bir A cebiri verildiginde 4 nin elemanlarinin ¢carpiminin lineer gereni A~ ile

gosterilecektir.
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Onerme 4.2.3.2: 4, 4> NradA" = {O} sartin1 saglayan bir cebir olsun. Bu taktirde
A" (A", bir A cebirine birim eklenerek elde edilmis bir cebirdir.) bir Wedderburn
ayrigimina sahiptir.

Ispat: X, 4= (A2 ® Rad (A#»@ X sartin1 saglayacak sekildeki 4 nin bir lineer alt

uzay1 olsun ve B = (A2 +X )# ele alalim. Bu taktirde B, A" m bir alt cebiridir ve
A" = B® Rad (4" )dir. ¢

Burada belirli Banach cebirlerinin Wedderburn ayrisimina veya kuvvetli
Wedderburn ayrisimina sahip olup olmadiklari sorusuyla ilgilenilecektir. Ayrica
genel teori 4 =B ® Rad (A) ayrisiminda B alt cebirinin tekligi ile de ilgilidir. Teori
hakkinda bilinen sonuglar su sekilde verilebilir. (i) Feldman(1951) tarafindan
kuvvetli Wedderburn ayrisimina sahip olmayan dim Rad(A)zl olan bir degismeli
Banach cebiri i¢in bir 6rnek ortaya konulmustur. Buna karsin Bade ve Curtis (1960)
Teorem 6.1. den dolay1 4 cebirinin bir Wedderburn ayrisimina sahip oldugu elde
edilmistir. (i) Bade ve Curtis (1960) Teorem 5.4. den dolayr da Wedderburn
ayrisimina sahip olmayan bir Banach cebirinin varligi sézkonusudur. Bu kisimda
verilecek ilk sonu¢ bir 4 degismeli Banach cebirinin Wedderburn ayrisima sahip

olmast i¢in gerek ve yeter sart 4" nin aymi 6zelliklere sahip olmasidir.

Lemma 4.2.3.3: 4 bir B alt cebirinin ve bir / idealinin yaridirekt ¢arpimlart Rad(A4)
da icerilecek sekildeki bir degismeli cebir olsun. Bu taktirde 4 nin her idempotenti B

ye aittir.

Ispat: p, 4 nmn bir idempotenti olsun ve b € Bve r € I olmak iizere p=b+r yi ele

alalim. Bu taktirde b+r=b+2br+° ve buradan b=b° olur. Simdi
¥'=(p-b)’=p’-3p’b+3pb’-b’=p-b=r

yazabiliriz. r € radA oldugundan r> +s—r’s =0 oldugunu sdyleyebiliriz (burada

r*, A’ da quasi terslenebilirdir.). Fakat simdi

r:r—r(rz +s—r25):(r—r3)—(l”—l’3)9=0

yazabiliriz ve bdylece p = b € B yazabiliriz. ¢
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Eger idempotentlerin lineer birlesimi cebirde yogun ise bu taktirde bir Banach

cebiri idempotentleri tarafindan gerilir.
B, A nm bir kapali alt cebiri ve I, I c Rad(A)olacak sekilde 4 min sifir

olmayan bir kapal1 ideali olmak iizere idempotentleri tarafindan gerilen bir degismeli

Banach cebirinin 4 = B @ [ seklinde yazilamayacagi Lemma 4.2.3.3 den gortiliir.

Onerme 4.2.3.4: B, 4 nin bir kapali alt cebiri ve /, I  Rad(A)olacak sekilde 4 nin

bir kapali ideali olmak iizere; A, 4 = B ® [ sartin1 saglayacak sekilde bir birimli ve
degismeli Banach cebiri olsun. 4 nin terslenebilen elemanlarinin kiimesi /nvA4 olmak

lizere a € InvA, n — ©igin
=o(n) 4.1

sartinin saglandigini kabul edelim. Bu taktirde a € B dir.

n

a

—n

=[e

Ispat: I ¢ekirdek olmak iizere, P bir siirekli homomorfizma olacak sekilde P yi A dan

B tizerine bir projeksiyon olarak alalim. b € B ve x € I olacak sekilde b = Pa y1 ve
x=a—-b yi kuralim. ee B ve e= bP(a _1> oldugundan P(a">= b~ ve buradan
e+b'x=b"a yazabiliriz. b'xeradd oldugundan ofb'a)={l} dir. Ustelik,
n € Z igin;

a?’l

(b’la)"

Gelfand’1n bir teoreminin Hille genellestirmesinden dolay1 (Hille ve Philips (1957) )

a?’l

(b1a) | <]Pla)

yazabiliriz ve buradan, (4.1) den dolayi,

<Al

n| — o icin

‘ = 0Qn|) yazabiliriz.

b~'a = e saglanir ve boylece a = b € B bulunur.

a >0 oldugunda B = 4, (T) kiimesi icin E’yi

E :{x:(xk -k eZ):”x”:sup|xk|/wa(k)<oo}
keZ
olacak sekilde /” (Z , w;l) Banach uzay1 olarak alalim. R yi R € B(E) ve n € Z olmak

lizere HR” H =w, (n) sartlarin1 saglayacak sekilde E iizerinde saga kaydirma operatorii
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olarak alalim. B de f = Z{%Z "ine Z} icin Z(8)=e" yazalim, boylece B(E) de

S(R)=Y{e,R" :n e Z} ve| f(R)]p, <|/], vazabiliriz.

A=B®E (4.2)
yi ele alalim. Bu taktirde 4 bir Banach uzayidir ve ( f ,x)(g, y) = ( fe, f (R)y + g(R)x)
carpimina gore bir degismeli, birimli Banach cebiridir.

Aciktir ki; (4.2) ayrisiminin tam olarak 4 nin bir kuvvetli Wedderburn
ayrisimi olmasi igin B ® {0} 1 4 nin bir kapali alt cebiri ve Rad(4)={0}® E olmasi
gerekir.

Simdi a = (Z, 51) i1 kuralim. Her bir n € Zigin a" = (Z”,né'n) ve |n| — 00 igin

n

a"|=w, (n)+|n|/w,(n)= O([n|a )+ 0([n|l_a) dir ve bdylece | — oo igin o> y

2

olmast durumunda |a"| = O(‘nrz) dir. Bilhassa o = 12 0zel durumunda n — o igin

n

a

—n

a’|= O(n) dir. Buna karsin (4.2) ayrisiminda a € B dir.

Simdi 4 @ ,iizerinde bir regiiler Banach cebiri olarak almsin ve E, @, nin

bir kapal1 alt kiimesi olsun. U / ﬂf) yi ele alalim burada £ nin sentezlenemez olmasi
durumunda U nun Wedderburn ayrisabilirligi tartigilacaktir.

A/I(E) cebiri A(E) ile gosterilir ve A(E) dogal olarak {f|E :feA} ile
tanimlanir. 4 regiiler oldugundan A(E); E lizerinde bir regiiler Banach fonksiyon

cebiridir ve @,y = E dir. U nun &7 Gelfand doniisiminiin goriintii kiimesi 4(E) olan
U dan bir siirekli homomorfizmdir, gercekten ¢/ ( f+ m)= f |E ve
Rad(U)=I(E )/ m dir. £ nin kompakt olmas1 durumunda E tizerinde 4 =1 olacak
sekilde 4 € A mevcuttur, ve bu taktirde h+m; U nun 06zdeslik elemanidir ve

f +J(E)e InvU  olmasi icin gerek ve yeter sart xeU olmak {lizere
£(x)# 0 olmasidir. Kabul edelim ki; U; U = B® radU wedderburn ayrigimia

sahiptir. Bu taktirde ¢7: B — A(E ) bir siirekli homomorfizmadir ve & |B nin tersinin

stirekli olmasi igin gerekli ve yeterli sart B nin U da kapali olmasidir. ¢
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Onerme 4.2.3.5: 4, @ iizerinde bir regiiler Banach fonksiyon cebiri, £; ® , nin bir

kapali alt kiimesi ve F; E nin bir kapali alt kiimesi ve U; U =B® Rad(U)

A6 1),

Wedderburn ayrisimina sahip olsun. Bu taktirde P[— C ==

J(E)) ~ J(E)
Ispat: feJ (F ) alalim; P @ c M oldugunu kanitlayacagiz. suppf kiimesi
J(E))  J(E)
kompakttir ve F (suppf = ¢ dir ve bdylece suppf = U, U kompakt ve UNF = ¢
olacak sekilde bir U acik kiimesi vardir. N normal oldugundan suppf kiimesi

tizerinde h=1 ve @ ,/U tlizerinde h=0 olacak sekilde 7 e A vardir, buradan

fh=fvehe J(F) yazabiliriz. a,u € J(F) ve au = a olacak sekilde a = f + J(E)

7(E)

ve u=h+J(E) yi kuralim. Simdi b= Pa,r =a—b,v=Puve s=u—vyi kuralm.

P bir homomorfizm oldugundan bv =5 ve boylece (a—r)u—s)=a—r dir. e, U’

nin  O0zdes elemani olmak {izere r(e + s) =as+rue % yazabiliriz.
y : .y . J(F)
s € Rad (U ) oldugundan e+ s € InvU yazabiliriz ve bdylece r € == olmasini

()

gerektirir. ¢

Bu kisim 6zel bir 6rnek incelenerek sonuca baglanilacaktir.

Katznelson ve Rudin (1961) Teorem 2.4 iin ilk sonucu eger A, @ ,iizerinde

bir kuvvetli regiiler Banach fonksiyon cebiri ise, £; @ , nin sentezlenemeyen bir

kompakt alt kiimesi ise ve idempotentleri tarafindan geriliyorsa bu taktirde

A
J(E)
A . <
—— Wedderburn ayrisimina sahip olmadig1 sonucudur.

N0

Wedderburn ayrisiminin mevcut olmama durumu

Bu béliimde; eger 4; 0 < a < % olmak iizere A(G), A4, (T") veya A4, (Rk)

cebirlerinden herhangi birisi ise ve eger E, @ ,nin sentezlenemeyen bir kapali alt
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cebiri ise bu taktirde A/ J(E) Banach cebiri Wedderburn ayrigsimina sahip olmadigini

kamtlayacagiz. Iki teorem araciligiyla bu konuya agiklik getirebiliriz. Ilki, £ nin
kompakt olmasi durumudur ki, Bachelis ve Saeki (1987) den dolay1 gereklidir ve

kuvvetli Wedderburn ayrisiminin var olma ihtimalini elimine eder.

Teorem 4.2.3.6: A4 cebiri asagidaki cebirlerden herhangi biri olsun.

(i) G bir diskret olmayan lokal kompakt abelian grup olmak iizere A(G)
(i) O<a< % olmak tizere 4, (T g ) veya A, (Rk)
E, sentezlenemeyen bir @ , kiimesinin bir kompakt alt kiimesi olsun ve

U= A yazalim. I < Rad (U )olmak tizere, [; U nun bir sifir olmayan kapali ideali

)

olsun. Bu taktirde U = B® I olacak sekilde U nun kapali olmayan bir alt cebiri
yoktur.

Ispat: (i) durumu, ki burada A=A4(G) dir ve buda Bachelis ve Saeki tarafindan

ispatlandi; 4, (T k) durumu 4, (Rk ) durumuna benzer fakat kolay olmadigindan

burada sadece 4, (Rk ) cebiri i¢in ispat verilecektir.

Boylece kabul edelim ki; 0<a<% olmak iizere A:Aa(R" ) , E

sentezlenemeyen bir kompakt kiime, U = ve I < Rad(U )olmak iizere 7, U nun

A
J(E)
bir sifir olmayan kapali ideali olsun. Bir c¢eliski elde etmek i¢in kabul edelim ki;

U=B®Ildr. j=12,..,kigin Q, = [— T, 7z] olmak tizere Q = Hi:l Q; yi kuralm

ve E c int/Q olacak sekilde / € N alalim.

A

A normal oldugundan E bir komsulugu {izerinde %=1 olmak iizere

supp h < O olmak iizere birk e L' (R" ,wa) mevcuttur. Bu taktirde 42+ J(E), U nun

0zdeslik elemanidir.

7, R" grubu iizerinde bir siirekli karakter olsun bu durumda x € R" ve bazi

yeR" igin y(x) = exp(z’x . y) oldugunu sdyleyebiliriz ve a=yh+J (E)eU yu

40



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Faik GURSOY

A

kurabiliriz. x € E igin [y(x)h(x)=1 oldugundan a € InvU dur. Boylece n e Z igin

n

a" =y" h+ J(E) yazilabileceginden |a"||<|y" h| =

S, *h

w, S|

= O(]n|a) dir. a< % oldugundan n — oo igin

v, (1 + |n|| y|)a elde

n

edilir. Boylece |n|—>oo icin |la

n

a

—n

a’l= o(n) olur ve boylece Onerme 4.2.3.4 ten a € Belde edilir. ¥, R" grubu

iizerinde bir siirekli karakter olmak iizere F, U nun elemanlarmin yh+J (E)

formundaki lineer germesi olsun. /' < B oldugunu gostermistik, simdi F nin U da
yogun oldugunu gostermeliyiz.

L (Rk _1) R" {izerinde olgiilebilir ¢ fonksiyonlarmin denklik smifinin

)
w, (x)

uzay1 olsun ki burada sonlu olmak zorundadir, boylece f € X,p e X olmak

lizere;

_[f (= x)dx = (@ * £)0) eslemesi icin X ELDO(Rk,W;l), X ELI(Rk,Wa)
nin dual uzayidir.

R={¢6X' :<g0,g>=0 (éeﬂf}j} olmak iizere U ni R ile
tanimlayacagiz. F' nin U da yogun oldugunu ispatlamak icin “Eger ¢ € R ve
}+ﬂae F oldugunda <(o, f > =0 1ise bu taktirde ¢@=0 dir’ oldugunu

gostermeliyiz. Boyle bir ¢ € R alalim. ;z+ J(E L U nun 6zdeslik elemani oldugundan
feX icin hxf-felJ (E) yazabiliriz. BoOylece her bir feX i¢in
(. 1) =(@.hx ) =(@x(h* £)N0) = (pxh)* f)O)=(p*h,f)  oldugunu elde

ederiz. Bu nedenle X de p=gp*htir. F = lin{(éx shiJ(E):x e Rk} tanimindan

ve eger g € J(E) ise bu taktirde x € R* icin

0=(p,6, xh+g)=(p.6,%h)=(p*(5, *h))0)=(p*h)-x)
elde edilir.

41



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Faik GURSOY

Boylece X de @*h=0 olmast X de ¢=0 olmasm gerektirir. Tiim
bunlardan B =U oldugu goriiliir ve bu nedenle I = {O} elde edilir bu da istenen
celigkidir. ¢

Bachelis ve Saeki (1987) de belirtildigi gibi yukaridaki ispat
ﬂf)c Jcl (E) olmak {izere m nin yerine herhangi bir kapali J ideali

alinmasiyla da calisir. £ nin 4 nin sentez edilemeyen bir kiimesi olmasi durumu igin

bu sekilde sayilamayacak kadar ¢ok sayida J kapali idealleri vardir. & >1 olmasi

durumunda Teorem 4.2.3.6 4, (T k) veya A, (Rk) cebirlerine uygulanamaz. Ornegin
1< a <2olmak iizere 4= 4,(R) ve E = {0} olarak alalim. 4 nin her bir elemani R
iizerinde siirekli olarak diferansiyellenebilirdir, I(E)={f € 4: f(0)=0} ve
JE)=1{f e 4: £(0)= £ (0)=0} dur.

Boylece 4/J(E), (z,,w,)z,,w, )= (z,2,,2,w, + z,w, ) carpimuyla C*ye

izomorftur, ve C* =(Cx{0})® ({0}x C) bir kuvvetli Wedderburn ayrisimudir.
a e {%,1] olmas1 durumunda ne olacagi heniiz bilinmemektedir.

Simdi ise sonu¢ olarak elde edilen teoremler verilecektir.
Teorem 4.2.3.7: 4 asagidaki cebirlerin herhangi birisi olsun.

1) G bir diskret olmayan, lokal kompakt abelyen grup olmak iizere A(G)

cebiri
ii) O<a< % olmak tizere 4, (T g ) veya A4, (Rk ) cebiri
E, @ , kiimesinin bir sentezlenemeyen kapali alt kiimesi olsun ve U = ﬁ

yazalim. Bu taktirde U nun bir Wedderburn ayrisimi mevcut degildir.

Teorem 4.2.3.8: A bir Diktin cebiri ve E, bir ®@ ,kiimesinin sentezlenemeyen kapali

alt kiimesi olsun.

RAE) nin idempotentleri tarafindan {tiretildigini kabul edelim. Bu

taktirde nin bir Wedderburn ayrisimi yoktur.

A
J(E)
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Ispat: Bir celiski elde etmek icin % nin bir Wedderburn ayrisimina sahip

oldugunu kabul edelim. F| sentezlenemeyen E kiimesinin bir kompakt alt kiimesi

olsun. Bu taktirde B',U niin bir kapali alt cebiri ve 7,/ — Rad (U ')sartlm saglayacak

A
J(F,

sekilde U niin bir sifir olmayan kapali ideali olmak iizere U = niin

U =B @1 seklinde ayrisimi vardir. Fakat bu Lemma 4.2.3.3 ile gelisir.
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4.3. Banach Cebirlerinde Birim Yuvarin Geometrik Ozellikleri

Banach cebirlerinde bir ¢ok 06zellik dogal olarak cebirsel olmasina
karsin, diger 6zellikleri de norm ile belirlenmis geometriye bagimlidir ve geometrik
kavramlar 6zel olarak 6nemli bir role sahiptir. Birim yuvar ile ilgili ¢aligmalar,
cebirsel kavramlarin sadece geometrik Ozellikleri karakterizasyonuna izin veren
belirli ayirt edici 6zellikleri ortaya ¢ikarmaktadir. Kendi esas yararlarina ek olarak;
bu karakterizasyonlar; cebirlerden cebirlere izometrik doniisiimlerin geometrik ve

sezgisel metot Ozellikleriyle direkt olarak c¢oziimlenmesinde etkili olarak

kullanilabilir. Burada; cebirlerin birim elemana sahip oldugu,

e|| =1 ve x,y cebirin
elemant oldugunda ||xy|| < ||x|| . || y|| oldugu kabul edilecektir.

Bu kisimdaki inceleme Bohnenblust ve Karlin (1955) in ¢alismasi paralelinde
stirdiiriilecektir.

4.3.1. Kompleks Banach cebirlerinde birim yuvarin bazi geometrik ozellikleri

Banach uzaylarindaki vertex (kose) kavrami; reel vektor uzaylarindaki vertex
kavrammin uygun bir diizenlemesi olarak tanimlanmistir. Bu kisimda Banach
cebirindeki birim elemanin her zaman bir yuvarin bir kdsesi oldugu gosterilmistir.

Yine bu kisimda Banach cebirlerinin bazi klasik 6zelliklerinde; extreme (ug)
noktalar, koseler, birimsel noktalar ve Banach cebirlerinin yeniden normlandirilmasi
problemi incelenmistir.

Ayrica bu bolimde komiitatif cebirlerin bir ¢ok norma sahip oldugu

gosterilmistir.

Vertices (Koseler): Sonlu boyutlu bir reel vektér uzayinda konveks bir kiimenin
sinir1 tizerindeki bir u noktast;
i)  Konveks kiimenin u noktasinda biitiin diizlemlerinin arakesiti u
noktasindan ibaret
i1) u dan gecen dogru parcasi konveks kiimeye teget degildir,

sartlarini sagliyorsa u ya bir kose denir.
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Her iki tamim sonsuz boyutlu vektor uzaylarma genisletilebilir. Ozel durumda
bir kompleks Banach uzayimnin birim yuvarinin konveks kiime olmasi durumu biiyiik
onem arz edecektir.

Yukaridaki diislincelerle birim yuvar tizerindeki hi¢bir nokta kdse degildir ve

u noktas1 ile birlikte |g| =1 olmak lizere &-u birim cemberi birim kiirenin siniri
kt le birlikt 1 olmak b beri b k

iizerinde kalir. Bu yilizden kose tanimi kompleks Banach uzaylari i¢in yeniden
diizenlenmelidir.

Simdi verecegimiz tanimlar sirasiyla (i) ve (ii) nin genellesmeleridir.

Tamm 4.3.1.1: Eger f lineer fonksiyonellerinin ailesi f (u): lve || f || =1 sartlarini

saglarsa bir kompleks B Banach uzayinin ||u|| =1 olacak sekilde bir u noktasina birim

kiirenin bir kosesi denilecek, yani bu ailenin biitiin fonksiyonelleri igin

£(x)=0olmasi x = 0olmasimi gerektirmektedir.

(i) nin genislemesi u# daki normun ¢(x) =lima™ (“u + ax” — ||u||) ,
a > 0,a — 0 seklindeki Gateau diferansiyeli lizerine temellendirilmistir.

Geometrik olarak ¢(x)=0 sart1 u +ax,a >0 bir boyutlu reel 1smmn birim
kiireye teget oldugunu ifade eder. A € C ve her |g| = licin ¢(gx) =0 ise u + Ax bir
boyutlu kompleks manifoldu birim kiireye tegettir.

wlx); y(x) = Maxg(ex),

#(x)+p(— x) > 0 oldugunda, bu y(x)=0 a denktir.

g| =1 seklinde tanimli bir fonksiyon olmak tizere

Tammm 4.3.1.2: Eger her bir x # 0 i¢in 1//(x) in degeri pozitif ise, kompleks bir
Banach uzayimin ||u|| =1 sartin1 saglayan bir u noktasina birim kiirenin kosesi denir.

Bu iki tanimin denkligini gostermek i¢in ¢ ve i fonksiyonlarinin asagidaki

ozelliklerine ihtiya¢ duyulur. Bu o&zellikler fonksiyonlarin tanimlarindan kolayca

anlagilir.
D 40)=0,g0)=1
i) o) <

iy  g(Ax)=Ag(x), 120, 1R

45



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Faik GURSOY

V) Bt y)<g(x)+ ()
V) lutx)= )+ o)
vi)  |p(x)-g(v) < x -y
vii) 0 <y(x
viii)  plx+y)<wlx)+w(y)
ix)  w(x)=2p(x),1eC

Dikkat edilirse son ii¢ sart w(x) fonksiyonunun bir pseudo-normu oldugunu ifade

eder.

Teorem 4.3.1.3 (iki tammn denkligi): Her x elemam igin y(x)= max| f (xl dir.

Burada maximum; f (u):l, f ||=1 sartin1 saglayan tiim lineer fonksiyoneller

tzerinden tanimlanmaktadir.

ispat: 1) |¢] = 1 sartin1 saglayan belirli bir & i¢in ve / nin iizerindeki sartlar;
/()= f(e)=a ([l ala) -1} <a fu+ ad -1}

oldugunu gdsterir ve buradan |f(x)<g(ex)<y(x) elde edili. Bu da

sup| f (x)| < 1//(x) oldugunu gosterir.

= 1) w(x,)= (e x,) ve ikinci

i1) Diger taraftan, B de bir x, i¢in ,(5, &
olarak, Hahn-Banach teoreminden, bir [ fonksiyoneli igin | f (x)| < w(x) ,
flu+e-x)=w(u+e-x,) yazlabilir. ik esitsizlik || S/ || <loldugunu gosterir. Ikinci

baginti |f(u)| <1,

fle- xoj <wl(x,) ile birlikte diisiinilirse elde edilen
Lryln)=1+g(s-x,) = glu+e-x,) Swlu+e-x)<1+yplx)
Bagintis1 f (u) =1ve | f (x()] = 1,//(x0) oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmig

olur. ¢
Yukaridaki teoremden asagidaki sonuglar elde edilir. Bu sonuglar

siralayalim.
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Sonuc 4.3.1.4: Kdse noktalar1 izometriler altinda invaryant (degismez) kalirlar.

Sonug 4.3.1.5: Her kose birim kiirenin bir ekstrem(ug) noktasidir.

Sonuc 4.3.1.6:  noktasini ||x|| = l olacak sekildeki x noktasina birlestiren dogru

parcasinin birim kiirenin sinir1 izerinde kalmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢(x) = 1 dir.

Banach cebirlerine uygulamalar

pvey elbette u referans noktasinin se¢imine baghdirlar. Bir Banach

cebirinde bu referans noktas: daima cebirin elemani olarak anlasilacak, bu durumda

¢ ve v fonksiyonlari i¢in yeni ifadeler elde edilecektir.
Ustel ve logaritmik fonksiyonlarin genisletilmesiyle
#(x) = lime™ logHewa
ve A # 0olan A sayisi lizerinden
1//(x) = sup|/1|71 log”e“"”
bagmtilar1 yazilabilir.

Ozel olarak burada;
Heﬂxu < vk
esitsizliginin saglandig1 goriilebilir.
¢ A? fonksiyonu |A]=p ¢emberi iizerinde pozitif anlamda integre
edildiginde bu son esitsizlikten
o< et
esitsizligi elde edilir.
Her p > 0 i¢in yukaridaki esitsizligin sag tarafinin infimumu e- 1//(x) e esittir
ve buradan
I < v )

sonucu elde edilir.
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Sonu¢ 4.3.1.7: ||x|| < e-w(x) esitsizligi t//(x) in uzaymn orijinal normuna denk olan
bir norm oldugunu gosterir. Bununla birlikte,

vix-y)<wlxp(y)
esitsizligi kurulamadigindan dolay1 t//(x) cebirin bir normu olarak tanimlanamaz.
Ayrica burada l//(x) = 0 olmas1 x = 0 olmasii gerektirir ve bu gercek ile asagidaki

ilging teorem kanitlanir.
Teorem 4.3.1.8: Bir Banach cebirinin birim elemani1 birim kiirenin bir kosesidir.

Bu varsayimlarin ispatindaki temel iliski; asagida yazilan temel formla verilebilir

w(x) = supsupa”' log”exp a-e’- xH .

6 a>0

Bu bagintinin aksine p(x)ile gosterilen spektral yaricap
p(x)=sup ingof1 logHexpa e’ xH <w(x)
9 a>

bagmtisiyla verilir.

Bu iddianin kaniti; yine

inf o 'h(a) = lim a'h(x) = limn~'h(n)

a>0 a—x n—»o
yi belirten
ha) = 10g||exp a- x||

fonksiyonunun alt toplamsallig1 ve

1
n

x}’l

p(x) = lim|
gergegi lizerinde temellendirilir.

Son olarak tiniter (birimsel) nokta kavrami tanimlanacaktir.

Tamm 4.3.1.9: Bir Banach cebirine ait bir x noktasinin tersi var ve ||x|| = Hx’lu =1lise

bu x noktasina cebirin bir birimsel noktas: ad1 verilir.

Teorem 4.3.1.10: Her birimsel nokta bir késedir.
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Ispat: x, birimsel nokta oldugundan x — x;'x déniisiimii Banach uzaymn bir

izometrisidir ve x, 1 birim elemana doniistiiriir. ¢

Orneklerle konunun tartisiimasi

Banach cebirlerinin iki temel 6rnegi;

1) Bir kompakt Hausdroff uzay1 iizerinde biitiin siirekli fonksiyonlarin
cebiri;

i1) lokal kompakt bir G grubu iizerinde tanimli integrallenebilir
fonksiyonlarn A4 = R(G) grup cebiri,
olarak gosterilebilir. Burada u¢ nokta, kdse ve birimsel nokta kavramlarinin ¢akistig
kolaylikla goriilebilir. Bununla birlikte, genelde bunlarin birbirinden farkli oldugunu

gosteren bir¢cok drnek mevcuttur.

Ornek 4.3.1.1: 4 bir C” cebir olsun, yani, 4 ; bir H Hilbert uzay1 iizerindeki
operatorlerin bir diizgiin kapali halkasi olarak alinabilir ve A4 nin her bir
operatoriiniin adjointi de 4 da igerilir. Literatiirde Kadison tarafindan yapilan bir
tanimda; birim kiirenin u¢ noktalarini su sekilde verilmistir.

Bir W operatoriiniin bir extrem noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
cebirdeki her bir T i¢in; baslangi¢ kiimesi £ ve bitis kiimesi F olmak {lizere
(I-P,)T(I-P,)=0 sartim saglayan H Hilbert uzaymdan kendi icine bir kismi
izometri olmasidir. ( P, ve P, sembolleri E ve F' altuzaylarn {iizerinde ortogonal
projeksiyonlari belirtir.)

Ozel olarak T bir kdse ise bu taktirde 7 bir u¢ noktadir ve 7 her durumda
bir pargali izometridir. Birimsel noktalar cebire ait birimsel doniisiimlerdir ve
genelde, birimsel noktalar olmayan u¢ noktalar mevcuttur. Bununla birlikte, bu
ornekte koseler ve birimsel noktalar ¢akisirlar.

Bu gercek, bir C* -cebirden C* -cebir igine bir izometrinin birimsel
operatorleri birimsel operatorlere gotiirmesinin basit bir geometrik nedenini gosterir.

Eger W bir kose ise F(W): ,

F || =1 sartim1 saglayan fonksiyonellerin ailesi ile W

bélgesinde normu 1 olan her bir eleman igin F.(T) = (T, W, ) 6zel fonksiyonelleri ile
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gerilen konveks kiimenin zaylf*-kapanlsl cakisir (Bu 0zel fonksiyonellerin

F(w)=,

F || =1 sartlarini sagladigi agiktir).

W bir kose oldugundan W bélgesindeki her x igin F.(T)=0,

x|| =1 olmasi
T = Oolmasini gerektirir. 7 = I — P, oldugu icin her bir F,(T)=0 ve bdylece de E

full Hilbert uzayidir. Dahas1 T — T izometrisi koseleri koselere tasir, ayni argiiman

W* auygulandiginda F nin de full Hilbert uzay1 oldugu goriiliir, bu durumda W bir

birimsel operatordiir.

Ornek 4.3.1.2: A4,z

<1de tanimh ve siirekli ve |z| <1de regiiler olan biitiin

fonksiyonlarin Banach cebiri olsun. Birimsel elemanlar u:w(z)= ¢, g| =1 in

carpimlaridir. Bu 6rnekte kdse ve birimsel bir noktanin birbirinden farkli oldugu
gosterilecektir. Koseleri karakterize etmek icin alisilmis birim elemandan ziyade

normu 1 olan ve w, elemanma gore hesaplanan (z) fonksiyonu ele alinacaktir.
Dogru bir hesaplama l//(Z)= Max|w(z)| oldugunu verir, burada maksimum,
|w0 (ZX =1 olan noktalarin £ kiimesi tizerinden alinir.

w, elemanmin bir kose olmasi icin gerek ve yeter sart £ kiimesinin;

w(z): 0 fonksiyonunun FE {izerinde sonsuza giden A4 nin tek bir fonksiyonu

ozelligine sahip olmasidir.
Boyle bir E kiimesi lizerinde mutlak degeri 1 olan ve sabit olmayan herhangi

bir fonksiyon bir kosedir; fakat bir birimsel nokta degildir. Dahas1 bu 6rnek y/(w)
fonksiyonunun, w, referans noktas: bir kose iken, bir norm olmasina ragmen E
kiimesi |z| =1 full ¢emberi olmadik¢a temel norma denk olmadigini1 gdsterir.

Bu sonug, Teorem 4.3.1.8 i kanitlamak i¢in referans noktasi olarak u birim

elemaninin se¢iminin 6nemini gostermektedir.

Denk Normlar

Verilen bir Banach cebirinde genelde, orijinal normuna denk olan ve bununla

birlikte [u] =1,

X - y|| < ||x|| . || y|| sartlarin1 saglayan yeni normlar tanimlamak miimkiin
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diir. Cebirin belirli notasyonlar1 veya 6zellikleri, p(x) spektral yaricap: gibi, birim

noktasi norma bakmaksizin daima bir kosedir.

Asagidaki orneklerde yeniden normlandirilmig cebirlerin degismeli oldugu

kabul edilecektir.

Ornek 4.3.1.3: |x]| bir degismeli cebirin normunu belirtsin ve M bir maksimal ideal
olsun. |x] = [M(x)+|x—M(x)-u| fonksiyonunun yeni bir norm oldugu kolayca
gosterilir ve x| < |x|,, < 3|x| oldugundan bu fonksiyon orijinal norma denktir ve her
bir normun karsilig1 olan y fonksiyonu vardir. y,, (x) fonksiyonu, w,, (x) =], ile

verilen ||x|| ,, normu i¢in hesaplanir. Bunlar beraberce diigiiniildiigiinde bu baginti bir

degismeli cebirin boyle bir yolla daima yeniden normlandirilabilecegini gosterir ki

birim kiire asagidaki anlamda bir “kuralli” ytlizeydir.

||x|| =1 olacak sekilde verilen x i¢in x 1 ¢-u ya birlestiren dogru pargasi
tamamiyla birim kiirenin ylizeyi iizerinde kalacak sekilde |g| =1 olacak sekilde &
say1sl mevcuttur. ||x|| ,, hormlary; maksimum bitiin maksimal idealler tizerinden
alindiginda ||x||1 = max”x”M yi tanmimlamak icin kullanilabilir. Bu maksimum elbette

yeni bir normdur ve karsilik gelen t//l(x) fonksiyonu yine y, (x)= ||x||1 bagintisini

saglar. Bu son normun ilging bir 6zelligi vardir ki bu da eger 0 # x eleman1 bir
maksimal ideale ait ise higbir u + & x, > 01s1n1 birim kiireye teget degildir.
Bu ifadeyi ispatlamak i¢in 0 # x ve bazi1 M icin
M(x)=0ise ¢(x)>0
oldugunu gostermek yeterdir.

(Tanimdan ¢ (x) = lima™ {MaxM QM(u + ax] + ||0ax - aM(x)u”)— 1} ve ¢,(x)> ||x|| dir.)

Bu sonucun bir sonucu olarak;

u+x|, <L,x#0 ise x in bir tersinin
oldugunu sdyleyebiliriz, aksi taktirde

T+ x| < 1+ (x) = 6 (u + x) <y (u + x) = Ju + x|, <1
geligkisi elde edilir. Herhangi bir norm igin |u + x| <1 esitsizliginin x in bir terse

sahip oldugunu belirttigi bilinen bir seydir.
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Bazi 6zel normlar igin,

|)c|1 , bu sonu¢ genelligi bozmaksizin esitlik

yazilabilecegini ifade eder.

Ornek 4.3.1.4: Yine ||x|| 1 bir degismeli Banach cebirinin bir elemaninin normu

olarak alalim.
Yukarida gosterilen (bundan evvelki) 6rnekte normlar orijinal normdan daha
biiylik olarak insa edildi.Yani karsilik gelen birim kiirelerden daha kiigiiktii; Simdi

ise kiiglik normlar1 géz Oniine alalim yani biiyiik birim kiireleri géz oniine alalim.

Herhangi ||x|| normu i¢in;

p(x)= MaxM|M(x) = limux”ul/n < ||x||

n—>o0!

esitsizligi saglanir, bdylece infimum kabul edilebilir biitin normlar iizerinden

alindiginda p(x)s inf ||x|| dir.

Teorem 4.3.1.11: Degismeli bir Banach cebirinde, infimum kabul edilebilir normlar

lizerinden alinmak tlizere;
p(x)=inf ||x||
dir.

Ispat: Teoremin ispat1 igin; “belirli bir x, elemam verildiginde p(xo) <1 ise bu
takdirde ||x0|| , < lolacak sekilde uygun bir ||x|| , ormu mevcuttur.”

Cebirin her x elemant; a, katsayilari cebirin elemani olmak iizere;

x=Yax
seklinde polinomlarla temsil edilebilir. Burada infimum x in miimkiin gdsterimle-

rinin tiimi tizerinden alindiginda Hx HO =inf Z”an” yi tanimlar. ||x||0 m;
i)y x| =0,

i), =4l

07

iy ey, <[, + v

O)

normun Ozelliklerini ve
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v) e < Il I, o

ozelligini sagladigi asikardir x in x=x+4+0-x,+... asikar gosterimi ||x||0 S”x”

oldugunu gosterir. Diger yandan p(xo), 1 den kiiciik oldugundan,

x| dizisi

sinirhidir,

xO"H <C, o zaman ||x|| < C||x||0 ve yeni norm orijinal norma denktir. x,

eleman1 i¢in x, = 0+ux,+0x,” +... Ozel gosterimi yaziabilir ve bu nedenle

||x|| 0 S 1 dir. Son olarak,

u”o =1 oldugu gergeklenmelidir. Eger u = Zanxo" ve M
herhangi bir maksimal ideal ise bu taktirde M (u)= .M (xo)s p(x0)<1 olmast

1< znan || ve ||u|| , = 1 olmasini gerektirir. Fakat 1 = ||u|| > ||u||0 ve ispat tamamlanir. ¢

Sonug 4.3.1.12: Sadece yeniden normlandirilamayan degismeli Banach cebiri

kompleks sayilarin agikar cebiridir.

Ispat: Teorem 4.3.1.11 den dolay1 bdyle bir cebirin bir tek normu

p(x) = Max|M (x] spektral yaricapa esit olmalidir. Bu nedenle her bir M maksimal
ideali i¢in 4.3.1.3 de tartisilan ||x||M kabul edilebilir bir norm oldugundan
|M(x)| + ||x - M(x)u" = Max|M(x)|

bagintis1 saglanmalidir. Bu baginti sadece, x birim elemanin bir kati(¢arpani) ise

saglanabilir. ¢

Sonuc 4.3.1.13: Cebir, “—cebir ise norm lizerine ek sart olarak, x|| = Hx” sart1 konur.

Bu kisitlamayi saglayan normlar “—kabul edilebilir olarak adlandirilacaktir.

Teorem 4.3.1.14: Bir degismeli “—cebirin her bir x elemani igin p(x)= inf ||x|| dir.

Burada infimum biitiin *—kabul edilebilir normlar tizerinden alinmustir.
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Ispat: Bu teoremin ispat: bundan 6nceki teoremin ispatina benzerdir.

_ P*q
X = Zapqxo Xo

formunun gosterimleri géz 6nilinde bulundurulur ve yeni norm

infzuapqu

olarak tamimlanir. ¢
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4.3.2. Reel Banach cebirlerinin baz1 geometrik ozellikleri

Bohnenblust ve Karlin (1955) de herhangi birimli kompleks Banach cebirinin
bir kose 6zelligine sahip oldugunu ispatladi: Bir dogal norma sahip olan her bir kiire
bir kdse noktasi olan birime sahiptir (kompleks anlamda).

Bu, reel cebirler i¢in genelde dogru degildir ve bu kisimin temel amaci,
Ingelstam (1962) nin ¢alismasi esas alinarak, uygun o6zellige (reel anlamda alinan
kose ile) sahip olan bir reel cebiri aragtirmaktir.

Bu boliim reel veya kompleks sayilar tizerindeki Banach uzaylari(ve cebirleri)
ile ilgilidir.

Bilindigi gibi; biitiin x # 0i¢in,

0<c< M <C (4.3)

N, (x)
olacak sekilde ¢ ve C sayilart varsa N, ve N, normlar1 denk normlar olarak
adlandirilir. Ayni elemanlt ve denk normlu iki tam normlu uzay ayni Banach uzay1
olarak kabul edilecektir.

Bir K konveks kiimesinin bir kdsesi K nin simirina ait bir x, noktasidir,
burada bu x, noktasindan gegecek sekilde K ya teget olan dogru yoktur. Reel veya

kompleks skalerler dikkate alindiginda bir dogrunun notasyonu elbette farklidir ( bir
kompleks dogru iki boyutlu bir reel afin alt uzayidir).
Bu ylizden reel kose veya kompleks kose oldugu durumlar ozellikle

belirtilmelidir.

Tamm 4.3.2.1: Bir u noktasina N normu ile tanimli birim yuvarin bir kdse noktasi
denmesi icin gerek ve yeter sart;

y/(x) = max CD(@C) (4.4)

|6|=1
olmak uzere ve de Gateau turevi de

d)(x): lim N(u +ax)— N(u)

a—>+0 o

(4.5)

seklinde tanimlanmak iizere, N(u)=1ve f(x)=0oldugunda x = 0 olmasidir.
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(Bu tanim hem|49| =1,0 = F1 olan reel uzaylar i¢in hem de kompleks uzaylar i¢in

gecerlidir.)
Bu c¢alismada sadece iki tarafi birimli degigsmeli cebirler ele alinacak, bu
birim ¢ogunlukla “e” ile gdsterilecektir.

Dogal norm kavramu ile
o < - ] (4.6)
e =1 4.7)

sartlarini saglayan bir normu anlamaliyiz.

Cebirin ( yani kendi iizerine lineer operatorlerin bir cebiri olarak) sol regiiler
gosterimlerinin kullanilmasiyla, Gelfand (1941) her Banach cebiri i¢in topolojiyi
tanimlayan en azindan bir dogal normun mevcut oldugunu ispatlamistir.

N verilen herhangi bir norm ise bu taktirde;
= sp ) 43)
0 N(»)

denk bir normdur.

Burada verilen bir dogal norm i¢in birim elemanin birim kiirenin bir kdsesi
olup olmadig incelenecektir.

Topolojiyi tanimlayan biitiin dogal normlar i¢in birim(eleman) birim kiirenin
bir kosesi ise bir Banach cebirine kose ozelligine sahiptir denir. Kdse o6zelligi

topolojik cebirsel bir 6zelliktir ve herhangi 6zel bir metrige sahip degildir.

Hatirlayalim ki bir Banach cebirinde zx_' serisi mutlak yakinsak oldugunda
n=0 N
expx daima
0 xl’l
expx =e+ Z—' (4.9)
n=l1 n:
olarak tanimlanabilir.
Eger x ve y birlikte diisiliniiliirse;

exp(x + ) = exp(x)exp(y) (4.10)

yazilabilir.
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Kose ozelligi icin bir sart

Bu kisimda birim(eleman)in birim kiirenin bir kosesi olmasi igin gerek ve
yeter sartlar formiile edilecektir. Burada kullanilan teknik biiytlik 6l¢iide Bohnenblust
ve Karlin (1955) den alinmustir.

Lemma 4.3.2.2: /(4) hem reel eksen hem de kompleks diizlem iizerinde tanimli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Eger

B2, + A,) < h(4)+ h(4,) (4.11)
h(0)=0 (4.12)
HM <0 (4.13)
a0
ise bu taktirde;
h(A)=0

dir.

ispat: Kabul edelim ki /(1) > Oolan bir yerde /(4,)> 0olsun. (4.11) in yeniden
kullanilmastyla her pozitif n tamsayist i¢in;
()
n

1
n

> h(4,)>0

oldugunu buluruz. n — o oldugunda bu (4.13) ile ¢elisir. Boylece h(x%) < 0dir.
Fakat (4.11) ve (4.12) den
0="h(0)=h(2-2)<h(2)+h(=2)<0

yazariz bdylece esitlik her yerde saglanir ve h(/i) =0 dir.e

Teorem 4.3.2.3: || || dogal normuyla verilen bir reel veya kompleks Banach

cebirinde asagidaki durumlar denktir.
1) Birim (eleman) birim kiirenin kdsesi degildir.
i1) Biitiin A skalerleri i¢in ||exp(/lx1| = 1 denklemini saglayacak sekilde

bir x # 0 mevcuttur.
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Ispat:
D(x) = limOM ile exp(ox)=e+ax+ 0(052),05 — 0 oldugunda
a—>+ a
(I)(x) = limoM yazabiliriz. Ayrica log(l + t) =+ O(t2 ),t — 0 dir, boylece
a—+ o
D(x) = anM dir. Sabit bir x igin /()= log|exp(Ax)| yazilabilir. (4.6),
a—>+ a

(4.7) ve (4.10) dan dolay1 h(/l), (4.11) ve (4.12)’u saglar. Her bir A i¢in Tanim

4.3.2.1 w(x)=0 sart1 ®(Ax)<0 a denktir, yani lim M < 0dur.

P
Simdi (i)’nin saglandiginm1 varsayalim, yani 1,//(x) = 0 olacak sekilde birx # 0
mevcuttur. Lemma 4.3.2.2 den
log”exp(ﬂxm =0 (4.14)
oldugunu gosterir. Aksine (4.14) 1 saglayan bir x # 0 varsa CD(ﬂ.x) =0 oldugu
goriiliir ve l//(x) =0 oldugunu yazilabilir, bdylece teorem ispatlanir. ¢

Kompleks cebirler icin Bohnenblust ve Karlin (1955) nin sonucunun

alternatif bir kanit1 agagidaki gibi verilebilir.

Sonug 4.3.2.4: Bir kompleks Banach cebiri kompleks kose 6zelligine sahiptir.

Ispat: Kabul edelim ki verilen bir x ve biitiin kompleks A lar i(;in”exp(/lx)” = 1dir.

Fakat exp(/lx) bir 4 kompleks degiskenli sinirli cebirsel degerli tam fonksiyondur.
Bu taktirde Liouville Teorem’inden dolay1 sabit olmalidir. Ozellikle kuvvet serisinin

acilimindaki A katsayist sifirdir, boylece x = 0 olur. ¢

Sonug 4.3.2.5: Eger bir boyuttan fazla ve birimli bir kompleks Banach cebirinde bir
i¢ carpimla topoloji tanimlanabilirse ( yani, Banach uzay1 bir Hilbert uzay: ise )

karsilik gelen norm dogal degildir.

58



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Faik GURSOY

Ispat: Burada ispatlanacak sey, karsilik gelen birim kiirede kose olacak bir nokta
bulunmadigidir.
N, N(x)= (x,x)% seklinde tanimli bir norm ve u , N(u): 1 sartin1 saglayan bir
eleman olsun. Bu taktirde
N+ ax) = (u+axv,u + ax)? = 1+ aRe(u, x)+ O(az),a —+0
olur oyle ki
<I>(x) :Re(u ,x),l//(x) = |(u ,xl

dir.

Hiperdiizlemdeki her x , u ya diktir, w(x)=0 ve bu u nun bir kdse

olmadigint gosterir. Sonug 4.3.2.4°’e gore, N dogal ise e birimi (eleman1) bir kose

olacak. Bunedenle N dogal degildir. ¢

Reel cebirlerde kose ozelligi
Biitiin dogal normlar i¢in; birim kiirenin, bir reel kdse olarak birime
(elemana) sahip oldugu gercegi reel cebirler icin genellikle dogru degildir. Ornegin

kompleks sayilar sistemi, bir reel cebir olarak, bu 6zellikle (||§ + i77|| = |§| + |77|) ve bir

digeri bu dzellige sahip olmayan (|&+in|=+/& +7r°) bir dogal norma sahiptir.

Bununla birlikte, Teorem 4.3.2.3 iin yardimiyla, kdse 6zelligine sahip bir cebir i¢in,

analitik diisiinceye uygun, bir durum formiile etmek miimkiindiir.

Teorem 4.3.2.6: Bir reel Banach cebirinin reel kose ozelligine sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter sart her x # 0 igin exp(oax) nin a reel degiskeninin smnirsiz bir

fonksiyonu olmasidir.

Ispat: Eger her x # Oicin exp(ax) , sinirsiz ise herhangi bir norm i¢in
||exp(0cx1| = I saglanir. Boylece cebir kose 6zelligine sahiptir.
Aksine kabul edelim ki exp(ex,) sirh olacak sekilde bir x # 0 meveuttur.

Belirli bir norm igin (dogal olarak secilebilen) dyle bir K sabiti vardir ki her o reel

sayist i¢in

59



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Faik GURSOY

||exp(ax0 )|| <K
dir.
Simdi cebir iki adimda yeniden normlandirilacaktir. ik énce

N (x) = sup||exp(00c0 )x||

seklinde bir norm yazalim. Bu norm, |x| = ||exp(0x0 )x” <N(x)<K ||x|| oldugunda ||x||

e denktir. Genelde N(x) dogal degildir, bu yiizden (4.6) islemi ve ||x|| ve N (x) e

denk olan H|x|” = supM bi¢cimi yeniden dogallastirilir. Dahasi,
y#0 N(y)
supllexp(43 - x, ) expla - x, )y supllexp[ p+ax,
H|exp(ax0 ]H = sup b = =1
o suplexp(y - x, )y Supllexp 7%, )]
4

dir. Teorem 4.3.2.3.’in kullanilmasiyla cebirin, birimi birim kiirenin bir kosesi

olmayan bir dogal H| m normuna sahip oldugu elde edilir. Boylece verilen sart gerekli

ve yeterlidir ve teorem ispatlanir. ¢
Teorem 4.3.2.6’den bir Banach cebirinde exp(ax) fonksiyonunu sinirl yapan

x elemanlarinin kiimesinin ilgi ¢ekici oldugunu goriiriiz. Bu kiime ile cebirin

radikalinin kesisimi asagidaki teoremde gosterildigi gibi sadece orijindir.

Teorem 4.3.2.7: x # 0 elemani bir reel Banach cebirinin radikaline ait ise exp(ax)

reel a degiskeninin sinirsiz bir fonksiyonudur.

Ispat: exp(ax) in sinirli oldugunu varsayalim. x radikale ait oldugundan N (x)

1
normu i¢in lim(N (x” )% =0 dir. f herhangi bir siirekli lineer fonksiyonel olsun ve

ola)= f(explax +Zx—,f( )=Y 0, %
n=1 M. n=0 n.
yazalim. Katsayilar i¢in

L) < V) ) > 0,m >0

yazabiliriz. Boylece go(x) yakinsaklik yarigap1 sonsuz olan bir kuvvet serisi olarak

gosterilir. Bu taktirde (p(a) fonksiyonu kompleks diizlemde bir tam fonksiyona
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analitik olarak devam ettirilebilir. Bir tam fonksiyonun mertebesi en fazla 1 iken,

minimum tip, yani her 6 > 0 i¢in
lp(x) = O(exp5|a|)- o] > o
dir. ¢

Bunu kanitlamak igin, ilk dnce

> (04
(o) < S

n=0

olduguna dikkat ¢cekelim.
Bir Phragmen-Lindel6f teoremi Boas (1954) (s.84) bu tiir fonksiyonlarin (reel

eksen lizerinde siurl) bir sabit oldugunu gosterir. Bu g, = 0 oldugunu belirtir, yani
siirekli her f fonksiyonu i¢in f (x): 0 dir. Bu nedenle x =0 kabuliimiizle ¢elisir.

Bu nedenle radikaldeki her x # 0 i¢in exp(ax) siirsizdir.

Sonug 4.3.2.8: Eger bir birim radikal Banach cebirine eklenirse, meydana gelen cebir

(alisilmis topolojiyle) kose 6zelligine sahip olur.

Ispat: Radikal cebir R ve yeni cebir 4 olsun. Bu taktirde R, 4’nin radikalidir. Her

x € 4 i¢in x'e R oldugunda x = ye+ x' yazilabilir. x'e R i¢in ||x'|| norm oldugunda

N(x) = N(}/e+x') = |7/| +||x'

, 4 igin bir normdur. Dahasi,

exp(ax) = exp(a y e + ax') = explay Jexp(ar') = explay fe + r(@)). @) e R
ve N(exp(ax)):exp(ay)(l+||r(a)||) dir. Eger y #0 ise bu fonksiyonun smirsiz
oldugu asikardir ve eger y =0 fakat x'# 0 ise fonksiyon teoreme gore sinirsizdur.
Boylece exp(ax) in smirli olmasi x = 0 oldugunu belirtir ve cebir kose ozelligine

sahip oldugunu gosterir. ¢
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4.4. Banach Uzayinda Birim Yuvarin Bazi Geometrik Ozellikleri

4.4.1 Banach uzayinda birim yuvarin bazi1 geometrik ve topolojik ozellikleri

Bu kisimda bir Banach uzay1 olarak 6l¢iim uzay1 ele alinip Lin ve ark (1986)

nin ¢aligsmasi detayli olarak incelenecektir.

X bir Banach uzayi olsun ve (Q,z, ,u) bir olasilik uzay1 olsun. Bir X degeri

icin Q {izerindeki rastgele degisken x ve bu degiskenin beklenti degeri Ex = J.x(t)d,u

Q
ile gosterilsin.

(pPALUR) ozelligi.1 < p <0 ve 4, [0,1] aralig1 tlizerinde Lebesgue Ol¢iimii olsun.

Her xe X ve x, e L”(4,X) igin lim”x +Xx,

) :||x|| ve Ex, =0 ise bu taktirde

lim
n

X, = 0 dir. Bu sekildeki bir X e p-ortalama lokal diizgiin rotund denir.

(G) ozelligi. X in birim kiiresinin her noktas1 kapal1 birim yuvarin bir denting noktasi

ise yani ||x0|| =1 ise bu taktirde her ¢ > 0 i¢in M(xo,e) = {x eX: ||x|| <L|x-x, || > 6‘}

olmak tizere x, ¢ coM (xo,g) dir. Bu sartlar1 saglayan X e (G) 0Ozelligine sahiptir

denir.
(H) ozelligi. X in birim kiiresi lizerindeki herhangi bir dizi i¢in zayif ve norm
yakinsaklik cakisir ise X e (H) ozelligine sahiptir denir.

(K) ozelligi. X in birim kiiresi lizerinde norm topoloji ve zayif topoloji cakisir ise X e
(K) Kadec ozelligine sahiptir denir.

(LUR) ozelligi. Eger X teki herhangi bir x ve {xn}dizisi icin ||xn ||S 1,

x||:lve

lim|x + x,| = 2 ise bu taktirde lim|x, — x| = 0 dir. Bu sekildeki bir X e lokal diizgiin
rotund denir.

(MLUR) ozelligi. Eger X teki herhangi bir x ve {xn}, {yn} dizileri igin ||xn || <1,

||yn || <1, x|| =1 ve 1im||2x—(xn +yn1 =0 1se bu taktirde 1im||xn -y, || =0 dir. Bu

sekildeki bir X e ortanokta lokal diizgiin rotund denir.
(R) ozelligi. X in birim kiiresi asikar olmayan dogru pargalarini i¢ermiyorsa X e

rotund denir.
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Bu kisimda asagidaki teoremi ispatlayacagiz.
Teorem4.4.1.1: Bir X Banach uzayinda asagidaki 6zellikler denktir.

(1) Herl < p < o0 i¢in X bir (pALUR) dur.

1) Bir kag1 < p < o i¢in X bir (pALUR) dur.

1) X ,(G) ozelligine sahiptir

i) X, (K) ve (R) 6zelliklerine sahiptir.
Ustelik , X /, e izomorfik olan herhangi bir alt uzay igermezse bu taktirde (K),
(H) ile degistirilebilir.

Ispat: (2)= (3). X in (G) ozelligine sahip olmadigini kabul edelim. Bu taktirde

||x0||:1 ve x, e coM (xo,g) olacak sekilde x, € X ve & >0 sayilart mevcuttur.

k”
(i = 1,2,...)i¢in z, = Zai(”)yi” olmak {tizere 1im||zn —x0|| = 0 olacak sekilde ai(”) >0,

i=1
k, ;
2051.(”) =1 ve {yl" }lkzl c M(x,,¢) alalm. j=12,.,k, igin g =0 , B} = Zj:a["
i=1 i=
alalm. y, (t) =y}, olarak tanimlayalim j =0,1,2,...,k, —ligint € [,87 0 J’.’H) ve
n=12,.. icin x ()= y,(¢)-z, ise bu taktirde Ex =0 ve

1< ||x0 +xn||p < ||x0 —Zn||+ Y,

R ||x0 -z, || +1 dir. Bu nedenle lign”x0 +Xx, ||p =1 dir.

Fakat X bir (p)ALUR) dur. Bu nedenle lim|x, , =0 dir. Bununla birlikte her # i¢in

e< ||x0 = Vull, = ||x0 -z, || + ||xn ||p dir. Boylece ¢ <0 geliskisini elde ederiz.
(3)= (4). Bu Fan ve Gliksburg tarafindan ispatlandi. Fan ve Gliksburg (1958)

de (G) nin (G.3) Ozelligine denk oldugu ispatlandi. f~ e X,

f || =1 olmak tizere
{x eX: ||x|| =L f (x) >a,a € R} seklindeki kiimeler ailesi X birim kiiresinin norm

topolojisine gore acik kiimeler i¢in bir taban teskil eder.
(4)= (1). Troyanski (1985) teki Lemma3.1 i sonraki ifade ile yer degistirirsek
ispat Troyanski (1985) teki Sonug 1.2 nin dogrultusunda saglanir. ¢

Lemma4.4.1.2: 1< p <oolsun. 0 < <1igin
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(1,X),

577 olacak sekilde bir C, saysi
vardir oyle ki; D = {t € [0,1] : ||x + y(t)” =1+ 5} olmak tizere /”L(D) <C,6 ve

[ly(@)” de <26 yi yazabiliriz.

l+a|” -1-pa 1 ,
Lemmanin ispati: lim 5 =— p( p- 1) >0 ve lim
a0 a 2 |a]-0 |a|"

1+a|" -1-pa

ve a #0 i¢in |l+a|p —1- pa >0 oldugundan

1+d|" > Vpar ke il s
1+pa+Kp|a|plf|05|21

olacak sekilde bir K, > 0 sabiti mevcuttur.

M, (5)= K, if 1<p<2
P K, if 2< p<oo

olarak alalim. Bu taktirde

la| > 5 ise [1+a]” 21+ pa+ M ,(5)e|” (4.15)
dir. (t)=|x+ y(t)-1 yazalm. Bu taktirde D iizerinde E¢ jx+y =0
0
ve p(t)> & elde edilir. (4.15) ten
167 > [ o _j (4 ple)) e > [+ pole)e + [ M (SVole) ar
0 b

> 1+m, (8)[|ple) de 21+ M ,(5)A(D)5”

elde edilir.
Bu nedenle A(D)<8°/M ,(5)<8/K,, ve [lpl(t)"dt <57 /M (6)< 57" /K, dir
D

p
Her o > & igin (1+ p)* <1+ (ZFaj oldugundan
p
[l (o) de = [ 1+ ple) e < j(l +(2<0_(f)] ]
D D D 5
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:z(m{gjpf ol a2+ 22

dir.
Boylece baz1 C, sabitleri igin

p

ora] (i) < sor

K 1

p p

1v20 )", S
< s +——<cC "
KV P

elde edilir.

[, in X in bir alt uzayima izomorf olmadig1 durumda Bor-Luh-Lin ve pei-Kee
Lin (1985) te gosterdi ki; (H) ve (R) birlikte (G) yi gerektirir. Boylece teoremde (K)
ile (H) y1 yerdegistirebiliriz.

Buradan asagidaki sonuca ulasilir.

Sonu¢ 4.4.1.3: 1 < p < olsun ve (Q,Z,,u) bir olsilik uzay1 olsun. Bir X Banach

uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
1) X bir (p)ALUR) dur.
ii)  Her 1<gq<oigin L?(u, X) bir (p)ALUR) dur.
iil) X, (R) dir ve (K) 6zelligine sahiptir.
iv) Her 1 < g < igin L? (,u,X ) (R) dir ve (K) ozelligine sahiptir.
Ustelik, /, in X in bir alt uzayma izomorfik olmadigi durumda (K) ile (H) y1

yerdegistirebiliriz.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Ele alinan ¢ogu Banach cebirinin Weddderburn ayrisimina sahip olmadigi
goriilerek bu uzaylar ve bolim uzaylar1 hakkinda genel bilgi edinilmistir. Ayrica
Banach cebirlerinin bazi geometrik 6zellikleri de incelenmis olup, Banach cebirleri
ve Banach uzaylarinin geometrik 6zellikleri hakkinda bazi temel bilgiler edinilmistir.

Bu incelemeler gostermektedir ki; Wedderburn ayrigimina sahip olan veya
olmayan bolim cebirlerinin de geometrik Ozelliklerinin incelenmesi literatiir
acgisindan onemlidir

Bu c¢alismada yapilan incelemeler ve elde edilen bilgiler ileride Banach
cebirlerinin ve Banach uzaylarimin geometrisi ile ilgili olarak yapilacak caligmalara

temel teskil edecektir.
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OZET

Bu caligma alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezin amaci ve bu
konunun secilme gereksinimi anlatilmistir. Ikinci boliim ise, tezin ilerleyen
kisimlarinda gerekli olan temel tanmim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliim
ise Banach cebirlerinin Wedderburn ayrisimima ayrilmistir. Bu bdliimde ayrisim,
Banach cebirleri ve Grup Banach cebirleri olarak ayri ayr ele alinmistir. Dordiincii
boliim ise Banach cebirlerinin geometrik ozellikleriyle ilgilidir. Bu 6zellikler,
Banach cebirinin kompleks ve reel olmasi durumlari ayri ayr1 ele alinarak
incelenmistir. Besinci boliim ise bir Banach uzayi i¢in birim yuvarin sahip oldugu
bazi geometrik oOzelliklerin incelenmesine ayrilmistir. Altincit bolim ise tezin
sonuglar1 ve onerilerine ayrilmistir.
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SUMMARY

This thesis is composed of six parts. The first part explains the goal of the
thesis and the reason for the choice of this topic. The second part mentions about
basic definitions and theorems which are necessary for the following parts. In the
third part, Wedderburn decomposition of Banach algebras is defined. In this part, the
decomposition is explained as Banach algebras and Group Banach algebras
seperately. When the subject comes to fourth part, it is related to the geometric
properties of Banach algebras. These properties are analysed by explaining the
circumstances of Banach algebras’ being complex and real one by one. The fifth part
is devoted to study some geometric properties which the unit ball has for a Banach
space, and the sixth part gives information about the results of the thesis and the
suggestions.
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