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Kullanig1 bakimindan zor olan fonksiyonlari, daha rahat islem yapabilecegimiz fonksiyonlara doniistiirmek
yaklagim teorisinin ilgi alanidir. Genelde esas fonksiyon uzaymin alt uzayindan bu fonksiyonlar alinir ve
bu fonksiyonlar, operatorler kullanilarak, daha cok tiirevlenebilme, integrallenebilme gibi 6zelliklere sahip
fonksiyonlara doniistiiriiliir. Bunu diisiinerek Weierstrass 1885 yilinda kapal1 ve sinirli (veya kompakt) bir
aralikta siirekli fonksiyona, ayn aralikta yakinsayan polinomun var olacagini iddia etmis ve kanitlamigtir.
Bir¢cok matematik¢i bu polinomun varligin diistinerek toplam seklinde polinomlar dizisi tanimlamagtr.
Burada arastiracagimiz , Otto-Szasz tarafindan [0, o) aralifinda iiretilen Szasz Operatorii olarak bilinen
bir polinomlar dizisidir. Bu calismamizda (-0, %) ‘a genisleyen [—bs, bs] araliklarinda tanimli operator
ile yaklagim ve yaklagim 6zelliklerini inceleyecegiz.

ANAHTAR KELIMELER: Yaklasim hizi, Szasz- Kantorovich Operatorleri, Korovkin Teoremi,

Korovkin Yaklagim Sartlar1, Lineer pozitif operatorler
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Transforming functions that are difficult to work with into more manageable functions is the primary focus
of approximation theory. Generally, these functions are chosen from a subspace of the main function space
and are transformed using operators into functions with enhanced properties, such as differentiability and
integrability. With this in mind, Weierstrass claimed and proved in 1885 that for any continuous function
on a closed and bounded (or compact) interval, there exists a polynomial that converges to it on the same
interval. Considering the existence of such a polynomial, many mathematicians defined sequences of
polynomials in summation form. The subject of our investigation here is a sequence of polynomials known
as the Szasz Operator, which was introduced by Otto-Szasz on the interval [0, ). In this study, we will
examine the approximation and approximation properties of the operator defined on the intervals [—b,
bs] extending to (—o0, ).

KEYWORDS: Rate Of Approximation, Szasz-Kantorovich Operators, Korovkin Theorem, Conditions

Of Korovkin Approximation, Lineer Positive Operators
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GIRIS RUMEYSA YILMAZ

1. GIRIiS

Yaklasim teorisi basit olmayan fonksiyonlarda daha basit veya daha islenebilir
fonksiyonlarla yaklagik olarak ifade etme yontemlerini inceleyen bir daldir. Temel amaci
genellikle karmasik olan bir fonksiyonun yerine, onu belirli hata sinir1 i¢inde yaklasik olarak
temsil eden daha basit bir fonksiyon bulmaktir. Bunlar polinom, trigonometrik seri gibi

fonksiyonlar olabilmektedir.

Bu teorinin kokleri Antik Yunan’a dayanmakla beraber modern yaklasim teorisi
ozellikle 18. ve 19. yiizyilda gelismeye baslamigtir. Bu gelismelerin en 6nemlileri 1885
yilinda Weierstrass tarafindan ifade edilmigtir. Weierstrass *Her siirekli fonksiyonun kompakt

bir aralikta polinomlarla yaklasik olarak ifade edilebilecegini’ gdstermistir.

Weierstrass’in bu teoreminin ispati {izerine bircok matematik¢i bunun iizerine
calismigtir. Bunlardan Bernstein 1912 yilinda Bernstein operatorleri ile bu teoremin daha

anlasilir bir ispatin1 yapmustir.

B =Y (F)ra = (E) osnst mecon w

n
k=0

seklindedir. (Bernstein, 1912)

Bernstein polinomlarinin pek cok genelleme ve modifikasyonu yapilmagtir.

Bernstein operatorlerin ozelliklerinden biri, yakinsama fonksiyonlarinin tekilliklere
veya siireksizliklere sahip olmasidir. Bunu gidermek i¢cin Kantorovich, tekilliklere veya
siireksizliklere sahip olabilen fonksiyonlar1 iceren Lebesgue integrallenebilir fonksiyon
uzay1 i¢in asagidaki Bernstein-Kantorovich operatorlerini tanitmistir,

Ko(fiz) = (n + 1)an,k(x)/:“ FOdt Vee[0,1] neN
k=0 n+i

n+1 (2)
n

(uslo) = ()1 = )
seklindedir. (L..V. Kantorovich ,1930)

Chlodowsky (1937) tarafindan ilk defa, [0,%0) aralig1 lizerinde Bernstein polinomlar1
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modifiye edilmis ve bu polinomlarin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Bernstein Chlodowsky polinomlar dizisi olarak adlandirilan bu polinomlar dizisi b,

lim,,_, o b, = 00 ve lim,,_, % =0

sartlarin1 saglayan monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisi olmak lizere

n k n—=k
Colfiz) =) f (%bn) Cn (bﬁ) (1 - bﬁ) 0<z<b )
k=0 " "

olarak tanimlidir. (Chlodowsky, 1937)

1950°de Szdsz operatorii tanimina goyledir.. Bu Bernstein operatorlerinin pozitif yar
eksene taginmig halidir. Bernstein polinomlarindan faydalanarak O. Szasz tarafindan Szasz

operatori,

Su(fur) =y 0D (E> 4)

k=

=]

seklinde tanimlanmustir. (O. Szasz ,1950)

Szasz-Kantorovich operatorii ise Szasz operatdriiniin “integral’ ile bir modifikasyonu-

dur. Totik tarafindan 1983 yilinda su sekilde tanimlanmstir:

Szész-Kantorovich operatorii

Ko(fo) = ne™™ " <”,f,>k / T f@dt @ e [0,00) 5)
k=0 ’ n

(Totik, 1983)

Simetrik aralikta ilk calisma (A.Cilo, 2012) yilinda ve bununla ilgili kongre sunumu
(Cilo vd. , 2012) tarafindan yapilmistir. Daha sonra bu operatérle ilgili baz1 makaleler ve

tezler yapilmistir. Bunlardan bazilar1 sunlardir:
*[-1, 1] araliginda Bernstein polinomlarinin yaklagim 6zellikleri ve yaklasim hizi
(A. Cilo, 2012)

*[-1, 1] araliginda Bernstein-Schurer operatorlerinin yaklasim 6zellikleri ve yaklagim

hiz1 (G. Keles, 2018)
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* Simetrik Aralik Uzerindeki Bernstein-Kantorovich Polinomlarinin Bir Modifikas-

yonu (N. Ayla Damar, 2025)
Iki degiskenli aralikta sunlar yapilmugtir:

*Ucgensel Bolgede Iki Degiskenli Bernstein Durrmeyer Tipindeki Operatoriin
Yaklagimi1 (H. Cicek, 2022)

*[— 1, 1]x[- 1, 1] Bolgesi Uzerindeki Iki Degiskenli Bernstein-Durrmeyer Polinom-
larinin Yaklagimi (E. Acar, 2022)

*Ucgensel bolgede iki degiskenli bernstein-kantorovich operatérii ile yaklagim
(R. Aslan, 2020)

Bu calismalardan esinlenerek Szasz-Kantorovich operatorii simetrik aralikta ilk defa

bu tezde ele alinmstir.

Burada da (5) ’teki operatoriin u € [-b,, o) araliginda tanimlanmis hali asagida
verilmistir.

1.1. Tanim

j , B
A = R = 23 (bﬁﬂ) [ ew ©
5 50 s 1=Sp,

Bu calismada verilen yukaridaki operatoriin baz1 yaklagim 6zellikleri ele alinacaktir.

1.2. Temel Kavramlar

Burada verilen bazi kavramlar1 kullanarak tanim ve teoremleri verecegiz. Bazi
tanim ve teoremlerde, genel olduklar i¢in kaynak belirtmeyecegiz. Bunlar ileride isimize
yarayabilecek olan Tanim ve Teoremlerdir.

1.2.1. Operator

Tanim

V ve W reel degerli fonksiyon uzay1 olmak iizere L : V — W gseklinde tanimlanan

doniisiimlere operator denir. (Butzer and Nessel, 1971)
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Bu operator tanimindan yararlanarak simdi Lineer operator taniminmi verelim.

1.2.2. Lineer Operator

Tanim

V ve W reel degerli fonksiyon uzaylari olsun. L : V — W seklindeki L operatorii Vf,

g € Vve Va, B € R olmak iizere;

L(af +Bg) = aL(f) + BL(g)

esitligini sagliyorsa L operatoriine lineer operator denir (Korovkin, 1960). Operator,
Lineer Operator tanimlarindan yararlanarak Lineer Pozitif Operator tanimini verelim.

1.2.3. Pozitif Operator

Tanim

Bir f fonksiyonu ve bu fonksiyon iizerinde etkili bir L operatorii gdz 6niine alinsin.
Eger L operatorii, negatif olmayan her f fonksiyonunu (f > 0) yine negatif olmayan bir

fonksiyona doniigtiiriiyor yani
Lf)=>0

kosulunu sagliyorsa, bu operatdr pozitif operatér olarak adlandirilir (Korovkin,
1960). Bir operatoriin hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarin1 es zamanli olarak tagimasi
durumunda ise bu operatore lineer pozitif operator adi verilir.

1.2.4. Fonksiyon Smiflar
Tanimm

Baz1 fonksiyon siniflar1 agagida verilmistir:

M sayisi f fonksiyonuna bagimli bir sabit olmak iizere; [a, b] araligindaki tiim sinirh

fonksiyonlarin kiimesi
B[a, b] = {f:[a,b] » R|Vx € [a, b] i¢gin |f (x)| < M }

seklinde tanmimlanir. Ayni aralik iizerinde tanmimli ve siirekli olan fonksiyonlarin

olusturdugu sinif
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Cla, b] = {f: [a,b] = R |f, [a, b] *de siirekli}

ile gosterilir. Hem siireklilik hem de siirlilik sartini birlikte saglayan fonksiyonlarin

kiimesi ise bu iki sinifin arakesiti olup
Cs [a, b] = CJa, b] NBJa, b]
seklindedir.

1.2.5. Norm
Tamm

Tanim bolgesi [a, b] kapal1 aralig1 olan, siirekli ve reel degerli tiim fonksiyonlarin

meydana getirdigi kiime C[a, b] fonksiyon uzay1 olarak tanimlanir.
Bu uzay iizerinde bir f € C[a, b] fonksiyonunun normu (biiyiikliigii)
lIfllcap= MaXe<a<s | f ()]
seklindedir.
1.2.6. Diizgiin Yakinsakhk
Tamm

Sinirli ve kapali bir [a, b] araliginda tanimlanmig bir h,, fonksiyon dizisi ile bir h limiti

verilsin. Eger
lim, e, - h”C[a,b] = lim, 0 maxyq,b] lh,(x) - h(x)| =0

esitligi gercekleniyorsa, h, dizisinin h fonksiyonuna C[a, b] uzayinda diizgiin ({iniform)

yakinsaktir denir. Bu yakinsama tiirii
h, (x) = h(x)
seklinde gosterilmektedir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Korovkin Teoremi olarak adlandirilan Lineer Pozitif Operatorlerin diizgiin yakinsama
sartlar1 ise asagidaki Teoremde verilmistir.

1.2.7. Korovkin Teoremi

Teorem
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h € Cla, b] olmak iizere, fonksiyon tiim reel eksende |h(x)| < M, sartiyla sinirlt
olsun. Eger T}, : C'la, b] — Bla, b] biciminde tanimli bir (7},) lineer pozitif operatér dizisi,

her x € [a, b] eleman i¢in asagidaki ii¢ sart: ayn1 anda gergekliyorsa:

)T, (L,z) =1

i) T, (t; ) = o

iii) 7,,(t?, ) = 2*

bu durumda [a,b] arahigi iizerinde T,(h;z) = h(x) yakinsamasi elde edilir
(Korovkin, 1953).

ispat

Kabul edelimki i € Cla, b] olsun. Ele alinan h fonksiyonunun siireklilik 6zelliginden
dolay1, keyfi secilen her pozitif € sayis1 icin Oyle bir 6 > 0 sayis1 bulunabilir ki; [t — x| £ &
esitsizligini saglayan degerler icin |h(t) — h(x)| < € kalir. Ote yandan, |t — x| > § durumu s6z

konusu oldugunda, |h(x)| < My, simirlilik kogulu ve iicgen esitsizligi yardimiyla

Ih(t) — h(x)| < [h(t)] + [h(x)| < 2M,, (1.6)

bagmtisina ulagilir. Benzer sekilde, |t — x| > 6 varsayimi altlnda@ > 1 olacagi

aciktir. Buradan hareketle

=2 51(1.7)

esitsizligi kolayca yazilabilir.

Sonug olarak, (1.6) ve (1.7) ifadeleri bir arada degerlendirildiginde,

|A(t) — h(z)| < 2Mj, < 2M, 52 h©-he] < 2M, <2M,, 28

seklinde yazilabilir.

O halde;

|t — x| < digin |h(t) — h(z)| < €

|t — x| > ¢ icin |h(t) — h(z)| < 2Mh(t;—§)2 elde ettik. Dolayisiyla V¢ € R ve
vV € [a,b] igin
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Ih(t) — h(z)| < e+ 2M, S22 (1.8)

seklindedir.
Simdi (i), (ii) ve (iii) kogullarini saglayan (7,,) operator dizisinin,

limy, o0 (| T (R) — Rl o, ) = O 0ldugunu gosterelim. Lineerlikten :

— h(x)] = |Tu(h(t); ) = h(z) + T (h(x); x) = To(h(z); )|
| Tn(h(t); 2) = Tn(h(x); 2) + To(h(x); 2) — h(z) (7
= [Tu((h(t) = h(z)); 2) + h(z)(To(1; ) — 1)

"dir. Burada ti¢cgen esitsizligini kullanirsak:

[ Ta(h(t); 2) = h(x)| < |Tu((h(t) = h(z)); )| + [A()|[Ta(L2) = 1] (8)

yazilabilir. T lineer pozitif bir operator oldugundan * T lineer pozitif bir operator

oldugu taktirde |T'(h)| < T'(]h|) esitsizligi vardir. * lemmasindan
[Tu(h(t); ) = h(2)] < To([h(t) = h(z)[; 2) + [P(2)[|T0(1; 2) = 1 ©)
esitsizligi saglanr. |h(x)| < M;, den
T (h(t); ) = h(x)| < Tu([h(t) = h(x)[; 2) + My|T,(1; ) — 1] (10)

yazilabilir. Lineer pozitif operatorler monoton artan olmasindan dolayi (7},) monoton

artan olup burada (1.8)’{in kullanilmasiyla,

M,

52

| T (h(t);z) — h(z)| < T, (e + 2 (t — x)Q;x) + My|T,(1;2) — 1] (11)

bulunur. Diger taraftan (T,) ’in lineerliginden
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T, <e LY. x) D)+ T, <%(t ) a:)

52 2
2M,
=T, (1;2) + #Tn(tQ — 22t + 2% 1)
2My o 2 2 2 2 12
=T, (1;2) + V[Tn@ cx) —a? — 2?4222 — 0T, (tx) + 22T, (1 2)] (12
2My, 2 2 2 2 2
=T, (1;2) + V[Tn(t sx) — a4 22° — 22T, (4 x) + 2°T,(1; ) — o7
2Mp, 2 2 2
=T, (1;2) + 7[(7}(1& sx) — ) 4 2x(x — To(t; o)) + 27 (T.(1; ) — 1)]

yazabiliriz. Bu son ifadenin (11)’de kullanilmasiyla;

T (h(t);x) — h(z)| < €T (1;2) + %[(Tn(t% r) — 2°)

+22(x — T, (t;2)) + 2*(Tp(1;2) — 1)] + M| T, (1;2) — 1 -
elde edilir. Burada (i), (ii), (iii) kosullarinin kullanilmasiyla
|T,(h(t);x) — h(z)| <€ (14)
bulunur. O halde:
lim max |7, (h(t);x) — h(z)] =0 (15)

n—o00 a<x<b

dir. Ispat tamamlanir. (Korovkin 1953)
1.2.8. Siireklilik Modiilii

Tamm
h € C|a, b] siirekli bir fonksiyon olsun. h fonksiyonunun [a,b] araliginda tanimli siireklilik

modiilii w(h, ), > Oi¢in agagidaki sekilde tanimlanr:

w(h,0) = supjz—y|<s Ih(x)-h(y)l

z,y€la,b]
Bu tanim, fonksiyonun [a,b] araliginda ¢ uzaklik i¢inde ne kadar degistigini Glcer.
w(h, §)azaldik¢a, fonksiyonun daha diizgiin davrandigi (uniform continuity) anlasilir.

Siireklilik modiiliiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:
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i) w(h,6) >0

i) limw(h, 5) =0

iti) m €N igin w(h,md) < muw(h,d)

iv) AER' igin w(h,A) < (1+ Nw(h,d)
v)  [h(t) = h(z)] < wlh, [t - z[)

oi) Jh(t) = h(@)| < (14 1= I') w(h, )

(16)

(Altomare ve Campiti, 1994)

Siireklilik Modiilii Tanimindan hareketle Lipschitz kosulu tanimi su sekilde verilmistir.
1.2.9. Lipschitz

Tanim

Bir f : [a,b] — R fonksiyonu i¢in, sabit bir M> 0 varsa ve tim =,y € [a,b],

0 <a<1igin
fCO-f(y)l <M |z — y|*

esitsizligi saglanyorsa, f fonksiyonu Lipschitz stirekli (veya kisaca Lipschitz) denir.

Bu fonksiyonlarin siift Lipy(«) ile gosterilir.

Buradaki M sabiti, fonksiyonun Lipschitz sabiti olarak adlandirilir. Bu 6zellik,
fonksiyonun belirli bir hizdan daha hizli degismeyecegini garanti eder. (I.P. Natanson,

1964)

Son olarak bircok yerde karsimiza ¢ikan ve burada da isimize yarayabilecek olan
Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky Esitsizligi bu sekildedir.
1.2.10. Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky Esitsizligi

Tanim

T : U — V lineer pozitif operator olmak iizere, 1 < a, f < 0o ve é + % =1

icin her h, [ € U olmak iizere

T(Ihll) < (T(h|*)™ - (TUP)) P
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Eger Holder esitsizliginde (o« = = 2) alinirsa
[T(hL; x)] < VL %) V(T(@; %)

esitsizligine ”Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky Esitsizligi” denir. (Natanson 1964)

10
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bernstein 1912 yilinda Bernstein operatorleri ile Weierstrass teoreminin daha

aciklayici bir ispatin1 asagidaki polinomlari kullanarak yapmastir.

n

Bt = () -wrn (5) osus1onecor

k=0
seklindedir. (Bernstein, 1912)

Chlodowsky 1937 yilinda Bernstein operatorlerinin bir modifikasyonunu verdi.
Bununla Bernstein operatorlerinin [0,00) araliginda da caligilmasini sagladi. (Chlodowsky,

1937)

Bernstein operatorlerin 6zelliklerinden biri, yakinsama fonksiyonlarinin tekilliklere
veya siireksizliklere sahip olmasidir. Bunu gidermek i¢in Kantorovich, tekilliklere veya
siireksizliklere sahip olabilen fonksiyonlar1 iceren Lebesgue integrallenebilir fonksiyon
uzayi icin asagidaki Bernstein-Kantorovich operatorlerini tanitmasgtir,

" e
ot = (4 D3 ) |

n+1

ht)dt Yuel0,1] ,neN  (18)

(i (1) = (k> P — )" ) (19)

seklindedir. (L. V. Kantorovich ,1930)

Chlodowsky (1937), Bernstein polinomlarini [0,%) aralifina tagtyarak ilk genellestir-
meyi yapmis ve elde ettigi bu yeni yapinin yaklagim niteliklerini ayrintili olarak ele almistir.
Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi seklinde isimlendirilen bu dizi b,,

lim,,_,o0 b, = 00 ve lim,, %" =0

sartlarin1 saglayan monoton artan reel terimli pozitif say1 dizisi olmak {izere

n L k n—=k
Colhsp) = h (Ebn) ck (bﬂ) (1 - bﬁ) 0<u<b, Q0
k=0 " "

olarak tamimlidir. (Chlodowsky, 1937)

11
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Bunun yani sira Szdsz 1950 yilinda Bernstein polinomlarindan esinlenerek Szasz

operatoriinii tanmlamistir. Bu Bernstein operatorlerinin pozitif yar1 acik araliktaki bir halidir.

Sa(h,m) = e %h (ﬁ) 1)

k=0

(O. Szasz, 1950)

Szész-Kantorovich operatorii ise Sz4sz operatoriiniin integrallenebilen fonksiyonlar
icin bir modifikasyonudur. 1983 yilinda Totik tarafindan tanimlanmstir.

= (nz)* o

k! k
k:O n

Kn(f7 77) = neinx

f(t)dt (22)

(Totik, 1983)

sirastyla Szdsz operatorii ve Szdsz-Kantorovich operatorii seklindedir. Burada da
Szdsz-Kantorovich operatoriiniin simetrik araliktaki bir operatoriiniin yaklagim 6zelliklerini

inceleyecegiz.

Bu tez boyunca

2 (23)

sartlar1 bu sekilde kullanilacaktir.

H. Cicek vd. bu sekilde verilen agirlikli uzaylarda Szasz-Kantorovich operatoriinii

tanitt1 ve yaklagim ozelliklerini inceledi. (H. Cicek vd., 2022)

ot d) o (et (U

, ala W o (atd) .

Za(Jit) = @ ot o s tz ! . jl)di ;0<i< o0 (24)
=0 a (a+d)

c,d € Rve ) <c¢<d’dir
Not: Burada tanimlanan Szasz-Kantorovich tipi operator lineer ve pozitiftir.

Yine R. aslan vd. q—Szdsz-Kantorovich-Chlodowsky operatorlerini agirlikli uzaylarda

tanittilar ve yaklagim 6zelliklerini incelediler. (R. Aslan vd. , 2020)

12
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[k+1]q [n]qbn

n+12 S, g (112
Pn(h’ q; ZE) - [n]qbn Z q Sn,k(x) /k]q[n]qbn h(t)dqt (25)
k= [n+1)2
Burada
[n]5a” x
Z,k(x) - bk [Z] |Eq _[n]qb_ YIS (07 1) LS (07bn]
ni . " (26)

olarak tanimlanmustir.
Bu operatorlerle alakali bir cok caligsmalar yapilmistir. Bunlardan bazilan su sekildedir:

On the statistical approximation of g-Bernstein-Kantorovich operators on the

symmetric interval. ( Done K. Dinsever, 2024)

Approximation properties of Bernstein-Kantorovich type operators of two variables.
Communications Faculty of Sciences University of Ankara Series A1 Mathematics and

Statistics ( Done K. Dinsever, 2019)

Genellestirilmis q- Szasz- Mirajkan- Kantorovich Operatorlerinin Yaklasim Ozellik-

leri Ve Yaklasim Hizi ( B. Oztel, 2023 )

Agirhikli Uzaylarda Szasz Operatdrlerinin Yaklasim Ozellikleri Ve Yakinsaklik Orani
( A. Ilikkan, 2005)

Chlodowsky-Taylor polinomlariyla yaklagim (S. Atak, 2012)
Bernstein- Stancu Polinomlariyla Yaklagim (Y. Done, 2011)

Bernstein ve Bernstein-Chlodovsky Polinomlarinin Varyasyon Yarmnormunda Yakin-

sakliklar1 (R. Demiray, 2013)
Modifiye (p, q)-Bernstein Tipi Operatorlerin Yaklagim Ozellikleri (E. Cevik, 2019)

Operatoriin kullanim alanlarindan bazilart Robotik manipiilatorler, EKG dalga

formlari, Alzaymirdir. Birkag sekille 6rnek gosterebiliriz.

Sekil 2.1, 2.2, 2.3 EKG dalga formlari ile ilgilidir. Digerleri Robotik manipiilatorlerle,

13
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RUMEYSA YILMAZ

sonuncusu ise Alzaymur ile ilgilidir.

| T i
—ECG

140 i< Begier Bemstien n =

120
[ (i)
Al
il
40

21]“

100 120 140 160

80
Fig. 5. A comparison between the nommal BCG waveform and the
simulation by using Bezier-Bemstein curves model with #= 4

40 60

20

ull

[ B0
ECG

Sekil 2.1. Normal EKG dalga formu ile n = 4 ile Bézier-Bernstein egrileri modeli kullanilarak

yapilan EKG simiilasyonu arasindaki kargilagtirma

i) 1|-:.:'=.|:~||
R P R S S - - T Wave —=|
1 20/ l":d{”ﬁm
| 0ih == '-I1 PR(LA184)
B0] PI2685) .’Ir I". "';. N
600 is = S n|-:1.'|1'-'=' 1I! Pa(37,84) _."Fi "a!:.:_”.-.un |
4(!""I'dlln.m PY4ZA1) H{ﬁ“ ) =i, ."'..;H :r;fﬂr;;l'u: - ‘P-;T"'H'
2““ ; _ I'I:f-l.lu ¥ rume sk i :
] 4 il sl o 120 140 160 18D

Fig 4. The position of contral poinis,

Sekil 2.2. Kontrol noktalarinin konumu

14
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H:l'::' | B

|—ECG

ET | == Bezier Bernstien n = 50
1200
| 0N

wi

)

0 20 40 60 S0 10 1200 140 1600 180

Fig. . A comparison between the nommal ECG waveform and the ECG
simulation by using Bezer-Bemstein model with 5= 50

Sekil 2.3. Normal EKG dalga formu ile Bézier-Bernstein modeli kullanilarak n = 50 ile
yapilan EKG simiilasyonu arasindaki karsilastirma

Sekil 2.1, 2.2, 2.3 ( V.Chutchavong vd. , 2014) *den alinmustir.
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Fig. 1. A schematic view of the manipulator.

Sekil 2.4. Manipiilatoriin sematik goriintimii

Outer Inner

controller controller u : I Robot h
Electrical ; :
manipulator in the

motor
task space
(12)
(16) —
h

Fig. 2. Block-diagram of the proposed controller.

Sekil 2.5. Onerilen kontroldriin blok diyagrami

16
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Rotation
.1* .
Up and down

Forward .- T

~—

and backward ™

Swivel

>

Sekil 2.6. Robotik Manipiilator i¢ yapist

Sekil 2.4 ve 2.5 ( A. Izadbakhsh vd., 2020) *den alinmstir.

Sekil 2.6 Kawaski (Sirket) den alinmustir.

Eray matber Walite malter

Cerebrospinal Flid

FIGUHRE1 Neurmanalomy of ke brain with respect 1o while matler (inside the brain), gray matler (surrounds the surface of the cerebral
cortex) and cercbrospingl Med (pervades most off the brain streciures and 15 found intemally in the ceniral nervous system). Image laken
from hillps:/ foperativencurosurge ryoom/ibene/detatlphpfd=white_malerfmediz=whilemaller.png. |Codowr figare can be viewed al
wileyonlnelibrang.com)

Sekil 2.7. Beynin beyaz madde (beynin icinde), gri madde (beyin korteksinin yiizeyini
cevreleyen) ve beyin omurilik sivisi (beyin yapilarinin ¢ogunu kaplayan ve merkezi sinir
sisteminin i¢inde bulunan) ag¢isindan néroanatomisi.

Sekil 2.7 ( D. Costarelli vd. , 2023 ) ’den alinmugtir.

17
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Biz bu kullanim alanlarin1 detayh sekilde incelemedik. Ancak Oniimiizdeki ¢alisma-

larda bu alanlara daha kapsamli bakmay: diisiiniiyoruz.

18
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3. GEREC ve YONTEM

Materyal

Bu calismada tez ile ilgili kaynaklardan, kitap, ilgili tezlere ulagabilecegimiz internet
sitelerinden, dergilerden ve makalelerden yararlandik. Grafik ¢izimleri i¢in ise Mapple

programint kullandik.
Yontem:

Burada tammlayacagimiz R(h; ) operatérii i¢in daha 6nce tanimlanmig ve gerekli
islemler yapilmis olan benzer operatorleri inceledik. Operatoriimiiz icin gerekli niimerik

degerleri ¢izelge olarak verip Mapple ile grafik olusturduk.
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4. BULGULAR

Burada R,(h,u) operatérii tanimlayip yaklasim 6zelliklerini inceleyecegiz. Once
Lineer pozitif oldugunu gosterecegiz. Daha sonra operatoriin diizgiin yakinsakligini
gostermek icin Korovkin teoremini kullanarak siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizinin
hesaplanmasinin yani sira bu operatoriin merkezi momentlerini tamimlayarak Voronoskaja
tipi teoremi , Lipschitz kosulunu ispatlayacagiz. R (h, u)operatoriiniin h fonksiyonuna

yaklagiminin bazi s ve u degerleri icin niimerik degerler ¢izelgesini hazirlayacagiz.

(6) ’da tanimlamis oldugumuz:

j —su SU J
A =L
¢ & u itlosp, 27
Ri(h,u) = - > d (b— + 1) / b h(v)dv
S j=0 S % s

lineer pozitif operatdriine Rg(h,u) operatorii denir. v € [—bg, 0co)araligindadr.

Simdi verdigimiz operatoriin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim.
Lineerlik Ispati

Operatériin lineer olmasi i¢in o, 3 € R ve hy,hy € C[—bs, 00) olmak iizere

asagidaki esitligi saglamasi gerekir:
Rs(ahl +Bh27u) = aRs(hlau) + ﬁRs(h%u) (28)

Yerine yazarsak:

Ry(ahy + Bho,u) = 2 Z q (E +1 / ’ [ahy(v) + Bhe(v)] dv (29)
bs =0 bs j%SbS
s 00 u j+1—3b5 j+1—SbS
:b—qug (b_s+1) a[Sb hy(v) dv + B e hg(v)dv]
j:0 s s
(30)
5 — U S

20
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S — U s
=y ¢ —+1 ha(v) d 32
- aRs(hlv U) + 5Rs(h27 U) (33)
olup lineerligi gostermis oluruz.
Pozitif ispat1
Operatoriin pozitif olmasi i¢in,
h(v) >0 Yv= Rs(h,u) >0 VYu € [—bs,00) (34)

kosulunun saglanmasi gerekir.

Eger h(v) > 0 ise, o zaman her j € N igin,

itlosy
/ h(v)dv >0 (35)
]*Sbs
ayrica,
(%) > 5 36
qs<bs+>_0 , bs>0 (36)

oldugundan, her terim pozitif veya sifirdir:

¢ (bﬁ + 1) / h(v)dv >0 (37)
s 1—=5p,

E]

Dolayisiyla, tiim toplam da pozitif olur:
Rs(h,u) >0 (38)

olur. O halde R(h;u) operatdrii lineer pozitif opratordiir.

Burada R(h; u)operatoriine [—bs, co) arahiginin, t>1 olmak iizere [-t,t] kompakt alt

aralig iizerinde yaklasim 6zellikleri ele alinacaktir.
4.1. Lemma

(6) > da tanimladigimiz operator igin —b; < u < by icin asagidaki esitlikler vardir.
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bs
i) Ry(v,u) = u+ ==
i) Ry(v,u) =u+ o
2bu  b?
RS 2 — 2 S s
i) Ryt = 4 2 N
9 6s + 15 265 + 1
iv)  Rg(v’,u) =u’ + bsu %—kbsu 52 b o
8b, 3 3b3%(2 5 2b3(8 3 1552 + 25 1)b
o) Ruwhu) =t 4 300 | 3025 +5) 5 26585 +3)  (15s° 4255 + 1)
5s 52 53 554
(39)
ispat
[<“+1 g
° sl jHl=sy
S —s( & 4+1 bs )] s s
Ry(h,u) = - <bs+)—/ h(v)d (40)
( 7u) bs € j‘ j*SbS (U) v

seklinde olur.

i) h(v)=1 i¢in sonucu bulalim.

u J tl—s
Ry(1,u) = bii 6*5(5*2“) —[S <b_3 - 1” ﬁtbs 1dv 41)

B iie_s(;sﬂ) [8 (iJr 1>]j (j+ Los, _J _Sbs) (42)

r J
- biie-s(m R (i +)] b, (43)
S

- [o(e)]
_ (B ICREvIE (44)
_ o) () (45)

—1 (46)

ii) Simdi h(v)=v i¢in bulalim.
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J
%) u S u + 1 J+i*5bs
Ru(v.4) = bizes(bsﬂ)[(bsj*!ﬂ st vdv 7)
$ =0 s
J+175bs

I:/ vdv (48)

j;Sbs

’i hesaplayalim.
2 itlosy
1=, (49)
i 1_sq \2 e\ 2

_(Ehs)” = (57 (50)

2

. 2 . . 2

:(]_3) +2(]_5)+1_(]_3) bi (51)

252

2(j—s)+1,
52
e (52)
_ s —s(n) [ ( )] 2(j —s) + 1] (53)
Ri(v,u) = ]Z_;, 5

AT S_wiu ]

(54)

u J
_bs () (bg N 1) i M - b_s (56)
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bs
i
= U e
2s
seklinde olur.
iii) Simdi i (v) = v? igin bulalim.
() e
o0 S| T =2bs
S —s( & +1 bs s
Ry(v? u) = — e (bs+ )—/ vidv
( ) bs jz:; .7' J:Sbs
j+1‘*8bs
[:/ vidv
]:Sbs
diyelim.
g L8y, . 3 . 3
s 1 — —
e () ()
3 i=sy, 3 s s
1 1, . .
=3xS (G- = - )
=g (U+1-9"=(—5))
% . 2 .
= 3583 (3( —s)*+3( —s)+1)
Vo, 1
~Z (G-
b 1
== (j2+j—2js+52—s+—)
S 3
O halde

v, 9 1
I:S—§<j +7(1—2s)+s —s+§)

olur. I’y1 yerine yazalim.
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J
0 =41
Rs(’U2’U) = EZQ_S(ZZ'H)M%E (]2 +j(1 N 28) + 52— s+ 1>

bs = 3
(64)
u J . u J
2—5 _S(T+1> ]Z_O: [ (Ej_:— 1)] 524 g_g(l — 25) S(b +1) JZ; [ (ij—!i_ 1)] j
u J
+g—§ (32 — 25+ %) e_s(ﬁ“) ji:; [8 <Ej—!i_ 1>]
(65)
Loy - (b_; ) -1+ S S - (b_; Ul
j=0 Jj=0
+i_§(1_2 e s(;ﬂ)i [3 (ij! ﬂ j (66)
=0
—l——g (52 — 25+ 5) (i +1) i [S (bﬁ —:_ 1”
=0 T
J J
sy [ (B S o s (241
e g e g g e
2 . o0 [s l—l—l)}j (67)
+%(1 —2g)e—(#+) Z (j”S_ 5
j=1

Sirasiyla toplam ifadesi altindaki j yerine j+2 , j+1 ve j+1 alinirsa
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J J
o) [y ()] sED)] B e (241) s (1))
= —+1)| > : + e s (1) Y .
52 b = (7)! 52 by = ()
J
sl (X413 ()
+—=(1-2 b s | —+1 ,
st ) s ]ZO (4)!
b? 1
+-3 (52 — 25+ §)
(63)
U 2 2 /' 2 2
=0 (b—+1> + -2 (b—+1) + = (—+1) (1—2s)+ = <S2—25+§
S S S (69)
2bu b2
Rs 2’ — .2 S s (70)
(v, u) = u” + . 542
olarak elde edilir.
iv) Simdi de h(v) = v3 igin hesaplayalim.
()] e
o0 " S T T‘S s
R,(v%,u) = éz e—s(gﬂ) bsj! K_Sb Vv (1)
j=0 s bs
j+1fsbs
I:/ vidv (72)
j—SbS
diyelim. O zaman
4 ji1-s
= (73)

() (52 e o

(+1=8) ' —(—s5)'=(a+1)'—a'

(75)
=4a® +6a>+4a+1=4(j —s)* +6(j —s)* +4(j —s) + 1
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(buradaa=j-s)

O halde
J+i—sbs b4
:/ W o= % [40 — 9 +6( — 5 +4( — ) + 1]
52bs ° (76)
b4

= 1ud [47% 4 (6 — 125)5% + (125 — 125 + 4)j + (—4s” + 65° — 4s + 1)]

I integralini denklemde yerine yazarsak:

J
o |
Ry(v,u) = é;es<%+l>w+ﬂ4b§4 o

[45% 4 (6 — 125)5° + (128 — 125+ 4)j + (—4s” + 65° — 4s + 1)]

Simdi j3 = j(j — 1)(j — 2) + 352 + 25yi yerine yazalim.

- 3 =0 J! J=0 J! :
2;; (; “)]f% | (bl; )l +(6—128)4b§3 A H)i - <bﬂ; ) >

J
3 . o0 [s (i + 1)]
+(125 — 125 4 4) 4b53 Sl s LA

4 6s° — 4 1)—=
+(—4s® + 65° — 4s + 433
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+(9 268 3s+3) 3 < G +1>)]'

=1

j
—48% + 65 —4s+ 1 <S<i+1>>]
4

(80)

4

5 (o () B )
== il = il
s b S 2 b 82)

b3 9 — 6s 9 U b3 —4s% + 652 —4s + 1
_ _ 1 _s
53 ( 2 3 3 3) 5 (bs ) 53 4
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Bl s(u P 9—6s ,(u 2
=2 —+1 2 —+1
33[8 (bs+>+ 5 s<b8—l—>

+(9;68+332—3s+3)s<bﬂ+1) (83)
483 + 652 —4s+ 1
1

v, u3+3u2+3u+1 +9—652 u2+2u+1
ST \B T T, > 2,

(84)
65> —12s + 15 [ su +—433+632—43+1
— +s
2 b 4
9 6s + 15 26s +1
3 2 2 3
— P b= 4 b b 85
u+u28+su 232+84s3 (8>
v) Simdi de h(v) = v*igin hesaplayalim.
- bl
4 S —s( 1 bs s Ty 86
RS(U’U)_EZG b j' /]_'_S UdU ( )
j:() E] bs
j+1*3bs
I_/ vidv (87)
j—SbS
G- —G-sf,
555
=9+ 1P G-,
555
_ (l’—f— 1)5 _x5b5
555
_ 2°+5a* +102% + 102” + bz + 1 —x5b5
B 555
B 5xt 4+ 1023 + 1022 + 5x + 1b5
n 555
1
_ :1:4+2w3+2:1:2—l—x+3b5
i
- - - . 1
_ =9 2 =)+ 20 =8+ (= 8) + 55
55
Gt 4732 — 4s) + j2(2 — 65+ 65%) 4+ j(1 — 4s + 65> —4s) + (" =25 + 2 — s+ 1) .
— o b
(88)
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olur. Burada (x=j-s). [ y1 yerine yazarsak:

~ b il
7=0
.j4+j3(2—4s)+j2(2—65+632)+j(1—4s+652—4s3)+(34—233—1—252—3—%%){)5
55
(89)

Simdi j* = j(j—1)(j—2)(j—3)+65°—117°+65 . j° = j(j—1)(j—2)+3j>+2j
ve j2 = j(j — 1) yerine yazip tekrar yazarsak:

Rt = 5y <)M G- 06-26-3

+(8—45)j( -1 —2)

+ (=3 — 185+ 65%)j(j — 1)

4+ (6 +4(1 —25) +2 — 65+ 65> + 1 — 45 + 65>
—4s%)j

(90)

7 J

b = ) 1 (1) e e [ ()]
_E]Zf (i) =1 +(8—48)S—j236 (1) T

J
bﬁ - —s( & s i—i_l

+(—3 — 185 + 6s )E; (bs+1)[ 53_2)?}

J
oo U 1

+(6+4(1—28)+2—6s+63 +1—4s+6s% — 4s )%Ze (bs+1> [S (Jbs_—i—l)')}
j=1 -

1\ b

Sirayla toplam ifadesi altindaki j yerine j+4, j+3 , j+2 ve j+1 alinirsa
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_ bg ie—s@;H) [S (bl + 1)}%4 e 48)§ ie_s(;sﬂ) :3 (bl + 1>:j+3

I 1 17+2
PR (e S(#+ >
2\ s s +1) L s |
+(—3 — 185 + 65 )S—Ze (#+1) i
=0
R
b4 oo an S(:‘i‘)
—|—(6+4<1—28)+2—68+6S2—|—1—48—|—682—453)—226 () AP ——
st J!
j_
1\ v?
4 3 2 s
_9 262 _ Z) =
+(s s° +2s $—|—5) S
(92)

bl u ! bl u s bl u 2
== [s (b—s%—l)} +(8—4s); {9 (b—s%—l)} +(—3—18s+652)g [s (b—s—l—l)}

+(6+4(1 —28) +2 — 65 + 65° + 1 — 4s + 65° — 45°)s (bﬂﬂ)

1
4 3 2 s
) 262 — )=
<8 S S S 5) s
93)

_ g_i[(s (bﬁ —|-1)>4—|—(8—4S) (s (bﬁ +1))3+(—3— 185 + 65%) <s <b%—|—1))2

1
+ (13 — 185 + 1252 — 45%)s (bﬂ+ 1) + (34 — 283 4 252 —3+g)

(94)

=Uu

3 2 3 2 4
4y 8b.u L 3bs(28 + 5)u2 n 2bs(8s + 3)u n (158 + 255 + 1)bs 95)

5s 52 53 554
4.2. Teorem

h € Cp[—bs,bs| ise Rs(h,u) operatorii h fonksiyonuna [-t , t], (t>1) araliginda

diizgiin yakinsaktir.

ispat
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Operatoriin Korovkin sartlarim sagladigim gosterelim.

lim [[Rs (0™, 1) =u"lopsg =0 ,m=0,1,2. (96)
1. m=0 icin
Jim [[R (1, w) = 1[o-g 97)

Lemma 4.1’den:

= lim max |1—1|=0 (98)

§—00 uE[—t,t]

olup ilk sart saglanir.

1. m=1 icin:
Jim [ R (v, w) = uller-r (99)
lim ||u + b I li 0 (100)
= lim ||lu + — — ul|g/—tyy = lim max |—|=
500 25 o=t s—ooue[—t,t] | 28
olur.
1. m=2 icin
lim (R (0%, 1) = u?[loprg (101)
lim [[u? + 20,u b 2| i 2bsu+ b? 2tbg . b?
= lim ||u” + — —u ¢y = lim max = —
500 S 352 cl-td s—oouc[—tt] | S 352 s—oo| S 352
2t + 1)b?
< lim @ -0
S—00 S

olur. Korovkin sartlar1 saglandigindan verilen operator h fonksiyonuna istenen aralikta

diizgiin yakinsar.
4.3. Lemma

Rs(h;u) operatériiniin merkezi momentleri su sekildedir:
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bs
iW)Rs (v —u)'su) = 5
bu b
i11) R ((v — u)Q;u) = + 347 (102)
1 2 1
)Ry (v —u)’;u) = b§u6s;;2 ’ + b’ 62;
3b2u?  5b3(6s + H)u 302 5by b2
4. _ s s s S s
V)R (v —w)hu) = o T = —f—(?-i— =2 +5s3)
ispat
DR, (v —u)%u) = Ry(1;u) =1
: bs bs
Z)R(v—u ,u): s(v;u) —uRg(1;u )_u+2_8_ =5
iii)Rs (v — u)*;u) = Ry(v*;u) — 2uRg(v; u) + u?
2 2
:u2+ﬁ+bs—2u +b + u?
S 352 25 (103)
bu b
s 3s?
)Ry ((v—u)*;u)
= R, (v3 — 3v%u 4 3vu® — u?; u)
= R,(v*u) — 3uR,(v*,u) + 3u*R,(v;u) — u®
1 2 1
=u’ + bsu2g + bzuﬁs 15 + b7 Os +
2s 252 43
b b2 b (104
2 S s 3
—3u | u” + + +3u (u+ =) —u
s 352 2s
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9 6s + 15 26s + 1
3 2 2 3
=u’ +bu‘— +b +b
Y Y 25 st 252 5 4s3

2b, b? by
“au (2 ) s () —
S 352 2s

9 6
= u® + bou’— + b2u i
2s
6bsu? b2
—3u3——u—5—§+3u3—|—
s s 2s

9 3\ bou? 6s+15 2 26s + 1
—(Z-6+2) ) u
(2 +’2> s +’( 252 232) ST

bt o 65+ 13
u
S 5 282

+ 15
252

26s +1
453

3bsu® .

+ b2

(105)

26s +1
453

=0 + b

6s + 13 b326s +1
252 * o 4s3

_ 32
=bu

VR, ((v—u)u)
= R, (U4 — 4v3u + 6v*u? — dvu® + u?; u) (106)
= R,(v';u) — duR,(v*;u) + 6u*Ry(v*; 1) — 4u’ Ry(v;u) + u' Ry(1; u)

S

L 8bud 6b2u? 3b%u? 2403w 1303w 196 120% b
+ - - + -+

s S S 52 52 53 52 g3 Hs4
9 6s+ 15 26s +1
—M(ﬁ+@ﬁ%+@u2§ + b2 483) (107)
2b, b? bs
pou? (w2 + 8 ) 4 (et )+l
S 352 25

+ S
s 52 553

2,,2 3 2 2
3bs2u N 5b8(683—|- 5)u n <3b8 bbs b ) (108)
s s

seklindedir.

4.4. Lemma
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5—00 bg

U, S 2. N

i) lim @Rs((v —u)hu) =u (109)
) Jim 2R ) ) = 0

iid) lim - Rs((v u)t u) =

4.5. Teorem

Rg(h;u) operatdriiniin u € [—t,t] olmak iizere h € C[—t,t]| fonksiyonuna olan
yaklagim hiz1 soyledir:
bs

NG

| Rs(h;u) = h(u)] < Cw(h;

) (110)

ispat

h sinirli ve siirekli bir fonksiyon oldugundan siireklilik modiilii 6zelliklerinden
o) = ) < (14 ) winia) iy

dir.

Verdigimiz operatorii her iki tarafa uygularsak , R (h; u) lineer ve pozitif oldugundan

| Rs(h;u) — h(u )| < |R (h(v) = h(u); u)|
Ry(|h(v) — h(u)\/d)
((1 u\) w(h;és);u)
< wltid) { R0 + 2 Rullo —ul )

Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizliginden

|R(h;u) — h(u)| < w(h;dy) {1 + 518\/1%8((@ — u)2, u)} (112)

Lemma 4.3 iii) "den ve u € [—t, t] oldugundan
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1 /bu b2
\Rs<hsu>—h<u>|<w<h;58>{”a: : +352}
1 /bt b2
<w(h;d) {1+ —4/ =+ =
(.U( ) ){ -+ 58 P + 8}
1 [(t+1)b?
<w(h;dg) 1+ —4/—==
(.U( ) ){ + 58 . }
t+1 /b2
<w(h;ds) <1 s
(.U( ) ){ + (,).s S}
b2
< (1 +Vt+Dw(h; /=)
S
05 = \b/—g secilirse sonug elde edilir.
bs
<Cuw (h; \/§> (113)

Burada C' = 1 + v/t + 1 dir.
4.6. Teorem
h € Lipya[—t,t] ise bu takdirde |R(h,u)-h(u)|<M’ (%) 5
M' = M3"/? dur.
Ispat
Rs(h; u) operatdriiniin lineer pozitif olugsundan
IRs(h,u)-h(u)|<Rs(|h(v)-h(u)l;u)
yazilabilir. (2.2) den

IRs(h,u)-h(u)|<Rs(M|v — u|*; u)

Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizliginden

|Ro(h;u) = h(u)] < MIR,((v — )% u))*?




BULGULAR RUMEYSA YILMAZ

=3
2

Burada M’ = M (t + 1)
4.7. Teorem (Voronovskaya Tip Teorem)

h, k', h" € C?[—bs, bs] olmak iizere R, operatorii igin su asimtotik yaklagimi vardir .

lh”(u) (114)

lim i(Rs(h;u) = h(u)) = ol

§—00 bz

Ispat
Taylor agilimindan
h(t) = h(u) + (t — u)h'(u) + %(t —w)? B (u) + T (t, u) (t — u)? ws)
B(t) — h(u) = (t — u)h/(u) + %(t —w)PH () + Tont, ) (t — )2
Burada T, (t,u) = 51" (u)(t — u)® + 2 (u)(¢t — w)* + ... kalan terimdir.

K, (t, u) siirekli ve lim;_,,, K,,, (¢, u) = 0 olur. (*)

Ry (h(t);u) — h(u) = Ry((t — u);u)h' (u) + %RS((t — )% u)h (u)

+ Ry( Ko (t, u) (t — u)?, u)

bs 1 /bu VY, )

olur. Her tarafi;; ile carparsak

u 1 " S 2
(116)

N

s
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yazilabilir. lim,_, o, % = 0 oldugundan limg_, b; = 0 olur.

lim (R, (h(t);u) — h(u)) = %h’(u) + gh”(u) + (Slggo ;—ZRS(Km(t,u)(t . u)2)>
(117)

seklinde olur. Burada lim,_, 3% Rs (K, (¢, u)(t — u)?) = 0 oldugunu gostermemiz

gerekir.

Cauchy- Schwarz-Bunyakovsky esitsizliginden:

5—00 bg 5—00

lim iRS,(Km(t,u)(t —u)? < lim /Ry (K2 (t,u), u)\/8—2Rs((t —u)t,u) (118)

, 2 (6s + 15) (1552 4+ 255 + 1)
< Sll)rgo \/RS(KE’L(t’ u)7 u) \/_b_§UZ + sh, U+ 552
< V3 1im /Ry (K2,(t,u), u)
S5§—00

(%) dan lim o 35 Ry (Ko (t, u)(t — u)?) = 0.
Voronovskaya teoremi ile ilgili bir 6rnek verelim.

h(u) = u? alirsak 1 (u) = 4u®, b (u) = 12u>

8bs 3 3b2(2 5 263(8 3 1552 + 25 1)b
Rs(t4,u):u4—|— U n s(5+ )u2+ s( s + )u+( s° 4+ 2bs + )S

5s 52 s3 554
(119)

olmak iizere
li i R t4‘ 4
Sl{&(ﬁ( 8( 7u)_u>

s [(8baud 3 (2s+5) ,  2b3(8s+3)  (15s*+25s+ 1)b} (120)
= lim — + u® + u—+

s—oo b2\ Bs 52 s3 5si

3 5 1
= WP 121
* s? * 533) S) (1)

, 8 5. 4 8 3
= lim (5bsu +3(2+;)u + 2( +?)b5u+(

S—00 S S
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=6u’ = ~h"(u) (122)

olur.

Grafik

Bu grafik ve niimerik tablo i¢in kullanilan fonksiyon w(u) = (u — 2) (u+2) sin(Z*)

ve by = In(1+s),p(s,j,u) = ie(_su)(‘%)j tir.
— wiu)

-—- R(20.u)

, ] —- R0

- R(60,u)
D <
=2 A
il -

Sekil 4.1. Baz1 degerler icin grafik

Grafikte operator ile fonksiyon arasindaki farkin yiiksek oldugu -0.8 ile 1.2 noktalar1
kullanilarak, farkli s degerleri i¢in | Rs(h; u) — h(u)| nicelikleri hesaplanmis ve asagidaki

tablolarda listelenmistir.
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Cizelge 4.1. Tablo

s\u

=-0.8

u=1.2

0.65059

1.27771

10~

0.36550

0.53685

10°

0.059414

0.12321

10%

0.01758

0.02149

107

0.00281

0.00329

40



TARTISMA RUMEYSA YILMAZ

5. TARTISMA

Bu ¢alismada elde edilen teorik bulgular, klasik Szasz-Kantorovich operatorlerinin
yaklasim 6zelliklerinin genisletilerek literatiire katki saglandigini gostermektedir. Ozelikle
operatoriin merkezi momentleri ve Korovkin tipi yaklagim teoremleri tizerinden yapilan ince-
lemeler, kurulan yapinin integrallenebilir fonksiyon simiflar tizerindeki yakinsama hizini ve
hassasiyetini gostermektedir. Literatiirdeki mevcut sonuglarla kargilastirildiginda, ele alinan
simetrik ve modifiye edilmis araliklar tizerindeki bu yaklasim davranisinin fonksiyonlarin

stireklilik modiilii ve Korovkin kosullariyla uyum i¢inde oldugu goriilmektedir.
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6. SONUCLAR

Szasz- Kantorovich Operatérlerinin [—bs, bs] Simetrik aralikta yaklagim 6zellikleri

incelenmistir.
Tgili operatoriin lineer pozitif bir yapiya sahip oldugu ortaya konmustur. Operatoriin
Korovkin teoremi kosullarini karsiladigi ve f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi ispatlandiktan

sonra, merkezi momentleri hesaplanmis ve bu dogrultuda agagidaki esitliklere ulagilmstir.

b

i) Ra(v,u) = u+ >
i) R(v,u) =u+ o

20,u b2
Rs 2 — 2 “Vsth s
i) (W w) =u"+ s +352

9 65+15 265+ 1

iv)  Rs(v’,u) =u” + bsu 2—8+b5u 57 + b2 e

8bsu® | 3b3(2s +5 2b3(8s + 3 155% + 255 + 1)b
) Rs(v4,u)=u4+ U n 2(2s + )u2+ 5(8s + )qu( 5%+ 255 + 1)b;

5s 52 $3 554

(123)

Elde edilen merkezi momentler ile R (h,u) operatdriiniin asimptotik yaklagim
davranmiglan analiz edilmis ve asagidaki esitlik ispatlanmistir. Sonra ise, siireklilik modiilii

kullanilarak operatoriin yaklasim hizi belirlenmis ve bu sekilde bu esitsizlige ulagilmagtir.

lim = (R () — h(w)) = =

s—o0 b2 2!

R (u) (124)

Siireklilik modiiliinden faydalanilarak R4(h,u) operatoriiniin yaklagim hizi belirlen-

mis ve bu sekilde asagidaki esitsizlik elde edilmistir.

|Rs(h;u) — h(u)|] < Cw(h; \b/sg) (125)
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7. ONERILER

Calistiimiz operatoriin Durrmeyer tiplisi de tamimlanip calisilabilir. Ayrica
calistigimiz Kantorovich tipindeki operator yukarida drneklerini verdigimiz EKG, Robotik

Manipiilator, Alzaymir’da caligilabilir.

Biz bu konuyu kompakt bir bolgede calistik. Agirlikli uzaylarda da calismay1

diisliniiyoruz.
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