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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

PARA-HERMITYEN MANIFOLDLARIN Bi-SLANT ALTMANIFOLDLARI UZERINE

Mehmet Fatih TEZCANLAR

Harran Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Mehmet GULBAHAR
Yil: 2026, sayfa: 50

Bu tezde, kompleks ve para-Hermityen manifoldlar {izerinde tanimlanan slant, bi-slant ve semi-
slant altmanifold kavramlar1 incelenmistir. Bu tez, yedi bélimden olusmaktadir. Ik béliimde
bi-slant altmanifoldlar literatiirde yapilan baslica caligmalardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde,
kompleks yapilar ve altmanifoldlarin geometrisi hakkinda temel tanim ve teoremler sunulmustur.
Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlarmin cesitli drnekler iizerinden bu altmanifoldlarin
geometrik dzellikleri tartisilmistir. Ugiincii béliimde, para-Hermityen manifoldlarin altmanifoldlar teorisi
ele alinmis ve bi-slant altmanifoldlarin temel ozellikleri incelenmistir. Dordiincti boliimde, Para-
Hermityen manifoldlarin bi-slant bir altmanifoldun 08-slant olabilmesi igin saglanmasi gereken kosullar
belirlenmistir. Bu tezin geriye kalan boliimlerinde, tartisma, sonuglar ve Oneriler kisimlarma yer
verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Kompleks manifold, para-Hermityen manifold, bi-slant altmanifold.



ABSTRACT

MSc Thesis

ON BI-SLANT SUBMANIFOLDS OF PARA-HERMITIAN MANIFOLDS

Mehmet Fatih TEZCANLAR

Harran University
Graduate School of Graduate Education Institute
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Mehmet GULBAHAR
Year: 2026, page: 50

In the present thesis, the notions of slant, bi-slant and semi-slant submanifolds Hermitian and para-
Hermitian manifolds are examined. This thesis consists of seven chapters. In the first section, main
studies on bi-slant submanifolds in the literature are mentioned. In the second section, basic definitions
and theorems on the geometry of complex structures and submanifolds are presented. The geometric
properties of bi-slant submanifolds of Hermitian manifolds are discussed through various examples.
In the third chapter, the submanifold theory of para-Hermitian manifolds is discussed and the basic
properties of bi-slant submanifolds are investigated. In the fourth chapter, the conditions for a bi-slant
submanifold of a Para-Hermitian manifold to be slant are determined. The remaining chapters of this
thesis include discussion, conclusions, and recommendations.

KEYWORDS: Complex manifold, para-Hermitian manifold, bi-slant submanifold.
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Yiksek lisans egitim siirecinde degerli bilgi, rehberlik ve destegi ile bana yol gosteren, akademik
birikimini tevazusuyla her zaman 6rnek aldigim danismanim Prof. Dr. Mehmet GULBAHAR hocama
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ederim. Yiiksek lisans siirecinde desteklerinden dolay1 gérev yapmakta oldugum Eyyiibiye flge Saghk
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ilham kaynagim olmustur.
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1. GIRIS Mehmet Fatih TEZCANLAR

1. GIRIS

Hermityen manifoldlarin ve Kaehler manifoldlarin altmanifoldlar1 teorisi,
ylizeyler ve egriler teorisi gibi matematikgiler tarafindan yaygin olarak calisilmaktadir.
Bu manifoldlarin invaryant altmanifoldlar1 (Calabi, 1953a; Calabi, 1953b) tarafindan,

anti-invaryant altmanifoldlar1 (Chen ve Ogiue, 1974) tarafindan calisilmistir.

(M , g, J) hemen hemen Hermityen manifoldu, § Hermityen metrigi ve J hemen
hemen kompleks yapisi ile verilsin. (]\7 , g, J) hemen hemen Hermityen manifoldunun

bir altmanifoldu M olsun. Her X teget vektor alani i¢in
JX =TX+NX

yazilsin. Burada, T'X vektori JX in teget kismi, NX vektorii ise JX in normal
kismidir. Eger 7' = 0 ise M altmanifoldu invaryant, N = 0 ise anti-invaryant olarak

isimlendirilir.

1990 yilinda B. Y. Chen (Chen, 1990), invaryant ve anti-invaryant
altmanifoldunun bir genellemesi olarak slant altmanifoldlar kavramini soyle ifade

etmistir.

Her X teget vektorii i¢in JX ile M nin teget uzay1 arasindaki ag1 # sabit ise
M altmanifolduna slant altmanifoldu denir. § = 0 ise M altmanifoldu invaryant bir

altmanifold, ¢ = 7 ise M altmanifoldu anti-invaryant bir altmanifold olur.

Bu tanimdan esinlenerek slant distriblisyonlarin geometrisi (Cabrerizo vd.,
2000) tarafindan incelenmistir. Hermityen manifoldlarin altmanifoldlarinin teget
uzayl lUzerinde tanimlanan distribiisyonlarin invaryant, anti-invaryant ve slant
olmasi durumlar1 goz oniline alinarak CR-altmanifold, semi-invaryant ve hemi-slant
altmanifoldlar tanitilmis ve bu altmanifoldlarin geometrisi ¢esitli yazarlar tarafindan

incelenmistir (Chen, 1981; Chen, 2001; Papaghuic, 2009; Sahin, 2009).

CR-altmanifold, semi-invaryant, hemi-slant ve slant altmanifoldlarin bir
genellemesi olarak ele alinabilecek bi-slant altmanifoldlar ilk olarak A. Carriazo

(Carriazo, 2000) tarafindan tanitilmistir.
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Semi-Riemann geometride, para-Hermityen manifoldlar kavrami ilk olarak
(Rasevskii, 1948) ve (Libermann, 1954) tarafindan tamitilmistir. Para-Hermityen
manifoldlar iizerinde hemen hemen carpim yapisina ve hemen hemen Hermityen
metrige sahip manifoldlardir. Para-Hermityen manifoldlarin slant altmanifoldlart
(Alegre ve Carriazo, 2017) tarafindan calisilmistir. Bu altmanifoldlarin bi-slant, semi-
slant ve hemi-slant altmanifoldlarini karakterize eden teoremler (Alegre ve Carriazo,

2019) tarafindan elde edilmistir.

Bu tez ¢aligmasinda asagida verilen problemlerin cevabi aranmustir:

- Para-Hermityen manifoldlarmn (6,60) bi-slant altmanifoldlarinin 6-slant bir

altmanifold olmasi i¢in hangi kosullar gereklidir.

- Para-Hermityen manifoldlarin (6, 63) bi-slant altmanifoldlarinin 6; = 6, = 0

slant bir altmanifold olmasi i¢in hangi kosullar gereklidir.

- Para-Hermityen manifoldlarin (6;,60s), 6; # 6, kosulunu saglayan bi-slant

altmanifoldlar: slant bir altmanifold olabilir mi?
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2. ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Kompleks Yapilar

Tanim 2.1 [ doniisiimii V' iizerinde tanimli birim doniisiim olmak iizere V' vektor uzay:
iizerinde J? = —1 ile tamimli J lineer endomorfizmine bir kompleks yapi denir (Hsiung,

1995).

Onerme 2.2 Bir J kompleks yapiya sahip V reel vektor uzayinin boyutu cifttir (Martin,
1991).

Onerme 2.3 J, boyutlu 2n olan reel bir vektor uzay1 V iizerinde tanimli bir kompleks

vapist olsun. Bu durumda { X, ..., X,,} lineer bagimsiz vektorler ise
{Xy,..., X0, JXq,..., JX,}

kiimesi V iizerinde bir bazidir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Teorem 2.4 R?*", J kompleks yapisina sahip 2n—boyutlu reel bir vektér uzayr olmak
iizere R?" ile C" uzaylar1 birbirine izomorftur (Okubu, 1987).

Tamim 2.5 R?" nin kompleks yapisi Jy : R** — R?*",

Jo(T1y oo Ty Y1y Un) = (Y1y e oy Yny — T4y ooy —Tp)

ile verilsin. Burada tamimlanan J, tensériine kanonik kompleks yapi denir ve Jy

tensoriine karsilik gelen matris | Jo| olmak iizere

I

[Jo] = _L 0

dir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Tanim 2.6 C" nin bir W agik alt ciimlesi iizerinde tamimli kompleks degerli bir
Sfonksiyon f olsun. Az, = Axy, + 1Ay, k € {1,...,n}, i¢cin p= zy € W noktasinda

lim f(z0+ Azy) — f(20)
Az —0 Az,
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limit degeri her k igcin mevcut ve Azy, Axy ve Ay yaklasumindan bagimsiz ise f

fonksiyonuna holomorfiktir denir. f holomorfik bir fonksiyon ise Vk € {1,... ,n}
ou v  Ou ov

dxx Oy’ Oyn  Ony

esitlikleri saglanwr. Bu esitliklere Cauchy-Riemann denklemleri adi verilir.

W C C" kiimesi iizerinde verilen kompleks degerli f fonksiyonu Cauchy-
Riemann denklemlerini saglarsa bu fonksiyon holomorfik bir fonksiyon olur (Okubu,

1987).

Tamm 2.7 M bir Hausdorff uzay olmak iizere M de {U,}, o € I acik altkiimeleri
verilsin. Eger Vp € M noktasinda

v,:U,c M —-W,cC"
homeomorfizmalart mevcut olup U, N Up # @ igin

‘I/aO\I/EI : \IJB(UQ N Uﬁ) — \I/a(Ua N U@),
WgoU, ! U, (UyNUg) — WUy NUg)

doniigtimleri holomorfik ise M ye kompleks bir manifold denir. Burada {(Un, V,) }acr
kiimesi M nin holomorfik koordinat komsulugu sistemi olarak isimlendirilir (Yano ve

Kon, 1984).

Tamm 2.8 {(U,, V) }aer kiimesi M kompleks manifoldunun holomorfik koordinat
komsulugu sistemi olsun. Bu durumda, p € U, N Uy i¢in

U(p) = (21(p), - - -, 2u(p))

tammlamirsa z;(p) sayisina lokal koordinatlar ve (zy, . . ., z,) sistemine lokal koordinat

sistemi olarak isimlendirilir.

T,M nin bir bazs { ;2 24k € {1,...,n} olmak iizere .J : T,M — T,M

dxy? Dyx
v e e 9 ) 9 - o - v e e
dontisiimii J(57-) = z.- ve J(5,-) = —,, ile tanimlanirsa J doniisiimiine 7;,M

tizerinde bir kompleks yapidir denir (Yano ve Kon, 1984).

4



2. ONCEKi CALISMALAR Mehmet Fatih TEZCANLAR

Tanim 2.9 M reel 2n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve Vp € M i¢in J, :
T,M — T,M lineer déniisiimii J* = —1I esitligini saglyorsa bu tensore M iizerinde
hemen hemen kompleks bir yapi denir. M manifolduna ise J hemen hemen kompleks

yapiwyla birlikte hemen hemen kompleks bir manifold adi verilir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.10 Hemen hemen kompleks manifoldlarin boyutu ¢iftir
(Kobayashi ve Nomizu, 1969).

Tamim 2.11 M hemen hemen kompleks bir manifold ve M nin hemen hemen kompleks

vapist J olsun. M iizerinde bir Riemann metrigi g olsun. VX,Y € T'(T'M) igin
g(JX,JY) = g(X,Y) (2.1)

sartint saglayan g metrigine M iizerinde hemen hemen Hermityen bir metrik adi verilir

(Yano ve Kon, 1984).

Tanmim 2.12 M hemen hemen kompleks bir manifold olmak tizere M iizerinde g
Hermityen metrigi tamumli ise (M, g) ikilisine hemen hemen Hermityen bir manifold
denir. M bir kompleks manifold ve M iizerinde (2.1) esitligini saglayan g metrigi
tammli ise (M, g) ikilisine Hermityen bir manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

2.2. Kompleks Manifoldlarin Bi-Slant Altmanifoldlar:

Tamm 2.13 (M, g) ve (M, g) sirast ile m ve n boyutlu Riemann manifoldlart olsun.

i : M — M immersiyonu goz éniine alalim. ¥p € M igin

9p(U, V) = Gy (10, 3,0)

ise (M, g) manifolduna (M, g) manifoldunun bir altmanifoldu denir. m —n sayisina ise
M altmanifoldun ek boyutu denir. Eger ek boyut m —n = 1 ise (M, g) altmanifolduna
hiperyiizey denir (Sahin, 2012).

(M, g), (M,g) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. 7, M
uzay1 igin

T,M =T,M & T,M~*

5
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veya

TM =TM & TM+

esitlikleri yazilabilir (Sahin, 2012).

Tanmm 2.14 (]\7, g, J) di¢liisii bir hemen hemen Hermityen manifold ve (M, g) ise bu
manifoldun bir alt manifoldu olsun. Her p € M noktasi ve her X,, € T,,M tanjant
vektorii i¢in JX,, ile T,M tanjant uzayr arasindaki a¢1 6(X,), (0 < 0(X,) < 7/2)
sabit ise M altmanifoldun bir slant altmanifold, 0 agisina ise slant a1 adi verilir (Chen,

1990).
o Eger = 0ise (M, g) slant altmanifolduna kompleks altmanifold veya invaryant
altmanifold,

o 0 = 7/2ise (M,g) slant altmanifolduna totally reel altmanifold veya anti-

invaryant altmanifold,

e 0 € (0,7/2)ise (M, g) slant altmanifolduna proper slant altmanifold
ad verilir.

Ornek 2.15 R* = C? uzay: iizerinde
J(.Tl, Lo, X3, I4) - (_an X1, — Ty, LU3)

hemen hemen kompleks yapisi verilsin. Burada {x1, x2, 13,24}, R? iin lokal kordinat

sistemidir. R* iin bir altmanifoldu
M = {(71, 12,73, 74) 1 71 = 79 = 0, 73,74 € R}

verilsin. Bu durumda,

0 0
I(TM) = span {X1 = 50s’ X, = a$4}
ve
0 0
1y - =
[(TM-) = span {Xg = Xy ab}
bulunur. O halde,
0 0
JXI—TM_X2 ve JXQ—T)(:&——Xl
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oldugundan VX € I'(T'M) i¢in JX € I'(T M) olur. Boylece M altmanifoldu invaryant

bir altmanifoldtur.

Ornek 2.16 Ornek 2.15 de verilen hemen hemen Hermityen manifold (R*,.J) géz

oniine alinsin. (R, J) iizerinde
M - {<$1,$2,x37$4) P X9 = Ty = 07 X1,T3 S R}
altmanifoldu verilsin. Bu durumda

0 0
(TM) = span {X1 = o X, = 31’3}

ve

D(TM™*) = span {X3 = 9 X4 9 }

61'27 - 871'4
olur. JX| = X3z ve JXy = Xy oldugundan VX € T,M icin JX & TpLM olur. Bu ise

M nin anti-invaryant bir altmanifold oldugunu gosterir.

Ornek 2.17 R* uzayinda hemen hemen kompleks bir yapt
J(x1, 9, x3,4) = (—y, —T3, To, T1)

ile verilsin. R* uzayinin bir altmanifoldu

M = {(z1cosb,z18in0,x5cos6,x98in0) : x1,20 € R, 0 € (0,7/2)}
tanimlansin. Bu durumda,

IN(TM) = span {X1 = cos 98?:1 + sin 9832, Xy = cos 9523 + sin 9824}
ve
D(TM™*) = span {Xg = —sin 986901 + cos 98(22’ X, = —sin 9(:)(; + cos 6’;24}

olur. Burada,

9(JX1,Xo) =sin260, g(JX1,X4) =cos20, g(JXs, X3) = — cos 26
esitliklerinden

JX| =sin20X, +cos20X, ve JXg;= —sin20X; — cos20X;3

elde edilir. Bu ise M altmanifoldunun o = 7 — 20 slant agili bir slant altmanifold

oldugunu gésterir.
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(M, g), (M, g, J) hemen hemen Hermityen manifoldunun slant bir altmanifoldu

olsun. Bu halde herhangi bir X teget vektor alan1 icin J X vektorii
JX=TX+FX

bi¢iminde yazabiliriz. Burada, T'X vektorii JX vektoriiniin teget kismi, F'X ise JX

vektorunin normal kismidir.

Teorem 2.18 (M, g) slant altmanifoldu i¢in
T°X = (—cos*0) X (2.2)

esitligi saglanir (Chen, 1990).

Ispat. JX ile T X arasindaki a¢1 § oldugundan

a X

JX

TpM

v

Sekil 1

g JUX.TX) _g(TX.TX)
COSU = =
[JXHTX] 9(X, X)

elde edilir. Son esitlikten
9(TX, TX) = (cos® 6)g(X, X)

olur. Boylece

G(TX,JX) = (cos® ) g(X, X)

8
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yazilabilir. Son esitlikten
JITX, X) = (—cos*)g(X, X)

elde edilir. Buise g(T?X, X) = (— cos? §)g(X, X) oldugunu gésterir.

Teorem 2.19 {X;, Xy, ..., X,,} kiimesi M iizerinde bir lokal ortanormal ¢ati alam

olmak iizere M, 0-slant olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Z §(JXja Xi) §(JXk, Xi) = Ojk cos®
i=1
esitligi saglamir. Burada, j, k € {1,2,...,n} ve 6;; Kronocker deltasidir (Maeda, vd.

1993).

Ispat. M, #-slant bir altmanifold ise

JX1 = (COSQ)XQ—f—FXl,
JXQ = (COS@)Xl—f-FXQ,

JXno1 = (cos) X, + FX,_1,
JX, = (cos0)X, 1+ FX, 1

yazilabilir. Bu esitliklerden teoremin ispat1 agiktir.

Tamm 2.20 (M, g) Riemann manifoldunda

D:M — T,M

p — D,CT,M

doniistimiine bir distribiisyon adi verilir (Boothby, 2003).

Tamm 2.21 (M, g), (M, §, J) hemen hemen Hermityen manifoldun bir altmanifoldu
olsun. Eger JD = D ise D ye kompleks ya da invaryant distribiisyon, JD C T,M~*
ise D ye totally reel ya da anti-invaryant distribiisyon denir. Vp € M ve VX, € D,
icin JX, ile D, arasindaki a¢1 0p(X,,) sabit ise D distribiisyonuna slant distribiisyon
denir (Cabrerizo vd., 2000).
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D distribiisyonu 6 slant ag1li bir distribiisyon olsun.

e Op = 0ise D distribiisyonu invaryant bir distribiisyon olur.

e Op = 5 ise D distribiisyonu anti-invaryant bir distribiisyon olur.

Ornek 2.22 RS uzayindan hemen hemen kompleks bir yapt
J(x1, 29, T3, 4, 5, T6) = (—5, X6, —T3,Tg, X1, Tp)
ile verilsin. RS uzayinin bir altmanifoldu
M = {(:cl cos 0, x1 sin 0, xo, k9, T3, 14) : X1, T2, 23,24 € R, 0 € (0, 72T>}

tanimlansin. Bu durumda

0 0 0 0
NTM) = X, = — 4sinf—-_ Xg= — + —
( ) Span{ 1 Coseaml—irstam, 9 3x3+8a:4’
0 0
X = X = —
3 8x5’ 4 8134}
ve
0 0 0 0
D(TM*Y) = X5 = —sinf— 02 x. - 2 Y
( ) span{ 5 sin 0x1+COS ey 5= o 83:4}

olur. Burada,

D1 = Span {Xl,Xg}, D2 = span {XQ,X4}.
alinirsa
g(JX17X3) = COS 97 §<JX37X1) = —COS 97 §<JX27X4) = §<JX47X2> =0

oldugundan D, 0 a¢ili bir slant distribiisyondur ve D ise anti-invaryant bir

distribiisyondur.

(M, g) tizerinde Dy ve D, iki distribiisyon olsun. Bu durumda

JX = TX+FX
— PTX+QTX+FX

yazilabilir. Son esitlikte PT'X € D, ve QT'X € D, dir. Eger D, slant bir distribiisyon

ise Theorem 2.18 den
(PT)? X = (—cos?0)X (2.3)
esitliginin sagladig1 gosterilebilir (Cabrerizo vd., 2000).

10
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Tamm 2.23 (M, g), (M, G, J) hemen hemen Hermityen manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. TM = Dy & Ds olacak sekilde D, ve D, distribiisyonlar: verilsin:

e D, distribiisyonu invaryant, Dy distribiisyonu anti-invaryant ise M ye bir CR

altmanifold (Chen, 1981),

o D, distribiisyonu invaryant, D, distribiisyonu slant ise M ye bir semi-slant

altmanifold (Papaghuic, 1983),

e D, distribiisyonu anti-invaryant, D distribiisyonu slant ise M ye hemi-slant

altmanifold (Sahin, 2009),

e D, distribiisyonu 01-slant, D distribiisyonu Oy-slant ise M ye (01,05) bi-slant
bir altmanifold (Carriazo, 2000)

denir.
Bu tanimdan asagdaki teorem elde edilir.

Teorem 2.24 (M, g), (M,G,J) hemen hemen Hermityen manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. Bu durumda,

i) M nin bir CR altmanifoldu olmast igin gerek ve yeter kosul M nin (0, 7) bi-slant

olmasidir.

ii) M nin semi-slant olmast i¢in gerek ve yeter kosul M nin (0,0,), 05 € (0, g} ,

bi-slant olmasidr.

iii) M nin anti-slant olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin 01 = 7, 0; € [O, g)

olmak tizere (g, 92) bi-slant olmasidur.

Bi-slant altmanifold Ornekleri icin asagdaki grafik gdsterim ydntemini

kullanacagiz.

1) M altmanifoldunun boyutu n ve M nin boyutu m olmak iizere
B = {X;,Xy,...,X,»}, ortanormal bir ¢at1 alan1 i¢in Xy, X,..., X,,, M nin
teget uzaymda X, 1, X,49, ..., X;, ise M nin normal uzayinda yatan vektorleri

gostersin.

11
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2) B kiimesinin herbir vektor alanin indeksi bir kdseyi ifade etsin.

3) Grafikte g(JX;, X;) # 0 kosulu saglayan her X; ve X; vektorii bir kenar

tanimlansin.

4) X, ile X; nin olusturdugu kenarm uzunlugu [§(JX;, X;)]? ile gosterilsin.

R?" uzayinda J hemen hemen kompleks yapisi

0, I,

J =

ile tanimlansin.
Ornek 2.25 R® uzayinda 6,60, € {O, g} icin M altmanifoldu

e1(u,v,w,s) = (u cos by, usinby, wcos by, wsin by, v,0, s,0)

ile verilsin. Bu durumda,

0 0 0 0 0
X, = —— + i Xog=—, X3= — +sinf; —
1 cos@law1 +Sm918x2’ 9 . 3 C08918x3+81n918x4,
0 0 0 0 0
Xy= —, Xs= —, X¢ =sin; — — 0 —, X7 = —
4 dz7 5 Bz’ 6 = Sl 18x1 COoSs 18952’ 7 ErN
0
Xg =sinfy— — —
g = sin 6 s cos b, o1

olur. T(TM) = span { X1, Xo, X3, X4} ve (T M) = span { X5, X¢, X7, Xz} olur. Bu
altmanifold i¢in asagdaki grafik sunumunu elde ederiz:

5 6 l_.ﬁ
—————9

; a2
Slnzel Sin 92

*———— *r—
| cos?g, 2 3 cos’e, 4

Sekil 2 (Carriazo, 2000)
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Dy = span{Xy, X5}, Dy = span{ X3, X4} olsun. Bu durumda M nin (61, 05)
bi-slant altmanifold oldugu grafikten goriiliir (Carriazo, 2000).

Ornek 2.26 «,0 < (0,%} icin cos = (cosa)Vv2 olsun. R® uzayimn bir M

altmanifoldu
wa(u,v,w,s) = (u cosa,usina,w cosf,wsinf,v,0,s,v)

ile tamimlansin. Bu durumda,

9z, Dy’ 2 \ozs T 0rs

0 0 0
3 = cost Oxs +sin 981’4 C T o,

4 X, Si cos
= — =sina— — o—
8I67 6 8901 81'2’
1 0 0

. .0 0
X7_\/§<8x5_8$8>7 Xg—SlH@aimg—COSQaiM

olup asagdaki grafigi elde ederiz.

Xlzcosai—i-sinai Xy = L (0 0 ),

Xs

sin@

®
e

1 coso. 2 sin’@ 3 cos’® 4
2 2

Sekil 3 (Carriazo, 2000)

Dy = span{X1, X>}, Dy = span{X3, X4} olsun. Boylece M, (0,0) bi-slant
altmanifoldtur. Fakat M slant bir altmanifold degildir (Carriazo, 2000).

13
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Ornek 2.27 oy, a5 € (O, %) icin R® de ortanormal bir ¢ati

X1 = cosay cos aga— + sin «q cos 0428— + cos aq sin 0428— ~+ sin o sin aga—,
T1 i) XT3 T4
0 0
X2 - a ) 3 - a Y
Ts X7
X4 = — cos oy sin ap—— — sin a; Sin ap—— + €os o €os g —— + Sin vy oS g —,
0x 019 Oxs 0xy
0 0
X5 =cosay— +sinas—, Xg= —sina;— + cosa;—,
6x6 al'g 8I1 al‘g
19) 0 0 0
X7 = —sinay— +cosa;——, Xg= —sSinowg—— + cos g——
3 8
8373 8254 8376 8x8

alimirsa asagidaki grafik elde edilir.

Ayrica, Dy = span{Xi,Xs}, Dy = span{X3, X4} alimirsa ve cos*0 =
cos? oy cos? ay secilirse M, hem (0, 0) bi-slant altmanifold hem de o -slant altmanifold
olur (Carriazo, 2000).

7 &
5 6
.9
Sin“ oty
3 4
2 .
cos o sin“ o,
-
] CUHEU.IEUH-(I] s

Sekil 4 (Carriazo, 2000)

Yukarida verilen 6rneklerden asagidaki durumlar ortaya cikar.

e M, (0,0) bi-slant altmanifold ise ayn1 zamanda ¢-slant olabilir.
e M, (0,0) bi-slant altmanifold ise M, 6-slant olmayabilir.

14
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e M, (6,0) bi-slant altmanifold ise M, « # 6 i¢in a-slant olabilir.

e M, (61,05) bi-slant ve M, slant bir altmanifold degildir.

Bu durumlar gz 6niine alindiginda asagidaki problem ortaya ¢ikar.

Problem 2.28 Bir bi-slant altmanifoldun slant bir altmanifold olmasi igin gerekli

kosullar nelerdir?
Lemma 2.29 M, (01,05) bi-slant altmanifold olsun. Bu durumda ¥YX € TM igin
asagdaki esitlik saglamr (Carriazo, 2000).

TQX = (— COS2 91)P1X + PgTPlTPlX + PlTPQTplX + PQTPQTPlX -+
PlTPITPQX + PQTPlTPQX + PlTPQTPQX - (COS2 GQ)PQX (24)

Ispat. Her X € TM i¢in P,X € Dy ve P,X € D, olmak iizere
X =PX+PX
yazilabilir. Boylece,
TX =TPX+TPX =P TPX+ PTP X+ PTPX + PTPX
olur. Son esitlige tekrar 7" uygulanirsa

T°X = TPTPX +TPTP X +TPTPX +TRPTPX
= PTPTPX+ RTPTPX+ PTPRTPX
+RTPRTPX + PTPTRX + PBTPTRX
+PTRPTRX + PBTPRTRX (2.5)

bulunur. (2.3) esitliginden

(PIT)*PyX = (—cos?0,) P X (2.6)
ve

(P,T)*PyX = (—cos® 0y) P, X (2.7)
yazilabilir. (2.6) ve (2.7) esitlikleri (2.5) de yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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Teorem 2.30 M, (01, 02) bi-slant altmanifold olsun. M altmanifoldunun 0-slant olmas:

icin gerek ve yeter kosul

PTPTP, + P,TP,TP, =0, (2.8)
P TP,TP, + PTR,TP, =0, (2.9)
PTRTPy = (cos” 6, — cos®0) P, (2.10)
Py TPTP, = (cos® 0 — cos® ) P, 2.11)

esitlikleri saglanir (Carriazo, 2000).

ispat. M, #-slant altmanifold olsun. Bu durumda, D; ve D distribiisyonlari iizerinde,
sirastyla, {X%,X%, . ,Xc}l} ve {Xf,X%, . ,Xi} ortonormal bazlar1 verilsin.
Burada boyD; = d; ve boyDy = do dir. X} € Dy ve X2 € Dy, i = {1,2,...,d,} ve
k={1,2,...,d} igin

D, = span {Xll, (secb))PITXY,. .., Xy 4, (sec Gl)PlTXélfl}
ve
Dy = span{X7, (secta)P,TXT, ... X5, (secty) PTXE, ,}
secilebilir. (2.4) esitliginde X yerine X! € D, yazilirsa
T?°X} = (—cos?0,)P X} + TP, TP, X} + PTP,TP, X} + BTP,TP X}
elde edilir. Son esitlikte (2.2) yerine yazilirsa

(—cos?0)X; = (—cos’0)P X} +PTP TP X!+ PTPTP X}
+P,TP,TP X}

olur. X! € D; oldugundan
PTP TP, X} + RTP,TP X} =0 (2.12)
Ve
PITP,TP X} = (cos® 6 — cos® 0) P, X} (2.13)

bulunur. (2.12) ve (2.13) esitlikleri VX? € D, i¢in dogru oldugundan (2.8) ve (2.10)
esitlikleri elde edilir.

(2.4) esitliginde X yerine X? € D, yazilarak ve yukaridaki ispat yontemine
benzer bir yol izleyerek (2.9) ve (2.11) esitlikleri elde edilebilir.

16



2. ONCEKi CALISMALAR Mehmet Fatih TEZCANLAR

Problem 2.31 Bir (01, 6,) bi-slant altmanifoldun 0, = 0y = 0 esitligini saglayan 0-

slant bir altmanifold olmasi i¢in hangi sartlar gereklidir.

Teorem 2.32 M, 0, = 05 = 0 olacak sekilde bir bi-slant altmanifold olsun. M, 6-slant
bir altmanifold olmasi igin gerek ve yeter kosul VX € Dy ve VY € D, icin

g(JX,Y) =0 (2.14)

esitligi saglanwr (Carriazo, 2000).

Ispat. M, 6-slant ise X } € Dy ve X7 € D, igin Theorem 2.19 kullanilirsa
-~ 2 1 32 2
Z:lg (JX;, X;) =cos™ 0
yazilabilir. boy D; = d; ve boy Dy = m — d; olmak iizere, son esitlik
dy m
Y PUXLXD+ D> P(IX],X]) = cos’ (2.15)
i=1 i=dy+1
olarak yazilabilir. M, (6;,6s) bi-slant altmanifold oldugu g6z oniine alinirsa (2.15)
esitliginden
cos®Or + Y g*(JX}, X7) = cos’ 0 (2.16)
i=d1+1
bulunur. § = 6; oldugundan
Y FPUX) X7 =0 2.17)
i=d1+1

elde edilir. (2.17) esitligi X ]1 € Dy ve X? € D, igin dogru oldugundan (2.14) saglanr.

Tersine (2.14) saglanirsa bu durumda ¢ # j i¢in P;TP, = 0 olup (2.8)-(2.11)

esitligi saglanir. Bu ise M nin #-slant oldugunu gosterir.

Uyan 2.33 Dikkat edilecek olursa, Ornek 2.26 da verilen bi-slant altmanifold, (2.14)

esitligini saglar.

Problem 2.34 boy D; = dy ve boy Dy = dy olmak iizere M, (0,0) bi-slant
altmanifold olsun. d; = ds ve 0, # 05 ise M slant bir altmanifold olabilir mi?

17
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Bu problemin cevabi agagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 2.35 M, (6,,02) bi-slant altmanifold olsun. d; = dy # 0 ve M slant bir
altmanifold ise 01 = 05 dir (Carriazo, 2000).

Ispat. Teorem 2.32 den X} € D ve X} € D, igin

dy da
dy cos? 0, + ZZg TX1 X?) = dycos*f (2.18)
Jj=1li=1
ve
2 1
dy cos® Oy + ZZg TX2 = dycos?f (2.19)
7j=1i=1

yazilabilir. (2.18) ve (2.19) dan
dy(cos® @ — cos? 0;) = dy(cos? § — cos? Oy)

elde edilir. d; = ds ise 6; = 65 olur. Bu ise ispati tamamlar.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Para-Hermityen Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Tanim 3.1 V, reel bir vektor uzayr ve V iizerinde simetrik bilineer doniisiim g olsun.

0 # & € V olmak tizere her v € V igin

9(§v) =0 (3.1)
ise g metrigine V iizerinde dejenere bir metrik denir. (3.1) esitligini saglayan & # 0

vektorii mevcut degilse g metrigine non-dejeneredir denir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tamm 3.2 V' reel vektor uzayinda g|,, mn negatif tamml oldugu en genis W alt

uzaymin boyutuna V' iizerinde g metriginin indeksi denir (Duggal ve Bejancu 1996).

Tamm 3.3 V reel bir vektor uzayi, g, V' iizerinde non-dejenere bir metrik olsun. Eger
v € V vektorii icin

e g(v,v) > 0veyav = 0isev € V vektoriine space-like vektor,

e g(v,v) < 0isev € V vektoriine time-like vektor,

o g(v,v) = 0isev # 0 vektoriine null ya da lightlike vektor

adi verilir (O Neil, 1983).

Tamim 3.4 M, reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
g  T,M xT,M —R

bigiminde tamimli sabit indeksli, non-dejenere, (0,2) tipindeki g tensor alanina M
lizerinde metrik tensor denir. Eger M manifoldu bir g metrik tensorii ile donatilmis

ise M ye bir semi-Riemann manifold denir (O Neil, 1983).

Tamm 3.5 (M, §) bir semi-Riemann manifold olsun. § metrik tensériiniin indeksine M

nmin indeksi denir ve M nin indeksi ind (M) ile gosterilir (O'Neil 1983).
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ind(M) = q olsun. Bu durumda 0 < q < boy M dir. Ozel olarak q = 0 ise

M manifolduna bir Riemann manifoldu, ¢ = 1 ve boy M > 2ise M manifolduna bir
Lorentz manifoldu denir (O Neil, 1983).

Tamm 3.6 M, 2n-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. Eger VX € F(TM) icin

X=X, gJX,Y)+g(X,JY)=0 (3.2)

esitlikleri saglaniyorsa (M , g, J) ti¢liisene bir para-Hermityen manifold denir (Ivanov

ve Zamkovoy, 2008).

Tamm 3.7 M, (]\7 .G, J) hemen hemen para-Hermityen bir manifold olsun. Eger
VxJ =0 esitligivX € I'(T M ) i¢in saglaniyorsa bu manifolda para-Kahler manifold
adi verilir (Ivanov ve Zamkovoy, 2008).

(M, g), (M, g, J) nin bir altmanifoldu olsun. VX € I(TM) ve VV € [(TM*')
icin
JX =TX+FX ve JV =tV + fV (3.3)
yazilabilir. Burada, TX,tV € ['(TM) ve FX, fV € I'(T M%) dir.

JX ile T X vektorleri arasindaki a¢1 € olsun. Bu durumda

§(JX,TX TX|J TX
e BUXTX) TX|P|TX] o
XN Tx) X rxy /Xy
olur. (3.2) esitliginden
9IX, JX) = —§(X, J*X) = g(X, X) 3.5)
olup (3.5) esitligi (3.4) de yerine yazilirsa
I7X]|
0sf) = ——— (3.6)
X

elde edilir. (3.6) esitligin yari-Riemann manifoldlar tizerindeki her X tanjant vektori
icin yazilamaz. Ciinkii, X null bir vektor oldugunda (3.6) esitligi tanimsiz olur. Bundan
dolay1 para-Hermityen manifoldlarin slant altmanifoldlarmin tanimi asagidaki gibi

verilir.
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Tamim 3.8 (M, g), (M, §, J) para-Hermityen manifoldun bir altmanifoldu olsun. Her
X time-like veya space-like vektorii igin

x|
- = sabit 3.7
x| =S G.7)

ise (M, g) manifolduna 0-slant altmanifold adi verilir.

Not edelim ki M invaryant bir altmanifold ise J = T veya § = 0, M anti-

invaryant bir altmanifold ise J = F veya § = 7 olur. Hem invaryant hemde

anti-invaryant altmanifoldlar slant altmanifoldlarin 6zel bir durumudur. § # 0 ve
0 # % olacak sekilde f-slant altmanifoldlara proper slant altmanifold denir (Alegre
ve Carriazo, 2017).

Onerme 3.9 ), (M .G, J) para-Hermityen manifoldun 2-boyutlu proper slant bir
altmanifoldu olsun. {ey, es} kiimesi M iizerinde ortanormal bir ¢ati alani olsun. Bu

durumda asagdaki ti¢c durum gergeklegir:
1) Tey time-like ve || > 1 ise Fey space-like vektordiir.

2) Tey time-like ve || < 1 ise Fey time-like vektordiir.

3) Tey space-like ise Fey time-like vektordiir.
Burada, Tey = pes ve i # 0 ve i # F1 dir (Alegre ve Carriazo, 2017).

Ispat. (3.3) ve (3.5) esitliklerinden
gler,e1) = g(Jer, Jey) = g(Tey, Tey) + g(Fey, Feq)
olup bu esitlikte T'e; = pes yazilirsa
G(Fey, Fey) = (1 — p?)gler, er) (3.8)

elde edilir. (3.8) esitliginden O6nermede verilen 3 durumun ispati kolaylikla elde
edilebilir.

Onerme 3.9 den proper slant altmanifoldlarin 3 farkli tipi asagidaki gibi

verilebilir.
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Tamm 3.10 (M, g), (M,§,.J) para-Hermityen manifoldun bir proper slant bir

altmanifoldu olsun. Bu durumda asagdaki ii¢ tip mevcuttur.

Tip 1 Herhangi bir X space-like (time-like) vektorii i¢cin T'X time-like (space-like) ve

17X :
7X] > 1dir.

Tip 2 Herhangi bir X space-like (time-like) vektorii i¢cin T'X time-like (space-like) ve

17X :
7<] < 1dir.

Tip 3 Herhangi bir X space-like (time-like) vektorii i¢in T'X space-like (time-like) dir
(Alegre ve Carriazo, 2017).

Uyan 3.11 Semi-Riemann manifoldlarin non-dejenere altmanifoldlarinin Wirtinger
agist (slant agisi) bu alt manifold tizerindeki tiim vektér alanlart igin tanimlanamaz.

Bu durum, Tanim 3.10 da goriilmektedir (Alegre ve Carriazo, 2017).

Uyar 3.12 Her space-like veya time-like X vektor alant i¢in g(T X, TX) = 0 veya
9(TX, TX) = g(JX, JX) olsun. Bu durumda, F = 0 veyaT' = 0 olur ki M siraswyla,
invaryant veya anti-invaryant altmanifold olur. Eger T'X # 0 ve T'X null bir vektor
ise bu durumda X yerine X + Y yazilirsa

gT(X+Y), T(X+Y))=29(TX,TY) =0

elde edilir ki bu ise g nin non-dejenere olmasi ile ¢elisir (Alegre ve Carriazo, 2017).

Teorem 3.13 (M, g), (M, g, J) para-Hermityen manifoldun bir altmanifoldu olsun. Bu

durumda,

(1) M, Tip 1 slant altmanifold olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi bir space-
like (time-like) vektor alani X ve time-like (space-like) T'X vektor alant i¢in \ €

(1, +00) sabiti mevcuttur dyleki
T? =\,

dir. Burada, A\ = cosh? 0 ve 6 > 0 dir:
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(2) M, Tip 2 slant altmanifold olmast i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir space-like
(time-like) vektor alani X ve time-like (space-like) T X vektor alaniicin \ € (0,1)

sabiti mevcuttur oyleki
T2 = )\,
dir. Burada, \ = cos®> 0 ve 0 < 0 < 2r dir.

(3) M, Tip 3 slant altmanifold olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi bir space-
like (time-like) vektor alant X ve time-like (space-like) T'X vektor alant i¢in \ €

(—00, 0) sabiti mevcuttur oyleki
T? = M,

dir. Burada, \ = —sinh® 6 ve 0 > 0 dir (Alegre ve Carriazo, 2017).

Ispat. M, Tip 1 slant bir altmanifold olsun. Bu durumda, X space-like ve TX time-

like secilebilir. Ayrica, % > 1 olsun. Bu durumda, T'X ve JX time-like vektorler
oldugundan
—g(TX, TX
coshf = g( ) (3.9
—g(JX,JX)

yazilabilir. (3.9) esitliginden her X vektori ic¢in saglandigindan X yerine 7'X

yazilabilir. Bu durumda,

172X |7X|
ho = = 3.10
RO TTX | TN (19
elde edilir. Ote yandan
= —g(TX,TX)=|TX|? (3.11)
dir. (3.9), (3.10) ve (3.11) esitliklerinden
2 2 2 2 2 ||T2X||2
g(I" X, X) = |TX][]" = [|[JX]]" cosh™ 6 = || JX]| 17X (3.12)
olup
17X = X |72 X]| (3.13)
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bulunur. Burada, X ve T?X space-like oldugundan bu vektorler ayn1 dogrultudadir.
Gergekten 7?2 = T've JTX = TX + FTX, JX = TX + FX oldugu goz dniine
alinirsa 72X ile X aymi dogrultuda oldugu gériiliir. Boylece 72X = AX, A = cosh? 6
elde edilir.

Eger Y time-like ve T'Y space-like segilirse (3.9) esitligi

ITY||  9(TY.TY)

cosh 0 = =
7Y g(JY,JY)

(3.14)
olup benzer olarak 72X = AX, X\ = cosh? 6 oldugu goriiliir.
(1) ifadesinin tersinin ispat1 agiktir.

Simdi kabul edelim ki M, Tip 2 slant altmanifold olsun. Bu durumda herhangi

bir space-like veya time-like X vektor alani igin H?—ﬁ” < 1 esitligi saglanirsa
TX —g(TX, TX
cosf = | | = g( ) (3.15)
/X —g(JX,JX)

elde edilir. Ispatin geriye kalani Tip 1 slant durumun ispatina benzer.

M, Tip 3 slant altmanifold olsun. X ile T'X space-like ise § > 0 olmak iizere

ITX||  9(TX,TX)
[17X]] —g(JX, JX)

sinh 6 = (3.16)

olur. Ispatin geriye kalan kismi1 Tip 1 slant durumuna benzer sekilde yapilabilir.

Onerme 3.14 (M, g), (M, §,.J) para-Hermityen manifoldun bir altmanifoldu olsun.
Bu durumda, asagidaki durumlar gercgeklesir.

(1) M, Tip 1 slant altmanifold ise tF X = (— sinh® 0) X egitligi her space-like (time-
like) X vektorii i¢in saglanir.

(2) M, Tip 2 slant altmanifold ise tF X = (sinh®0)X esitligi her space-like (time-

like) X vektorii i¢in saglanir.

(3) M, Tip 3 slant altmanifold ise tF X = (cosh? )X esitligi her space-like (time-
like) X vektorii i¢in saglanir (Alegre ve Carriazo, 2017).
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Ispat. Herhangi bir X vektor alan1 igin

X = JFPX=JJX)=J(TX +FX)
= JTX +JFX
= T’X 4+ FTX +tFX + fFX

yazilabilir. Son esitligin teget ve normal kisimlar1 goz 6niine alinirsa
T’X +tFX =X, FTX+ fFX =0 (3.17)

elde edilir. M, Tip 1 slant ise

tFX = X —T?°X = (1 — cosh?0) X = (—sinh? )X,
M, Tip 2 slant ise

tFX =X —T°X = (1 — cos® 0) X = (sin*0) X,
M, Tip 3 slant ise
tFX = X —T?X = (1 +sinh? )X = (cosh®#) X

bulunur. Bu ise ispati1 tamamlar.

Ornek 3.15 R* uzay: iizerinde J tensorii
X = (21,2, 23,24) ve Y = (y1, Y2, Y3, Ya)
icin
JX = (x9,11, 24, 73)
ve semi-Riemann metrigi
9(X,Y) = 2151 — Tayo + T3Y3 — Taya

olarak verilsin. Bu durumda,

JE=1,

ve

g(JX,Y) = zoyy — 21Ye + 24y3 — 23ys = —g(X, JY)

olur. Bu ise (R*, g, J) nin bir para-Hermityen bir manifold oldugunu gésterir (Alegre
ve Carriazo, 2017).
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Ornek 3.16 (R*, g, .J), Ornek 3.15 de verilen para-Hermityen manifold olsun. a,b € R

icin
X (u,v) = (usina,vsinb,ucosa, v cosb)

ile tamimly M altmanifoldu verilsin. Bu durumda, M nin teget uzay:

X, = (sina,0,cosa,0), X, = (0,sinb, 0, cosb)
ve normal uzayt

Ny = (—cosa,0,sina,0), Ny = (0,—cosb,0,sinb)

vektorleri tarafindan gerilir.

JX, = —sinasinb — cosacosb = — cos(a — b)
olup TX, = — cos(a — b) X, olup T? = cos?(a — b) I, bulunur. Burada, X, space-like

ve T'X,, time-like olup M, Tip 2 slant bir altmanifoldtur (Alegre ve Carriazo, 2017).

Ornek 3.17 (R%, g, J), Ornek 3.15 de verilen para-Hermityen manifold olsun. a,b € R
ve a® + b* # 0 olmak iizere
X (u,v) = (au, v, bu,v)
ile tanmimli M altmanifoldu verilsin. Bu durumda, M nin teget uzayt
X, = (a,0,b,0), X, =(0,1,0,1)

ve normal uzayi

N; = (b,0,—a,0), Ny =(0,—1,0,1)

vektorleri tarafindan gerilir.

JX, = (0,a,0,b), JX, = (1,0,1,0)

9(J X, X)) =—a—b=—(a+Db)

9(JX,, X,) =0

26



3. MATERYAL ve YONTEM Mehmet Fatih TEZCANLAR

ve

(I X, Xu)

9(J Xy, Xy) a-+b
T<XU) B g(XuaXu)

Xy =X,

Xy
- g(Xu> XU) 2

elde edilir. Benzer sekilde
a+0b

T(Xu) = m u

bulunabilir. Ayrica,

(a+0b)?

— XU
2(a® +0?)

ve
,  (a+0b)?
T 2(a2+12) !

bulunur. Burada X, vektorii space-like, T'X,, vektorii time-like olup

(a 4 b)?

R Gl
0<A= 2@,

<1
ve M, Tip 2 slant bir altmanifoldtur (Alegre ve Carriazo, 2017).
Ornek 3.18 (R%, g, J), Ornek 3.15 de verilen para-Hermityen manifold olsun. a,b € R
ve a® + b* # 1 olmak iizere
X(u,v) = (au, v, bu,u)
ile tamimly M altmanifoldu verilsin. Bu durumda, M nin teget uzayi
X, = (a,0,b,1), X, =(0,1,0,0)

ve normal uzayi

Nl = <b707 —CL,O), N2 = (1707070)

vektorleri tarafindan gerilir.

JX, =(0,a,1,0), JX, = (1,0,0,0)

9(J Xy, X)) = —a, g(JX,, X,) =0
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g<Xu7Xu> = CL2 + b2 - ]-7 g(Xll?XU) - _1

ve
X, X X, X —
T(XU)ZMXU g(J s v) =
9(Xu, Xu) 9(Xu, Xu) a2+ b —1

X, +aX,

elde edilir. Benzer sekilde

a
T(X,) = Xy
(%) a?+b2—1
bulunur. Ayrica,
T2(X,) = T(——2 X, +aX,) = “  x
YT e -1 YVooar 1"
ve
2
9 a
= I
az+b2—1"
bulunur. Béylece
a2
a2 -1

olur. Son esitlikten agagidaki durumlar elde edilir.

(1) a®> +b*>>1veb? < lise N\ > 1olup M, Tip I slant bir altmanifoldtur.
(2) a®>+b*> > 1veb® > lisel > X > 0 olup M, Tip 2 slant bir altmanifoldtur.
(3) a®>+b* < lise A < 0olup M, Tip 3 slant bir altmanifoldtur (Alegre ve Carriazo,

2017).

Teorem 3.19 M, (M,Ej, J) hemen hemen para-Hermityen manifoldunun slant bir

altmanifoldu olsun.

(1) M, Tip I slant ise j = CosthT , M tizerinde para-Hermityen bir yapi belirtir.

(2) M, Tip 2 slantise j = ——T , M iizerinde para-Hermityen bir yap belirtir.

cos 0

(3) M, Tip 3 slant ise j = sinlh9T , M iizerinde para-Hermityen bir yapi belirtir

(Alegre ve Carriazo, 2017).
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Ispat. M, Tip 1 slant bir altmanifold ve V X € ['(T'M) i¢in j(X) = —L-TX ise

1 1 1

TX) = TX) = T°X
cosh 6 ) cosh 6 i ) cosh? 6

3((X)) = J(
olup son esitlikte 72X = cosh?#X oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa (1)

ispat1 elde edilir.
Benzer sekilde (2) ve (3) tin ispat1 verilebilir.
(]\7 , g, J) para-Hermityen manifoldun tizerinde D non-dejenere bir distribiisyon
olsun. Herbir null olmayan X vektoriinii
JX = PpbX + P5X

bigiminde yazilabilir. Burada, Pp X € D ve P5 X € D™ dir.

Tamm 3.20 Her null olmayan X vektorii i¢in g(Pp X, PpX)/g(JX, JX) orani sabit

ise D distribiisyonuna bir slant distribiisyon denir (Alegre ve Carriazo, 2019).

Slant agis1 sifira esit ise D distribiisyonu invaryant bir distriblisyon, slant agis1
5 ise D distriblisyonu anti-invaryant bir distriblisyon olur. Invaryant ve anti-invaryant
olmayan slant bir distriblisyona proper slant bir distribiisyon denir (Alegre ve Carriazo,
2019).

Teorem 3.21 D, M para-Hermityen manifoldunun iizerinde bir distribiisyon olsun. Bu
durumda,

(1) Eger D invaryant bir distribiisyon ise VX € D igin | Pp X || = ||JX]|| dir.

(2) Eger D anti-invaryant bir distribiisyon ise VX € D i¢in |PpX|| = 0 dur (Alegre

ve Carriazo, 2019).

Tanim 3.10 da kullanilan notasyonlara benzer bir diisiince ile slant distribiisyonlar

icin agagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.22 D bir (]\7 , g, J) para-Hermityen manifoldun proper slant distribiisyon

olsun. Bu durumda, asagidaki ii¢ tip mevcuttur.
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Tip 1 Herhangi bir X space-like (time-like) vektorii i¢cin Pp X, time-like (space-

like) ve Hﬁf)?”“ > 1dir.

Tip 2 Herhangi bir X space-like (time-like) vektorii icin Pp X, time-like (space-

like) ve Hﬁgf”” < ldir

Tip 3 Herhangi bir X space-like(time-like) vektorii icin Pp X space-like (time-
like) dir (Alegre ve Carriazo, 2019).

Teorem 3.13 da kullanilan notasyonlara benzer bir diisiince ile slant

distribiisyonlar i¢in asagidaki tanim verilebilir.

Teorem 3.23 D bir (M , g, J) para-Hermityen manifoldun proper slant distribiisyonu

olsun. Bu durumda

(1) D, Tip 1 slant bir distribiisyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir space-
like (time-like) vektor alant X ve time-like (space-like) PpX vektor alani igin
A € (1, +00) sabiti mevcuttur dyle ki

P/% =\,
dir. Burada )\ = cos h*0 ve 6 > 0 diwr:

(2) D, Tip 2 slant distribiisyon olmast i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir space-
like (time-like) vektor alanm X ve time-like (space-like) Pp X vektor alant igin
A € (0, 1) sabiti mevcuttur dyle ki

P} =\,
dir. Burada, \ = cos®>0ve 0 < 0 < 27 dir.

(3) D, Tip 3 slant distribiisyon olmast igin gerek ve yeter kosul herhangi bir space-
like (time-like) vektor alam X ve time-like (space-like) PpX vektor alant i¢in

A € (—00,0) sabiti mevcuttur dyle ki
P =,
dir. Burada \ = — sin h?0 ve 0 > 0 dir (Alegre ve Carriazo, 2019).
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Tamm 3.24 (M, §,J) para-Hermityen bir manifold M, (M,§,.J) manifoldun bir
altmanifoldu olsun. TM = D, & D, olacak sekilde D, ve D slant distribiisyonlar

ise bu altmanifolda bi-slant altmanifold denir. Burada,

1. Dy invaryant ise M manifolduna semi-slant altmanifold adi verilir.

2. Dy anti-invaryant ise M manifolduna hemi-slant altmanifold adi verilir (Alegre

ve Carriazo, 2019).

Ornek 3.25 R* uzay: iizerinde asagidaki para-Kaehler yapilari goz éniine alalim:

VX,Y € R*icin
JX = (132,I1,[E47.T3), g(Xv Y) = T1Y1 — ToY2 + T3Y3 — T4lYs

ve

S X = (953,374, 1’17952)7 §1(X7 Y) = T1Y1 + T2Y2 — T3Y3 — T4lYs

verilsin. Bu durumda, (R*,g,J) ve (R%, g1, J,) manifoldalart birer para-Hermityen

manifold olur. R® uzaymnda

J 0 _ g 0

Jy = y 92 = )
0 J 0 g
Ji 0 _ g 0

J3 = ) gs = )
0 J 0 g
J. 0 B g1 0

Jy = 1 N 1
0 J 0 o

tammlanirsa (R®, gy, Ji.), (k € {2,3,4}) birer para-Kaehler manifold olur (Alegre ve

Carriazo, 2019).

Ornek 3.26 a,b,c,d € Rvea® +b> # 1, 2 + d® # 1 olsun.

QO(Ul, U1, U2, U2> - (CLUl, U1, bu17 Uy, Cug, U2, dU27 u2)
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ile tanmiml altmanifoldun teget uzayi

0 0 0
X, = 1 —
1 (CL,O,ZL ,0,07070) aal'l +bax3 + 8%4
0

X, = (0,1,0,0,0,0,0,0) = —

0xa
X5 = (0,0,0,0,¢,0,d,1) = 0835 v dai N 81
X, = (0,0,0,0,0,1,0,0) = 881:6
vektorleri tarafindan gerilir. D1 = span { X1, X2} ve Dy = span { X3, X, } alimrsa
= e dhne0.0= aaiz - 8(3963 - 6824
JX, = (1,0,0,0,0,0,0,0) = ail
JX; = (0,0,0,0,0,c,1,d) = Caiﬁ N 627 +dai8
JX; = (0,0,0,0,1,0,0,0) = 835

olup

ﬁ(Xth) =a’ + b — 1, §(X2,X2) =—1, g(JXlaXQ) =—a
g(JX3aX4) = —C g(X3aX3) = 02 + d2 - 17 g(X47X4) =-1

esitlikleri elde edilir. Direkt bir hesaplama ile

a

PD1X1 = GX27 PD1X2 = m){l,
c
PDQXI = m-xla PD2X2 =cXy
bulunur. Bu esitliklerden
2 2
2 _ a 2 _ ¢
Pp, = a? +b? — 1Id1 ve Pp, = 2+ d? — 1[d2

olup bu altmanifold (RS, Gy, Jo) para-Hermityen manifoldunun asagidaki tabloda
verildigi gibi bir bi-slant altmanifoldu olur (Alegre ve Carriazo, 2019).

D1 D2

Tipl [+ >1vel’ <1 | Z+d*>1ved* <1
Tip2 |+ >1vel? >1 |2 +d*>>1ved* > 1
Tip3 | a? +b* <1 A+d* <1

Tablo 1 (Alegre ve Carriazo, 2019)
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Ornek 3.27 a,b,c,d € Rvea® —b* # 1, @ — d? # 1 olsun. R® uzayinda

@(Ul, U1, U2, U2) = (ub avy, bvla V1, U2, CUg, dv27 Ug)

ile tamiml altmanifoldun teget uzayi

vektorleri tarafindan gerilir. Dy = span {X,,,, X, } ve Dy = span{X,,, X,, } alimirsa

bu altmanifold (R®, go, J5) uzayinda

Fo, = 1+a?— b?]d1

olmak iizere asagidaki tabloda verildigi gibi bir bi-slant altmanifoldu olur.

CL2

ve Pp, =

0 0 0 0
Xm N 67%7 e aal'g * bal‘g + 8x4’
0 0 0 0
X, = . X, =d—
2 81’5 + C@xﬁ + 81’8 81’7

C2

1+ c? —alzld2

Dy

D

Tip 1

> —a’><1veb®>1

P - <lved®>1

Tip 2

P> —a’<1lveb® <1

P—-—cF<lved’ <1

Tip 3

> —a®>1

- >1

Bu altmanifold (R®, g3, J3) uzayinda ise

Pp,

olmak iizere asagidaki tabloda verildigi gibi bir bi-slant altmanifoldu olur.

T 1ta2 -1

Tablo 2 (Alegre ve Carriazo, 2019)

CL2

Idl ve PD2:

C2

1+ c? —dQIdQ

D,

D,

Tip 1

> —a®>>1vea® > 1

P - <1lved >1

Tip 2

> —a®>>1vea? <1

P—-—A<lved® <1

Tip 3

> —a’ <1

P —cF>1

Tablo 3 (Alegre ve Carriazo, 2019)

Bu altmanifold (R8, gy, J4) uzayinda

Pp

1:14—c12—b2

CL2
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olmak iizere asagidaki tabloda verildigi gibi bir bi-slant altmanifoldu olur (Alegre

ve Carriazo, 2019).

D,

D,

Tip 1

> —a?>1vea® > 1

P—cF>1vec? > 1

Tip 2

> —a’>>1vea’ <1

P - >1vecf <1

Tip 3

> —a’ <1

- <1

Tablo 4 (Alegre ve Carriazo, 2019)
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4. BULGULAR

4.1. Para-Hermityen Manifoldlarin Bi-Slant Altmanifoldlar1 Uzerine Bulgular

Bu bolimde para-Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlarinin slant

olmasi1 durumu incelenecektir.

Simdi asagida verilen problemin ¢oziimii aragtirilacaktir.

Problem 4.1 (]\77 g, J) para-Hermityen manifoldun (01, 0,) bi-slant altmanifoldunun

0-slant bir manifold olmast i¢cin gereken kosul nedir?

Teorem 4.2 M, (M,§,J) para-Hermityen bir manifoldun (0:,605) bi-slant
altmanifoldu olsun. Bu durumda asagidaki tablo elde edilir.

(M, J,q) Esitlik
Dy, Tip 1 T2X = (cosh? 01)P1X + PRRTPITPiX + PL.TRTP X + P.TP,TP X
D2, Tlp 1 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + P:[TP2TP2X + (COSh2 92)P2X
Dy, Tip 1 T2X = (cosh?01)P1X + PRTPITPiX + PL.TR,TP X + PRTP,TP X
D2, Tlp 2 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + PlTP2TP2X + (COS2 92)P2X
D1, Tip 1 TQX = (COSh2 91)P1X + PTPITPX + PAITPRTP X + PRTP,TP X
D2, Tlp 3 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + P1TP2TP2X - (sinh2 HQ)PQX
Dy, Tip 2 T?X = (cos” 1)P1X + P.TPITP\X + PITP, TP, X + PB.TP,TP, X
D2, Tlp 1 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + PlTP2TP2X + (COSh2 QQ)PQX
Dy, Tip 2 T?X = (cos” 01)P1X + P.TPITP\X + PITP, TP, X + PB.TP,TP, X
D2, Tlp 2 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X —|— P1TP2TP2X + (COS2 92)P2X
Dy, Tip 2 T?X = (cos” 01)P1X + P.TPITP,X + PITP, TP, X + P.TP,TP, X
D2, Tlp 3 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X —|— P1TP2TP2X — (sinh2 92)P2X
D1, Tip 3 T?X = (—sinh?01)PIX + B.TPITP.X + P TP,TP. X + P,TP.TP X
DQ, Tlp 1 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + P1TP2TP2X + (COS]TI2 QQ)PQX
D1, Tip 3 T?°X = (—sinh?01)P1 X + B.TPITP. X + P TP,TPi X + P,TP.TP X
DQ, Tlp 2 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + P1TP2TP2X + (COS2 92)P2X
D1, Tip 3 T?°X = (—sinh?01)P1X + B.TPITP.X + P TP,TP. X + P,TP,TP X
DQ, Tlp 3 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + P1TP2TP2X — (sinh2 HQ)PQX

Tablo 5

Ispat.V X € TM i¢in P,X € D, ve P,X € D, olmak iizere

X =PX+PRX
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bi¢iminde yazilabilir. Buradan

TX

= T(P X + P,X)
= ThX+ThRX
- PlTP1X+P2TP1X+P1TP2X+P2TP2X

elde edilir. Son esitlige tekrar 7" uygulanirsa

T°X = TPTPX+TPTP X +TPTP,X +TPTP,X

= PTPTPX+ PRTPTPX+ PTRTPX + PRTRTPX

+P TP TP,X + PTPTP,X + PTRTP,X

+PTRTPRX

bulunur. Son esitlikte Teorem 3.23 kullanilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.2 de 0; = 0 yazilarak asagidaki sonug verilebilir.

(4.1)

Sonuc¢ 4.3 M, (M .G, J) para-Hermityen bir manifoldun semi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda asagidaki tablo elde edilir.

(M, J,5) Esitlik

Dy, Tip 1 TQX =P X+ BPBTPTP X +PiITPTPX + PBTPRTPX
DQ, Tlp 1 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X —|— PlTPQTPQX + COSh2 QQPQX
Dy, Tip 1 TQX =P X+ PBTPTP X +PITPTPX + PBTPRTPX
DQ, Tlp 2 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + PlTPQTPQX + COS2 92P2X
Dy, Tip 1 TQX =P X+ PBTPTP X +PITPTPX + PBTPRTPX
DQ, Tlp 3 +P1TP1TP2X + PQTPlTPQX —|— PlTPQTPQX — sinh2 HQPQX
Dy, Tip 2 TQX =P X+ PBTPTP X +PITPTP X + PBTPRTPX
DQ, Tlp 1 +P1TP1TP2X + PQTPlTPQX + PlTPQTPQX =+ (COSh2 GQ)PQX
Dy, Tip 2 T2X =P X+ BPBTPTP X +PITPTP X + PBTPRTPX
DQ, Tlp 2 +P1TP1TP2X + PQTPlTPQX + PlTPQTPQX =+ ((3082 92)P2X
Dy, Tip 2 T2X =P X+ BPBTPTP X +PITPRTP X + PBTPRTPX
DQ, Tlp 3 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + PlTPQTPQX — (sinh2 HQ)PQX
D, Tip3 T?°X = B,TPITP\X + P.TP,TP, X + P,TP, TP, X

DQ, Tlp 1 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + PlTPQTPQX =+ (COSh2 QQ)PQX
Dy, Tip 3 T2X =+PTPTP X + PATPRTP X + PRTP,TP, X

DQ, Tlp 2 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + PlTPQTPQX =+ (0082 02)P2X
D, Tip3 T?X = B,TPITP.X + P.TP,TP, X + P,TP, TP, X

DQ, Tlp 3 +P1TP1TP2X + P2TP1TP2X + PlTPQTPQX — (sinh2 QQ)PQX

Tablo 6

Teorem 4.4 M, (01,02) bi-slant altmanifoldunun Tip 1 0-slant bir altmanifold olmast

icin gerek ve yeter kosul

PQTPlTP1+P2TP2TP1:O
PTPTP, + PITRTP, =0

36
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esitlikleri ve asagidaki tabloda verilen esitliklerin saglanmasi gerekir.

(M, J,q) Esitlik

Dy, Tip 1 Slant PyTP,TP; = (cosh® 1 — cosh® §) Py
Do, Tip 1 Slant PyTPTP, = (cosh® 62 — cosh®§) P,
D1, Tip 1 Slant PiTP,TP; = (cosh?6; — cosh? 9) Py
D, Tip 2 Slant PyTP,TP; = (cos® B2 — cosh? 9) P,

D, Tip 1 Slant PITP, TP, =
Do, Tip 3 Slant P,TP TP, =
Dy, Tip 2 Slant PyTP, TPy = (cos” 01 — cosh®0) Py

Dy, Tip 1 Slant P,TP\TP; = (cosh® 05 — cosh® 0) P,

Ecosh2 01, — cosh? 0) P
D, Tip 2 Slant PITP,TP, = Ecos2 01 — cosh? 9; P

— sinh? 05 — cosh? 9) P

Do, Tip 2 Slant P, TP, TP, = (cos? 0 — cosh?0) P,
Dy, Tip 2 Slant Py\TP,TP = (cos” 01 — cosh’0) Py
D, Tip 3 Slant P,TP\TP, = (—sinh® 0, — cosh® 0) P,
Dy, Tip3 Slant P\TP,TP; = (—sinh®6; — cosh® 0) Py
Do, Tip1 Slant P, TP, TP, = (cosh? 65 — cosh? 9) Py
Dy, Tip 3 Slant P\TP,TP; = (—sinh®6; — cosh®0) P,
Do, Tip 2 Slant Py,TPTP, = (cos” 03 — cosh® 0) Py
Dy, Tip 3 Slant P,TP,TP; = (—sinh? 6, — cosh? ) P,

Do, Tip 3 Slant P TPTP, =
Tablo 7

— sinh2 92 — COSh2 0 PQ

Ispat. Teorem 3.13 den M, Tip 1 #-slant bir altmanifold ise
T2X = (cosh?#) X = (cosh® §) P, X + (cosh?0) P, X (4.4)

yazilabilir. (4.4) esitligi Teorem 4.2 de verilen Tablo 5 de yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.
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Teorem 4.5 M, (01, 0,) bi-slant altmanifoldunun Tip 2 0-slant bir altmanifold olmas:
icin gerek ve yeter kogul (4.2), (4.3) esitlikleri ve asagidaki tabloda verilen esitliklerin

saglanmasi gerekir.

(M, J,g) Esitlik

D, Tip 1 Slant PiTP,TP; = (cosh?6; — cos®0) P,
D>, Tip 1 Slant P,TP TP, = Ecosh 0 — cos? 0) P,
Dy, Tip 1 Slant PITPTP = écosh 01 — cos®0) Py
Do, Tip 2 Slant Py,TP\TP; = (cos® 0, — cos 0) P,
Dy, Tip 1 Slant PITP,TP = gcosh 6, — cos 9) P
Do, Tip 3 Slant P,TPITP, = (—sinh® 65 — cos® §) P
D, Tip 2 Slant PITP,TP = Ecos 01 — cos 9) P
D, Tip 1 Slant PyTP, TP, = (cosh? 65 — cos 9) P
Dy, Tip 2 Slant PiTP,TP, = (cos“ 01 —cos“0) P,
D>, Tip 2 Slant PTPTP, = §cos 65 — cos? 0; Py
D1, Tip 2 Slant P\ TP, TP, = écos 0, — cos 0) P
Do, Tip 3 Slant P,TP, TP, = (—sinh? 65 — cos 0) Py
Dy, Tip 3 Slant P\ TP, TP, = 2—s1nh 01 — cos” ) Py
Do, Tip 1 Slant P, TP, TP; = (cosh? 6, — cos 9) Py
Dy, Tip 3 Slant P\TP,TP, = (—sinh® 61 — cos®0) P
D, Tip 2 Slant P,TP\TP, = Ecos 02 — cos 9) Py
Dy, Tip 3 Slant P\ TP, TP, = (—sinh? 6, — cos?6) P,
Do, Tip 3 Slant PTPTP, = é— sinh? 05 — cos? ) P,

Tablo &

Ispat. Teorem 3.13 den M, Tip 2 0-slant bir altmanifold ise
T?°X = (cos®6X) = (cos? ) P, X + (cos® §) P, X 4.5)

yazilabilir. (4.5) esitligi Teorem 4.2 de verilen Tablo 5 de yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.
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Teorem 4.6 M, (01, 0,) bi-slant altmanifoldunun Tip 3 0-slant bir altmanifold olmasi
icin gerek ve yeter kogul (4.2), (4.3) esitlikleri ve asagidaki tabloda verilen esitliklerin
saglanmasi gerekir.

(M, J,3) Esitlik
Dy, Tip 1 Slant PTP,TP =
Do, Tip 1 Slant PTPTP, = E
D1, Tip 1 Slant PTPR,TP = (

D, Tip 2 Slant PTPTP, = (

Dy, Tip 1 Slant PITPRTP =

Do, Tip 3 Slant P TP TP, E

Dy, Tip 2 Slant PyTP,TPy = (cos” 01 + sinh® 0) Py

Do, Tip 1 Slant P, TP\ TP, = Ecosh2 02 + sinh® ) P

D, Tip 2 Slant PyTP, TPy = (cos” 0 + sinh’ 9; P
(
(
(
(
(

cosh? 01 + sinh? 0) P
cosh? 05 + sinh? 0) P
cosh? 6, + sinh? 0) P
cos? 05 + sinh? 9) P
cosh? #; + sinh? 9) Py
—sinh® 65 + sinh® ) P

Do, Tip 2 Slant PyTP,TP; = (cos? B + sinh? 6) Py
D;, Tip 2 Slant PiTP,TPy = (cos” 01 + sinh” 0) Py
Do, Tip 3 Slant P,TP\TP, = (—sinh® 6, + sinh® 6) P,
Dy, Tip 3 Slant P\TP,TPy = (—sinh® 0, + sinh® 0) Py
Do, Tip 1 Slant P,TP\TP, = (cosh® 05 + sinh® §) P,

D, Tip 3 Slant P\TP,TP; = (—sinh®0; + sinh®0) Py

Do, Tip 2 Slant P,TP\TP, = (cos” 02 + sinh® 0) P,

Dy, Tip 3 Slant P\TP,TP; = (—sinh’ 61 + sinh®0) P,

Do, Tip 3 Slant P,TPTP, = (—sinh® 6, + sinh® 0) P,
Tablo 9

Ispat. Teorem 3.13 den M, Tip 3 6-slant bir altmanifold ise
T?X = sinh?#X = sinh? P, X + sinh? 4P, X (4.6)

yazilabilir. (4.6) esitligi Teorem 4.2 de verilen Tablo 5 de yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.

Simdi asagida verilen problemin ¢6ziimii arastirilacaktir.

Problem 4.7 M, (M,§,J) para-Hermitven bir manifoldun (6y,05) bi-slant
altmanifoldu olsun. M altmanifoldunun 60, = 60y = 0 olacak sekilde 0-slant bir

altmanifold olmast i¢in hangi sartlar gerekir?

Bu problemin cevabini bazi 6zel durumlar i¢in asagidaki teoremler ile verecegiz.

Teorem 4.8 M, 6, = 0, = 6 olacak sekilde bi-slant bir altmanifold olsun. M,
swraswyla, Tip 1 (Tip 2 veya Tip 3), Dy Tip 1 (Tip 2 veya Tip 3), Ds Tip 1 (Tip 2 veya Tip
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3 slant ise VX € DyveVY € D, icin
g(JX,Y)=0 4.7)

esitligi saglamr.

Ispat. X! € Dy ve X? € D, olmak iizere M altmanifoldu Tip 1 #-slant altmanifold

olsun. Bu durumda,
> g*(JX[, X7) = cosh®§ (4.8)
=1

yazilabilir. Son esitlikte boyD; = d; ve boyDy = m — dy oldugu gbz Oniine alinirsa

d1
Y PIX] XD + Z g*(JX},X7?) = cosh® 6 (4.9)
= i=d1+1
elde edilir. M, (64, 62) bi-slant altmanifold oldugundan, (4.9) esitliginden
cosh? 6; + Z g*(JX}, X}) = cosh? (4.10)
i=d1+1
bulunur. § = 6; oldugundan

Z g(JX]},X2) =0 4.11)
i=d1+1

elde edilir. (4.8) ve (4.11) esitliklerinden (4.7) elde edilir.

M, X ]1 € Dy ve X? € D, Tip 2 0-slant altmanifold olsun. Bu durumda,
Y P(JX}, X7) = cos” 0 (4.12)
i=1
yazilabilir. Son esitlikte boyD; = d; ve boyDs = m — d; gbz online alinirsa

d1
Y FIX; X))+ Z G (JX, X}) = cos® 0 (4.13)
=1 i=dy+1
olur. M, (01, 605) bi-slant altmanifold oldugundan, (4.12) esitliginden
cos? 0 + Z g*( (JX] , X?) = cos? 0 (4.14)
i=d1+1
bulunur. § = 6; oldugundan

Z g (JX},X7) =0 (4.15)
i=d1+1
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elde edilir. (4.12) ve (4.15) esitliklerinden (4.7) elde edilir.

M, X ]1 € Dy ve X? € Dy Tip 3 0-slant altmanifold olsun. Bu durumda
> g’ (JX], X}) = —sinh*6 (4.16)
i=1
yazilabilir. Son esitlikte boyD; = d; ve boyDs = m — d; gbz Online alinirsa
di m
Y PUX) X))+ > A(JX], X)) = —sinh?0 (4.17)
i=1 i=d1+1
olur. M, (61, 605) bi-slant altmanifold oldugundan, (4.17) esitliginden
—sinh®61 + > ¢*(JX},X7) = —sinh® 0 (4.18)
i=d1+1
bulunur. § = ¢, oldugundan
Y FIXL X)) =0 (4.19)
i=di+1

elde edilir. (4.16) ve (4.19) esitliklerinden (4.7) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.8 in ispatina benzer bir yol izlenerek asagidaki teoremler elde edilir:

Teorem 4.9 M, 0, = 0y = 0 olacak sekilde bi-slant bir altmanifold olsun. M, Tip 1
O-slant ise VX € Dy veVY € Dy icin asagidaki tabloda verilen esitlikler saglanir.

Dy, Tip 2 slant ise
D,, Tip 2 slant ise
Dy, Tip 3 slant ise
Ds, Tip 3 slant ise

g(JX,Y) = cosh® 0 — cos? 0

g(JX,Y) = cosh? § + sinh* @
Tablo 10

Teorem 4.10 M, 0, = 0y = 0 olacak sekilde bi-slant bir altmanifold olsun. M, Tip 2
O-slant ise VX € Dy veVY € Dy icin asagidaki tabloda verilen esitlikler saglanr.

Dy, Tip 1 slant ise
Dy, Tip 1 slant ise
Dy, Tip 3 slant ise
D, Tip 3 slant ise

g(JX,Y) = cos? 6 — cosh? #

g(JX,Y) = cos? f + sinh? f
Tablo 11
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Teorem 4.11 M, 0, = 05 = 0 olacak sekilde bi-slant bir altmanifold olsun. M, Tip 3,
0 — slant ise VX € Dy veVY € Ds icin asagidaki tabloda verilen esitlikler saglanir.

Dy, Tip 1 slant
Ds, Tip 1 slant
Dy, Tip 2 slant
D5, Tip 2 slant

g(JX,Y) = —sinh®# — cosh®

g(JX,Y) = —sinh®# — cos? 0
Tablo 12

Teorem 4.12 M, (01, 0,) bi-slant bir altmanifold olsun. Burada, boy D, = d; ve
boy Dy = dy, dy = dy # 0 olmak tizere M Tip 1 (Tip 2 veya Tip 3) slant bir alt
manifold olmasi i¢in asagidaki tabloda verilen esitliklerin saglanmasi gerekir:

(M,q,J) M nin slant olmasini gerektiren kosul
Dy, Tip 1 slant 0. — 0

D,, Tip 1 slant r=

Dy, Tip 1 slant
D, Tip 2 slant
Dy, Tip 1 slant
D, Tip 3 slant
Dy, Tip 2 slant
D5, Tip 1 slant
Dy, Tip 2 slant
D, Tip 2 slant
Dy, Tip 2 slant
Ds, Tip 3 slant
Dy, Tip 3 slant
Dy, Tip 1 slant
Dy, Tip 3 slant
D, Tip 2 slant
Dy, Tip 3 slant
D, Tip 3 slant

0, = 6, =0, M slant degildir

61 = 65 = 0, M slant degildir.

M slant degildir

01 - :l:eg

01 = 0, = 0, M slant degildir.

01 = 05 = 0, M slant degildir.

01 = 05 = 0, M slant degildir.

0, = 05
Tablo 13

Ispat. M, (6,,6,) bi-slant bir altmanifold ise X] € D; ve X? € D, igin D ve D,

distriblisyonlar1 Tip 1 slant ise

d1 d1 d1 n d1
NS FUXLXD+Y > P(IX], X)) =D cosh?6
j=li=1 Jj=li=di+1 j=1

Ve
d2 d2 dg n dg
NN FUXLXD+Y > PIX], X)) =D cosh?
j=11i=1 j=li=da+1 j=1
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esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden

d; cosh? 01+Z Z g*( JX1 XQ)—dlcoshQH

J=li=d;+1

Ve

ds cosh? 92+Z Z g JX1 —dgcosh 0

Jj=li=da+1

elde edilir. d; = ds alinirsa son iki esitlikten
cosh? @ — cosh? #; = cosh? 6 — cosh? 6,
bulunur. Bu ise ¢; = 65 oldugunu gosterir.

Simdi kabul edelim ki D; distribiisyonu Tip 1 ve D, distribiisyonu Tip 2 slant

olsun. Bu durumda,

d; cosh? 0, —1—2 Z JX1 , X?) = dy cosh®§

Jj=li=d;+1

Ve

ds cos? 6’24—2 Z g*( JX1 = dy cosh? 6

j=li=ds+1

esitlikleri elde edilir. d; = ds oldugu g6z 6niine alinirsa
cosh?  — cosh? f; = cosh? 6 — cos? 6,

olup cosh® §; = cos? f, bulunur. Burada cosh §; € [1, 0] ve cosfly € [—1,1] oldugu
g0z Oniine alindiginda 0; = 6, = 0 oldugu goriiliir. Bu ise M nin bi-slant altmanifold

olmasi ile celisir.

Diger durumlarin ispat1 benzer sekilde elde edilebilir.
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5. TARTISMA

Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlarin slant bir altmanifold olmasi
icin gereken kosullarin Teorem 2.30 de verilen (2.8)-(2.11) esitliklerinin saglanmasi
gerektigini A. Carriazzo tarafindan (Carriazo, 2000) ispatlanmistir. Bu durum, para-
Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlar1 i¢in karmagsik durumlara sahiptir.
Tanim 3.10 gz Oniine alindiginda slant altmanifoldlarinin {i¢ farkli tipinin oldugu
goriiliir. Bu ise para-Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlarinin slant
olmasinin {i¢ durumu ile incelenmesi gerektigini gosterir. Ayrica bi-slant altmanifoldlar
tizerinde tanimli D, ve D, slant distribiisyonlar1 ayr1 ayr1 3 farkli tipi mevcuttur (bkz.

Tanim 3.22). Bu tez ¢aligsmasinda;

e bi-slant altmanifoldlarin Tip 1 slant bir altmanifold olmasi i¢in gereken esitlikler

Teorem 4.4 de bir tablo yardimi ile verilmistir.

e bi-slant altmanifoldlarin Tip 2 slant bir altmanifold olmasi i¢in gereken esitlikler

Teorem 4.5 de bir tablo yardimi ile verilmistir.

e bi-slant altmanifoldlarin Tip 3 slant bir altmanifold olmasi i¢in gereken esitlikler

Teorem 4.6 de bir tablo yardimu ile verilmistir.

"Bir (6, 0,) bi-slant altmanifoldun 0; = 0, = 0 slant bir altmanifold olmast i¢in
hangi sartlar gereklidir.” probleminin cevabi olarak Hermityen manifoldlarin bi-slant

altmanifoldlarinda VX € D; ve VY € D, i¢in
g(JX,Y)=0

esitligi saglanmasi gerekir (bkz. Teorem 2.32). Bu problemin cevabi para-Hermityen

manifoldlarin bi-slant altmanifoldlar1 igin
g(JX,)Y)=0
esitliginin saglamasi Teorem 4.8 goz Oniine alindiginda asagidaki 6zel durumlarin
olusmasi gereklidir.
e M, Tip 1 slant bir altmanifold ve D, ile D-, Tip 1 slant distriblisyonlardir.
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e M, Tip 2 slant bir altmanifold ve D; ile Do, Tip 2 slant distribiisyonlardir.

e M, Tip 3 slant bir altmanifold ve D; ile D, Tip 3 slant distribiisyonlardir.

Diger 6zel durumlar i¢in farkli esitliklerin saglanmasi gerekir. Bu esitlikler;
e M, Tip 1 6 slant bir altmanifold ve D, ile D, distribiisyonlar1 Tip 2 slant veya
Tip 3 slant distribiisyonlar oldugunda Teorem 4.9 da verilen tabloda elde edildi.

e M, Tip 2 6 slant bir altmanifold ve D, ile D, distribiisyonlar1 Tip 1 slant veya
Tip 3 slant distribiisyonlar oldugunda Teorem 4.10 da verilen tabloda elde edildi.

e M, Tip 3 6 slant bir altmanifold ve D, ile D, distribiisyonlart Tip 1 slant veya
Tip 2 slant distribiisyonlar oldugunda Teorem 4.11 da verilen tabloda elde edildi.

45



6. SONUCLAR Mehmet Fatih TEZCANLAR

6. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda, Para-Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlarin slant
olmasi i¢in gereken kosullar aragtirilmistir. Bu tezden, Teorem 4.2, Sonug 4.3, Teorem
4.4, Teorem 4.5, Teorem 4.6, Teorem 4.8, Teorem 4.9, Teorem 4.10, Teorem 4.11 ve

Teorem 4.12 elde edilmistir.

Theorem 4.12 incelendiginde asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.1 M, (61,02) bi-slant bir altmanifold, boy Dy = dy ve boy Dy = ds, d; =
dy # 0 olsun. Bu durumda,

1. Dy, Tip 1 slant ve D», Tip 2 slant,

2. Dy, Tip 1 slant ve D, Tip 3 slant,

3. Dy, Tip 2 slant ve D, Tip 1 slant,

4. Dy, Tip 2 slant ve D, Tip 3 slant,

5. Dy, Tip 3 slant ve D, Tip 1 slant,

6. D, Tip 3 slant ve D», Tip 2 slant

ise M slant bir altmanifold degildir.

Teorem 2.35 incelendiginde Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlarinin
boy Dy = dy, di = dy # 0 olmak iizere slant olmasi i¢in gereken kosulun 6; = 6
olmasi gerekir. Sonug 6.1 goz Oniine alindiginda ise para-Hermityen manifoldlarin bi-
slant altmanifoldlarinin ayni kosullar altinda slant olmasi i¢in gereken kosulun 6, = 6,
olmas1 gerekmez. Bu nedenle para-Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlarinin
geometrisinin, Hermityen manifoldlarin bi-slant altmanifoldlar1 geometrisinden farkl

sonuglar i¢cerdigi sonucuna varilir.

46



7. ONERILER Mehmet Fatih TEZCANLAR

7. ONERILER

Bu tez c¢alismasinda elde edilen sonucglar kullanilarak para-Hermityen
manifoldlarin bi-slant altanifoldlar1 tizerinde Riemann egrilik tensorii incelenebilir.
Nash’in embedding teoremi goz oniine alinarak para-Hermityen manifoldlarin bi-slant
altmanifoldlarin i¢sel ve dissal invaryantlar1 arasinda cesitli bagintilar kurulabilir. Bu
bagintilar yardimiyla bi-slant altmanifoldlar1 ve slant altmanifoldlar1 karakterize eden

cesitli esitlikler ve esitsizlikler elde edilebilir.
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