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Genel olarak bu çalışmada Lineer Pozitif Operatörler dizisi olan 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün yaklaşım 

özellikleri incelenmekte olup temel özellikleri incelenmiştir. Operatörümüzün düzgün yaklaşımı, 

Korovkin teoremi kullanılarak gösterilmiştir. Önceki çalışmaları inceleyerek bir genelleme elde 

ettiğimiz operatörün yaklaşımını, yaklaşım hızını, Voronowskaja tipi asimptotik yaklaşımı ve 

Lipschitz şartını sağlayan fonksiyonlar için incelenmiştir.  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün yaklaşım özellikleri 

incelenmiştir. Verilen operatör için farklı fonksiyonlara yaklaşımı grafik yardımıyla gösterilmiştir. 

Seçilen bir fonksiyon ise  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün bir fonksiyona yaklaşımının “ծ” ve “u” nun bazı 

değerleri için nümerik değerleri bulunup, bulunan değerler tablo olarak hazırlanmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Bernstein polinomarı, Bernstein- Kantorovich polinomları, Korovkin teoremi, 
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In general, in this study, the approximation properties of the operator  𝑁ծ(𝑓; 𝑢), which is a sequence 

of Linear Positive Operators, are examined and their basic properties are examined. The smooth 

approximation of our operator is shown using Korovkin's theorem. By examining previous studies, the 

approximation of the operator, which we obtained a generalization, is examined for functions that 

satisfy the approximation speed, Voronowskaja type asymptotic approximation and Lipschitz 

condition. The approximation properties of the operator 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) are examined. The approximation of 

different functions for the given operator is shown with the help of graphics. If a selected function is a 

function, the numerical values of the approximation of the operator  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) to a function are found 

for some values of " ծ " and "u", and the values found are prepared as a table. 

 

Keywords: Bernstein polynomial, Bernstein-Kantorovich polynomials, Korovkin theorem, rate of 

approximation, linear positive operator 
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1.GİRİŞ 

Lineer pozitif operatörlerin yakınsaklığının incelemesi yapılırken 

matematiğin birçok alanından faydalanılmış olup Özellikle yaklaşım teorisi 

konusunda fonksiyonel analizden daha fazla yararlanılmıştır. Kapalı ve sınırlı bir 

aralıkta sürekli fonksiyonlara polinomlar ile yaklaşılabileceği, yaklaşım teorisinin 

üzerinde çalışılan temel çalışmalardan biri olmuştur. 

İlk olarak 1885 Weierstrass, kapalı ve sınırlı olan bir aralıkta sürekli 

fonksiyonlara polinomlar ile yaklaşılabileceğini ispatlamış olup, bu teoremin ispatı 

ise birçok kişi tarafından yapılmaktadır.  Bu ispatlar içerisinde en önemli olanlardan 

biri olan ve 1912 yılında Bernstein tarafından yapılmış olan ispattır. 1912 yılında Rus 

Matematikçi Bernstein, Weierstrass’ın tanımlamış olduğu polinomun nasıl olacağı 

üzerinde çalışmıştır.  Ve toplamsal şekilde olan bir polinomlar dizisini aşağıdaki gibi 

tanımlamıştır. 

𝑢 ∈  [0,1] için; 

𝐵ծ(𝑓; 𝑢) =  ∑𝑓 (
ƪ

ծ
)

ծ

ƪ=0

(
ծ

ƪ
)𝑢ƪ (1 − 𝑢)ծ−ƪ 

(Lorentz, 1953). 

𝑢 ∈  [0,1] , 0 ≤ 𝑎ƪ,ծ ≤ 1 Olduğunda, 

ℒծ(𝑓; 𝑢) = ∑ 𝑓(𝑎ƪ,ծ
∞
ƪ=0 )𝑃ƪ,ծ(𝑢),   𝑃ƪ,ծ(𝑢)  ≥ 0 

pozitif operatör dizisinin  ծ → ∞ için [0,1]  aralığında verilmiş olan 𝑓 fonksiyonuna 

düzgün yakınsamış olabilmesi için gerek ve yeter koşulları üç tanedir. Bohman ise 

bunları şu şekilde sıralamıştır; 

ℒ𝑛(1; 𝑢) ⇉ 1 

ℒ𝑛(𝑡; 𝑢) ⇉ u 

ℒ𝑛(𝑡
2; 𝑢) ⇉ 𝑢2
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Aşikardır ki Bohman’ın araştırmış olduğu operatörlerin değeri 𝑓 fonksiyonunun [0, 

1]  Aralığının dışındaki değerlerinden bağımsızdır. 

1953 yılında ise Korovkin, Bohman’ın koşullarının genel halde de geçerli 

olabileceğini görmüş ve bunun üzerine ise genel bir teorem ispatlamıştır. Daha 

sonraki zamanlarda ise Bernstein polinomları üzerine farklı çalışmalar yapılmış olup 

yapılmış olan Bu çalışmalardan biri de Lorentz’in yazdığı (1953) “Bernstein 

Polynomials” adlı çalışmaların toplandığı kitabı olmuştur. 

Bernstein polinomları üzerine yapılmış olan sistematik yaklaşımlar, 1990’lı 

yıllardan sonra hız kazanmış, Bu konuyla ilgili birçok makaleler yayınlanmıştır. Her 

geçen gün ise yeni uygulamalar ve genellemeler keşfedilmiştir. 

Yaklaşımlar teorisinde, klasik yakınsaklık kavramı ile ilgili çalışmalar devam 

ederken de, günümüzde ise "istatistiksel yakınsaklık" kavramı da önemli çalışma 

alanlarından biri olmuştur. İlk olarak 1950 yılında Fast tarafından tanımlanmış olan 

istatistiksel yakınsaklık kavramını Gadjiev ve Orhan (2002) lineer pozitif operatör 

dizileri için Korovkin tipli yaklaşım teoremini elde etmek için kullanmışlardır. Bu 

teorem ile birlikte birden fazla operatörün istatistiksel yaklaşım özellikleri ile 

yaklaşım hızları da incelenmiştir. ( Doğru ve Duman 2006). 

          Biz bu çalışmamızda; 

𝑢 ∈ [0,1] 𝑣𝑒 𝑓 ∈  ∁[−1,1] 𝑣𝑒  

                        𝜑ծ
ƪ
(u)=(

ծ+1

2ծ
)
ծ

(ծ
ƪ
) (

ծ

ծ+1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ+1
− 𝑢)

ծ−ƪ

  olmak üzere 

                        

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ
(𝑢)

ծ

ƪ=0

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
+ծ1
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Şeklinde tanımlamış olduğumuz operatörün lineer pozitif bir operatör 

olduğunu, Korovkin teoremi şartlarını sağladığını ve kapalı simetrik aralığı üzerinde 

düzgün yakınsadığı gösterilecektir. Süreklilik Modülü yardımı ile yaklaşım hızı 

hesaplanacaktır. Ayrıca bu operatör için bazı teoremler de ispat edilecektir. Bu 

operatörün merkezcil momentleri yardımı ile asimptotik yaklaşımı hesaplanacak 

olup,  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün 𝑓 fonksiyonuna yaklaşımı grafikler ile gösterilecek ve 

son olarak da seçilen bazı fonksiyonlara operatörün yaklaşımı bazı ծ ve u değerleri 

için de nümerik tablosu hazırlanacaktır 

1.1 TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde ise, çalışmamızda kullandığımız bazı tanımlar ve teoremler yer 

almıştır. Ayrıca burada vereceğimiz tanımlar ise genel geçer tanımlar olduğu için 

bazılarında kaynak gösterilmemiştir. 

Tanım 1.1.1. 

 U ve V verilmiş olan aynı F cismi üzerinde iki lineer uzay olmak üzere;  ℒ ∶ U → V 

şeklinde tanımlanmış olan dönüşümlere operatör adı verilir. (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 1.1.2.  

 U ve V tanımlanmış olan aynı F cismi üzerindeki iki lineer uzay olmak üzere  ℒ ∶ U 

→ V operatörü   ∀ ƒ, 𝑔 ∈ U ve her 𝜃, 𝛽 ∈ F için;  

ℒ (𝜃ƒ + 𝛽𝑔) = 𝜃ℒ(ƒ) + 𝛽ℒ (𝑔) eşitliği sağlanıyor ise o takdirde ifade edilmiş olan  ℒ 

operatörüne lineer operatör denir. 

 

Tanım 1.1.3. 

  U ve V reel değerli fonksiyon uzayı olsun ve kabul edelim ki 

𝑈+= {ƒ ∈ U ∶ 𝑓(u) ≥ 0}, 𝑉+ = {𝑔 ∈ V ∶ 𝑔(v) ≥ 0} olsun.  

Eğer U′ dan V′ye tanımlanmış olan ℒ  operatörü 𝑈+ kümesindeki verilmiş olan 

herhangi bir 𝑓 fonksiyonunu  𝑉+ kümesindeki herhangi bir elemana dönüştürüyor ise 

o takdirde ℒ operatörüne pozitif operatör denir. Böylece hem lineerlik hem de 

pozitiflik şartlarını sağlayan operatörlere ise lineer pozitif operatör denir. 
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Teorem 1.1.1.  

Lineer pozitif olan bir operatör monoton artan bir operatördür. Yani;  

f(u) ≤ g(u) ⟹ ℒ (g;u) ≥ ℒ (f; u) 

Eşitsizliği sağlanmış olur. 

İspat 1.1.1.  

ℒ Lineer pozitif operatörü için ℒ (𝑈+) ⊂ 𝑉+sağlanmış olur. Yani 𝑓(u) ≥ 0 

olduğunda ℒ (ƒ;u)≥0 olur. O halde ∀ u için, ƒ(u) ≤ 𝑔(u) olduğunda, 𝑔(u) − ƒ(u) ≥ 0 

sağlanmış olur; ispatın başında da belirtildiği gibi ℒ operatörü pozitif olduğundan; 

ℒ ( 𝑔 − ƒ;u) ≥ 0 olur. Ayrıca  ℒ operatörü lineer olduğundan;  

ℒ (𝑔; u) − ℒ (𝑓;u) ≥ 0 ⟹ ℒ (𝑔; u) ≥ ℒ (𝑓; u)  

Sağlanmış olur ve ispat tamamlanmış olur.  (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995) 

Teorem 1.1.2. 

 ℒ Bir lineer pozitif operatör olmak üzere  |ℒ(𝑓)| ≤ ℒ(|𝑓|) eşitsizliği sağlanır. 

İspat 1.1.2.  

Verilmiş olan Herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için; 

                                               −|𝑓| ≤ 𝑓 ≤ |𝑓|                                       (1.1)                     

dir. ℒ Operatörü lineer pozitif olduğundan (Teorem 1.1.1)’den dolayı monoton artan 

bir operatördür. O halde; 

ℒ(−|𝑓|) ≤ ℒ(𝑓) ≤ ℒ(|𝑓|) 

Yazabiliriz. ℒ Operatörü lineer olduğundan; 

ℒ(−|𝑓|) = −ℒ(|𝑓| 

dir. Elde edilmiş olan bu eşitlik (1.1)’de yerine yazılırsa; 

−ℒ|𝑓| ≤ ℒ(𝑓) ≤ ℒ(|𝑓|) ⟹ |ℒ(𝑓)| ≤ ℒ(|𝑓|) 

Olur ki bu da ispatı tamamlamış olur.  (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995) 
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dir. ℒ Operatörü lineer pozitif olduğundan (Teorem 1.1.1)’den dolayı monoton artan 

bir operatördür. O halde; 

ℒ(−|𝑓|) ≤ ℒ(𝑓) ≤ ℒ(|𝑓|) 

Yazabiliriz. ℒ Operatörü lineer olduğundan; 

ℒ(−|𝑓|) = −ℒ(|𝑓| 

dir. Elde edilmiş olan bu eşitlik (1.1)’de yerine yazılırsa; 

−ℒ|𝑓| ≤ ℒ(𝑓) ≤ ℒ(|𝑓|) ⟹ |ℒ(𝑓)| ≤ ℒ(|𝑓|) 

Olur ki bu da ispatı tamamlamış olur.  (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995) 
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Tanım 1.1.4.  

𝑙= {  ℒ: 𝐶[a,b] → 𝐶[a, b] : ℒ lineer pozitif operatör}, ℕ = {1, 2, 3, … } olsun.  ℒ:ℕ 

→ 𝑙 şeklinde tanımlı ℒ fonksiyonuna lineer pozitif operatör dizisi adı verilir ve (ℒ𝑛) 

şeklinde gösterilir, ℒ (ℕ) = (ℒ1 , ℒ2 , ℒ3, …)  

Tanım 1.1.5.  

U ⊂ ℝ ve U üzerinde tanımlanmış olan bütün fonksiyonların kümesi 𝐹(U) olsun.  

𝑑: ℕ → 𝐹(U) 

Şeklinde tanımlı olan 𝑑 fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir ve terimleri 𝑓1 , 𝑓2 , 

𝑓3 ile gösterilir, dizi ise (𝑓𝑛) ile gösterilir. 

Tanım 1.1.6.  

Verilmiş Kapalı bir [a, b] aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli olan tüm gerçel değerli 

fonksiyonlardan oluşmuş olan kümeye 𝐶[a, b] fonksiyon uzayı denir. 

 

f ∈ 𝐶[a, b] olmak üzere 𝐶[a, b] üzerinde tanımlı norm; 

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] max
𝑎≤𝑢≤𝑏

|𝑓(𝑢)| 

Şeklinde verilir. 

 

Tanım 1.1.7. 

 D bir lineer uzay olsun.    ‖ ‖ ∶ D → ℝ  fonksiyonun u ’deki değerini ‖𝑢‖ ile 

göstermiş olalım. Bu fonksiyon için;  

D 1) ‖𝑢‖  = 0 ↔ 𝑢 = 0 

D 2) ‖𝑎𝑢‖=|𝑎|‖𝑢‖     (𝑎 ∈ 𝐹 ) 

D 3) ‖𝑢 + 𝜈‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖   (üçgen eşitsizliği) 

Şartları sağlanmış oluyor ise verilmiş olan ‖ ‖ fonksiyonuna D de norm denir 

(Bayraktar, 2006). 
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Tanım 1.1.8. 

 D ⊂ ℝ, 𝑓: D→ ℝ bir fonksiyon ve d ∈ D olmak üzere her  𝜀 > 0 için  |𝑢 − 𝑑| < 𝛿 

olduğundan  

|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑑)| < 𝜀 Olacak şekilde  𝛿 = 𝛿(𝜀) sayısı var ise f fonksiyonuna 𝑑  

noktasında süreklidir denir, (Balcı, 2012). 

Tanım 1.1.9. 

U ⊂ ℝ, 𝑓: U → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer, her 𝜀 > 0 sayısı ve her 𝑢1, 𝑢2 𝜖 𝑋 

noktaları için  

|𝑢1 − 𝑢2| < 𝛿 Olduğunda |𝑓(𝑢1) − 𝑓(𝑢2)| < 𝜀 olacak şekilde yalnızca 𝜀 na bağlı 

𝛿 = 𝛿(𝜀) sayısı var ise 𝑓 fonksiyonu verilmiş olan U kümesi üzerinde düzgün 

süreklidir denir, (Musayev ve arkadaşları, 2007). 

Tanım 1.1.10.  

U boş olmayan bir küme olsun.  𝑑: U × U → ℝ fonksiyonu için; 

M1) 𝑑 (u ,v) = 0 ⇔ v = u 

M2) 𝑑 (u,v ) = 𝑑 (v, u)  (simetri özelliği) 

M3) 𝑑 (u,v) ≤ 𝑑 (u, z) + 𝑑 (z, v) (üçgen eşitsizliği) 

Şartları sağlanıyor ise 𝑑 ye U da bir metrik ve 𝑑 ile birlikte U’a metrik uzay denir ve 

genellikle (U, 𝑑) veya 𝑈𝑑 ile gösterilir (Bayraktar, 2006). 

Tanım 1.1.11. 

(𝑓𝑛) C[a,b]  fonksiyon uzayında tanımlanmış olan bir fonksiyonlar dizisi olmak 

üzere; (𝑓𝑛) fonksiyonlar dizisinin bir 𝑓 fonksiyonuna 𝐶[a, b] normunda düzgün 

yakınsak olabilmesi için;  

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

Ya da başka bir ifade ile; 

lim
𝑛→∞

max
𝑎≤𝑢≤𝑏

|𝑓𝑛(𝑢) − 𝑓(𝑢)| = 0 

Eşitliklerinin sağlanması demektir. Düzgün yakınsama ise  𝑓𝑛⇉ 𝑓 şeklinde gösterilir. 
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Tanım 1.1.12. 

(𝑓𝑛) dizisi verilmiş olan 𝑓 fonksiyonuna U üzerinde noktasal yakınsaktır⇔ ∀ 𝜖 >

0 için ve ∀ bir u ∈ U için  ∃𝑛0  öyle ki ∀𝑛> 𝑛0  olduğunda |𝑓𝑛(𝑢) − 𝑓(𝑢)| < 𝜀 

olacak şekilde 𝑛0(𝜀, 𝑈)  sayısı vardır (Balcı, 2012). 

  

 

Tanım 1.1.13. 

(𝑓𝑛) dizisi 𝑓 fonksiyonuna X üzerinde düzgün yakınsaktır ⇔ ∀𝜀 > 0 için ∃𝑛0 öyle ki 

∀𝑛> 𝑛0 ve ∀𝑢 ∈ 𝑈 için |𝑓𝑛(𝑢) − 𝑓(𝑢)| <∈ olacak şekilde  𝑛(𝜀) sayısı vardır (Balcı, 

2012).  

Tanım 1.1.14. 

(a, b) ⊂ ℝ açık bir aralık ve 𝑓 fonksiyonu da  (a, b) den ℝ ye tanımlanmış olan bir 

fonksiyon olsun.  

𝑡, u ∈ (a, b) için 

lim
𝑡→𝑢

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)

𝑡 − 𝑢
= 𝐴(𝑢) 

 

 

Sonlu ve limiti varsa, bu 𝐴(u) sayısına 𝑓 fonksiyonunun v noktasındaki türevi denir 

ve  

𝑓 ′ (u) veya 𝐷𝑓(u) ya da  
𝐷𝑓(𝑢)

𝑑𝑢
  ile gösterilir. Bu durumda, 𝑓 fonksiyonu v noktasında 

türevlenebilirdir (veya türevlidir) denir. (Musayev ve arkadaşları, 2007). 

 

Tanım 1.1.15. 

 n ≥ 1 olmak üzere 𝑃n,n -inci dereceden verilmiş olan bir polinom ve 𝑓 ile 𝑔 de u=0 

noktasında 𝑛’inci mertebeden türevlenebilen fonksiyonlar olsun. 

lim
𝑢→0

𝑔(𝑢) = 0 

Olmak üzere; 

𝑓(𝑢) = 𝑃𝑛(𝑢) + 𝑢
𝑛𝑔(𝑢) 

 Yazılabiliyorsa, 𝑃𝑛 , u = 0 noktasında verilmiş olan 𝑓 fonksiyonu tarafından üretilen 

Taylor polinomudur denir.  
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Tanım 1.1.16.  

𝑓 fonksiyonu a noktasını takip eden bir aralıkta her mertebeden türevlenebilir olsun. 

 

∑
𝑓𝑟(𝑎)

𝑟!

∞

𝑟=0

(𝑢 − 𝑎)𝑟 

Serisine r noktasında 𝑓 fonksiyonu tarafından üretilen Taylor serisi denir. 

 

Tanım 1.1.17. 

 Lineer  ℒ operatörü U uzayından V uzayına dönüşüm yapabiliyorsa ve ∀𝑓 ∈ U için 

‖ℒ(𝑓; 𝑢)‖𝑣 ≤ C‖𝑓‖𝑢 Eşitsizliğini gerçekleştiriyorsa  ℒ operatörüne sınırlı operatör 

denir. Bu 𝐶 sabitlerinin en küçüğüne  ℒ operatörünün normu denir ve  ‖ℒ‖ ile 

gösterilir. 

(Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995) 

 

Tanım 1.1.18.  

𝑓 (𝑛) 𝑣𝑒 𝑔(𝑛) Reel sayılarda tanımlı iki fonksiyon olmak üzere her 𝑛 >  𝑛0 olacak 

şekilde bir 𝑛0  vardır öyle ki |𝑓(𝑛)| ≤ 𝐶|𝑔(𝑛)| dir.  𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)) şeklinde 

gösterilir. Burada 𝐶 ve 𝑛0 sayıları sabit sayılardır. 

Tanım 1.1.19.  

𝑓 verilmiş olan bir 𝐼 aralığında tanımlanmış herhangi bir fonksiyon olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 

olmak üzere, her 𝑢1,𝑢2∈ 𝐼 için; 

|𝑓(𝑢1) − 𝑓(𝑢2)| ≤ 𝑀|𝑢1 − 𝑢2|
𝑎 

Olacak şekilde M> 0 varsa, 𝑓 ’ye Lipschitz sınıfındandır, denir ve 𝑓𝜖 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝑎) ile 

gösterilir. 

1. 𝑓𝜖 Lip𝑀(𝑎) ise 𝑓 fonksiyonu bu aralıkta süreklidir. 

2. 𝑎 > 1 için 𝑓 ∈  𝐿𝑖𝑝𝑀(𝑎) ise 𝑓 sabit fonksiyondur. 
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Tanım 1.1.20. 

  [a, b] aralığı üzerinde tanımlanmış fonksiyonlar için; 

 

 

a)                    

∫ |𝑓(𝑢)|𝑑𝑢 < ∞
𝑏

𝑎

 

Şartını sağlamış olan fonksiyonlara ℒ1 sınıfındandır denir. Bu fonksiyon sınıfı 

üzerindeki norm 

‖𝑓‖1 = ∫ |𝑓(𝑢)|𝑑𝑢
𝑏

𝑎

 

Yazılır. 

b) 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

∫|𝑓(𝑢)|𝑃
𝑏

𝑎

𝑑𝑢 < ∞ 

Şartını sağlayan fonksiyonlara ℒ𝑝 sınıfındandır denir. Bu fonksiyon sınıfı 

üzerindeki norm 

‖ ‖𝑝  ile gösterilir.  𝑓 ∈  ℒ𝑝  ise 

 

‖𝑓‖𝑝=(∫ |𝑓(𝑢)|𝑝𝑑𝑢
𝑏

𝑎
)

1

𝑝
 

 

            Yazılır. 

Teorem 1.1.3 

 

 𝑝 > 1 𝑣𝑒 𝑞 > 0 reel sayıları 

1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

 

Şartını sağlasın. Bu durumda ∀(𝑎ƪ) ∈  𝑙𝑝  ∀ (𝑏ƪ)  ∈ 𝑙𝑞 dizileri için; 
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∑aƪ bƪ

∞

ƪ=0

≤ (∑|aƪ|
p

∞

ƪ=0

)

1
p

(∑|bƪ|
q

∞

ƪ=0

)

1
q

 

Eşitsizliği Hölder eşitsizliği denir. Burada 𝑝 = 𝑞 = 2 için bu eşitsizlik Cauchy 

Schwartz eşitsizliği olarak bilinir. 

Teorem 1.1.4. (Korovkin Teoremi): 

     ℒ𝒏(1; 𝑢) ⇉ 1                                          (1.2)  

                                       ℒ𝑛(𝑡; 𝑢) ⇉ u                                                 (1.3)      

                                      ℒ𝑛(𝑡
2; 𝑢) ⇉ 𝑢2                                              (1.4) 

                                                        

Eğer ℒ𝑛 lineer pozitif operatörler dizisi [a, b] Aralığında (1.2), (1.3) ve (1.4) 

koşullarını sağlıyor ise o takdirde 𝐶[a, b] uzayında olan ve tüm reel eksende sınırlı 

herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için n → ∞ olduğunda; 

ℒ𝑛(𝑓; 𝑢) ⇉ 𝑓(𝑢)             𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑏 

Olur. Ya da bu ifadeye benzer olarak aşağıdaki gösterimi de kullanabiliriz. 

‖ℒ𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] → 0          (n→ ∞) 

İspat 1.1.4. 

 𝑓 Fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğu için öyle bir 𝑀 > 0 sayısı bulabiliriz ki; 

tüm u’lar için 

                                                               |𝑓(𝑢)| ≤ 𝑀                                          (1.5) 
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Sağlanmış olur. Kabul edelim ki, 𝑓 ∈ 𝐶[a, b] olsun. Sürekli fonksiyonların tanımı 

gereği 

∀𝜀 > 0 Sayısına karşılık gelen  𝛿 > 0 bulabiliriz ki  𝑡𝜖 (−∞,∞) ve u ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

|𝑡 − 𝑢| < 𝛿 

Olduğunda; 

                                                                 |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| < 𝜀                                    (1.6) 

Sağlanmış olur. (1.6) eşitsizliği; u,𝑡 ∈ [a, b] olduğunda g fonksiyonu [a, b] de sürekli 

olduğu için, u ∈ [a, b] ,𝑡 ∉ [a, b] olduğunda ise 𝑓 fonksiyonu a ve b noktalarında, 

sırasıyla soldan ve sağdan sürekli bir fonksiyon olduğu için gerçeklenir. 

∀ u ∈ [a, b]; 𝑓(u) ≤ 𝑀     𝑀 > 0  

Vardır. 

|𝑡 − 𝑢| ≥ 𝛿 →
|𝑡 − 𝑢|

𝛿
≥ 1 →     1 ≤

|𝑡 − 𝑢|

𝛿
≤
|𝑡 − 𝑢|2

𝛿2
 

|𝑡 − 𝑢| ≥ 𝛿 Olduğunda ise (1.5) ve üçgen eşitsizliğinden; 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| ≤ |𝑓(𝑡)| + |𝑓(𝑢)| ≤ 2𝑀 ≤ 2𝑀
|𝑡 − 𝑢|2

𝛿2
 

Olur. O halde; 

|𝑡 − 𝑢| < 𝛿 için  |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| < 𝜀 

|𝑡 − 𝑢| ≥ 𝛿 için |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| ≤ 2𝑀
|𝑡−𝑢|2

𝛿2
 

elde edilir. Dolayısıyla ∀𝑡 ∈ ℝ ve u ∈ [a,b] için  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| <  𝜀 + 2𝑀
|𝑡−𝑢|2

𝛿2
                                                                            (1.7)                          

dir. Şimdi (1.2), (1.3) ve (1.4) koşullarını gerçekleyen (ℒ𝑛 ) lineer operatör dizisinin 

lim
𝑛→∞

‖ℒ𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 

Eşitliğini sağladığını göstermelidir. 
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 (ℒ𝑛) operatörünün lineerliğinden; 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| = |ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢) + ℒ𝜂(𝑓(𝑢); 𝑢) − ℒ𝑛(𝑓(𝑢); 𝑢)| 

=|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − ℒ𝑛(𝑓(𝑢); 𝑢) + ℒ𝑛(𝑓(𝑢); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| 

=|ℒ𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢); 𝑢) + 𝑓(𝑢)(ℒ𝜂(1; 𝑢) − 1)| 

 

dir. Burada üçgen eşitsizliğini kullanılarak; 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ |ℒ𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢); 𝑢|+|𝑓(𝑢)|                                           (1.8)                 

Elde edilir. (1.1) ‘den  

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ |ℒ𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢); 𝑢)| 

Olur, operatör pozitif ve 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| ≥ 0 

Olduğundan 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢); 𝑢)| ≤ ℒ𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|; 𝑢) 

Şeklinde yazılır. Bu durumda (1,2) yardımıyla (1,8) eşitsizliği; 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ ℒ𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|; 𝑢) + 𝑀|ℒ𝑛(1; 𝑢) − 1| 

Olarak yazılabilir.  

 

(ℒ𝑛 ) monoton artan olduğundan (1,7)’den; 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢 − 𝑓(𝑢))| ≤ ℒ𝑛 ((𝜀 + 2𝑀
|𝑡 − 𝑢|2

𝛿2
) ; 𝑢) +𝑀|ℒ𝑛|(1; 𝑢) − 1 

Elde edilir. 
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Öte yandan (ℒ𝑛 ) lineer pozitif olduğu dikkate alınırsa 

 ℒ𝑛 ((𝜀 + 2𝑀
|𝑡−𝑢|2

𝛿2
) ; 𝑢) = ℒ𝑛(𝜀; 𝑢) + ℒ𝑛 (2𝑀

(𝑡−𝑢)2

𝛿2
; 𝑢) 

                                            =𝜀ℒ𝑛(1; 𝑢) + 2
𝑀

𝛿2
ℒ𝑛|𝑡

2 − 2𝑢𝑡 + 𝑢2; 𝑢| 

                                             

=𝜀ℒ𝑛(1; 𝑢) + 2
𝑀

𝛿2
{
ℒ𝑛(𝑡

2; 𝑢) − 𝑢2 − 𝑢2 + 2𝑢2 − 2𝑢ℒ𝑛(𝑡; 𝑢) 

                                      +𝑢2ℒ𝑛(1; 𝑢)
} 

                                             

=𝜀ℒ𝑛(1; 𝑢) + 2
𝑀

𝛿2
{
ℒ𝑛(𝑡

2; 𝑢) − 𝑢2 + 2𝑢2 − 2𝑢ℒ𝑛(𝑡; 𝑢)

                                 +𝑢2ℒ𝑛(1; 𝑢) − 𝑢
2} 

                                             

=𝜀ℒ𝑛(1; 𝑢) + 2
𝑀

𝛿2
{
(ℒ𝑛(𝑡

2; 𝑢) − 𝑢2) − 2𝑢(ℒ𝑛(𝑡; 𝑢) − 𝑢)

                                  +𝑢2(ℒ𝑛(1; 𝑢) − 1)
} 

Elde edilir.                                                                        

Bu ifadenin (1,8)’ de yerine yazılmasıyla; 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤  𝜀ℒ𝑛(1; 𝑢)+2M{(ℒ𝑛(𝑡
2; 𝑢) − 𝑢2) − 2𝑢(ℒ𝑛(𝑡; 𝑢); 𝑢) +

𝑢2(ℒ𝑛(1; 𝑢) − 1)}+M|ℒ𝑛(1; 𝑢) − 1| 

Elde edilen bu ifade de (1,2), (1,3) ve (1,4) koşullarının kullanılmasıyla; 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜀 + 𝜀2
𝑀

𝛿2
= 𝜀 (1 + 2

𝑀

𝛿2
) 

Elde edilen bu ifadeyi her 𝜀 ′ için 

|ℒ𝑛(𝑓(𝑡); 𝑢) − 𝑓(𝑢)| < 𝜀 

 

Sağlanır yani; 
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lim
𝑛→∞

‖ℒ𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[𝑐,𝑑] = 0 

Olur. Böylece ispat tamamlanmış olur (Korovkin, 1953; Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 

1995). 
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Yaklaşım teorisi alanındaki çalışmalar ise ilk olarak Rus matematikçi 

Chebyshev’in mekanizmaların yapıları kapsamında buhar makineleri ile ilgili 

çalışmalar yapması ile başlamıştır. 1885 yılında Alman matematikçi Weierstrass, 

cebirsel ve trigonometrik polinomlar ile sürekli fonksiyonlara yaklaşılabileceğini 

ifade etmiş ayrıca ispat etmiştir. Yaklaşım teorisinin temel teoremini oluşturan bu 

ifade aşağıda belirtilmiştir.  

𝐶[a, b] sınıfından verilen her 𝑓 fonksiyonu için keyfi bir 𝜀 > 0 cebirsel sayısı ve her u 

∈ [a, b] için; 

|𝑃ծ(𝑢) − 𝑓(𝑢)| < 𝜀 

Olacak şekilde bir 

𝑃ծ(𝑢) =∑𝑐ƪ

ծ

ƪ=0

𝑢ƪ 

polinomu vardır (Pinkus, 2005). 

1912 yılında Rus Matematikçi Bernstein, Weierstrass’ın söz ettiği polinomun  

 u ∈ [0,1] için; 

                  𝐵ծ(𝑓; 𝑢) = ∑ 𝑓 (
ƪ

ծ
)ծ

ƪ=0 (ծ
ƪ
) 𝑢ƪ(1 − 𝑢)ծ−ƪ                                            (2.1) 

 

Biçiminde olduğunu göstermiş olup, Bernstein, tanımladığı ve kendi adıyla 

anılan bu polinomlarla [0,1] Aralığında tanımlı ve sürekli her 𝑓 fonksiyonuna 

yaklaşılabileceğini ispatlamıştır. Aynı zamanda Bernstein polinomları [0,1] 

Aralığında sınırlı 𝑓 fonksiyonunun her bir 𝑢0 süreklilik noktasında 

lim
ծ→∞

𝐵ծ(𝑓; 𝑢0) = 𝑓(𝑢0) 

Denklemini sağladığını, ayrıca 𝑓 fonksiyonu [0,1] aralığında sürekli ise 

(2.1)’in bu aralıkta düzgün olarak sağlandığını göstermiştir.(Hacısalihoğlu ve 

Hacıyev, 1995; Lorentz, 1953). 
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Sonraki yıllarda ise Bernstein polinomları üzerine ise birçok çalışma 

yapılmıştır. Bernstein polinomlarının; sayısal analiz, fonksiyonlar teorisi, geometri, 

mühendislik, tıp bilimleri gibi birden fazla uygulama alanı mevcuttur. 

Stancu (1968) 0 ≤ 𝜃 ≤Φ eşitsizliğini sağlayan 𝜃 ve Φ reel sayıları için 

Bernstein operatörlerinin bir modifikasyonu olan 

𝑃ծ,ƪ(𝑢) = (
ծ
ƪ
) 𝑢ƪ(1 − 𝑢)ծ−ƪ  olmak üzere 

𝑃ծ
(𝜃,𝛷)(𝑓, 𝑢) =∑𝑃ծ,ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)𝑓 (
ƪ + 𝜃

ծ + 𝛷
) 

Operatörünü tanımlamış ve bu operatörün yaklaşım özelliklerini incelemiştir. 

Кծ: 𝐿1([0,1]) → 𝐶([0,1]), her 𝑓𝜖𝐿1([0,1])  ve negatif olmayan herhangi ծ için; 

𝐾ծ(𝑓: 𝑢) = (ծ + 1)∑(
ծ

ƪ
)

ծ

ƪ=0

𝑢ƪ(1 − 𝑢)ծ−ƪ ∫ (
ծ

ƪ
)

ƪ+1
ծ+1

ƪ
ծ+1

𝑠ƪ(1 − 𝒔)ծ−ƪ𝑓(𝑠)𝑑𝑠 

Lineer pozitif operatörünü Kantorovich tanımlamış ve yaklaşım özelliklerini 

incelemiştir (Kantorovich, 1930). Bu operatör Kantorovich operatörü olarak bilinir. 

Kantorovich- Stancu tipi operatörleri çalışmıştır.  

𝑓 𝜖 𝐿1([0,1])  ծ 𝜖𝑁  Olmak üzere; 

𝐾ծ
(𝜃,,𝛷)

:𝐿1: ([0,1]) → 𝐶([0,1]) 

𝑃ծ,ƪ(𝑢) = (
ծ
ƪ
) 𝑢ƪ(1 − 𝑢)ծ−ƪ Olmak üzere 

𝐾ծ
(𝜃,𝛷)(𝑓, 𝑢) = (ծ + 𝛷 + 1)∑𝑃ծ,ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

ƪ+𝜃+1
ծ+𝛷+1

ƪ+𝜃
ծ+𝛷+1

 

Şeklinde bir lineer pozitif operatör tanımlamıştır. 
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Durrmeyer, [0,1]  Aralığında Bernstein polinomlarının bir modifikasyonunu 

aşağıdaki gibi tanımlamıştır. 

𝐷ծ(𝑓; 𝑢) = (ծ + 1)∑(
ծ

ƪ
) 𝑢ƪ

ծ

ƪ=0

(1 − 𝑢)ծ−ƪ∫(
ծ

ƪ
)

1

0

𝑡ƪ(1 − 𝑡)ծ−ƪ𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

Bu operatör Bernstein Durmeyer operatörleri olarak ta bilinmektedir. Bu 

operatörlerin düzgün fonksiyonlara yaklaşımı ise pek çok matematikçi tarafından 

çalışılmıştır (Durrmeyer, 1967). 

1932 yılında Voronowskaja tarafından 𝑓 fonksiyonu [0,1] kapalı aralığında 

sınırlı ve belirlenmiş bir u noktasında 2. türeve sahip ise; 

lim
ծ→∞

ծ[𝑓(𝑢) − 𝐵ծ(𝑓; 𝑢)] =
−𝑢(1 − 𝑢)

2
𝑓′′(𝑢) 

Eşitliğinin sağlandığı görülmüştür. 

1935 yılında ise Popoviciu tarafından 𝑤 (𝑓; δ) ile 𝑓 fonksiyonunun Süreklilik 

Modülü gösterilmek üzere; 

|𝑓(𝑢) − 𝐵ծ(𝑓; 𝑢)| ≤ 𝑐𝑤 (
1

√ծ
) 

Olduğu gösterilmiştir (Popoviciu, 1935). 

 

1937 yılında Chlodovsky tarafından [0, ∞]'a genişleyen aralıklarda Bernstein 

polinomlarını genelleştirmiş ve ayrıca yaklaşım özellikleri de incelemiştir 

(Chlodovsky, 1937). 

 

1938 yılında Kac tarafından ise Lipschitz koşulunu sağlayan fonksiyonlara 

Bernstein polinomlarıyla yaklaşılabileceğini ispatlamıştır. Bu teoreme göre; 𝑓 ∈ 

𝐿𝑖𝑝𝛼 olmak üzere her  ծ ∈ ℕ ve her u ∈ [0,1] için; 

|𝑓(𝑢) − 𝐵ծ(𝑓; 𝑢)| ≤ 𝐿 (
𝑢(1 − 𝑢)

ծ
)

𝜃
2

 

Dır. (Kac, 1938) 
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Bernstein operatörlerinin teorileri hakkında ise sistemli yaklaşımlar 1990’lı 

yıllardan sonra yayınlanmaya başlanmıştır. Bu konuyla ilgili düzenli olarak bilimsel 

çalışmalar ve makaleler yayınlanmakta olup ve her geçen zaman yeni uygulamalar ve 

genellemeler tanımlanıp çalışılmaktadır. Bu konudaki ilk ilerlemeyi ise Lupas 

yapmıştır. 1987’de Bernstein polinomlarının q-anologunu geliştirmistir ve 

polinomların yaklaşım özelliklerini incelemiştir (Dikmen, 2009). Daha sonraki 

zamanlarda da Bernstein operatörleri üzerinde birçok matematikçi araştırma 

yapmıştır. Bu çalışmalar genellikle 𝑓 fonksiyonuna  𝐵ծ(𝑓; 𝑢) polinomu ile yaklaşım 

hızının bulunması üzerinedir. Son yıllarda Bernstein polinomlarının sayılar teorisi ile 

olan ilişkisine ilgi artmakta ve bu konuda önemli çalışmalar yapılmaktadır 

1994 yılında Taberska ise bazı koşullar altında verilmiş olan mutlak sürekli 𝑓 

fonksiyonuna 𝐵ծ(𝑓;u) Bernstein polinomuyla yaklaşım hızı gösterilmiştir. 

(PychTaberska, 1997) 

Cao, aşağıdaki şekilde tanımlı Bernstein operatörlerinin bir genellemesini 

yapmıştır. Doğal sayılar kümesi üzerinde  𝑆ծ bir dizisi  𝑆ծ ≥ 1 olsun. 

𝐶ծ(𝑓; 𝑢) =
1

𝑆ծ
∑∑ 𝑓(

ƪ + 𝑗

ծ + 𝑆ծ − 1
)

𝑆ծ−1

𝑗=0

ծ

ƪ=0

𝑃ծ,ƪ(𝑢) 

Bu operatörde 𝑆ծ = 1 yazarsak 𝐶ծ(𝑓; 𝑢) = 𝐵ծ(𝑓; 𝑢)  olduğu açıkça görülür. 

Cao bu operatörün yakınsaklık şartlarını incelemiş ve yakınsaklık hızını Süreklilik 

Modülünü kullanarak hesaplamıştır (Cao, 1997). 

 

Aksop  [
1

2ծ
, 1 +

1

2ծ
]  Aralığı üzerinde aşağıda gösterilen lineer pozitif bir 

operatör tanımlamıştır. 

ℒծ(𝑓; 𝑢) =
ծ

ծ − 1
∑(

ծ

ƪ
)

ծ

𝑟=0

(𝑢 −
1

2ծ
)
ƪ

(1 − ծ +
1

ծ
)
ծ−ƪ

𝑓 (
ƪ

ծ
) 

(Aksop, 2009) 
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3.1.Materyal 

Bu çalışma oluşturulurken, konu ile alakalı olarak bilgilere kitap ve 

makalelerden, kütüphanelerden veya internet ortamında ulaşılmıştır. 

 

   3.2.Yöntem 

  Makaleler gözden geçirilmiş ve kullanılan yöntemler ise incelenmiştir. Bu 

çalışmada tanımlanmış olan ve çalışmanın orijinal operatörleri dizisinin yaklaşım 

özellikleri incelenmiş olup, incelediğimiz çalışmaların sonuçları ise bu çalışmada 

tanımlanan operatörler dizisine uygulanmıştır. 

Ayrıca çalışmamızda Mapple bilgisayar programı yardımı ile de grafik ve 

nümerik değer tablosu hazırlanmış olup tez çalışması yapılmış olan bu çalışmalar ile 

değerlenmiştir.
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Biz bu kısımda bize verilmiş olan  𝑁ծ(𝑓; 𝑢)  operatörünün tanıtımı yapılarak 

Korovkin teoremi yardımıyla yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Aynı zamanda 

verilmiş olan 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün merkezi momentleri de hesaplanmıştır. Daha 

sonra 𝑁ծ(𝑓; 𝑢)  operatörü için yaklaşım hızı hesaplanıp, bu operatör için bazı 

teoremler ispat edilecektir. 

Tanım 4,1. 

Kabul edelim ki u ∈ [−1,1] ve 𝑓 ∈ 𝐶[−1,1] olsun. 

φծ
ƪ
(u) =

(ծ+1)ծ

(2ծ)ծ
 (ծ
ƪ
) (

ծ

ծ+1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ+1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 Olmak üzere 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) =
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(
2ƪ+2
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(
2ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

 

Şeklinde tanımlı lineer pozitif operatöre  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörü denir. 

Öncelikle 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün lineer ve pozitif bir operatör olduğunu gösterelim. 

Lineerlik; 

Her 𝑓, 𝑔 ∈ [−1,1] ve her 𝜃, Φ ∈ ℝ için 

 𝑁ծ(𝜃𝑓(𝑡) + 𝛷𝑔(𝑡); 𝑢) 

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝜃𝑓(𝑡) + 𝛷𝑔(𝑡))

(
2ƪ+2
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(
2ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

. 𝑑𝑡 

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

ƪ∑𝜑ծ
ƪ

ծ

=0

(𝑢) ∫ 𝜃𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(
2ƪ+2
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(
2ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

 

+ (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝛷𝑔(𝑡)𝑑𝑡

(
2ƪ+2
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(
2ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1
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= 𝜃(ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(
2ƪ+2
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(
2ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

 

+𝛷. (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

 ∑𝜑ծ
ƪ (𝑢)

ծ

ƪ=0

∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

(
2ƪ+2
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(
2ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

 

= 𝜃𝑁ծ(𝑓(𝑡); 𝑢 ) + 𝛷𝑁ծ(𝑔(𝑡); 𝑢) Olduğundan 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) lineer bir operatördür. 

Pozitiflik: ƪ, ծ ∈  𝑁 için ve  𝑢 ∈ [−1,1] için 

(ծ
ƪ
) (

ծ

ծ+1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ+1
− 𝑢)

ծ−ƪ

≥ 0 dir. 

𝑓 ≥ 0 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≥ 0 𝑑𝑖𝑟.

(
2ƪ+2
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(
2ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

 

Dolayısıyla 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) pozitif bir operatördür. 

Şimdi; 

 (4.1)                                                 𝑁ծ(1; 𝑢) ⇉ 1     

 (4.2)                                            𝑁ծ(𝑡; 𝑢) ⇉ u 

 (4.3)                                            𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) ⇉ 𝑢2 

 (4.4)                                            𝑁ծ(𝑡
3; 𝑢) ⇉ 𝑢3 

 (4.5)                                            𝑁ծ(𝑡
4; 𝑢) ⇉ 𝑢4 

  Olduğunu gösterelim. 
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𝑁ծ(1; 𝑢) = (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 1𝑑𝑡

(2.
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

                                        

                    = (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)
ծ

ծ + 1
((2

ƪ + 1

ծ + 1
− 1) − (2

ƪ

ծ + 1
− 1)) 

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)
2ծ

(ծ + 1)2 
                                       

                  = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑(
ծ

ƪ
)(

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪծ

ƪ=0

                                       

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

= 1                                                                     

lim
ծ→∞

‖𝑁ծ(1; 𝑢) − 1‖𝐶[−1,1] = lim
ծ→∞

max
𝑢∈[−1,1]

|𝑁ծ(1; 𝑢) − 1| = 0 

Elde edilir. Yani ծ → ∞  iken  

𝑁ծ(1; 𝑢) ⇉ 1 

Olduğu görülür. 

 𝑁ծ(𝑡; 𝑢) = (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
 ƪ
(𝑢) ∫ 𝑡𝑑𝑡

(2.
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

                                               

   = (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)
1

2
(
ծ

ծ + 1
)

2

((2
ƪ + 1

ծ + 1
− 1)

2

− (2
ƪ

ծ + 1
− 1)

2

) 

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)
2. ծ2

(ծ + 1)3
. (
2 ƪ + 1

ծ + 1
− 1) 
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=
ծ

ծ + 1
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) (
2 ƪ

ծ
.
ծ

ծ + 1
−

ծ

ծ + 1
)                                              

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
ծ

ծ + 1
[
2ծ

ծ + 1
∑

ծ!

(ծ −  ƪ)!  ƪ!

ծ

ƪ=0

 ƪ

ծ
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

 ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ− ƪ

−
ծ

ծ + 1
∑(

ծ

 ƪ
) (

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

 ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ− ƪծ

ƪ=0

] 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
ծ

ծ + 1
[
2ծ

ծ + 1
∑

ծ(ծ − 1)!

(ծ −  ƪ)!  ƪ( ƪ − 1)!

 ƪ

ծ
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

 ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ− ƪծ

ƪ=1

−
ծ

ծ + 1
(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

] 

=
ծ

ծ + 1
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢) −

ծ2

(ծ + 1)2
=

ծ2

(ծ + 1)2
+

ծ𝑢

ծ + 1
−

ծ2

(ծ + 1)2
 

=
ծ𝑢

ծ + 1
= 𝑢 −

𝑢

ծ + 1
                                                                                

𝑁ծ(𝑡; 𝑢) = 𝑢 −
𝑢

ծ+1
  𝑒𝑙𝑑𝑒 𝑒𝑑𝑖𝑙𝑖𝑟.  

‖𝑁ծ(𝑡; 𝑢) − 𝑢‖𝐶[−1,1] = max
−1≤𝑢≤1

|𝑢 −
𝑢

ծ + 1
− 𝑢| = max

−1𝑢≤1
|−

𝑢

ծ + 1
| ≤

1

ծ + 1
                  

limծ→∞‖𝑁ծ(𝑡; 𝑢) − 𝑢‖𝐶[−1,1] = lim
ծ→∞

1

ծ+1
= 0          

𝑁ծ(𝑡; 𝑢) ⇉ 𝑢   Olduğu görülür. 

𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) = (ծ + 1) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
 ƪ(𝑢) ∫ 𝑡2

(2
 ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
 ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

𝑑𝑡 
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= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)
ծ3

3(ծ + 1)3
((2

 ƪ + 1

ծ + 1
− 1)

3

− (2
 ƪ

ծ + 1
− 1)

3

) 

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)
2ծ3

3(ծ + 1)4
((2

ƪ + 1

ծ + 1
− 1)

2

 

                     +(2
ƪ+1

ծ+1
− 1) (2

ƪ

ծ+1
− 1) + (2

ƪ

ծ+1
− 1)

2

) 

=
2ծ3

(ծ + 1)4
(ծ + 1) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) (
4ƪ2 + 8ƪ + 4

(ծ + 1)2
−
4ƪ + 4

ծ + 1
+ 1) 

 +
2ծ3

(ծ + 1)4
(ծ + 1) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) (
4ƪ2 + 4

(ծ + 1)2
−
4ƪ + 2

ծ + 1
+ 1) 

 +
2ծ3

(ծ + 1)4
(ծ + 1) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) (
4ƪ2

(ծ + 1)2
−

4ƪ

ծ + 1
+ 1) 

=
2ծ3

3(ծ + 1)4
(ծ + 1) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ((
12ƪ2 + 12ƪ + 4

(ծ + 1)2
) − (

12ƪ + 6

ծ + 1
) + 3) 

 =
ծ2

3(ծ + 1)2
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
12

(ծ + 1)2
∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)ƪ(ƪ − 1) 

  +
ծ2

3(ծ + 1)2
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
24

(ծ + 1)2
−

12

ծ + 1
)∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)ƪ 

                +
ծ2

3(ծ + 1)2
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
4

(ծ + 1)2
−

6

ծ + 1
+ 3)∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
ծ2

3(ծ + 1)2
12

(ծ + 1)2
∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!

ծ

ƪ=0

ƪ(ƪ − 1) (
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ
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= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
4ծ2

(ծ + 1)4
∑

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)!

ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2)! (ծ − ƪ)!
ƪ(ƪ − 1)

ծ

ƪ=2

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
4ծ3(ծ − 1)

(ծ + 1)4
∑

(ծ− 2)!

ƪ! (ծ − ƪ − 2)!
(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ−2ծ−2

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−2

 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
4ծ3(ծ − 1)

(ծ + 1)4
(ծ

ծ

+1
+ u)

2

∑(
ծ − 2

ƪ
)

ծ−2

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(ծ
ծ

+1
− u)

ծ−ƪ−2

 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ
4ծ3(ծ − 1)

(ծ + 1)4
(ծ + 1)2

4ծ2
=
ծ(ծ − 1)

(ծ + 1)2
(
ծ

ծ + 1
+ u)

2

 

 = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
ծ2

3(ծ + 1)2
(

24

(ծ + 1)2
−

12

ծ + 1
)∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!
ƪ

ծ

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

  

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
4ծ2(1 − ծ)

(ծ + 1)4
∑

ծ(ծ − 1)!

ƪ(ƪ − 1)! (ծ − ƪ)!
ƪ

ծ

ƪ=1

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
4(1 − ծ)ծ4

(ծ + 1)4
∑

ծ(−1)!

(ծ − ƪ − 1)! ƪ!

ծ−1

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ+1

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−1

 

 = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
4ծ3(1 − ծ)

(ծ + 1)4
(
ծ

ծ + 1
+ u)∑(

ծ − 1

ƪ
)

ծ−1

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−1

  

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ
4ծ3(1 − ծ)

(ծ + 1)4
(
ծ + 1

2ծ
) =

2ծ2(1 − ծ)

(ծ + 1)3
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)                     

 = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ
4ծ3(1 − ծ)

(ծ + 1)4
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)∑(

ծ − 1

ƪ
)

ծ−1

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ մ)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ−1

 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ
4ծ3(1 − ծ)

(ծ + 1)4
(
ծ + 1

2ծ
) =

2ծ2(1 − ծ)

(ծ + 1)3
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)                      

     = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ
4ծ2

3(ծ + 1)4
+ (

ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2ծ

ծ + 1
)

𝑧
(3ծ − 3)ծ2

3(ծ + 1)3
                            

=
4ծ2

3(ծ + 1)4
+
(ծ − 1)ծ2

(ծ + 1)3
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=
ծ(ծ − 1)

(ծ + 1)2
(

ծ2

(ծ + 1)2
+
2ծ𝑢

ծ + 1
+ 𝑢2) −

2ծ2(ծ − 1)

(ծ + 1)3
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢) +

4ծ2

3(ծ + 1)4
 

+
ծ2(ծ − 1)

(ծ + 1)3
                                                                                                                  

𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) = 𝑢2 −

3ծ + 1

(ծ + 1)2
+
3ծ3 + ծ2

3(ծ + 1)4
 

  Elde edilir. Buradan 

‖𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) − 𝑢2‖𝐶[−1,1] = max

−1≤𝑢≤1
|−

3ծ + 1

(ծ + 1)2
+
3ծ3 + ծ2

3(ծ + 1)4
| 

= max
−1≤𝑢≤1

|−
6ծ3 + 20ծ2 + 15ծ + 3

3(ծ + 1)4
| 

= max
−1≤𝑢≤1

|
6ծ3 + 20ծ2 + 15ծ + 3

3(ծ + 1)4
| 

≤
15ծ + 3

3(ծ + 1)4
=
3ծ + 1

(ծ + 1)4
 

 

= lim
ծ→∞

‖𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) − 𝑢2‖𝐶[−1,1] = 0 

𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) ⇉ 𝑢2 𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢 𝑔ö𝑟ü𝑙ü𝑟. 

𝑁ծ(𝑡
3; 𝑢) = (ծ + 1) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
 ƪ(𝑢) ∫ 𝑡3𝑑𝑡

(2
 ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
 ƪ
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

                                            

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑φծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(u)
ծ4

4(ծ + 1)4
((2

ƪ + 1

ծ + 1
− 1)

4

− (2
ƪ

ծ + 1
− 1)

4

) 
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= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ4

4(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ
(u) [(2

ƪ + 1

ծ + 1
− 1)

3ծ

ƪ=0

+ (
2ƪ + 2

ծ + 1
− 1) (ծ

2ƪ

+1
− 1)

2

                                                                    

     + (
2ƪ + 2

ծ + 1
− 1)

2

(
2ƪ

ծ + 1
− 1) + (

2ƪ

ծ + 1
− 1)

3

]          

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ (u) (
8ƪ3 + 24ƪ2 + 24ƪ + 8

(ծ + 1)3
)

ծ

ƪ=0

                    

−(ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ (u) [(
12ƪ2 + 24ƪ + 12

(ծ + 1)2
) − (

6ƪ + 6

ծ + 1
) + 1]

ծ

ƪ=0

    

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4(ծ + 1)

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) [(
8ƪ3 + 8ƪ2

(ծ + 1)3
) − (

12ƪ2 + 8ƪ

(ծ + 1)2
) + (

6ƪ + 2

ծ + 1
) − 1]      

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4(ծ + 1)

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ
(u) (

8ƪ3 + 16ƪ2 + 8ƪ

(ծ + 1)3
)

ծ

ƪ=0

 

−(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4(ծ + 1)

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ
(u) [(

12ƪ2 + 16ƪ + 4

(ծ + 1)2
) − (

6ƪ + 4

ծ + 1
) + 1]

ծ

ƪ=0

 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4(ծ + 1)

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ
(u)

ծ

ƪ=0

(
8ƪ3

(ծ + 1)3
−

12ƪ2

(ծ + 1)2
+

6ƪ

ծ + 1
− 1) 

= (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4(ծ + 1)

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ
(u) (

32ƪ3 + 48ƪ2 + 32ƪ + 8

(ծ + 1)3
)

ծ

ƪ=0

 

−(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
ծ4(ծ + 1)

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ
(u) [(

48ƪ2 + 48ƪ + 16

(ծ + 1)2
) + (

24ƪ + 12

ծ + 1
)]

ծ

ƪ=0
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−(ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
4. ծ4

2(ծ + 1)5
∑φծ

ƪ (u)

ծ

ƪ=0

 

=
ծ3

4(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
32

(ծ + 1)3
∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢)ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2)

ծ

ƪ=0

 

+
ծ3

4(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
144

(ծ + 1)3
−

48

(ծ + 1)2
)∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢)

ծ

ƪ=0

ƪ(ƪ − 1) 

+
ծ3

4(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
112

(ծ + 1)3
−

96

(ծ + 1)2
+

24

ծ + 1
)∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢)ƪ

ծ

ƪ=0

 

+
ծ3

4(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
8

(ծ + 1)𝟑
−

16

(ծ + 1)2
+

12

ծ + 1
− 4)∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢)

ծ

ƪ=0

 

=
ծ3

4(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
32

(ծ + 1)3
∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!
ƪ(ƪ − 1). (ƪ − 2) (

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪծ

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 

=
8ծ3

(ծ + 1)6
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑
ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)!

(ծ − ƪ)! (ƪ − 1)(ƪ − 2)(ƪ − 3)!

ծ

ƪ=3

ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2) (
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 

=
8ծ3

(ծ + 1)6
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)∑
(ծ − 3)!

(ծ − ƪ − 3)! ƪ!

ծ−3

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ+3

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ−3

   

                

=
8ծ4(ծ − 1)(ծ − 2)

(ծ + 1)6
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

3

∑(
ծ − 3

ƪ
)

ծ

ƪ=0

 (
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−3−ƪ

 

             

=
8ծ4(ծ − 1)(ծ − 2)

(ծ + 1)6
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
ծ + 1

2ծ
)

3

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

3

 

=
ծ(ծ − 1). (ծ − 2)

(ծ + 1)3
((

ծ

ծ + 1
)

3

+ 3
ծ2

(ծ + 1)2
𝑢 +

3ծ

ծ + 1
𝑢2 + 𝑢3) 

=
8ծ4(ծ − 1)(ծ − 2)

(ծ + 1)6
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

3

∑(
ծ − 3

ƪ
)

ծ

ƪ=0

 (
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−3−ƪ
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=
ծ3

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
36

(ծ + 1)3
−

12

(ծ + 1)2
)∑

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)!

(ծ − ƪ)! ƪ(ƪ − 1)ƪ(−2)!

ծ

ƪ=2

ƪ(ƪ

− 1) (
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

  

=
ծ3

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
36

(ծ + 1)3
−

12

(ծ + 1)2
)∑

(ծ − 2)!

(ծ − 2 − l)! ƪ!

ծ−2

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ+2

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−2−ƪ

        

=
ծ3

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
36

(ծ + 1)3
−

12

(ծ + 1)2
) u2∑(

ծ − 2

ƪ
)

ծ−2

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−2

 

=
ծ3

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
36

(ծ + 1)3
−

12

(ծ + 1)2
) (

2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
ծ + 1

2ծ
)

2

(
ծ2

(ծ + 1)2
+
2ծu

ծ + 1
+ u2) 

= (
9ծ

(ծ + 1)4
−

3ծ

(ծ + 1)3
) . (

ծ2

(ծ + 1)2
+
2ծu

ծ + 1
+ u2) ծ(ծ − 1) 

=
ծ3

4(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
112

(ծ + 1)3
−

96

(ծ + 1)2

+
24

ծ + 1
)∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!

ծ

ƪ=0

ƪ (
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
u)

ծ−ƪ

                                

=
ծ3

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
28

(ծ + 1)3
−

24

(ծ + 1)2

+
6

ծ + 1
)∑

ծ(ծ − 1)!

(ծ − ƪ)! ƪ(ƪ − 1)!

ծ

ƪ=1

ƪ (
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

 

=
ծ4

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
28

(ծ + 1)3
−

24

(ծ + 1)2

+
6

ծ + 1
)∑

(ծ − 1)!

(ծ − ƪ − 1)! ƪ!
(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ+1ծ−1

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−1

 

=
ծ4

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
28

(ծ + 1)3
−

24

(ծ + 1)2

+
6

ծ + 1
)∑(

ծ

ƪ
) (

ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−1

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ծ−1

ƪ=0
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=
ծ4

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
28

(ծ + 1)3
−

24

(ծ + 1)2
+

6

ծ + 1
)
ծ + 1

2ծ
(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
ծ

ծ + 1
+ u) 

=
ծ3

(ծ + 1)2
(

14

(ծ + 1)3
−

12

(ծ + 1)2
+

3

ծ + 1
)(

ծ

ծ + 1
+ u) 

=
ծ3

4(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
8

(ծ + 1)3
−

16

(ծ + 1)2
+

12

ծ + 1
− 4)∑φծ

ƪ
(u)

ծ

ƪ=0

 

=
ծ3

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
2

(ծ + 1)3
−

4

(ծ + 1)2
+

3

ծ + 1
− 1)∑(

ծ

ƪ
)(

ծ

ծ + 1
+ u)

ƪծ

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

 

=
ծ3

(ծ + 1)3
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

. (
2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
2

(ծ + 1)3
−

4

(ծ + 1)2
+

3

ծ + 1
− 1) 

=
ծ3

(ծ + 1)3
(

2

(ծ + 1)3
−

4

(ծ + 1)2
+

3

ծ + 1
− 1) 

=
ծ(ծ − 1)(ծ − 2)

(ծ + 1)3
(

ծ3

(ծ + 1)3
+ 3

ծ2

(ծ + 1)2
u + 3

ծ

ծ + 1
u2 + u3) 

+(
9

(ծ + 1)4
−

3

(ծ + 1)3
) ծ2(ծ − 1) (

ծ2

(ծ + 1)2
+
2ծu

ծ + 1
+ u2) 

+
ծ3

(ծ + 1)2
(

14

(ծ + 1)3
−

12

(ծ + 1)2
+

3

ծ + 1
)(

ծ

ծ + 1
+ u)

+
ծ3

(ծ + 1)3
(

2

(ծ + 1)3
−

4

(ծ + 1)2
+

3

ծ + 1
− 1) 

Nծ(t
3; u) = u3 −

6ծ2 + ծ + 1

(ծ + 1)3
+
3ծ4 − ծ3

(ծ + 1)5
u +

ծ4

(ծ + 1)6
 

Elde edilmiş olur. 
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𝑁ծ(𝑡
4; 𝑢) = (ծ + 1) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑𝜑ծ
ƪ
(𝑢) ∫ 𝑡4

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

𝑑𝑡 

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑φծ
ƪ
(մ)

ծ

ƪ=0

ծ5

5. (ծ + 1)5
((2

ƪ + 1

ծ + 1
− 1)

5

− (2
ƪ

ծ + 1
− 1)

5

) 

= (ծ + 1) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1

∑φծ
ƪ
(մ)

ծ

ƪ=0

2ծ5

5(ծ + 1)6
[((2

ƪ + 1

ծ + 1
)
4

− 4(2
ƪ + 1

ծ + 1
)
3

+ 6(2
ƪ + 1

ծ + 1
)
2

− 4(2
ƪ + 1

ծ + 1
) + 1)] 

  + ((2
ƪ + 1

ծ + 1
)
3

− 3(
ƪ + 1

ծ + 1
)
2

+ 3(2
ƪ + 1

ծ + 1
) − 1) (2

ƪ

z + 1
− 1) 

+((2
ƪ + 1

ծ + 1
)
2

− 2(2
ƪ + 1

ծ + 1
) + 1) (

4ƪ2

(ծ + 1)2
−

4ƪ

ծ + 1
+ 1) 

+(2
ƪ + 1

ծ + 1
− 1) ((2

ƪ

ծ + 1
)
3

− 3 (2
ƪ

ծ + 1
)
2

+ 3(2
ƪ

ծ + 1
) − 1) 

+((2
ƪ

ծ + 1
)
4

− 4(2
ƪ

ծ + 1
)
3

+ 6(2
ƪ

ծ + 1
)
2

− 4(2
ƪ

ծ + 1
)) + 1 

        = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) (
16ƪ4 + 64ƪ3 + 96ƪ2 + 64ƪ + 16

(ծ + 1)4
) 

                − (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) (−
32ƪ3 + 96ƪ2 + 96ƪ + 32

(ծ + 1)3
)                                   

      + (
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) (
24ƪ2 + 48ƪ + 24

(ծ + 1)2
−
8ƪ + 8

ծ + 1
+ 1)          
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+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) (
8ƪ3 + 24ƪ2 + 24ƪ + 8

(ծ + 1)3
) (2

ƪ

ծ + 1
− 1) 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) (−
12ƪ2 + 24ƪ + 12

(ծ + 1)2
+
6ƪ + 6

ծ + 1
− 1)(2

ƪ

ծ + 1
− 1) 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) (
8ƪ3

(ծ + 1)3
−

12ƪ2

(ծ + 1)2
+

6ƪ

ծ + 1
− 1)(2

ƪ + 1

ծ + 1
− 1) 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(u) (
4ƪ2 + 8ƪ + 4

(ծ + 1)2
−
4ƪ + 4

ծ + 1
+ 1) . (

4ƪ2

(ծ + 1)2
−

4ƪ

ծ + 1
+ 1) 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5(ծ + 1)

5(ծ + 1)6
∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) (
16ƪ4

(ծ + 1)4
−

32ƪ3

(ծ + 1)3
+

24ƪ2

(ծ + 1)2
−

8ƪ

ծ + 1
+ 1) 

= (ծ + 1)(
ծ + 1

2ծ
)

ծ+1
2ծ5

5(ծ + 1)6
∑φծ

ƪ
(𝑢) [

80ƪ4 + 160ƪ3 + 160ƪ2 + 80ƪ + 16

(ծ + 1)4

ծ

ƪ=0

−
160ƪ3 + 240ƪ2 + 160ƪ + 40

(ծ + 1)3
+
120ƪ2 + 120ƪ + 40

(ծ + 1)2
−
40ƪ + 20

ծ + 1
+ 5] 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
16

(ծ + 1)4
∑φծ

ƪ (𝑢)ƪ4 +
32

(ծ + 1)4
∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

ծ

ƪ=0

(𝑢)ƪ3) 

+(
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
32

(ծ + 1)4
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢)ƪ2 +

ծ

ƪ=0

16

(ծ + 1)4
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢)ƪ

ծ

ƪ=0

) 

+(
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

((
16

5(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
)∑𝜑ծ

ƪ(𝑢)ƪ3 −
48

(ծ + 1)3
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢)ƪ2
ծ

ƪ=0

ծ

ƪ=0

) 

+(
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(−
32

(ծ + 1)3
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢)ƪ + (−
8

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2
)

ծ

ƪ=0

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)ƪ2) 

+(
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
24

(ծ + 1)2
ƪ∑𝜑ծ

ƪ

ծ

=0

(𝑢)ƪ + (
8

(ծ + 1)2
−

8

ծ + 1
)∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢)ƪ|−
4

ծ + 1
+ 1) 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

zծ
)

ծ
16

(ծ + 1)4
∑(

ծ

ƪ
)

ծ

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2)(ƪ − 3) 
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= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
16

(ծ + 1)4
∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!

ծ

ƪ=0

ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2)(ƪ

− 3) (
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

                                                           

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
16

(ծ + 1)4
∑

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)(ծ − 4)!

(ծ − ƪ)! l(ƪ − 1)(ƪ − 2)(ƪ − 3)(ƪ − 4)!
ƪ(ƪ

ծ

ƪ=4

− 1)ƪ(−2)(ƪ − 3)  (
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
16

(ծ + 1)4
∑

(ծ− 4)!

(ծ − ƪ − 4)! ƪ!

ծ−4

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ+4

(
ծ

ծ + 1

− 𝑢)

ծ−4−ƪ

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3) 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
16ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)

(ծ + 1)4
∑(

ծ − 4

ƪ
) (

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1

ծ−4

ƪ=0

− 𝑢)

ծ−4−ƪ

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

4

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
16ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)

(ծ + 1)4
(
ծ + 1

2ծ
)

4

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

4

     

=
ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)

(ծ + 1)4
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

4

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

[(
128

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
)∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!
ƪ(ƪ − 1)(ƪ

ծ

ƪ=0

− 2)(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

] 
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(
128

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
)∑

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)!

ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2)(ƪ − 3)! (ծ − ƪ)!
ƪ

ծ

ƪ=3

(ƪ − 1)(ƪ − 2) 

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

                                                                                    

= (
128

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
) ծ(ծ − 1)(ծ − 2)∑

(ծ − 3)!

(ծ − ƪ − 3)! ƪ!

ծ−3

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ+3

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ−3

 

= (
128 − 32𝑧 − 32

(ծ + 1)4
) ծ(ծ − 1)(ծ

− 2)∑(
ծ − 3

ƪ
)

ծ−3

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ−3

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

3

                           

 = (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ
16ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)

(ծ + 1)4
(
ծ + 1

2ծ
)

4

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

4

     

=
ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)

(ծ + 1)4
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

4

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

[(
128

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
)∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!
ƪ(ƪ − 1)(ƪ

ծ

ƪ=0

− 2)(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

] 

= (
128

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
)∑

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)!

ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2)(ƪ − 3)! (ծ − ƪ)!
ƪ

ծ

ƪ=3

(ƪ − 1)(ƪ − 2) 

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 

= (
128

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
) ծ(ծ − 1)(ծ − 2)∑

(ծ − 3)!

(ծ − ƪ − 3)! ƪ!

ծ−3

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ+3

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−3

            

= (
128 − 32𝑧 − 32

(ծ + 1)4
) ծ(ծ − 1)(ծ − 2)∑(

ծ − 3

ƪ
)

ծ−3

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ−3

(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

3

    



  

4.ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA                                          Nurşin DAMAR AYLA 

36 

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
96 − 32ծ

(ծ + 1)4
)ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(

2ծ

ծ + 1
)

ծ
(ծ + 1)3

8(ծ)3
(
ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

3

 

= (
12 − 4ծ

(ծ + 1)5
) ծ2(ծ − 1)(ծ − 2) (

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

3

                                                         

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
240

(ծ + 1)4
−

144

(ծ + 1)3

+
24

(ծ + 1)2
) [∑(

ծ

ƪ
) ƪ(ƪ − 1) (

ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪծ

ƪ=0

] 

= (
240

(ծ + 1)4
−

144

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2
)∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!

ծ

ƪ=0

ƪ(ƪ − 1) (
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

 

= (
240

(ծ + 1)4
−

144

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2
)∑

ծ(ծ − 1)(ծ − 2)!

(ծ − ƪ)! ƪ(ƪ − 1)(ƪ − 2)!

ծ

ƪ=2

ƪ(ƪ

− 1) (
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− մ)

ծ−ƪ

                                                         

= (
240

(ծ + 1)4
−

144

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2
) ծ(ծ − 1)∑

(ծ − 2)!

(ծ − ƪ − 2)! ƪ!

ծ−2

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ+2

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−2

 

= (
240

(ծ + 1)4
−

144

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2
) ծ(ծ

− 1)∑(
ծ − 2

ƪ
) (

ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−2ծ−2

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

2

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
240

(ծ + 1)4
−

144

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2
) ծ(ծ − 1) (

ծ + 1

2ծ
)

2

(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
ծ

ծ + 1
+ u)

2

 

= (
60

(ծ + 1)4
−

36

(ծ + 1)3
+

6

(ծ + 1)2
) ծ3(ծ − 1) (

ծ

ծ + 1
+ u)

2

                                        



  

4.ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA                                          Nurşin DAMAR AYLA 

37 

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

[(
240

(ծ + 1)4
−

64

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2

−
8

ծ + 1
)∑(

ծ

ƪ
) ƪ (

ծ

ծ + 1
+ u)

ƪծ

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

]                                  

= (
240

(ծ + 1)4
−

64

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2

−
8

ծ + 1
)∑

ծ!

(ծ − ƪ)! ƪ!
ƪ (

ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ

                          

ծ

ƪ=0

 

= (
240

(ծ + 1)4
−

64

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2

−
8

ծ + 1
) ծ∑

(ծ − 1)!

(ծ − ƪ − 1)! ƪ!

ծ−1

ƪ=0

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ+1

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−1

            

= (
240

(ծ + 1)4
−

64

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2

−
8

ծ + 1
) ծ∑(

ծ − 1

ƪ
) (

ծ

ծ + 1
+ u)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− u)

ծ−ƪ−1

(
ծ

ծ + 1
+ u)

ծ−1

ƪ=0

 

= (
ծ

ծ + 1
)

4

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
240

(ծ + 1)4
−

64

(ծ + 1)3
+

24

(ծ + 1)2

−
8

ծ + 1
)
ծ + 1

2ծ
(
2ծ

ծ + 1
)

ծ

(
ծ

ծ + 1
+ u)                                                    

=
ծ4

(ծ + 1)3
(
120

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
+

12

(ծ + 1)2
−

4

ծ + 1
)(

ծ

ծ + 1
+ u)                       

=
ծ(ծ − 1)(ծ − 2)(ծ − 3)

(ծ + 1)4
(
ծ

ծ + 1
+ u)

4

+
12ծ2(ծ − 1)(ծ − 2)

(ծ + 1)5
(
ծ

ծ + 1
+ u)

3

   

+
ծ3(ծ − 1)

(ծ + 1)2
 (

60

(ծ + 1)4
−

36

(ծ + 1)3
+

6

(ծ + 1)2
) (

ծ

ծ + 1
+ u)

2
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+(
120

(ծ + 1)4
−

32

(ծ + 1)3
+

12

(ծ + 1)2
−

4

ծ + 1
)

(ծ)4

(ծ + 1)3
(
ծ

ծ + 1
+ u) 

+
ծ4

(ծ + 1)4
(

16

5(ծ + 1)4
−

8

(ծ + 1)3
+

8

(ծ + 1)2
+
ծ − 3

ծ + 1
)         

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) = u
4 −

10ծ3 − 5ծ2 + 10ծ − 1

(ծ + 1)4
 + u3 (

−24ծ2

(ծ + 1)5
)

+ u2 (
6ծ5 − 12ծ4 − 96ծ3

(ծ + 1)6
) + u(

36ծ6 + 80ծ5 + 12ծ4

(ծ + 1)7
)

+
−60ծ7 + 130ծ6 + 420ծ5 + 41ծ4

5(ծ + 1)8
                                    

lim
−1≤𝑢≤1

‖𝑁ծ(𝑡
4; 𝑢) − 𝑢4‖𝐶[1,1] = 0  

Olduğundan dolayı; 

𝑁ծ(𝑡
4; 𝑢) ⇉ 𝑢4  olduğu görülür.                  
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Tanım 4,1. 

ℵn,ծ(𝑢) = ℒ𝑛((𝑡 − 𝑢)
ծ; 𝑢)             ծ = {1,2, … } 

İle tanımlanan ifadelere   ℒ𝑛  operatör dizisinin η-inci merkezi momentleri denir. 

 

Teorem 4,1. 

(Tanım 4.1)’de tanımladığımız merkezi momentleri ilk dördünü   Nծ(t; 𝑢)  operatörü 

için hesaplayalım. 

 

İspat 4,1. 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
0; 𝑢) = 𝑁ծ(1; 𝑢) 

Olduğundan ve (4,6)’den dolayı;  

                                     ℵ𝑛,0(𝑢) = 1                                                            (4.11) 

 Olur. 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
1; 𝑢) = 𝑁ծ(𝑡; 𝑢) + 𝑁ծ(−𝑢, 𝑢) = 𝑁ծ(𝑡; 𝑢) − 𝑢𝑁ծ(1; մ) 

Yazabiliriz. (4.6) ve(4,7)’den dolayı; 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
1𝑢) = 𝑢 −

𝑢

ծ + 1
− 𝑢 =

−𝑢

ծ + 1
 

                           ℵ𝑛,1(𝑢) = −
𝑢

ծ + 1
                                                             (4.12) 

Olur. 

   𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
2; մ) = 𝑁ծ((𝑡

2 − 2𝑢𝑡 + 𝑢2); մ) = 𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) − 2𝑢𝑁ծ(𝑡; 𝑢) +

𝑢2𝑁ծ(1; 𝑢) 

Yazılabilir. (4.6),(4,7) ve (4.8)’den dolayı 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
2; 𝑢) = 𝑢2 −

3ծ + 1

(ծ + 1)2
+
3ծ3 + ծ2

3(ծ + 1)4
− 2𝑢 (𝑢 −

𝑢

ծ + 1
) + 𝑢2 

= 𝑢2 −
3ծ + 1

(ծ + 1)2
+
3ծ3 + ծ2

3(ծ + 1)4
− 2𝑢2 +

2ծ2

ծ + 1
+ 𝑢2                               
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=
2𝑢2

ծ + 1
+
−(6ծ + 3)(ծ2 + 2ծ + 1) + 3ծ3 + ծ2

3(ծ + 1)4
                                                                   

=
2𝑢2

ծ + 1
+
(−6ծ3 − 12ծ2 − 6ծ − 3ծ2 − 6ծ − 3 + 3ծ3 + ծ2)

3(ծ + 1)4
        

=
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
                                   olduğundan 

ℵ𝑛,2(𝑢) =
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
                                                          (4.13) 

Olur. 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
3; 𝑢) = 𝑁ծ((𝑡

3 − 3𝑡2𝑢 + 3𝑡𝑢2 − 𝑢3); 𝑢) 

= 𝑁ծ(𝑡
3; 𝑢) − 3𝑢𝑁ծ(𝑡

2; 𝑢) + 3𝑢2𝑁ծ(𝑡; 𝑢) − 𝑢
3𝑁ծ(1; 𝑢) 

Yazılabilir. 

(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9)’dan dolayı; 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
3; 𝑢) = 𝑢3 −

6ծ2 + ծ + 1

(ծ + 1)3
+
3ծ4 − ծ3

(ծ + 1)5
𝑢 +

ծ4

(ծ + 1)6
 

−3𝑢 (𝑢2 −
3ծ + 1

(ծ + 1)2
+
3ծ3 + ծ2

3(ծ + 1)4
) + 3𝑢2 (𝑢 −

𝑢

ծ + 1
) − 𝑢3 

= −
(6ծ2 + ծ + 1)(ծ3 + 3ծ2 + 3ծ + 1) + ծ4

(ծ + 1)6
+
3ծ4 − ծ3

(ծ + 1)5
𝑢 

+3𝑢
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
−
3𝑢3

ծ + 1
 

= −
6ծ5 + 19ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1

(ծ + 1)6
+
9𝑢ծ4 − 3𝑢ծ3

3(ծ + 1)5
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+
3𝑢(3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3)(ծ + 1)

3(ծ + 1)5
−
3𝑢3(ծ4 + 4ծ3 + 6ծ2 + 4ծ + 1)

3(ծ + 1)5
 

= −
6ծ5 + 19ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1

ծ(+1)6

+
3𝑢ծ4(6 − 𝑢2) − 𝑢ծ3(12𝑢2 + 49) + 3𝑢ծ2(23 − 6𝑢2) + 3𝑢ծ(15 − 12𝑢2) + 3𝑢(3 − 𝑢2)

3(ծ + 1)5
 

Olduğundan; 

ℵ𝑛,3(𝑢) = −
6ծ5 + 19ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1

(ծ + 1)6
                                                              

                    +
3𝑢ծ4(6 − 𝑢2) − 𝑢ծ3(12𝑢2 + 49) + 3𝑢ծ2(23 − 6𝑢2)

3(ծ + 1)5
                                  

                    +
3𝑢ծ(15 − 12𝑢2) + 3𝑢(3 − 𝑢2)

3(ծ + 1)5
                                                               (4.14)       

Olur.                        

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
4; 𝑢) = 𝑁ծ((𝑡

4 − 4𝑡3𝑢 + 6𝑡2𝑢2 − 4𝑡𝑢3 + 𝑢4); 𝑢) 

= 𝑁ծ(𝑡
4; 𝑢) − 4𝑢𝑁ծ(𝑡

3; 𝑢) + 6𝑢2𝑁ծ(𝑡
2; 𝑢) − 4𝑢3𝑁ծ(𝑡; 𝑢) + 𝑢

4(1; 𝑢) 

(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9) ve (4.10)’dan dolayı, 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
4; 𝑢) = 𝑢4 −

10ծ3 − 5ծ2 + 10ծ − 1

(ծ + 1)4
−𝑢3

24ծ2

(ծ + 1)5
 

                                  +𝑢2
6ծ5 − 12ծ4 − 96ծ3

(ծ + 1)6
+ 𝑢

36ծ6 + 80ծ5 + 12ծ4

(ծ + 1)7
 

                                   + 
   −60ծ7 + 130ծ6 + 420ծ5 + 41ծ4

5(ծ + 1)8
  

                                 −4𝑢 (𝑢3 −
6ծ2 + ծ + 1

(ծ + 1)3
+
3ծ4 − ծ3

(ծ + 1)5
𝑢 +

ծ4

(ծ + 1)6
) 

                        +6𝑢2 (𝑢2 −
3ծ + 1

(ծ + 1)2
+
3ծ3 + ծ2

3(ծ + 1)4
) − 4𝑢3 (𝑢 −

𝑢

ծ + 1
) + 𝑢4 
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=
4𝑢4

ծ + 1
 −
5(10ծ3 − 5ծ2 + 10ծ + 1)(ծ4 + 4ծ3 + 6ծ2 + 4ծ + 1)ծ4

5(ծ + 1)8
 

−
60ծ7 + 130ծ6 + 420ծ5 + 41ծ4

5(ծ + 1)8
−
24𝑢3ծ2

(ծ + 1)5
 

−
𝑢2(6ծ5 + 20ծ4 + 95ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3)

(ծ + 1)6
 

−
𝑢(6ծ5 + 20ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1)

(ծ + 1)6
 

Olduğundan 

ℵ𝑛,4(𝑢) =
4𝑢4(ծ + 1)7

5(ծ + 1)8
+
−10ծ7 + 305ծ6 + 670ծ5 + 311ծ4 + 230ծ3 + 235ծ2

5(ծ + 1)8
 

70ծ + 5

5(ծ + 1)8
24𝑢3(ծ3 + ծ2)

(ծ + 1)6
−
𝑢2(6ծ5 + 20ծ4 + 95ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3)

(ծ + 1)6
 

−
𝑢(6ծ5 + 20ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1)

(ծ + 1)6
 

Olur. Böylece 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün 4 tane merkezcil momentleri hesaplanmıştır. 

Şimdi de 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün düzgün yakınsaklığını inceleyelim. 

Teorem 4,2. 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) Operatörü [-1,1] Aralığında sürekli ve tüm reel eksende sınırlı olan 𝑓 

fonksiyonuna aynı aralıkta düzgün yakınsaktır. Yani; 

lim
ծ→∞

‖ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)‖𝐶[−1,1] = 0 

 

İspat 4,2. 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) Operatörünün düzgün yakınsaklığını gösterelim; 
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𝜑ծ
ƪ(𝑢) = (

ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
ծ

ƪ
)(

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) =
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ 𝑓(𝑡). 𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| = 

|
|(ծ + 1)

2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢) ∫ 𝑓(𝑡). 𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

− 𝑓(𝑢)
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢) ∫ 1𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0
|
| 

= |
|(ծ + 1)

2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

−
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0
|
| 

= |
|(ծ + 1)

2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ (𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢))𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0
|
| 

t ∈ [−1,1]  olduğundan  

(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
ծ

ƪ
)(

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

≥ 0 𝑑𝚤𝑟. 

Üçgen eşitsizliğinden; 
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|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢) ∫ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

 

                                        ≤
(ծ + 1)2

2ծ
∑ 𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|<𝛿

𝑑𝑡 

                                    +
(ծ + 1)2

2ծ
∑ 𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

𝑑𝑡 

𝑓 Fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğu için bir К pozitif sayısı bulabiliriz ki tüm 

𝑢 ∈ [−1,1] için; 

|𝑓(մ)| ≤ К                                                                                                           (4.16) 

Sağlanır. 𝑓 ∈ 𝐶[−1,1] olduğunda her 𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿 > 0 bulabiliriz ki 𝑡 ∈ (−∞, 

∞) ve  𝑢 ∈[a,b] için |𝑡 − 𝑢| < 𝛿 olduğunda 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| < 𝜀                                                                                                 (4.17) 

Sağlanır. 

𝑢,𝑡 ∈ [−1,1] olduğunda (4.17) eşitsizliği 𝑓 fonksiyonu [−1,1] kapalı aralığında 

sürekli olduğu için eşitlik sağlanmış olur. 

𝑢 ∈ [−1,1] ,𝑡 ∉ [−1,1] olduğunda ise (4.17) eşitsizliği 𝑓 fonksiyonu a ve b 

noktalarından sırasıyla soldan ve sağdan sürekli bir fonksiyon olduğu için sağlanmış 

olur. 

(4.16) ve (4.17) ifade edilmiş olan eşitsizliklerinden dolayı tüm 𝑡 ∈ (−∞, ∞) ve  𝑢 ∈ 

[−1,1] için, 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| < 𝜀 +
2К

𝛿2
(𝑡 − 𝑢)2                                                                           (4.18) 

Eşitsizliği sağlanmış olur. Çünkü |𝑡 − 𝑢| < 𝛿 olduğunda, (4.18) eşitsizliği (4.17) 

eşitsizliğinden dolayı 
2К

𝛿2
(𝑡 − 𝑢)2 ifadesi pozitif olduğu için sağlanır. 



  

4.ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA                                          Nurşin DAMAR AYLA 

45 

 

 

|𝑡 − 𝑢| ≥ 𝛿  Olduğunda ise 
(𝑡−𝑢)2

𝛿2
≥ 1 olacağından 

2К

𝛿2
(𝑡 − 𝑢)2 ≥ 2К eşitsizliği 

sağlanır. Bu durumda; 

𝜀 > 0 olduğu için (4.16) eşitsizliğinden (4.18) eşitsizliği elde edilmiş olur. 

Böylece;                      

   |𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝑁ծ(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢); 𝑢|) ≤ 𝑁ծ (𝜀 +
2𝐾

𝛿2
(𝑡 − 𝑢)2; 𝑢) 

                                                   

≤ 𝜀 + 2К
(ծ + 1)2

2ծ
∑ 𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫

(𝑡 − 𝑢)2

𝛿2

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

𝑑𝑡 

                                            ≤ 𝜀 +
2К

𝛿2
(ծ + 1)2

2ծ
∑ 𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

 

                                     ≤ 𝜀 +
2К

𝛿2
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

Yazabiliriz. Böylece (4.13)’ten 

ℵ𝑛,2(𝑢) =
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜀 +
2К

𝛿2
(
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
) 

Elde edilir. 
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𝑢 ∈ [−1,1] olduğundan;  

max−1≤𝑢≤1(3ծ
3 + 11ծ2 + 12ծ + 3) = 12ծ + 3         o halde; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜖 +
24Кծ + 6К

3𝛿2(ծ + 1)4
                                                               

Yazılabilir. Yani: 

lim
ծ→∞

max
−1≤𝑢≤1

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| = 0                                                                           (4.19) 

Eşitliği sağlanmış olur. Böylece verilmiş olan  𝑁ծ(𝑓; 𝑢)  operatörünün 𝑓 

fonksiyonuna düzgün yakınsadığı gösterilmiş olur.  

Voronowskaja ise 1932 yılında Bernstein polinomları için bir teorem ifade etmiş 

olup ayrıca ispatını da sağlamıştır. Biz de bu ifadenin benzerini  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörü 

için ifade ve ispat edelim. 

Teorem 4,3 

𝑓 fonksiyonu [−1,1] simetrik kapalı aralığında sınırlı ve (−1,1) simetrik açık 

aralığının bir u noktasında ikinci türevi mevcut olsun. Bu takdirde; 

lim
ծ→∞

ծ(𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)) = −𝑢𝑓
′(𝑢) + (1 − 𝑢2)

𝑓′′(𝑢)

2
 

Eşitliği sağlanır. 

İspat 4,3 

Bir 𝑓 fonksiyonunun u noktasındaki Taylor açılımı; 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑢) +
1

1!
𝑓′(𝑢)(𝑡 − 𝑢) +

1

2!
𝑓′′(𝑢)(𝑡 − 𝑢)2 + 𝑅ծ(𝑡 − 𝑢)                                              

(4.20) 

𝑅ծ(𝑡 − 𝑢) =
1

3!
𝑓′′′(𝑢)(𝑡 − 𝑢)3 +

1

4!
𝑓(4)(մ)(𝑡 − 𝑢)4 +⋯   

Olup oluşturulmuş olan bu eşitliğe kalan terim denir. 

Ayrıca; 

𝑅ծ(𝑡 − 𝑢) = (𝑡 − 𝑢)
2𝜇(𝑡 − 𝑢) 

Yazılabilir. Burada 𝑅ծ kalan terim olmakla birlikte lim𝑔→0 𝜇(𝑔) = 0 dır.  
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Dolayısıyla verilmiş olan ifade sınırlıdır. O halde bir g sayısı için 𝐺 > 0 vardır ki; 

|𝜇(𝑔)| ≤ 𝐺 

İfadesi yazılabilir. 

Bu durumda (4.20) eşitliği  

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑢) +
1

1!
𝑓′(𝑢)(𝑡 − 𝑢) +

1

2!
𝑓′′(𝑢)(𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡 − 𝑢) 

Şeklinde yazılabilir. 

Her iki tarafı [(2
ƪ+1

ծ+1
− 1)

ծ

ծ+1
, (2

ƪ

ծ+1
− 1)

ծ

ծ+1
]  Aralığında integrale alıp ve her iki 

tarafı; 

𝜑ծ
ƪ (մ) =

(ծ + 1)2

2
ծ (
ծ

ƪ
) (

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 

İle çarpar ve her iki tarafın da  

∑𝜑ծ
ƪ
(𝑢)

ծ

ƪ=0

 

 

Toplamını alırsak; 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

+ (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝑓′(𝑢)(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫
1

2!
𝑓′′(𝑢)(𝑡 − 𝑢)2𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1
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𝑁ծ(𝑓; 𝑢) = 𝑓(𝑢) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ 𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

+𝑓′(𝑢) (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

+
1

2!
𝑓′′(𝑢) (

ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ 
ծ+1

 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) = 𝑓(𝑢)𝑁ծ(1; 𝑢) + 𝑓
′(𝑢)ℵ𝑛,1(մ) +

𝑓′′(𝑢)

2
ℵ𝑛,2(𝑢) 

+(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

 (4.1),(4.12) ve (4.13) den dolayı; 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) = 𝑓(𝑢) − 𝑓
′(𝑢)

𝑢

ծ + 1
+
𝑓′′(𝑢)

2
(
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
) 

    + (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

                            (4.21)        
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Yukarıda verilmiş olan eşitliğin sağ tarafında belirtilmiş olan 4. İfadeyi; 

𝐾ծ(𝑢) = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

Şeklinde yazalım. Bu durumda; 

𝐾ծ(𝑢) = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑ 𝜑ծ
ƪ

ծ

|𝑡−𝑢|≥𝛿

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡 − 𝑢)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

 

                                              + (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑𝜑ծ
ƪ

ծ

ƪ=0

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝜇(𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

− 𝑢)𝑑𝑡               (4.22)      

Olur.|𝑡 − 𝑢| < 𝛿 iken |𝜇(𝑡 − 𝑢)| < 𝜀 olmuş olur. Bu ifade  |𝜇(𝑔)| ≤ 𝐺  (4.22) de 

yerine yazılırsa; 

|𝐾ծ(𝑢)| ≤ 𝜀 (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑ 𝜑ծ
ƪ

|𝑡−𝑢|<𝛿

(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2𝑑𝑡

(2
+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

 

+𝐺 (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑ 𝜑ծ
ƪ
(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

𝑑𝑡                           (4.23) 

 

|𝐾ծ(𝑢)| ≤ 𝜀 (
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
) 
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+𝐺 (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑ 𝜑ծ
ƪ(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

𝑑𝑡 

              ծ = (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑ 𝜑ծ
ƪ(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

𝑑𝑡                              

Diyelim. 

|𝑡 − 𝑢| ≥ 𝛿 𝑖𝑠𝑒    (
𝑡 − 𝑢

𝛿
)
2

≥ 1 

𝜉 ≤  (
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑ 𝜑ծ
ƪ
(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)2 (

𝑡 − 𝑢

𝛿
)
2

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

𝑑𝑡 

Yazabiliriz. Böylece; 

𝜉 ≤
1

𝛿2
(
ծ + 1

2ծ
)

ծ

∑ 𝜑ծ
ƪ(𝑢) ∫ (𝑡 − 𝑢)4

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

|𝑡−𝑢|≥𝛿

𝑑𝑡 =
1

𝛿2
ℵ𝑛,4(𝑢) 

Elde edilmiş olan bu ifadeyi (4.23) te kullanırsak; 

|𝐾ծ(𝑢)| ≤ 𝜀 (
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

−
24𝑢3(ծ3 + ծ2) − 𝑢2(6ծ5 + 20ծ4 + 95ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3)

(ծ + 1)6
 

+
𝑢(6ծ5 + 20ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1)

(ծ + 1)6
 

+
𝐺

𝛿2
4𝑢4(ծ + 1)7 − 10ծ7 + 305ծ6 + 670ծ5 + 311ծ4 + 230ծ3 + 235ծ2 + 70ծ + 5

5(ծ + 1)8
 

lim
ծ→∞

ծ𝑁ծ(𝑓; 𝑢) ≤ lim
ծ→∞

𝜀 (
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
) 
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−
24𝑢3(ծ3 + ծ2) − 𝑢2(6ծ5 + 20ծ4 + 95ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3)

(ծ + 1)6
 

+
𝑢(6ծ5 + 20ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1)

(ծ + 1)6
 

+
𝐺

𝛿2
4𝑢4(ծ + 1)7 − 10ծ7 + 305ծ6 + 670ծ5 + 311ծ4 + 230ծ3 + 235ծ2 + 70ծ + 5

5(ծ + 1)8
 

 

= limծ→∞ 𝜀. 0 + 0                 𝑢 ∈ [−1,1]  Olduğundan; 

= lim
ծ→∞

ծ𝐾ծ(𝑢) = 0 𝑜𝑙𝑢𝑟. 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) = 𝑓(𝑢) − 𝑓
′(𝑢)

𝑢

ծ + 1
+
𝑓′′(𝑢)

2
(
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
) 

+𝐾ծ(𝑢)                                                                                   

Şeklinde ifade edilir. O halde  

ծ(𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)) = −𝑓
′(𝑢)

ծ𝑢

ծ + 1
+
𝑓′′(𝑢)

2
ծ(

2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 11ծ + 3

3(ծ + 1)4
) 

+ծ𝐾ծ(𝑢)                                                  

  

lim
ծ→∞

ծ(𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)) = −𝑓
′(𝑢) lim

ծ→∞

ծ𝑢

ծ + 1
 

+
𝑓′′(𝑢)

2
lim
ծ→∞

(
2ծ𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
) = −𝑢𝑓′(𝑢) + (1 − 𝑢2)

𝑓′′(𝑢)

2
 

Böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi de; verilmiş olan  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün yaklaşım hızını hesaplayalım. Bunun 

için öncelikle Süreklilik Modülünün tanım ve özelliklerini verelim. 
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Tanım 4,2. (Süreklilik Modülü) 

[a, b] aralığında tanımlı 𝑓 fonksiyonu verilsin. [0, b − a] aralığında tanımlı  

𝜔(𝛿) = 𝜔(𝑓; 𝛿)

= {𝑠𝑢𝑝|𝑓(𝑢2) − 𝑓(𝑢1)|: |𝑢2 − 𝑢1| ≤ 𝛿, 𝑢1, 𝑢2

∈ [𝑎, 𝑏]}                                               

Fonksiyonuna 𝑓 ’nin Süreklilik Modülü denir (Shevchuk, 1992). 

Süreklilik Modülünün Özellikleri 

1. 𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0 

2. 𝛿1 ≤ 𝛿2   𝑖𝑠𝑒  𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2) 

3. 𝑚 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛 𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ 𝑚𝜔(𝑓; 𝛿) 

4. 𝜆 ∈ ℝ+ 𝑖ç𝑖𝑛 𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ (1 + 𝜆)𝜔(𝑓; 𝛿) 

5. lim𝛿→∞𝜔(𝑓; 𝛿) = 0 

6. |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜔(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|) 

7. |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| ≤ (
|𝑡−𝑢|

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓; 𝑢) 

(Campiti ve Altomare, 1994). 

Şimdi ise Süreklilik Modülü yardımı ile 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün yaklaşım hızını 

verilmiş olan bir teorem ile ispatlayalım. 

Teorem 4.4. 

𝑓 ∈ 𝐶[−1,1]  Olsun bu takdirde yeterince büyük k’lar için; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 2𝜔 (𝑓;
1

√𝑘
) Eşitsizliği sağlanır. 

       İspat 4.4. 

𝜑ծ
ƪ(մ) = (

ծ + 1

2ծ
)

ծ

(
ծ

ƪ
) (

ծ

ծ + 1
+ 𝑢)

ƪ

(
ծ

ծ + 1
− 𝑢)

ծ−ƪ

 

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) =
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

 

Şeklindedir. 

𝑁ծ(1; 𝑢) = 1 Olduğundan ve operatörünün lineerliğinden 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| = |𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)𝑁ծ(1; 𝑢)| = |𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑁ծ(𝑓(𝑢); 𝑢)| 

                                    ≤ |𝑁ծ(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢); 𝑢)| ≤ (𝑁ծ|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|; 𝑢)          (4.24) 

Süreklilik Modülünün (7) özelliğini kullanırsak; 
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|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| ≤ (
|𝑡−𝑢|

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓; 𝛿) Bu ifadeyi (4.24) te yerine yazarsak; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝑁ծ ((
|𝑡 − 𝑢|

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓; 𝛿); 𝑢) = 𝜔(𝑓; 𝛿)𝑁ծ(1; 𝑢) 

+
𝜔(𝑓; 𝛿)

𝛿
𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|; 𝑢)            bulunur. yani 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) (𝑁ծ(1; 𝑢) +
1

𝛿
𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|; 𝑢))                          (4.25) 

(4.1)’in (4.25)'de kullanılmasıyla 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) (1 +
1

𝛿
𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|; 𝑢))                                  (4.26) 

Bulunur, bulunan bu ifade de 

𝑃 = 𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|; 𝑢)            

Diyelim. 

Cauchy-Schwartz Bungakowsky eşitsizliğinden; 

𝑃 = 𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|; 𝑢) =
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ
(𝑢) ∫ |𝑡 − 𝑢|

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

. 𝑑𝑡 

  = ∑𝜑ծ
ƪ
(𝑢) ∫

ծ + 1

√2ծ
 
ծ + 1 

√2ծ

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

ծ

ƪ=0

|𝑡 − 𝑢| 𝑑𝑡 

≤∑𝜑ծ
ƪ
(𝑢)

(

 
 

∫
(ծ + 1)2

2ծ

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1

𝑑𝑡

)

 
 

1/2

ծ

ƪ=0

(

 
 (ծ + 1)2

2ծ
∫ (𝑡 − 𝑢)2𝑑𝑡

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
ծ+1 )

 
 

1/2

 

=∑√𝜑
ծ
ƪ
(𝑢)

ծ

ƪ=0

√𝜑
ծ
ƪ
(𝑢) 

(

 
 

∫
(ծ + 1)2

2ծ

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
𝑧+1

(𝑡 − 𝑢)2𝑑𝑡

)

 
 

1/2

 

= √𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)2; 𝑢)       

Bulunur. Öte taraftan; 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
2; 𝑢) =

2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
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Olduğu biliniyor. 

O halde; 

𝑃 ≤ (
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

1/2

 

 

Elde edilir. Elde edilen bu ifadenin (4.26)’da yerine yazılmasıyla; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) (1 +
1

𝛿
𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|; 𝑢)) 

Burada yerine yazılmasıyla; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) (1 +
1

𝛿
(
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

1/2

) 

max
−1≤𝑢≤1

(
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

1/2

≤ (
12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

1/2

≤ (
3(3ծ + 1)

3(ծ + 1)4
)

1/2

≤
1

√ծ4
2  

=
1

√ծ
 

Olur, bu durumda; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) (1 +
1

𝛿

1

√ծ
) 

Yazabiliriz.      𝛿 =
1

√ծ
    Olarak alınırsa 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 2𝜔 (𝑓;
1

√ծ
)         𝑜𝑙𝑢𝑟. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi de Lipschitz koşulunu sağlayan fonksiyonlar kullanılarak 𝑁ծ(𝑓; 𝑢)  

operatörü için bir teorem ispat edelim. 

Teorem 4,5. 

𝑓 fonksiyonu Lipschitz koşulunu sağlıyorsa; bu takdirde 

‖ 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)‖𝑪[−𝟏,𝟏] = 𝒐((
𝟑ծ + 1

𝟑(ծ + 1)𝟐
)

𝜶
𝟐

) 

Dır. 
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İspat 4,5. 

 𝑁ծ(1; 𝑢) = 1 Olduğundan ve operatörün lineerliğinden; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| = | 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢) 𝑁ծ(1; 𝑢)| = | 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) −  𝑁ծ(𝑓(𝑢); 𝑢)| 

≤ (𝑁ծ|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|; 𝑢)

=
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ (𝑢)

ծ

ƪ=0

∫ |𝑓(𝑡)

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
𝑧+1

− 𝑓(𝑢)| 𝑑𝑡                         (4.27) 

Yazılabilir. 

𝑓 fonksiyonu Lipschitz koşulunu sağladığından; 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝛳|𝑡 − 𝑢|𝛼 

Bu ifade (4.27)′ de yerine yazılırsa; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ(𝑢)

ծ

ƪ=0

∫ 𝛳|𝑡 − 𝑢|𝛼

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
𝑧+1

𝑑𝑡 

 

                                                         

= 𝛳
(ծ + 1)2

2ծ
∑𝜑ծ

ƪ (𝑢)

ծ

ƪ=0

∫  |𝑡 − 𝑢|𝛼

(2
ƪ+1
ծ+1

−1)
ծ
ծ+1

(2
ƪ

ծ+1
−1)

ծ
𝑧+1

𝑑𝑡                      

                                   = 𝛳𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|
𝛼; 𝑢)                                                       (4.28) 

 

Hölder eşitsizliğinden; 

𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢|
𝛼; 𝑢) ≤ 𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)

2; 𝑢)
𝛼
2  

Bu ifade ve (4.13) (4.28)′ de yerine yazılırsa; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝛳 (
2𝑢

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

𝛼
2

 

max
−1≤𝑢≤1

(3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3) = 12ծ + 3 

O halde; 
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|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 𝛳 (
3ծ + 1

3(ծ + 1)4
)

𝛼
2

 

Böylece; 

‖ 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)‖𝑪[−𝟏,𝟏] ≤ 𝛳(
3ծ + 1

3(ծ + 1)4
)

𝛼
2

 

Olur. Yani; 

‖ 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)‖𝑪[−𝟏,𝟏] = 𝒐((
𝟑ծ + 1

𝟑(ծ + 1)𝟐
)

𝜶
𝟐

) 

Bulunur ve ispat tamamlanır. 

Şimdi de türevlenebilen fonksiyonlar kullanılarak  𝑁ծ(𝑓; 𝑢)operatörü için bir teorem 

ispat edelim. 

Teorem 4,6. 

𝑓 türevlenebilir ve türevi [−1,1] Aralığında, sürekli ve tüm reel eksende sınırlı bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir 𝑛 den sonra; 

√ծ|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
𝑀

√ծ
+ 2𝜔 (𝑓′;

1

√ծ
)      𝑑𝚤𝑟. 

İspat 4.6. 

𝑓 türevlenebilir ve türevi [−1,1] Aralığında, sürekli ve tüm reel eksende sınırlı bir 

fonksiyon olduğundan, 𝑡,  𝑢 ∈ [−1,1] için ortalama değer teoreminden 𝑡 ile u 

arasında öyle bir v vardır ki 

𝑓′(𝜈) =
𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)

𝑡 − 𝑢
         𝑜𝑙𝑢𝑟. 

Eşitliğin sol tarafına −𝑓′(𝑢) + 𝑓′(𝑢) eklenirse; 

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢) = (𝑡 − 𝑢)𝑓′(𝑢) + (𝑡 − 𝑢)(𝑓′(𝜈) − 𝑓′(𝑢))                             (4.29) 

Elde edilir. O halde (4.29) un 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörü altındaki görüntü alınırsa Ve; 

𝑁ծ(𝑡; 𝑢) = 𝑢 −
𝑢

ծ + 1
 

Olduğu göz önüne alınırsa;  

𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢) = 𝑓
′(𝑢)𝑁ծ(𝑡 − 𝑢; 𝑢) + 𝑁ծ ((𝑡 − 𝑢)(𝑓

′(𝜈) − 𝑓′(𝑢)); 𝑢) 

= 𝑓′(𝑢) (𝑢 −
𝑢

ծ + 1
− 𝑢) + 𝑁ծ ((𝑡 − 𝑢)(𝑓

′(𝜈) − 𝑓′(𝑢)); 𝑢)                         
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=
−𝑢𝑓′(𝑢)

ծ+1
+ 𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)(𝑓

′(𝜈) − 𝑓′(𝑢)); 𝑢)                                                  (4.30) 

Elde edilir. t ile u arasında olduğundan; 

|𝜈 − 𝑢| ≤ |𝑡 − 𝑢| 

Olacaktır. Süreklilik Modülü özelliğinden; 

|𝑓′(𝜈) − 𝑓′(𝑢)| ≤ 𝜔(𝑓′; |𝜈 − 𝑢|) ≤ 𝜔(𝑓′; |𝑡 − 𝑢|) ≤ (1 +
|𝑡 − 𝑢|

𝛿ծ
)𝜔(𝑓′; 𝛿ծ) 

Elde edilir. Bu son ifade (4.30) da yerine yazılırsa; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
|−𝑢𝑓′(𝑢)|

(ծ + 1)2
+𝑁ծ(|𝑡 − 𝑢||𝑓

′(𝜈) − 𝑓′(𝑢)|; 𝑢) 

                                                       

≤
|−𝑢𝑓′(𝑢)|

(ծ + 1)2
+ 𝑁ծ (|𝑡 − 𝑢| (1 +

|𝑡 − 𝑢|

𝛿ծ
) ; 𝑢)𝜔(𝑓′; 𝛿ծ)  

                                                     ≤
|−𝑢𝑓′(𝑢)|

(ծ + 1)2
+ 𝑁ծ (|𝑡 − 𝑢| +

1

𝛿ծ
(𝑡 − 𝑢)2; 𝑢)𝜔(𝑓′; 𝛿ծ) 

Cauchy Schwartz eşitsizliğinden; 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
|−𝑢𝑓′(𝑢)|

(ծ + 1)2
                                                                                   

                                + [(𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
2); 𝑢)1/2 +

1

𝛿ծ
(𝑁ծ(𝑡 − 𝑢)

2; 𝑢)]𝜔(𝑓′; 𝛿ծ) 

Öte taraftan; 

𝑁ծ((𝑡 − 𝑢)
2; 𝑢) =

2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
 

Olduğunu biliyoruz. 

max
−1≤𝑢≤1

(
2𝑢

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

1/2

= (
12ծ + 3

3(ծ + 1)4
)

1/2

= (
3(4ծ + 1)

3(ծ + 1)4
)

1/2

 

≤ (
1

(ծ + 1)2
)

1
2
≤
1

√ծ
 

Olur, bu durumda;    

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
|−𝑢𝑓′(𝑢)|

(ծ + 1)2
+ (

1

√ծ
+
1

ծ𝛿ծ
)𝜔(𝑓′; ծ) 
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|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
|𝑢|

(ծ + 1)2
|𝑓′(𝑢)| + (

1

√ծ
+
1

ծ𝛿ծ
)𝜔(𝑓′ծ; ) 

𝑓′ Bütün reel eksende sınırlı olduğundan; 

|𝑓′(𝑢)| ≤ 𝜉 

Olacak şekilde 𝜉 > 0 sayısı vardır. 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
𝜉

(ծ + 1)2
+ (

1

√ծ
+
1

𝛿ծծ
)𝜔(𝑓′; 𝛿ծ) 

                       ≤
𝜉

ծ
+ (

1

√ծ
+
1

𝛿ծծ
)𝜔(𝑓′; 𝛿ծ) 

𝛿ծ =
1

√ծ
                   𝑜𝑙𝑎𝑟𝑎𝑘 𝑠𝑒ç𝑖𝑙𝑖𝑟𝑠𝑒 

|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
𝜉

ծ
+
2

√ծ
𝜔 (𝑓′;

1

ծ
) 

Bulunur. Eşitliğin iki tarafı √ծ ile çarpılırsa; 

√ծ|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
𝑀

√ծ
+ 2𝜔 (𝑓′;

1

√ծ
) 

Elde edilir. Böylece verilen teoremin ispatı tamamlanmış olur.
 
 

Şimdi de üzerine çalışmış olduğumuz  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün 

𝑓(𝑢) = (1𝑢2)sin (
1

6
𝑢𝜋),𝑓(𝑢) = (1 + 𝑢2)𝑠𝑖𝑛(2𝑢𝜋) Ve son olarak ta  

𝑓(𝑢) = (1 + 𝑢3)𝑠𝑖𝑛(𝑢𝜋) Fonksiyonlarına ait yaklaşımını karşılaştıran grafikleri 

çizelim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

4.ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA                                          Nurşin DAMAR AYLA 

59 

 

Örnek: 

Aşağıda  𝑓(𝑢) = (1 + 𝑢2)𝑠𝑖𝑛(2𝑢𝜋) fonksiyonuna 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) Bernsteın-Kantorovıch 

operatörünün yaklaşımı maple programında grafikler çizilerek gösterilmiştir. Şekilde 

siyah renk f fonksiyonunu sırasıyla yeşil, kırmızı ve mavi renkler ise grafik üzerinde 

değişen değerler belirtilmiştir. 

ծ =10, ծ =25 ve ծ =50 
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Örnek 

Aşağıda  𝑓(𝑢) = (1 + 𝑢2)𝑠𝑖𝑛 (
1

6
𝑢𝜋)  fonksiyonuna Bernsteın-Kantorovıch 

operatörünün yaklaşımı maple programında grafikler çizilerek gösterilmiştir. Şekilde 

siyah renk f fonksiyonunu sırasıyla yeşil, kırmızı ve mavi renkleri ise değişen 

değerleri belirtmiştir. 

ծ =10, ծ =25 ve ծ =50 
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Örnek: 

Aşağıda  𝑓(𝑢) = (1 + 𝑢3)𝑠𝑖𝑛(𝑢𝜋) fonksiyonuna Bernsteın-Kantorovıch 

operatörünün yaklaşımı mapple programında grafikler çizilerek gösterilmiştir. 

Şekilde siyah renk  𝑓fonksiyonunu yeşil, kırmızı ve mavi renkleri ise değişen 

değerleri belirtmiştir. 

ծ = 5, ծ =10 ve ծ =15 
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Aşağıda verilmiş olan tablo  𝑓(𝑢) = (1 + 𝑢3)𝑠𝑖𝑛(𝑢𝜋) fonksiyonunun ծ ve 𝑢 değişen 

değerleri ile hesaplanmış nümerik değerler tablosudur. 

 

ծ 𝑢 -0.3 0.6 

10   

50   

100   

200   

500   

990   
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5.1 Sonuçlar 

[−1,1] Simetrik kapalı aralık üzerinde tanımlamış olduğumuz 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) 

operatörünün lineer pozitif operatör olduğu, korovkin teoremi şartlarını sağladığı ve f 

fonksiyonuna düzgün yakınsadığı gösterilmiş olup daha sonra ise  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) 

operatörünün merkezi momentleri hesaplanmıştır. Ve aşağıdaki eşitlikler de elde 

edilmiştir. 

 

ℵ𝑛,0(𝑢) = 1 

  ℵ𝑛,1(𝑢) = −
𝑢

ծ + 1
 

ℵ𝑛,2(𝑢) =
2𝑢2

ծ + 1
−
3ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3

3(ծ + 1)4
 

ℵn,3(𝑢) = −
6ծ5 + 19ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1

(ծ + 1)6
 

+
3𝑢ծ4(6 − 𝑢2) − 𝑢ծ3(12𝑢2 + 49) + 3𝑢ծ2(23 − 6𝑢2) + 3𝑢ծ(15 − 12𝑢2) + 3𝑢(3 − 𝑢2)

3(ծ + 1)5
 

ℵ𝑛,4(𝑢) =
4𝑢4(ծ + 1)7

5(ծ + 1)8
−
24𝑢3(ծ3 + ծ2)

(ծ + 1)6
 

+
−10ծ7 + 305ծ6 + 670ծ5 + 311ծ4 + 230ծ3 + 235ծ2 + 70ծ + 5

5(ծ + 1)8
 

−
𝑢2(6ծ5 + 20ծ4 + 95ծ3 + 11ծ2 + 12ծ + 3)

(ծ + 1)6
                                         

−
𝑢(6ծ5 + 20ծ4 + 22ծ3 + 12ծ2 + 4ծ + 1)

(ծ + 1)6
                                               

Hesapladığımız merkezi momentler kullanılarak 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün 

asimptotik yaklaşımı incelenmiş ve aşağıdaki eşitliğin sağlandığı gösterilmiştir. 

𝑙𝑖𝑚
ծ→∞

ծ(𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)) = −𝑢𝑓
′(𝑢) + (1 + 𝑢2)

𝑓′′(𝑢)

2
 

Daha sonra süreklilik Modülü yardımıyla  𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün yaklaşım 

hızı hesaplanmış olup aşağıdaki eşitsizlik elde edilmiştir.  
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|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤ 2𝜔 (𝑓;
1

√𝑘
) 

𝑓 türevlenebilir ve türevi [−1,1] Aralığında, sürekli ve tüm reel eksende sınırlı 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir 𝑛 den sonra; 

√ծ|𝑁ծ(𝑓; 𝑢) − 𝑓(𝑢)| ≤
К

√ծ
+ 2𝑤 (𝑓′;

1

√ծ
) 

Eşitliği elde edilmiş olur. 

Son olarak 𝑁ծ(𝑓; 𝑢) operatörünün verilen bazı Fonksiyonlarına ait farklı ծ 

değerleri için yaklaşımların karşılaştıran grafikler çizilmiştir. Ve 𝑓(𝑢) fonksiyonu 

için ayrıca hesaplanmış olan nümerik değerler tablo haline getirilmiştir. 

 

5.2. Öneriler  

Sürekli fonksiyonlar durumları incelenirken Bernstein operatörlerinden 

yararlanılabilir. Bernstein polinomları ile yapılan çalışmalar [0,1] kapalı aralığı 

üzerinde inceleme yapılır. Lakin kapalı aralık üzerinde sonsuz süreksiz noktaları olan 

fonksiyonlar incelenirken Bernstein polinomlarını kullanmak uygun olmayabilir. Bu 

tür fonksiyonlar için ise Durmeyer operatörleri veya Kantorovich operatörlerinden 

yararlanılabilir. Sınırlı simetrik alt aralığı üzerinde çalışılmak istenildiğinde ise 

Bernstein polinomlarını kullanmak uygun değildir. Bu durumda ise yapılabilecek 

bizim ele alıp incelemesini yapmış olduğumuz operatörün kullanılması uygun olu
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