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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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Damsman: Prof. Dr. Aydin IZGI
Y1l:2025 , Sayfa: 77

Genel olarak bu calismada Lineer Pozitif Operatorler dizisi olan Ng(f;u) operatoriiniin yaklagim
ozellikleri incelenmekte olup temel 6zellikleri incelenmistir. Operatoriimiiziin diizgiin yaklagimi,
Korovkin teoremi kullanilarak gosterilmistir. Onceki ¢aligmalari inceleyerek bir genelleme elde
ettigimiz operatoriin yaklagimini, yaklagim hizini, Voronowskaja tipi asimptotik yaklagimi ve
Lipschitz sartin1 saglayan fonksiyonlar i¢in incelenmistir. Ng(f; u) operatériiniin yaklagim 6zellikleri
incelenmistir. Verilen operator i¢in farkli fonksiyonlara yaklasimi grafik yardimiyla gosterilmistir.
Secilen bir fonksiyon ise Ny(f;u) operatoriiniin bir fonksiyona yaklagiminin “6” ve “u” nun bazi
degerleri igin niimerik degerleri bulunup, bulunan degerler tablo olarak hazirlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Bernstein polinomari, Bernstein- Kantorovich polinomlari, Korovkin teoremi,
yaklagim hizi, lineer pozitif operatdr
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In general, in this study, the approximation properties of the operator Ny (f; w), which is a sequence
of Linear Positive Operators, are examined and their basic properties are examined. The smooth
approximation of our operator is shown using Korovkin's theorem. By examining previous studies, the
approximation of the operator, which we obtained a generalization, is examined for functions that
satisfy the approximation speed, Voronowskaja type asymptotic approximation and Lipschitz
condition. The approximation properties of the operator Ny (f; u) are examined. The approximation of
different functions for the given operator is shown with the help of graphics. If a selected function is a
function, the numerical values of the approximation of the operator Ny(f;u) to a function are found
for some values of " & " and "u", and the values found are prepared as a table.

Keywords: Bernstein polynomial, Bernstein-Kantorovich polynomials, Korovkin theorem, rate of
approximation, linear positive operator
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1.GIRIS

Lineer pozitif operatorlerin  yakinsakliginin  incelemesi  yapilirken
matematigin birgok alanindan faydalanilmis olup Ozellikle yaklasim teorisi
konusunda fonksiyonel analizden daha fazla yararlanilmistir. Kapali ve smirlt bir
aralikta siirekli fonksiyonlara polinomlar ile yaklagilabilecegi, yaklasim teorisinin

tizerinde c¢aligilan temel ¢aligmalardan biri olmustur.

Ik olarak 1885 Weierstrass, kapali ve sl olan bir aralikta siirekli
fonksiyonlara polinomlar ile yaklasilabilecegini ispatlamis olup, bu teoremin ispati
ise bir¢ok kisi tarafindan yapilmaktadir. Bu ispatlar i¢erisinde en 6nemli olanlardan
biri olan ve 1912 yilinda Bernstein tarafindan yapilmis olan ispattir. 1912 yilinda Rus
Matematik¢i Bernstein, Weierstrass’in tanimlamis oldugu polinomun nasil olacagi
tizerinde ¢alismistir. Ve toplamsal sekilde olan bir polinomlar dizisini agagidaki gibi

tanimlamistir.

u € [0,1] i¢in;

o
s = Y o)1)t
1=0

(Lorentz, 1953).

u € [0,1],0 < gy, < 1 Oldugunda,

Ly(f;u) = Y20 f(ay5)Ps(w), Pps(w) =0

pozitif operator dizisinin 6 — oo igin [0,1] araliginda verilmis olan f fonksiyonuna
diizgiin yakinsamis olabilmesi icin gerek ve yeter kosullar ii¢ tanedir. Bohman ise

bunlari su sekilde siralamuistir;
L,(Lu)31
L,(t;u) 3 u

L, (t%u) 3 u?
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Asikardir ki Bohman’in aragtirmis oldugu operatorlerin degeri f fonksiyonunun [0,

1] Araligimin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda ise Korovkin, Bohman’in kosullarinin genel halde de gecerli
olabilecegini goérmiis ve bunun lizerine ise genel bir teorem ispatlamistir. Daha
sonraki zamanlarda ise Bernstein polinomlar iizerine farkli ¢alismalar yapilmis olup
yapilmis olan Bu c¢aligmalardan biri de Lorentz’in yazdigi (1953) “Bernstein

Polynomials™ adl1 caligsmalarin toplandigi kitab1 olmustur.

Bernstein polinomlari iizerine yapilmis olan sistematik yaklagimlar, 1990’
yillardan sonra hiz kazanmis, Bu konuyla ilgili birgok makaleler yayinlanmistir. Her

gecen giin ise yeni uygulamalar ve genellemeler kesfedilmistir.

Yaklagimlar teorisinde, klasik yakinsaklik kavrama ile ilgili ¢aligmalar devam
ederken de, gilintimiizde ise "istatistiksel yakinsaklik" kavrami da onemli ¢alisma
alanlarindan biri olmustur. ilk olarak 1950 yilinda Fast tarafindan tanimlanmis olan
istatistiksel yakinsaklik kavramini Gadjiev ve Orhan (2002) lineer pozitif operator
dizileri i¢in Korovkin tipli yaklagim teoremini elde etmek icin kullanmislardir. Bu
teorem ile birlikte birden fazla operatoriin istatistiksel yaklasim oOzellikleri ile

yaklasim hizlar1 da incelenmistir. ( Dogru ve Duman 2006).
Biz bu ¢alismamizda,

u€l01]vef € C[—1,1] ve

<P%(U):(%)b (?) (ﬁ + u)1 (% - u)b_cl olmak iizere

G

5+1\°
miw = () Ydw [ o
=0 N
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Seklinde tanimlamis oldugumuz operatoriin lineer pozitif bir operator
oldugunu, Korovkin teoremi sartlarini sagladigini ve kapali simetrik aralig1 tizerinde
diizgiin yakinsadigi gosterilecektir. Streklilik Modiilii yardimi ile yaklagim hizi
hesaplanacaktir. Ayrica bu operatdr i¢in bazi teoremler de ispat edilecektir. Bu
operatoriin merkezcil momentleri yardimi ile asimptotik yaklasimi hesaplanacak
olup, N,(f;u) operatoriiniin f fonksiyonuna yaklasimi grafikler ile gosterilecek ve
son olarak da secilen bazi fonksiyonlara operatoriin yaklagimi bazi 6 ve u degerleri

i¢in de niimerik tablosu hazirlanacaktir

1.1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde ise, ¢alismamizda kullandigimiz bazi tanimlar ve teoremler yer
almistir. Ayrica burada verecegimiz tanimlar ise genel geger tanimlar oldugu igin

bazilarinda kaynak gosterilmemistir.

Tanim 1.1.1.

U ve V verilmis olan ayn1 F cismi iizerinde iki lineer uzay olmak tizere; £: U -V

seklinde tanimlanmis olan dontisiimlere operator adi verilir. (Bayraktar, 2006).

Tanmim 1.1.2.

U ve V tanimlanmis olan ayn1 F cismi tizerindeki iki lineer uzay olmak iizere £: U

— V operatoriic V f, g € U ve her 6, § € F i¢in;

L(Of+Lg)=0L(f)+ BL (g) esitligi saglaniyor ise o takdirde ifade edilmis olan £

operatoriine lineer operatdr denir.

Tanim 1.1.3.
U ve V reel degerli fonksiyon uzay1 olsun ve kabul edelim ki
Ut={feU: f()>0},V* ={g € V: g(v) >0} olsun.

Eger U’ dan V'ye tanimlanmig olan £ operatorii U™ kiimesindeki verilmis olan
herhangi bir f fonksiyonunu V* kiimesindeki herhangi bir elemana déniistiiriiyor ise
o takdirde £ operatoriine pozitif operator denir. Boylece hem lineerlik hem de

pozitiflik sartlarini saglayan operatorlere ise lineer pozitif operator denir.
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Teorem 1.1.1.

Lineer pozitif olan bir operatdr monoton artan bir operatordiir. Yani;
f(w) <g(u) = £ (g;u) = L (f; u)

Esitsizligi saglanmis olur.

Ispat 1.1.1.

L Lineer pozitif operatérii icin £ (U*) < V*saglanmig olur. Yani f(u) > 0
oldugunda £ (f;u)>0 olur. O halde V u i¢in, f(u) < g(u) oldugunda, g(u) — f(u) >0

saglanmis olur; ispatin basinda da belirtildigi gibi £ operatdrii pozitif oldugundan;
L (g - fu)>0olur. Ayrica L operatorii lineer oldugundan;
L(g;w)—L(fiu)=0=L(g;uw)=L(f )

Saglanmis olur ve ispat tamamlanmis olur. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995)
Teorem 1.1.2.

L Bir lineer pozitif operator olmak tizere |L(f)| < L(|f]) esitsizligi saglanir.
Ispat 1.1.2.

Verilmis olan Herhangi bir f fonksiyonu ig¢in;

—Ifl < f<Ifl (1.1
dir. £ Operatorii lineer pozitif oldugundan (Teorem 1.1.1)’den dolayr monoton artan

bir operatordiir. O halde;

LD = L) = LAfD

Yazabiliriz. £ Operatorii lineer oldugundan;

L=IfD = —=LAf]

dir. Elde edilmis olan bu esitlik (1.1)’de yerine yazilirsa;

—LIfl < L(f) < LAfD = 1LO] = LASD

Olur ki bu da ispati tamamlamis olur. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995)
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Teorem 1.1.1.
Lineer pozitif olan bir operatér monoton artan bir operatordiir. Yani;
f(w =g(u) = L (g;uw) = L (f; u)

Esitsizligi saglanmis olur.

Ispat 1.1.1.

L Lineer pozitif operatérii igin £ (U*) € V*saglanmis olur. Yani f(u) >0
oldugunda £ (f;u)>0 olur. O halde V u i¢in, f(u) < g(u) oldugunda, g(u) — f(u) >0

saglanmis olur; ispatin basinda da belirtildigi gibi £ operatdrii pozitif oldugundan;
L(g— f;u)>0olur. Ayrica L operatérii lineer oldugundan;
L(g:w)-L(fiw)=20=L(g;u)=L (f;u)

Saglanmis olur ve ispat tamamlanmis olur. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995)
Teorem 1.1.2.

L Bir lineer pozitif operator olmak tizere |L(f)| < L(|f]) esitsizligi saglanir.
Ispat 1.1.2.

Verilmis olan Herhangi bir f fonksiyonu i¢in;

—Ifl<f<Ifl (1.1)

dir. £ Operatorii lineer pozitif oldugundan (Teorem 1.1.1)’den dolayr monoton artan

bir operatordiir. O halde;

L-1fD = LA = LASD

Yazabiliriz. £ Operatorii lineer oldugundan;

LD =—=Lf]

dir. Elde edilmis olan bu esitlik (1.1)’de yerine yazilirsa;

—LIfl < L) < LAfD = 1LO] = LASD

Olur ki bu da ispati tamamlamis olur. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995)
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Tanim 1.1.4.

[={ L: C[a,b] — C[a, b] : £ lineer pozitif operator}, N = {1, 2, 3, ... } olsun. L:N
— [ seklinde tanimli £ fonksiyonuna lineer pozitif operator dizisi adi verilir ve (£,,)

seklinde gosterilir, L (N)= (L , £, , L3, ...)

Tamm 1.1.5.

U c R ve U tlizerinde tanimlanmis olan biitiin fonksiyonlarin kiimesi #{U) olsun.
d: N — F(U)

Seklinde tanimli olan d fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir ve terimleri f; , f5 ,

f3 ile gosterilir, dizi ise (f,,) ile gosterilir.
Tanim 1.1.6.

Verilmis Kapali bir [a, b] aralig1 {izerinde tanimli ve siirekli olan tiim gergel degerli

fonksiyonlardan olugmus olan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzay denir.

f € C[a, b] olmak tizere C[a, b] lizerinde taniml1 norm;
If llclap) max |f (W
asusb

Seklinde verilir.

Tamm 1.1.7.

D bir lineer uzay olsun. || || : D — R fonksiyonun u ’deki degerini |lul| ile

gostermis olalim. Bu fonksiyon i¢in;

D1 lull =0 eu=0

D 2) [laull=|alllull (a € F)

D3) |lu+v| < |lull + vl (iiggen esitsizligi)

Sartlar1 saglanmis oluyor ise verilmis olan || || fonksiyonuna D de norm denir
(Bayraktar, 2006).
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Tanim 1.1.8.

D c R, f: D— R bir fonksiyon ve d € D olmak tizere her € > 0 i¢in |[u—d| <4
oldugundan

|f(w) — f(d)| <& Olacak sekilde & = () sayist var ise f fonksiyonunad
noktasinda siireklidir denir, (Balci, 2012).

Tanim 1.1.9.

U c R, f: U— R bir fonksiyon olsun. Eger, her € > 0 sayist ve her u;,u; € X

noktalari i¢in

|lu; —uy| < 6 Oldugunda |f(uy) — f(uy)| < € olacak sekilde yalnizca € na bagh
8 = §(s) sayist var ise f fonksiyonu verilmis olan U kiimesi lizerinde diizgiin

stireklidir denir, (Musayev ve arkadaslari, 2007).

Tamm 1.1.10.

U bos olmayan bir kiime olsun. d: U x U — R fonksiyonu i¢in;
M1)d(u,)=0ev=u

M2) d (u,v) =d (v, u) (simetri 6zelligi)

M3) d (u,v) <d (u, z) + d (z, v) (iggen esitsizligi)

Sartlar1 saglaniyor ise d ye U da bir metrik ve d ile birlikte U’a metrik uzay denir ve

genellikle (U, d) veya U, ile gosterilir (Bayraktar, 2006).
Tanm 1.1.11.

(f,) Cla,b] fonksiyon uzayinda tanimlanmis olan bir fonksiyonlar dizisi olmak
tizere; (f,) fonksiyonlar dizisinin bir f fonksiyonuna C[a, b] normunda diizgiin

yakinsak olabilmesi i¢in;
,li_r){,lo“f” — fllciap) =0
Ya da baska bir ifade ile;

lim max |f,(w) — f(w)] =0

n—-oo asusb

Esitliklerinin saglanmas1 demektir. Diizgiin yakinsama ise f,= f seklinde gosterilir.
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Tamm 1.1.12.

(fn) dizisi verilmis olan f fonksiyonuna U flizerinde noktasal yakinsaktire V € >
0i¢in ve V bir u € U i¢in 3n, Oyle ki V,,> ny oldugunda |f,,(w) — f(w)| < e
olacak sekilde ny (g, U) sayisi vardir (Balct, 2012).

Tamm 1.1.13.

(f) dizisi f fonksiyonuna X {izerinde diizgiin yakinsaktir & Ve > 0 i¢in 3n, oyle ki
V,.> ngy ve Vu € U i¢in |f,,(u) — f(u)| <€ olacak sekilde n(¢) sayisi vardir (Balct,
2012).

Tamm 1.1.14.

(@, b) € R agik bir aralik ve f fonksiyonu da (a, b) den R ye tanimlanmis olan bir
fonksiyon olsun.

t, U € (a, b) icin

i 20— f @)
im————=

t-u t—u

= A(u)

Sonlu ve limiti varsa, bu A(u) sayisina f fonksiyonunun v noktasindaki tiirevi denir

ve
f ' (u) veya Df(u) ya da %Sl) ile gosterilir. Bu durumda, f fonksiyonu v noktasinda

tiirevlenebilirdir (veya tiirevlidir) denir. (Musayev ve arkadaslari, 2007).

Tamm 1.1.15.
n > 1 olmak {izere Pn,n -inci dereceden verilmis olan bir polinom ve f ile g de u=0

noktasinda n’inci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun.
limg(u) =0
u—0

Olmak fizere;

f@ =Pk +u"gw

Yazilabiliyorsa, P, , U = 0 noktasinda verilmis olan f fonksiyonu tarafindan iiretilen

Taylor polinomudur denir.
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Tanim 1.1.16.

f fonksiyonu a noktasini takip eden bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir olsun.

- (@)
r!

(u-ay

Serisine r noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi denir.

Tamm 1.1.17.

Lineer L operatorii U uzaymdan V uzayma doniisiim yapabiliyorsa ve Vf € U igin
IL(f; W, < ClIf|l, Esitsizligini gergeklestiriyorsa L operatoriine sinirli operator
denir. Bu C sabitlerinin en kii¢iigiine £ operatoriiniin normu denir ve [|£]| ile
gosterilir.

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995)

Tanmm 1.1.18.
f (n) ve g(n) Reel sayilarda taniml iki fonksiyon olmak iizere her n > n, olacak
sekilde bir ny vardir dyle ki [f(n)| < Clg(n)| dir. f(n) = o(g(n)) seklinde
gosterilir. Burada C ve n, sayilari sabit sayilardir.
Tanmm 1.1.19.
f verilmis olan bir [ aralifinda tanimlanmig herhangi bir fonksiyon olsun. 0 < a <1
olmak iizere, her uq,u, € I igin;
|f (u1) = fu2)| < Mluy —up|®

Olacak sekilde M> 0 varsa, f ’ye Lipschitz smifindandir, denir ve fe Lipy(a) ile
gosterilir.

1. fe LipM@ ise f fonksiyonu bu aralikta siireklidir.

2. a>1igin f € Lipy(a) ise f sabit fonksiyondur.
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Tanim 1.1.20.

[a, b] aralig1 lizerinde tanimlanmig fonksiyonlar i¢in;

b
f If)ldu < o

Sartin1 saglamis olan fonksiyonlara £; sinifindandir denir. Bu fonksiyon sinifi

uzerindeki norm

b
I£ll, = f If (w)ldu

Yazilir.

b) 1<p<oo

b
f F@IP du < o

Sartin1 saglayan fonksiyonlara £,, smifindandir denir. Bu fonksiyon sinifi
tizerindeki norm

I I, ile gosterilir. f € L, ise

IIfIIp=(ffIf(u)Ipdu)%

Yazilir.

Teorem 1.1.3

p > 1 ve q > 0 reel sayilar

1.1
—~+-=1
b q

Sartini saglasin. Bu durumda V(ac[) €l, VvV (bl) € l, dizileri igin;

10
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1 1
oo 9] E oo a
Z a by < Z|a°l|p Z|'01|q
=0 =0 =0

Esitsizligi Holder esitsizligi denir. Burada p = g = 2 i¢in bu esitsizlik Cauchy

Schwartz esitsizligi olarak bilinir.

Teorem 1.1.4. (Korovkin Teoremi):

Lo(L;u) 31 1.2)
L,(t;u) 3 u (1.3)
L,(t%u) 3 u? (1.4)

Eger L, lineer pozitif operatorler dizisi [a, b] Araliginda (1.2), (1.3) ve (1.4)
kosullarini sagliyor ise o takdirde C[a, b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirl

herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo oldugunda;

L,(f;u) 3 f(w) as<u<bh

Olur. Ya da bu ifadeye benzer olarak asagidaki gosterimi de kullanabiliriz.
L. (f) = fllciap = O (n— )

Ispat 1.1.4.

f Fonksiyonu reel eksende sinirlt oldugu i¢in dyle bir M > 0 sayis1 bulabiliriz ki;

tiim u’lar i¢in

lfwl <M (1.5)

11



1.GIRiS Nursin DAMAR AYLA

Saglanmig olur. Kabul edelim ki, f € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimi

geregi

Ve > 0 Sayisina karsilik gelen & > 0 bulabiliriz ki te (—oo, ) ve u € [a, b] i¢in;
[t —u| <6

Oldugunda;

If(0) = fw)l <e (1.6)

Saglanmis olur. (1.6) esitsizligi; u,t € [a, b] oldugunda g fonksiyonu [a, b] de siirekli
oldugu i¢in, u € [a, b] ,t € [a, b] oldugunda ise f fonksiyonu a ve b noktalarinda,

sirastyla soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in gerceklenir.

VUuelab]; fw <M M>0

Vardir.

t—u t—u t —ul?
| | | |<| |

t—ul=6 =1 1<
lt-ul=8- =17 TS YT

|t — u| = § Oldugunda ise (1.5) ve liggen esitsizliginden;

£ = Fal < [FOl + Il < 2m < 2m
Olur. O halde;
|t —ul <&igin |f(t) —fwWl<e
|t —ul = 8 igin |£(8) — f(w)| < 2M =20
elde edilir. Dolayisiyla Vt € R ve u € [a,b] icin
F@©) = F@)l < e+ 2m 2L (L.7)

dir. Simdi (1.2), (1.3) ve (1.4) kosullarin1 ger¢ekleyen (L£,, ) lineer operator dizisinin
Al_r)lc}ollﬁn(f) - f”C[a,b] =0

Esitligini sagladigin1 gostermelidir.

12
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(L) operatriiniin lineerliginden;

1L, (f (0 0) = fF)] = [Lo(F(©); ) = f(w) + Ly (f (w); w) — L (f (w); )
=L (f @) w) = Ly (f (W w) + L (f (W) w) — (W)

=L, (F () = fFWs W) + F)(Ly(Lw) = 1|

dir. Burada tiggen esitsizligini kullanilarak;

1L, (f (0);w) — fF)I < [Ln(F (@) = Fs ul+f () (1.8)
Elde edilir. (1.1) ‘den

1L, (f(®); ) = F| < | Lo (f () = fF(w); w)

Olur, operator pozitif ve

lf@®) - fWl=0
Oldugundan

1L, (f (&) = f(u); W < L, (If () = fF);w)

Seklinde yazilir. Bu durumda (1,2) yardimiyla (1,8) esitsizligi;

1L (f(0);w) = fF)] < Ly (If (&) = FI[w) + ML, (1;u) — 1

Olarak yazilabilir.

(£,, ) monoton artan oldugundan (1,7)’den;

|t —ul?
62

1L, (f(t);u—fw)| <L, ((s + 2M >;u> +M|L,|(1;u) -1

Elde edilir.

13
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Ote yandan (£,, ) lineer pozitif oldugu dikkate alinirsa

L, <( +2m e ”'), )an(s;u)+L (ZM“ w )

=eL,(1; u)+2 = L,|t? — 2ut + u?; u|

—e, (1; u)+2 {L 2% u) —u? —u? 4+ 2u? - 2uL, (tu)}

+u?L,(1;u)

=L, (L) + 22 {’3 n(t%u) —u? + 2u® — 2uLy (t; u)}

+u?L,(1;u) —u?

(L, (t%u) —u?) — 2u(L,(t;u) — u)}

=eLy(Lw) + 25 { +u?(L,(Lu) — 1)

Elde edilir.
Bu ifadenin (1,8)’ de yerine yazilmasiyla;

1L, (f @) w) — fF)] £ eLn(Lu)+2M{(L,(t%5w) — u?) — 2u(Ly (G u);u) +
W (Ln(Lw) — DIFMIL,(Lw) — 1

Elde edilen bu ifade de (1,2), (1,3) ve (1,4) kosullarinin kullanilmasztyla;

M M
L (F©;0) = F)] < £+ 25 = (1+z§)
Elde edilen bu ifadeyi her € " igin

1L, (F(®);uw) — fW < e

Saglanir yani;

14
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gywﬂﬂ_fMMon

Olur. Boylece ispat tamamlanmis olur (Korovkin, 1953; Hacisalihoglu ve Haciyev,

1995).
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Yaklasim teorisi alanindaki c¢alismalar ise ilk olarak Rus matematikci
Chebyshev’in mekanizmalarin yapilar1 kapsaminda buhar makineleri ile ilgili
caligmalar yapmasi ile baglamistir. 1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstrass,
cebirsel ve trigonometrik polinomlar ile siirekli fonksiyonlara yaklasilabilecegini
ifade etmis ayrica ispat etmistir. Yaklasim teorisinin temel teoremini olusturan bu

ifade asagida belirtilmistir.

C[a, b] sinifindan verilen her f fonksiyonu i¢in keyfi bir € > 0 cebirsel sayis1 ve her u

€ [a, b] i¢in;
|Po(w) — f(w)| < e
Olacak sekilde bir
b
Py(u) = Z cul
1=0

polinomu vardir (Pinkus, 2005).
1912 yilinda Rus Matematik¢i Bernstein, Weierstrass’in s6z ettigi polinomun

u € [0,1] igin;

Bo(f5w) = B0 f (3) (§) ulc —wy>-! (21)

Bi¢ciminde oldugunu gostermis olup, Bernstein, tanimladigi ve kendi adiyla
anilan bu polinomlarla [0,1] Araliginda tanimli ve siirekli her f fonksiyonuna
yaklasilabilecegini ispatlamistir. Ayn1 zamanda Bernstein polinomlar1 [0,1]

Araliginda sinirli f fonksiyonunun her bir u, siireklilik noktasinda
lim By(f; ug) = £ ()

Denklemini sagladigini, ayrica f fonksiyonu [0,1] aralifinda stirekli ise
(2.1)’in bu aralikta diizgiin olarak saglandigim1 gostermistir.(Hacisalihoglu ve

Haciyev, 1995; Lorentz, 1953).

16
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Sonraki yillarda ise Bernstein polinomlar lizerine ise bir¢ok ¢aligma
yapilmistir. Bernstein polinomlarinin; sayisal analiz, fonksiyonlar teorisi, geometri,

miihendislik, tip bilimleri gibi birden fazla uygulama alan1 mevcuttur.

Stancu (1968) 0 < 8 <® esitsizligini saglayan 8 ve @ reel sayilari i¢in

Bernstein operatorlerinin bir modifikasyonu olan

Pyy(w) = ( )u1(1 u)®71 olmak iizere

1+6>

POV(f,u) = Zm(u)f (3

Operatoriinii tantmlamis ve bu operatoriin yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

Ks: L1([0,1]) = C(]0,1]), her feL,([0,1]) ve negatif olmayan herhangi & igin;

1+1
I o+1
Ky(f:w) = (6 + 1) Z (:) ul(1 — w)b f (?) SW(1 = )P Vf (s)ds
=0 1
o+1

Lineer pozitif operatoriinii Kantorovich tanimlamis ve yaklagim 6zelliklerini

incelemistir (Kantorovich, 1930). Bu operatdér Kantorovich operatdrii olarak bilinir.
Kantorovich- Stancu tipi operatorleri ¢alismistir.

feL;([0,1]) 6€eN Olmak iizere;
K& Ly: ([0,1]) = €([0,1])

Pyy(u) = (fi) ul(1 — w)® 1 Olmak iizere

1+6+1
O0+d+1

K& (fu) = 6+ + 1)2 Poy (1) J F(s)ds

_+6
S+d+1

Seklinde bir lineer pozitif operator tanimlamistir.

17
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Durrmeyer, [0,1] Aralifinda Bernstein polinomlarinin bir modifikasyonunu

asagidaki gibi tanimlamistir.

o} 1
Ds(f;u) = (6+1) Z G) ul(1— u)b‘lf G) tl(1 — O f(t)dt
1=0 0

Bu operatér Bernstein Durmeyer operatorleri olarak ta bilinmektedir. Bu
operatorlerin diizgiin fonksiyonlara yaklasimi ise pek ¢ok matematikg¢i tarafindan

calisilmistir (Durrmeyer, 1967).

1932 yilinda Voronowskaja tarafindan f fonksiyonu [0,1] kapali araliginda

sinirl1 ve belirlenmis bir u noktasinda 2. tiireve sahip ise;

— 1—
lim B[ () — Bu(f0)] = 2 )

Esitliginin saglandig1 gorilmistiir.

1935 yilinda ise Popoviciu tarafindan w (f; 6) ile f fonksiyonunun Siireklilik

Modiilii gosterilmek iizere;

1
ORENGIERT Y

Oldugu gosterilmistir (Popoviciu, 1935).

1937 yilinda Chlodovsky tarafindan [0, «o]'a genigleyen araliklarda Bernstein
polinomlarni genellestirmis ve ayrica yaklasim Ozellikleri de incelemistir

(Chlodovsky, 1937).

1938 yilinda Kac tarafindan ise Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlara
Bernstein polinomlariyla yaklasilabilecegini ispatlamistir. Bu teoreme gore; f €

Lipa olmak tizere her 6 € N ve her u € [0,1] igin;

0
1—un2
£ Bo(wl < 1 (M)

Dir. (Kac, 1938)

18



2.ONCEKI CALISMALAR Nursin DAMAR AYLA

Bernstein operatorlerinin teorileri hakkinda ise sistemli yaklagimlar 1990’11
yillardan sonra yaymlanmaya baslanmistir. Bu konuyla ilgili diizenli olarak bilimsel
caligmalar ve makaleler yayinlanmakta olup ve her gegen zaman yeni uygulamalar ve
genellemeler tanimlanip calisilmaktadir. Bu konudaki ilk ilerlemeyi ise Lupas
yapmugtir. 1987°de Bernstein polinomlarinin  g-anologunu  gelistirmistir  ve
polinomlarin yaklasim o6zelliklerini incelemistir (Dikmen, 2009). Daha sonraki
zamanlarda da Bernstein operatorleri {izerinde bir¢ok matematik¢i arastirma
yapmustir. Bu ¢aligmalar genellikle f fonksiyonuna Bg(f;u) polinomu ile yaklagim
hizinin bulunmasi tlizerinedir. Son yillarda Bernstein polinomlarinin sayilar teorisi ile

olan iligkisine ilgi artmakta ve bu konuda 6nemli ¢aligmalar yapilmaktadir

1994 yilinda Taberska ise bazi kosullar altinda verilmis olan mutlak siirekli f

fonksiyonuna Bg(f;u) Bernstein polinomuyla yaklasim hizi gosterilmistir.
(PychTaberska, 1997)
Cao, asagidaki sekilde tanimli Bernstein operatorlerinin bir genellemesini
yapmustir. Dogal sayilar kiimesi tizerinde Sy bir dizisi Sy = 1 olsun.
Sy—1 .
(s ) P

5+S,—1

5
1
Co(f;u) = 5
%9=0 =0

Bu operatorde Sy = 1 yazarsak Cs(f;u) = Bs(f;u) oldugu agik¢a goriiliir.

Cao bu operatoriin yakinsaklik sartlarini incelemis ve yakinsaklik hizim1 Stireklilik

Modiiliinti kullanarak hesaplamistir (Cao, 1997).

Aksop [2—10,1 +2—1b] Aralig1 lizerinde asagida gosterilen lineer pozitif bir

operator tanimlamistir.

=g (e300 )

(Aksop, 2009)
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3.1.Materyal
Bu calisma olusturulurken, konu ile alakali olarak bilgilere kitap ve

makalelerden, kiitiiphanelerden veya internet ortaminda ulagilmistir.

3.2.Yontem
Makaleler gozden gegirilmis ve kullanilan yontemler ise incelenmistir. Bu
caligmada tanimlanmis olan ve g¢alismanin orijinal operatorleri dizisinin yaklagim
Ozellikleri incelenmis olup, inceledigimiz calismalarin sonuglar1 ise bu ¢alismada
tanimlanan operatdrler dizisine uygulanmistir.
Ayrica ¢aligmamizda Mapple bilgisayar programi yardimi ile de grafik ve
nlimerik deger tablosu hazirlanmis olup tez calismasi yapilmis olan bu ¢alismalar ile

degerlenmistir.
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Biz bu kisimda bize verilmis olan Ng(f;u) operatoriiniin tanitimi yapilarak
Korovkin teoremi yardimiyla yaklagim ozellikleri incelenmistir. Ayni1 zamanda
verilmis olan Ng(f;u) operatoriiniin merkezi momentleri de hesaplanmigtir. Daha
sonra Ng(f;u) operatorii icin yaklasim hizi hesaplanip, bu operator igin bazi

teoremler ispat edilecektir.
Tamm 4,1.

Kabul edelim ki u € [-1,1] ve f € C[—1,1] olsun.

@}; (w) = e+ (b) (i + u)cL (i - u)b_l Olmak iizere

26)0 \U \6+1 5+1
o)
b+ 1) & (%_1)64-_1
_.|_
M =2 el [ rodr
1=0 21 o
(671 1)orn

Seklinde taniml lineer pozitif operatére Ng(f; u) operatorii denir.

Oncelikle Ny(f; u) operatdriiniin lineer ve pozitif bir operatdr oldugunu gésterelim.
Lineerlik;

Her f, g € [-1,1] ve her 8, ® € R igin

Ny (6 (8) + g (t); u)

(20

o+1

&+ 1 o+1 O
=((b+1) <2+—b> chg (w) f (0f () + dg(v)).dt
=0 2 o
(F e

o+1 o+1
o}
6+1\"" (s o
=6+ 1 (7> Dl [ eroa
- (ra )5t
o
o+1 0 <§"_+f_1)m'_1
(2t Z L) f Dg()dt
26 0"’6 b g
= 2
(ewr—lfl)m
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541 o+41 b
— 06+ 1) <2+—a> Z o) (u) J F(D)dt
=0 (2 1)

= ON;(f(t);u) + ®Ns(g(t); u) Oldugundan Ny(f; u) lineer bir operatordiir.

Pozitiflik: ,6 € N igin ve u € [—1,1] igin

1 -1 )
(?) (ﬁ + u) (ﬁ — u) > 0 dir.

f=0
(F1-)sen

f(t)dt = 0dir.

(1)t
o+1 o+1

Dolayistyla Ng(f; u) pozitif bir operatordiir.

Simdi;

(4.1) Ny(Lu) =31
(4.2) No(t; ) 3 U
(4.3) No(t% ) =3 u?
(4.4) No(t%1) =3 u
(4.5) Ny (t%; 1) = u

Oldugunu gosterelim.
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Nursin DAMAR AYLA

o}
PR (215
+1
N (1; u)—(b+1)< - ) zq);(u) f 1dt
(2% 1)m

T ) M YT (LS ).

6+1\""' 0 26
:(“1)(?) ;‘pb(u)(aﬂ)z
5+ 1\ o (o) [ o Ub o
(%) 206 ()
AN
_< 26 ) <6+1> -

éL’E‘o”Nf’(l‘ w) — Ul¢-1,11 = lim ug[l_affl]INa(l;u) —1/=0

Elde edilir. Yani 6 — oo iken
Ny(L;u) 31

Oldugu goriiliir.

(2L 1)t
0+1 o+1

o+1
Ny(t;u) = (6 + 1)( ) Zq);(u) f tdt

(25t )sin
5+ 1\ o 5 o[/ 1+1 2 1 2
=“’+1)<7) ;%U (m) ((Zm‘l> ‘(Zm‘1)>

6+1 O

_(6+1)<6+ ) Z‘Pa( )(6+bi)3 (261-:_11_1>
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INCESANE:
S\ 26 ) 8+1

2 = o | b Lrs o1
= tu| [——u
6+1k0®—1ﬂﬂb o0+1 0+1

b1\ b |25 0 b-1 [ b L s o-1
‘<za>a+1a+1 L - DI(T- 1)'o<a+1 ><b+_1_“>
5 (26 \°
‘a+—1<m)

K ( o > % o ou %

bri\o+1 Y T T GBIz o+l (0+1)2
B ou B u
“5+1 YT o+1

u Py
Ng(t;u) =u — el elde edilir.

1
6+1 _6+1

| = may

u
Ns(t;u) —uflgr—111 = max |u-—
[|Ns (£; ) ||c[ 1,1] —1lusl

—1su<1 o6+1

. 1
limg_, o0 | N (85 1) — ull =11 hm n-—=>0

Ny(t;w) 3 u Oldugu goriliir.

1 ) 0

b+ 1\ o S
Ny(t%w) = (b+ 1) (7) Z 0w f t2 dt
=

o+1 7/o+1
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+1_0 3
-oro(5) phosgr(E-) -bry)
o+1 0

_(6+1)<6+) Z‘pb()3(ai31)4<<21:‘1>
+(22-1) (255 - 1)+ (255 -1))

26° 5+ 1\7 1 Lo (AP +81+4 41+4
“err 0t )<W> ;"’6(”)< @+ 1)2 _a+1+1>

26° ort A2 +4  4+2
Terr Ot < )Z ((6+1>2_6+1+1)

2’ 6+1\"" ¢ a9 o,
T )<W> ;‘pb(”)<(a+1)2_a+1+ )

28° 5+ 1\ . 120 + 121+ 4\ 121+ 6
:3(6+1)4(6+1)< 2&;) Z"’b(u)« ( + 1)2 >_<6+1>+3>

=0

6% (641
- 3(6+ 1)2 ( ) 5+ 1)2 Z @ WIA-1)

o

02 (6+1\°/ 24 .
+3(e>+1)2< )((a+1)2 as+1)12"’6(”)cl

o2 (641 S
+3(a+1)2< >((a+1)2 511 )Z;"’b(”)

5+1 62 5 LY o1
( )3(c+1)2(a+1)2 e 1)'1'(1 )<m+“><a+—1‘“>
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(641 42 o b(6—1)(6—2)! ) LY o1
—\ 720 (6+1)41:21(1—1)(‘[—2)!(6—1)'1(1 ) e+1 o+1 -

o+ 1\ 46— (b-2) [ b 5\
_(26> 6+ 1)* ;‘U(b 1- 2)'<a+1 ) <a+1 )

541\ 4% (- 1) G e\

() e lare) 2005 (o)
L (o+1\°( 20 \" 430 -1)(6+ 12 8(6—1)
_<26><6+1> G+ D* 402 (a+1)2< )

2 1 -
_<b+1> 3“’11)2 (@ -2F4l>2 6+1> B! 1'1<ai1 ) (Fbl‘“>
5+ 1\ 4021 — )= o(b—1)! 1
:<25> &+ D* z‘[(‘[ DG 1)1 <¢,+1 ><6+1 U>

_(6+1 4(1— )bt o(=1)! 5 Wy ot
- 26) G+DF L1~ 1)'1|<a+1 ) <a+_1_“)

VR

0—1

5+1\°483(1-0)/ b 6—1\/ & /s b1
26) G+ D <a+1+“>z< | ><o+—1+“) <m‘“>

L (6+1\°( 26 \"403(1—0) (6+1) 20%(1-d)( ©
‘( 26 ) <c+1> @+ 1) ( 26 )‘ G+ 1)° <a+1+“>

0—1

5+1\°483(1-0)( & dT 5 b1t
26) G+1)* <e>+1 >1=0< )<a+1 )(m‘“>
C(0H+1\°( 20 \U403(1—0) (6+1\ 20%(1-d)[ ©

‘< 26 > <a+1) G+ D* <2a )‘ G+ 13 <e>+1+“>
C(a+1\°( 20 \° 42 5+1\°/ 26 \? (36— 3)8?
_<26><6+1) 3(6+1)4+<26><6+1> 300+ 1)°

a (b1
BEICE S A CENE
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Cb-1)( 0 20w\ 20%(6-1)( b 462
‘(a+1)2<(a+1)2+a+1+”>_ G+ 1) <a+1+“>+3(o+1)4
6%(6— 1)
+(6+1)3

36+ 1 383 + 2

2.0 = 142 —
No(t50) =W = ey P35 1 1)
Elde edilir. Buradan
36+1 3863 + 62
2. .2 — _
”Nb(t ,U.) u ”C[—l,l] —li.glai)él (6 + 1)2 + 3(6 + 1)4

683 + 206% + 156 + 3‘

= ek 3(6+1)%
3 663 +206% + 156 + 3
- 8L 3(6 + 1)*

- 156+3  36+1
T30+ D* (6+1)4

= lim [Ny (£%20) = @2llg(-1, = 0

Ng(t%;u) = u? oldugu goriiliir.

o
6+1)\"" x ot o
Nc(t3; u) = (6 + 1) <7) z <p?}(u) f t3dt
B kit

o+1 b

—(b+1) <62+—61> ;cp}, (W 4(;:3 v ((2 1111 - 1)4 = (2#11— 1)4>
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Nursin DAMAR AYLA
o+1 o 3
0+1 26% 1+1
_ 1 _
‘(“1)( 26 > 4(a+1)5;“’6(“)[<26+1 1)
21+ 2 21 2
el CEe ity

(Gt o)) |

o

~ s+ 1\°"" ot L, (81 + 241> + 241 +8
‘(b“)( 26 ) 2(a+1)5;"’0(u)< G+ 1)° )

6+1\"" ot o 120 + 241+ 12\ /61+6
_(6+1)<26> z(a+1)5;“’6(“)l< @+ 1) >_<6+1>+1l

5+ 1\ ot + 1) o . 813 + 812\ (1212 + 8]\ /6]+2
+< 26 ) 2(a+1)51=0‘Pb(u)l<(a+1)3>_<(o+1)2>+<b+1>_1l

5+ 1\ ot o+ 1) o L (81 + 161 + 8]
+< 26) 2(c+1)51=0"’6(“)< @+ D)? )

b+ 1\ oo+ e 1212 + 161+ 4\ /61 + 4
_( 26) 2(a+1)51=0“’6(“)l< G +1) >_<a+1>+1l

6+1\" o+ e e 1292 61
+< o8 ) 2(6+1)51=0 @ (W) <(éj + 1)

+1)3 (b+1D2 6+1

(5 1\T oo+ 1)NC (327 + 481 +321+8
‘(T) 206+ 1 £ ‘Pﬁ(“)< CEE )

6+1\ ot (5+ DO 4812 + 481+ 16\ 241+ 12
_( 26) 2(a+1)51=0“’6(“)l< ©+ 12 >+( 5+ 1 )l
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o+ 1\ abt O
o+ )( ) z(a+1)sz%(“)

o 5+1
- 4(6 + 1)3 < > 5+ 1)3 2 %(u)“l(‘l DA-2)

o 5+1 144 48 1
+4(6+1)3< 20 > ((a+1)3_(@+1)z>;%(u)‘l(‘l—1)
5 (6+1)\°/ 112 96 24 \ O

8 (6+1\°/ 8 16
+4(6+1)3< 20 > ((6+1)3_(6+1)2 a+1 )Z%(u)

_ o3 0+1 . , 5 1 5
_4(6+1)3< ) (6+1)3Z(6 chul(l )-(— )<6+1+u) (fj-l-—l

o o

83 <c+_1> o 86— 1)(6—2)(5 - 3)!

=(6+1)6 (6—1)!(1—1)(‘[—2)(1—3)! 0+1 0+1

=0

86— DO -2) (6+1\°( 26 \*(6+1\'( b 3
ST G+ De <za><a+1><za><a+1+“>

3 2
:6(6—1).(6—2)<< 5 ) pa 0t 3 u2+u3>

(6+1)3 0+1 (6+1)2 0+1

8- 1)(5-2) (6+1)° I o I 6-3-1
BCE L <26)<6+1 )Z( )<6+1 )(m“‘)

1=0
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1 -1
10— D0~ 2) (— + u> (— _ u>

86° [b+1 (6-3)! 5 Wy 513
(b+1)6< )6(6_1)(6 Z)Z(b “[—3)!“[!(6+1+u> (m‘“)

8- 1)(5-2) (6+1)° i (63 Lros 6=3-1
T b+ DS (26)<6+1 )Z( )<6+1 )(m"‘)
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o [6+1\"/ 36 12\ 8(b—1)(6—2)!
<+)< ) ( )( )1(1

CERE G+ D ©+ DL E-DNA- DI-2)

1 L + 1—6 o
- o+1 Y \er1 Y

0 (o+1 36 RN B2 ol
_(a+1)3< ) ((a+1)3 (c+1)2)10(a 1)'1'(a+1+“) (m‘“)
o-2

0 [(6+1 3 ) Yos e
=(6+1)3< )((o+1)3 (b+1)2)“ ‘1=0( ><a+1 )(m“*)
8 (6+1\"/ 36 12 26 \°(6+1\'( ¢ 200
z(b+1)3<26>((6+1)3_(6+1)2)<6+1>(26)((6+1)2+b+1+u)
[ 9% 36 o2 200 o\
e+ Groz) ez Torr )00 D
8 (6+1\°) 112 96
‘4(a+1)3<2 )((6+1)3_(6+1)2
5 1 5 -1
—\Uu
a+1) neE 1)1' (a+1 ><a+1)
8 (6+1\°/ 28 24
T+ 13\ 20 ((c +1)3 (6+ 1)2
6\ 56— 1)! 5 AT ot
+a+1)1=1(a—1)!1(1—1)!1 sr1 Y \5¥1 ¢
ot (6+1\°/ 28 24
T+ 13\ 26 ((a +1)3 (6+ 1)2
6\ (6-D! [ b LA o1t
+e>+1> So-1- DT 5+1 5+1 "
ot (6+1\°/ 28 24
TG+ D3\ 26 ((a +13  (6+1)2

6—-1

L) )
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S b+1°( 28 24+6>6+1 26 \° o
“G+r13\ 20 ) \Gor1)3 G+1D2 o+1) 26 \o+1) \6+1 " "

s 14 12 3 o
_(6+1)2<(b+1)3_(6+1)2+6+1><6+1+u>

8 [(6+1\/ 8 16
_4(a+1)3< 26)((6+1)3_(b+1)2 o+1 )Z‘pf’(u)

8 [o+1\") 2 < 5\
_(6+1)3<26>((6+1)3 (c+1)2 6+1 )Z()<a+1 ><a+1_“>

1=0

8 (e+1\° (26 \°/ 2 4 3,
‘(a+1)3< 26 ) '<a+1> ((a+1)3_(o+1)2+a+1_ )

53 2 4 3
e

TG+ +1)® (b+1)2  o+1
6(6—1)(6-2)[ o2 5
BCEOE ((c+1)3+3(b+1)2“+3a+1“ +“3>

9 3 52 28u
+<(a+1)4_(a+1)3)62(6_1)<(a+1)2+a+1+u2>

+63<14 12+3)6+
G+r2\6+1)32 G+1? o+1/\o+1 "

&3 2 4 3 1
+(c+1)3<(c+1)3_(a+1)2+a+1_ )

66°+6+1 36*—-063 o*

Np(t%w) = u? Gr1? T rDs T ere

Elde edilmis olur.
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o]
(Zm‘l)m

o+1
o0+1
Nb(t‘l'; u) = (6 + 1) (T) 2 (pl(U) f t* dt
SRR

[ 5

+1 0
=(0+1) <62+—61>tj ;(p})(d) 5. (:4_ 1)5 ((2 l-l-l_—ll B 1) B <2#11 - 1>5>

5+ 1\7 1 Q . 285 1+ 1\* 1+ 1\
:(6+1)<7> ;‘pb(d)5®+1)6 l<(26+1> _4<26+—1>

+6(2$__—11)2—4<2})-_I;_—11)+1>l

2

3

H(Cs1) 365 +3(as0) 1) ()
2 2

+((2}s:_11) _2(22-:-_11)+1><(6T1)2_6?1+1)

2

35 (Csin) —2Cr) +3l) )

(64 1\ 2656 + 1) & . 161* + 6413 + 961% + 641 + 16
—\ 726 56+ 1° Ly P L1 6+ 1)*

6+1\"" 2656+ D 4 321% + 9612 + 961 + 32
_< 26 ) 50+ 1D° £y @ (W) <_ G+ 1)° )

5+ 1\ 2656 + 1) L 241 +481+24 B+8
26 5(6 + 1)° 1—0% AR o+ 1
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Nursin DAMAR AYLA

b+1\" 2650+ 1) ¢ (BT + 2412 + 241+ 8 1
+< 26) 5(6 + 1)° H“’b(“< CEE )( 6+1_1>

6+ 1\ 2656 + D 4 1292 + 241+ 12 61+ 6 1
+<2c> 5(6+1)61=0(pf’(u)<_ 6+ 1)2 +6+1_1><2 )

6+ 1\ 26506 + 1) 813 1292 61 1+1
+< zo) 5060+ D° £ b()<(o+1)3 G+DZ 5+1 1)( )

N o+ 1\ 2050 + )0 4 (4T + 8] +4 4+e ) (4P a,,
26 5(6+1)61_0(p6u G+1D2  o6+1 \G+102 5+1

6+1\"1 26506+ D@ 4 1674 320 24 8
+< 25 ) 506+ 1)° 1=0¢0(”)<(a+1)4_(a+1)3+(a+1)2_6+1+1)

o)

5+ 1\ 285 801* + 16073 + 16071 + 801+ 16
_ 1
_(6+1)< 25 ) 5(6+1)6;%(u)[ 6+ D*

16073 + 2401% + 1607 + 40
6+ 1)3

12012 + 1201+ 40 407+ 20 .
6+ 1)2 6+1

5
[ 6 o+1 .
- <6+1> < ) ((@4_1)4120(9@( N+ (6+1)4‘Z(p5 (u)°[3>
b
o o+1 .
+<b+1> ( > ((64_1)4;%( N+ (6+1)4z<pb(u)1>
5 \V'/o+1\ 16 37 51 48 al
+<6+1> < 26 ) <(5(6+1)4_(5.1_1)3);%(”)13—(6_'_1)3;(pb(u)12

& \*/6+1\° 32 . 8 24\ o .
+<6+1> < 20 ) <_(6+1)3;(”6(”)H(_(e;+1)3+(e;+1)2)12(;“’6 Ol

0
o 0+1
+<6+1> ( ) ((6+1)212(p0(un+((6+1)2 6+1>;‘p > (W1

0+1

L6\ 6+1\" 16 o (b\[ ® Los s
_<a+1> ( 2 ) (o+1)4;<1><m—1+”> <b+—1_”> W-Da=-20-3
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5 \'(6+1\ 16 <= O
:<6+1> ( 2 ) (6+1)4;(6—‘1)!1!1(1_1)(1_2)(1

5 V641 16 = 8 —1)(b—2)(5—3)(b—4)
:< ><+> G- DE-DG-HG-H_,

0+1 26 (6+1)41=4 G=-P'NA-DA-20-3)q—-D!

b 1 b 61
-DI=20-3) <6+—1 + u> <m - u>

s Va1 16 O (-4 [ b By
‘(a+1> ( 26 ) (a+1)41=0(b—1—4)!1!<6+1+”) <b+_1
0—4-1
—u) 8(6 - 1)(6 - 2)(6 - 3)

L6\ o+1\ 16606 — DB -2(6-3) T (6-4\( &  \[ b
‘<a+1> < 25 > G+ D ( | )(m*“) (m

=0

(o \o+1\ 1600 - 1)(6-2)(6—-3) (6+1\"[ 26 \°[ © *
_<a+1><za> G+ 1) (za><a+1> <a+1+”)
o0 -1(b-2)(6-3)( b *
= G+ 1)° <o+1+”>
(6 \*(o+1\°|/ 128 32\ o .
‘<c+1) < 26 ) ((a+1)4_(a+1)3);(a—1)!1!1(1_ a

5 /s o1
‘”(ﬁ*“) (m"‘)
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( 128 32 )° BO-DO=DG=D (o

G+D* (6+D/LSIA-DA-2A-HG-D!

128 32 \uis -1y 6 —3)! o Ws o-t-3
((c+1)4 (a+1)3)( ( Z)Z(a 1—3)!1!(a+1+”) (m‘“)

_ (128 —32z—-32

5T e ) )
_ <bil>4 <62-|;1>0 166(6 —(13(31—)42)(6— 3) (62;1)4 <62f1>6<631 +u>4
66— 1) —2)(6-3)( b !
- 6+ 1)* <a+1 “)
(6 \f[o+1\|, 128 32\ o
_<6+1> < 26 ) (m1)4—<@+1)3>;(6_D!1J<1—1><1
5 1 5 -1
() (75 ]

( 128 32 )f’ 5(5 —1)(6 — 2)(b— 3)!

"G+ D e+ DY S1A-DA-DA- G- D!
5 s o1
<a+_1+”> (m”)
128 32 6 —3)! 5 1+3 5 6-1-3
((a+1)4 (a+1)3>6(6 DE - Z)Z(o 1- 3)'1'<a+1+“> (m“‘)

_(128-322-3%y 26_3 6—3\( & /s 13 g 3
= G+ 1) JECRRNCE )Z< | )(m*“) (an”) (a+1+”>

=0

1A-DA-2)
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Nursin DAMAR AYLA
(6 \'(o+1\° (96320 56— 16— 2)[ 2 "o+ 13 b Y
“\o+1/ \ 26 CEE 5+1) 80)° \o+1 "

12 — 46 b s
= ((6 n 1)5> 62(6 - 1)(6 - 2) (m + u)

(8 \o+1)\° 240 144
_<6+1> < 26 > ((b+1)4_(6+1)3

> (- (537+ u>1 (- )1]

=0

24
Tor 1)2)

(240 144 24\ o N e ol
_((b+1)4_(6+1)3+(6+1)2);(6—D!1!1(1_ )(m“) (m“‘)

=( 240 144 24 )° 506 —1)(6 — 2)!

G+DT G+ Gr Y L B-Da-Da- 21

[ 240 144 24\, & 6-2) b w2y o-1-2
_((6+1)4_(6+1)3+(6+1)2) s );(6—1—2)!1!<a+1+“) (m”)

_ 240 144 24 58
= <(a+1)4_(a+1)3+(a+1)2> (

So—2\/ b LY 12 /g 2

_1);< 1 ><6+1+u> <6+1_u> <6+1+u>
(8 \'(6+1\° 240 144 24 \io 1 5+1\2/ 26 \°/ & 2
_<e>+1> ( 26 ) ((b+1)4_(6+1)3+(6+1)2> Gl )< 26 ) <a+1> <a+1+“>

_< 60 36 6 >a3(a_1) e 2
G+ Go+r12 B+ 1)2 o+1 "
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NRYCESA,
S \o+1 26
8 ) i o\ (o, (2 *1
b+1/ £, YWerzte) e

[ 240 64 24
= ((a+1)4_(a+1)3+(a+1)2

b 1 o1
8 ! 5 5
_6+1);(6—D!1!1<6+1+u> <b+1_“>

240 64 24
= ((a+1)4_(a+1)3+(a+1)2

240 64 24
((6 T b+ 1)?  br1)?

8 \ o (6-1) 5 W b1
‘m)61=0<a_1_1>!1!<a+1+“> <a+1_u>
[ 240 64 24
_<(c+1)4_(a+1)3+(a+1)2

-1

8 6—1\/ & LYANF AL
_M-—l)b;< 1 )(m*) <a+—1‘> (m*)

(6 \o+1)\°/ 240 64 24
‘<c+1> < 25 ) ((6+1)4_(6+1)3+(6+1)2

8 \6+1/ 26 \°/ b
_a+1) 26 \5+1) \6+x1 7Y

_64(120 32+12 4)6_'_
S+ + DY (B+1)3 (0+1)2 6+1/\6+1 4

8 -D(-2)(0-3)( b Y2026 -1 -2)( © ’
B 6+ 1)* <b+1+u> (6+1)5 <6+1+u>

53 B-1), 60 36 6 5 2
HCEE ((a+1)4_(a+1)3+(a+1)2><6+1+“>
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120 32 12 4\ @ [ b
+<(6+1)4_(6+1)3+(b+1)2_6+1>(6+1)3<6+1+u>

4 o* 16 8 4 8 +6—3
G+ D*\5(0+D* (6+1)2 (6+1)* o6+1

1063 — 562 + 106 — 1 — 2462
Ny(f;u) = u* - u3< >

6+ 1) 6+ 1)5
L 655 — 126% — 9663 3665 + 8065 + 126*
u 6+ 1)5 4 G +1)7
—6067 + 13086° + 4206° + 416*
56+ 1)°

. 4, _ 4 =
_Perﬂ”Nb(t su) —u*|lep, =0

Oldugundan dolayz;

Ng(t*;u) 3 u* oldugu goriiliir.
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Nursin DAMAR AYLA

Tamm 4,1.

Rns(w) = L, ((t —w)¥u) 6=1{1,2,..}

[le tanimlanan ifadelere £,, operatdr dizisinin n-inci merkezi momentleri denir.

Teorem 4,1.

(Tanim 4.1)’de tanimladigimiz merkezi momentleri ilk dordiinii Ng(t; u) operatorii

i¢cin hesaplayalim.

Ispat 4,1.
Ny((t —w)%u) = No(1;u)
Oldugundan ve (4,6)’den dolayi;
Rpow) =1 (4.11)
Olur.
No((t —whw) = Ny(t;w) + No(—u,u) = Ny(t;u) — ulp(1; 1)

Yazabiliriz. (4.6) ve(4,7)’den dolayz;

1 u —u
No((t—ww) =u—gmg ~u =573
u
Rna (W) = =2 1 (4.12)

Olur.

N ((t —w)?;10) = Ny((£2 — 2ut + u?); 1) = Np(t%u) — 2uNy(tu) +
u?Ny(1;u)

Yazilabilir. (4.6),(4,7) ve (4.8)’den dolay1

306+1 363 + &2 u(u u )+u2

My((E =) = U = G S =2

36+1 38 + 82 ) 282
—2u”+

2 — +
G+1)?% 3(06+1)4 o+1

=u

+ u?
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_2u? +—(66+3)(62 +26+1)+363+62
o +1 3(6+ 14

2u? (—60% — 126% — 66 — 36% — 66 — 3 + 36° + 62)

N 36+ D)

2u? 363+ 1162 +126+3 .
=sii 36T 1)° oldugundan
X () = 2u®  30° +116% + 120 + 3 (4.13)

’ o0+1 3(6+ 1)*
Olur.

Ng((t —w)3;u) = Ns((t3 — 3t%u + 3tu® —ud);u)
= Ng(t3;u) — 3uNy(t%; u) + 3u?Ny(t;u) — udNy(1;w)

Yazilabilir.

(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9)’dan dolayz;

662+6+1+364—b3 N o4
G+ TG+ T bt 16

3 2 36+1+363+62 +3 2( u) 3
W T D2 T30+ T M) T

Ny((t —w3w) = u® -

(662+6+1)(63+362+36+1)+64+364—63
6+ 1)° G+1)s

363 +116%2+126+3  3ud
3(6+ 1) 5+1

+3u

66° + 196* + 228% + 1262 + 46+ 1 N Qud* — 3udd
(6+1)° 3(6+1)°
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N 3u(363 + 1162+ 126+ 3)(6+ 1) 3u3(6* +463+ 6862+ 46+ 1)
3(6+1)5 3(6 +1)5

665 + 196* + 2263 + 12862 + 46+ 1

o(+1)°
3ub*(6 — u?) — ud®(12u? + 49) + 3ud?(23 — 6u?) + 3ud(15 — 12u? + 3u(3 — u?)
+
3(6+1)5

Oldugundan;

60° + 196* + 2263 + 1262 + 46 + 1
Nn,3(u) = - 6

G+1)
N 3ud*(6 — u?) —ud3(12u? + 49) + 3ud?(23 — 6u?)
3(6+ 1)°
3ud(15 — 12u?) + 3u(3 — u?
uo( u®) +3u(3 —u*) (4.14)
3(6 + 1)5

Olur.

N ((t —w*%u) = No((t* — 463u + 6t2u? — 4tu® + u*); u)
= Ny(t*;u) — 4uNg(t3;u) + 6u?Ny(t%;u) — 4udNy(t;u) + u*(1; u)

(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9) ve (4.10)’dan dolayi,

Mo (e — ) 106° — 562 +106—1 , 2487
st T = CEE Yo+ 18

4,2 607 120" — 9657 368 +800° +120°

u 6+ 1)° u G+ 1)7
—6087 + 13065 + 42065 + 416*
56 + 1)8

A 5 662+6+1+364—63 N &%

W T T e s YT o+ 1S

u—L) + u*

36+1 383+ 62
2 2 _ 3
+6u (u > u( 5+ 1

O R
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_4ut 5(106% — 56% + 100 + 1)(6* + 40° + 66° + 40 + 1)0*
641 5(6+ 1)8

6067 + 1308° + 4206° + 4186*  24u36?
5(6+1)8 (6+1)5

u?(66° + 206* +9586% + 116% + 126 + 3)
(6+1)°

u(66° +206* + 2263 +126% + 46+ 1)
(6+1)°

Oldugundan

4u*(6+ 1) N —1087 + 3056° + 6708° + 31186* + 23062 + 23582
5(6+1)8 5(6+1)8

N4 (w) =

706 +5 24u3(63 +6%) u?(66° + 206* +9586% + 1162 + 126 + 3)
5+ 18 (6+1)° (6+1)°

u(66° + 206* + 226% + 126% + 46 + 1)
(6+1)°

Olur. Boylece Ny (f; u) operatoriiniin 4 tane merkezcil momentleri hesaplanmustir.
Simdi de Ny (f; u) operatdriiniin diizgiin yakinsakligini inceleyelim.

Teorem 4,2.

Ng(f;u) Operatorii [-1,1] Araliginda stirekli ve tim reel eksende smirli olan f

fonksiyonuna ayni aralikta diizgilin yakinsaktir. Yani;

lim [[5(f; ) = £ @ll¢f-1,5 = 0

Ispat 4,2.

Ny (f; u) Operatériiniin diizglin yakinsakligini gosterelim;
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Loy [6+1\° [0\ [ b N i
= (35) () (551 ) (53 4)

5 4+ 1)2 b (252_11_1)%
Nb(fiu):( era) Zq)}(u) f F(0).dt
T ()
INs(f5w) — fF(W)] =
I(a>+1)2 - (il
> el f £(o).dt
T ()
REEEATS
(b+1)2 5 (b+1 )b+1
—fw— Z<p},(u) J 1dt
B by
0+1 o+1
(6+1)° < (i)
[y [ foa
1=0 1 b
(2m—1)m
5+ 1)2
- C I O
=0 1 s
(21541

te [-1,1] oldugundan

5+1\°/6\ /[ & Lrs H> ;
<T> <1)<m+u> <m—u> > 0drir.

Ucgen esitsizliginden;
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e
b+ 1)
(320 = 0] = == o) Jblﬂﬂ—ﬂwMt
b (2512 )5sn
EEInES
6+ 1)2
<N dw [ ro-rwia

|t—ul<é (2#‘[1_1)%
(i)
) f F(O) — FaDldt

|[t—u|=6 1 5
<2t;+_1‘1)a+_1

(5 +1)?
2%

f Fonksiyonu reel eksende sinirlt oldugu i¢in bir K pozitif sayis1 bulabiliriz ki tim

u € [—1,1] i¢in;
lf(DI <K (4.16)

Saglanir. f € C[—1,1] oldugunda her &€ > 0 i¢in dyle bir § > 0 bulabiliriz ki t € (—oo,
©) ve u €[a,b]i¢in |t — u| < § oldugunda

lf@®) —fwl <e (4.17)
Saglanir.

u,t € [—1,1] oldugunda (4.17) esitsizligi f fonksiyonu [—1,1] kapali araliinda

siirekli oldugu icin esitlik saglanmis olur.

u € [-1,1] ,t ¢ [-1,1] oldugunda ise (4.17) esitsizligi f fonksiyonu a ve b
noktalarindan sirasiyla soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in saglanmis

olur.

(4.16) ve (4.17) ifade edilmis olan esitsizliklerinden dolay1 tiim t € (—o0, ©) ve u €

[~1,1] igin,

2K
fO - fl<e+—5-w? (4.18)

Esitsizligi saglanmig olur. Clinkii |t —u| < § oldugunda, (4.18) esitsizligi (4.17)

esitsizliginden dolay1 Z—}; (t — u)? ifadesi pozitif oldugu igin saglanir.
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_ 2
t—ul>6 Oldugunda ise “=2->1 olacagindan 25 (t —w)? > 2K esitsizligi

saglanir. Bu durumda;
€ >0 oldugu i¢in (4.16) esitsizliginden (4.18) esitsizligi elde edilmis olur.
Boylece;

INs(f50) = Fa)| < Ny(IF (0) — FQw);ul) < Ny (e + 55 (6 —w)%u)

1\ b
(6+1)? (26+_1_1)6+_1( )?
+1 t—u
1
SE+2KT“Z|5(/)6(U,) 1 f b 52 dt
—ulz
e
H1 .\ b
(6+1)? il
2K(0+1
1
<e+ ET (pb(u) f (t— u)zdt
[t—u|=6 (26-% 1 6.%
1+1 o)
(b+1)2 % i)
2K(0+1
1
SE+§T;(’06 (w) 1 J 6 (t —u)?dt
e

Yazabiliriz. Boylece (4.13)’ten

< ()_Zuz 36% + 118% + 126+ 3
A | 306+ 1)

N g 2K( 202 3041102412043
i) m = e+ g (5T 3(6 + D*

Elde edilir.
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u € [-1,1] oldugundan;

max_qi<,<1(30% + 1162 +126+3) =126+ 3 0 halde;

Ny (f ) W] < +24K6+6K

o5 =l s € 3 v 1

Yazilabilir. Yani:
lim max |[Ny(f;u) —f(w)| =0 (4.19)
0—00 —1sus<1

Esitligi  saglanmig olur. Bdylece verilmis olan Ng(f;u) operatoriiniin ~ f

fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi gosterilmis olur.

Voronowskaja ise 1932 yilinda Bernstein polinomlari i¢in bir teorem ifade etmis
olup ayrica ispatin1 da saglamistir. Biz de bu ifadenin benzerini Ng(f; u) operatorii

icin ifade ve ispat edelim.
Teorem 4,3

f fonksiyonu [—1,1] simetrik kapali araliginda sinirli ve (—1,1) simetrik agik

araliginin bir u noktasinda ikinci tlirevi mevcut olsun. Bu takdirde;

W

Jim O (f; ) = () = —uf'(@) + (1~ )

Esitligi saglanir.
ispat 4,3

Bir f fonksiyonunun u noktasindaki Taylor agilimi;

f®) = F) + /@)t —w) + o £ @)t —w)? + Ry(t —u)
(4.20)

Ro(t —w) = 5 f" (Wt =W + L fP W (e —w)* + -~
Olup olusturulmus olan bu esitlige kalan terim denir.

Ayrica;

Ry(t —u) = (t —w)?u(t —u)

Yazilabilir. Burada R, kalan terim olmakla birlikte lim,_, #(g) = 0 dur.
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Dolayistyla verilmis olan ifade siirlidir. O halde bir g sayisi i¢in G > 0 vardir ki;

lu(@l <G
[fadesi yazilabilir.

Bu durumda (4.20) esitligi

1 1
f@ =@+ f @ =+ f" @ —wu —w)
Seklinde yazilabilir.

Her iki tarafi [(2 B ) v (2 — — 1) %] Araliginda integrale alip ve her iki

o+1 o+1

Lo @+D2 () & LY o1
(pb(d)_ > 6<1><6+—1+u> m—u

Ile carpar ve her iki tarafin da

tarafi;

o
> ahw
=0

Toplamint alirsak;

(21+1 1) o

5 L 5 0 o+1 o+1
Ns(f;u) = <2+—6> Z <P% (w) f fwdt
1=0 1 o
(264-_1_1)6+1

(i
o+1 T/o+1

o0+1
+ (5 )Z%(u) [ rae-wa
(51)sen

(i
o+1 “/o+1

o0+1
+(%55 )Zmu) [ arwe-wa

1 )L
(26+1 e

1+l )L
(26+1 1o+t

0+1
( . )Zgob(u) [ v -wa

1 )L
(26+1 1o+t
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(25 1)5er
5+1\° <
Ny(f;u) = f(w) <2+—6> 2 <p§ (w) J dt
= ERATS
(za+1 1)a+1

(-

+o f”( )< 75 > prb (w) f (t —u)2dt

(rr)e

5+ 1\’
+<2+—6> Yoaw [ e-wiue-wd

Ny (f;u) = f(WNs(Lu) + f (R, 1 (0) + fT(u) Rp,2 ()

1 ) b
(Zo+1 e

b
< +1> Z% (w) f (t —w)?u(t —wdt

1 )L
(26+1 e+t

(4.1),(4.12) ve (4.13) den dolayz;

" 2u? 36341162+ 126+3
Ny(Fsu) = F(u) — f/ () f“”( u e s +>

65+1 2 \6+1 3(6+ 1)*
(221_11_1)631
6+1
( il > Z o) (u) f (t — 1)2u(t — w)dt (4.21)

e
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Yukarida verilmis olan esitligin sag tarafinda belirtilmis olan 4. ifadeyi;

1 )L
(20+1 st

5+ 1\’ %
Kc(u)=<2+—b) Yolw [ e-wne-wa
=0

(Zﬁll‘l)m

Seklinde yazalim. Bu durumda;

5+1\° e o
Kb<u)=<2+—b> >odw [ - whue-wd
|t—u|=6 (2%_1)%
5+1\" i)
HHe) Y [ e-we
St
o+1 o+1
—u)dt (4.22)

Olur.|t —u| < § iken |u(t —u)| < € olmus olur. Bu ifade |u(g)| <G (4.22) de

yerine yazilirsa;

(e e

5+ 1\°
|Kc(u)|S€<2-;> > dw [ c-w

|t—u|<é (2#11_1)6_‘%
1+1 0
e\ (85 1)5er
+1
+G (T) Z (pl(u) J (t—u)?dt (4.23)
|t—u|=6 &
e

2u? 363 4+ 11624126+ 3)

KW S€<b+ 1° 3(6 + 1)*
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1 )L
(20+1 st

o
+c(““> > e | e-wra

26
|t—u|=6 (2#11_1)%

1 )L
<Za+1 s+t

m:C+1f §:¢kw .f (t—u)*dt

I |> b
t—u _(;

Diyelim.

t—u
|t —u| = 6 ise (T) >1

G

Yazabiliriz. Boylece;

1 (6+1)° 1
fem(t) D odw [ emwta- g

26 | |>
t—u 6 1 b

Elde edilmis olan bu ifadeyi (4.23) te kullanirsak;

Ky ()] < 2u? 363 +116%+126+3
bWl = el 557 306+ 1)
24u3 (63 + 62) — u?(66° + 206* + 95863 + 1162 + 126 + 3)
(6+1)°

u(66° +206* + 22863 + 1286% + 46+ 1)
(6+1)°

G 4u*(6+1)” — 1067 + 3058° + 67006° + 3116* + 23063 + 2356% + 706 + 5
52 5(6+1)8

< 2u? 363 4+ 116%2+ 126 + 3)

bl_)rgb b(f,u)—bl_)mg 5+ 1 3(6+ 1)

o)
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24u3 (8% + 6%) — u?(606° + 206" + 9563 + 116°% + 126 + 3)
(6+1)°

+u(665 +206% + 2263+ 126%+46+1)
(6+1)°

N G 4u*(6+1)” — 1067 + 3058° + 67006° + 3116* + 23063 + 2356% + 706 + 5
62 5(6+1)8

= limy_ .0+ 0 u € [—1,1] Oldugundan;

= gim O0Ks(u) = 0 olur.

No(f;w) = f(w) — f'(w)

f”(u) 2u?  36%3+1186%°+126+3
6+1 2 0+1 3(6+ 1)4

+Ks(u)

Seklinde ifade edilir. O halde

" 2 363+ 1162+ 116+ 3
SN (fi10) — F(w)) = —f' () e 4L (”)a< u b s +)

a+1 2 6+1 3(6+ 1)*

+6K;(u)

0
Jim (N (f ) — () = ~f () Jim s~
f”(u)

* 2

f"(w) _ <zt>u 36% + 118% + 126 + 3
6—)00

2 o+ 1 306+ 1) >=_uf'(”)+(1_u2)

Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
Simdi de; verilmis olan Ng(f; u) operatdriiniin yaklagim hizin1 hesaplayalim. Bunun

icin Oncelikle Siireklilik Modiiliiniin tanim ve 6zelliklerini verelim.
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Tamm 4,2. (Siireklilik Modiilii)
[a, b] araliginda taniml1 f fonksiyonu verilsin. [0, b — a] araliginda taniml
w(6) = w(f;6)
= {suplf(uz) — fu)l: luz —wy| < 6,uy,u,
€ [a, b]}
Fonksiyonuna f 'nin Siireklilik Modiilii denir (Shevchuk, 1992).
Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri
1. w(f;6)=0
2. 6, <6, ise w(f;61) < w(f;8,)
m € Nicin w(f; 16) < mw(f; )
AeRY icinw(f;26) < (1 + Dw(f;6)
lims_ o w(f;8) =0
If(®) = fW) < w(f () = fF)D

[t—ul

£ = Fal < (52 +1) w(fu)
(Campiti ve Altomare, 1994).

o a &~ w

~

Simdi ise Siireklilik Modiilii yardimi ile Ny(f;u) operatoriiniin yaklasim hizini
verilmis olan bir teorem ile ispatlayalim.

Teorem 4.4.

f € C[—1,1] Olsun bu takdirde yeterince biiyiik k’lar i¢in;

INs(f;u) — f(w)| < 2w (f; \/i%) Esitsizligi saglanir.

Ispat 4.4.
\p - 5+1\°(6\( b N : oL
PV =126 ) W \o+1 "% o+
(b+1)2 % )
+1
M0 =y e [ foa
=0 6
(2%‘1)m
Seklindedir.

N5(1; u) = 1 Oldugundan ve operatoriiniin lineerliginden
INo(f;u) = f()| = [No(f;w) = FNs(L;w)] = [Ns(f; 1) — No(f (w); |
< INo(f (1) — fw);w)| < (Nolf (D) — fW; ) (4.24)
Siireklilik Modiiliiniin (7) 6zelligini kullanirsak;

52



4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Nursin DAMAR AYLA

[t—u|

lf(t)—fw| < (T + 1) w(f; &) Bu ifadeyi (4.24) te yerine yazarsak;

|t —ul

INs(f;w) = f(W)| < No (( + 1) w(f; 5):u> = w(f; 5)Np(1;u)

+

w(f;6)
5

Ns(|t — ul;u) bulunur. yani

1
INs(f;u) — f(w)| < w(f;8) (Nb(l;u) + SNa(“ - uI;u)) (4.25)
(4.1)’in (4.25)'de kullanilmasiyla

INo(fi10) = £ < 0(f58) (143 Nyt = ul)) (4.26)
Bulunur, bulunan bu ifade de
P = Ny(|t —ul;uw)
Diyelim.
Cauchy-Schwartz Bungakowsky esitsizliginden;
5 (285 )sen

&5+ 1)?
P=No(lt—ul;u)=( 1) Z<p;(u) f |t —ul.dt

26
1=0 <2L_1)L
o+1 o+1
1+1 b
6 <2fJ+1_1)6-|-_16 5
+10+1
zzq,g(u) f — |t —ul dt
= . , V2o V28
(2e>+—1‘1)a+—1

(2“—1—1)1 1/2

e e T

5 (23—11—1)631 5 \|1/2
1 2
= ol e | [ -
150 b

= Y Ny((t —wW% )
Bulunur. Ote taraftan;

2u? 383 4+ 1186%+126+3

No((t —w%w) = o= = 3(6+ 1)*
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Oldugu biliniyor.
O halde;

b < 2u? 383 4+ 1162 + 128 + 3\
“\6+1 3(6+1)%

Elde edilir. Elde edilen bu ifadenin (4.26)’da yerine yazilmasiyla;

IN;(f5u) — F(W] < w(f;6) (1 +%Na(lt - ul;u)>

Burada yerine yazilmasiyla;

| B 1/ 2u? 383 +1162 + 126 + 3\*/?
INs(f5u) — f(W)| < w(f;6) 1+§<6+1_ 3(6 + 1)* )

20 363+ 1162 +126+3 1/2< 126 + 3 1/2< 3(36 + 1)\ "?
R ] 3(6 + 1) ~\36+0*) ~\3G+n*

max

= o

-

Olur, bu durumda;

INs(f;u) — f(W)] < w(f;6) (1 +li>
; < w(f; 5T

Yazabiliriz. 6 = % Olarak alinirsa

1
IN(f) = £ 0] < 20 (f3 )

olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar kullanilarak Ng(f; u)
operat0ril i¢in bir teorem ispat edelim.
Teorem 4,5.

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagliyorsa; bu takdirde

35+1 \2
| Ns(f5u) — fFlg-1,11 = 0 <m>

Drr.
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Ispat 4,5.
Ns(1; u) = 1 Oldugundan ve operatoriin lineerliginden;
INo(f;w) = fF)| = | No(f; w) = f(u) No(L;0)] = | No(f;u) — No(f (w); w)
< WNolf(®) = fFIw)

11 )L
5 (za+1 Lo+t

b+ 1)?
-G [ e

1=0 e

— f(w)|dat (4.27)
Yazilabilir.
f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan;
If@®) - f@Il < O0[t —ul”
Bu ifade (4.27)" de yerine yazilirsa;
: G

6+ 1)2
INo(f5 ) — f (W S( -Zl_b) Z<pl(u) J 0|t —u|*dt

= ONs(|t — u|*;u) (4.28)

Holder esitsizliginden;

[24
Ny(It — u|%u) < Ng((t —u)?;u)2
Bu ifade ve (4.13) (4.28)' de yerine yazilirsa;

a
2u 363 +116%2+ 126+ 3\2
5+1 3(6+ 1)4

max (363 +116%2+126+3) =126+ 3

—1<su=<il

INo(f5u) = fF(W)| < 9<

O halde;
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N (F <o 36+1 %
INs(f5u) — f(w)| < (m)
Boylece;
3541 \2
| Ny(f5w) = fFlg-1,11 < O (m)
Olur. Yani;
36+1 \2
| Ny(f5u) = Fllg-1,11 =0 (W)

Bulunur ve ispat tamamlanuir.

Simdi de tiirevlenebilen fonksiyonlar kullanilarak Ng(f; u)operatérii igin bir teorem
ispat edelim.

Teorem 4,6.

f tlirevlenebilir ve tlirevi [—1,1] Araliginda, siirekli ve tiim reel eksende sinirlt bir

fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir n den sonra;

VoIN,(fi0) ~ Fwl < =+ 20 (£i2) - aor

Ispat 4.6.
f tirevlenebilir ve tiirevi [—1,1] Araliginda, siirekli ve tiim reel eksende sinirlt bir
fonksiyon oldugundan, t, u € [—1,1] igin ortalama deger teoreminden t ile u

arasinda Oyle bir v vardir ki

f'v) = M olur.
Esitligin sol tarafina —f'(u) + f'(u) eklenlrse;
fO=f@ = t-wf'@W+¢E-w(f'v)-fw) (4.29)

Elde edilir. O halde (4.29) un Ny(f; u) operatorii altindaki goriintii alinirsa Ve;
u
Ny(t;w) = u — ——
(W) =u—t

Oldugu goz oniine alinirsa;
No(f;u) = F ) = /Ny (¢ = wu) + Ny (£ =) (F/ ) = £/ ()i u)

=100 (u— e =) + Ny (= 0 (0D - f@)su)
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= 20 4 Ny ((E— W (W)~ 1 W)su) (4.30)
Elde edilir. t ile u arasinda oldugundan;

lv—ul| <|t—ul
Olacaktir. Stireklilik Modiilii 6zelliginden;

[t —ul

If' ) — Wl < o(f5lv—ul) fw(flt —ul) < (1 + )w(f’; 6s)

Elde edilir. Bu son ifade (4.30) da yerine yazilirsa;

M0 = Fol < T Nyl = ullf 0) - £l

< —lzbu_{ Sz)l + N <|t —ul (1 + It;bu|>;u> w(f’; 85)

)l

1
< &rE (It —ul+ (- u)Z;u) o(f'; 8y)

Cauchy Schwartz esitsizliginden;

_ |—uf’ ()|
INs(f5w) — f)] < BT D7

[ = w0 4 5 (e~ %) w58
Ote taraftan;

2u? 363 +118%2+126+3
6+1 3(6+1)4

No((t —w)%u) =

Oldugunu biliyoruz.

max
—1su<1

2u  30°+ 1102 +120+3\"* [ 120+3\"* (340 + D\
o+1 3(6+ 14 T \3(6+1)4 S \3(6+ 1)

1

1 2 1

() =5

0+ 1)2 Vo
Olur, bu durumda;

| EIKOINE U
INo(f0) = £ 0] < s+ (G ) 0 CF30)
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|u| 1 1
N () = F0) < oy I 1+ (= + ) 0782)
f' Biitiin reel eksende sinirli oldugundan;
If'wl<¢
Olacak sekilde & > 0 sayis1 vardir.
M) = F 001 < sz *+ (2 5) 0050
bf’u f(u)_(b+1)2 \/— 56 (L)f o
f
+ (4 =5 ) (35
8 ! larak secili
= — olarak secilirse
b NG ¢
INo(f;w) — fFW)| < 2 ( g 1)
()~ f@I S5+ = o(fig
Bulunur. Esitligin iki tarafi Vo ile carpilirsa;
1
O|Ns(f;u u)l < —+ 2w ( —>
VoINs(fw) = f)l < =+ 20 (/i
Elde edilir. Boylece verilen teoremin ispati tamamlanmis olur.
Simdi de  lzerine g¢alismis  oldugumuz Ng(f;u)  operatdriiniin

f(u) = (1u?)sin (%urt),f(u) = (1 + u?®)sin(2um) Ve son olarak ta

fu) = (1 4+ u®)sin(ur) Fonksiyonlarina ait yaklasimmni karsilastiran grafikleri

cizelim.
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Ornek:

Asagida f(u) = (1 +u?)sin(2umr) fonksiyonuna Ny(f;u) Bernstein-Kantorovich
operatOriinlin yaklasimi maple programinda grafikler ¢izilerek gosterilmistir. Sekilde
siyah renk f fonksiyonunu sirasiyla yesil, kirmizi ve mavi renkler ise grafik tizerinde

degisen degerler belirtilmistir.

0 =10, 6 =25 ve 6 =50

1.5

0.5

-

-1.%
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Ornek

Asagida fw) =1 +u?)sin (% un) fonksiyonuna Bernsteimn-Kantorovich

operatOriiniin yaklasimi maple programinda grafikler cizilerek gosterilmistir. Sekilde
siyah renk f fonksiyonunu sirasiyla yesil, kirmizi ve mavi renkleri ise degisen

degerleri belirtmistir.

0 =10, 6 =25 ve 6 =50

0.5
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Ornek:

Asagida f(u) = (1 +u®)sin(ur) fonksiyonuna Bernstein-Kantorovich
operatoriiniin  yaklasimi mapple programinda grafikler cizilerek gosterilmistir.
Sekilde siyah renk ffonksiyonunu yesil, kirmizi ve mavi renkleri ise degisen

degerleri belirtmistir.

0=506=10ve 6 =15

0=
0.6 -
0.4

0.2
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Asagida verilmis olan tablo f(u) = (1 + u3)sin(um) fonksiyonunun & ve u degisen

degerleri ile hesaplanmis niimerik degerler tablosudur.

0 u -0.3 0.6
10 0.2874145250 0.1849154630
50 0.0891039586 0.056329934
100 0.0476837756 0.029720298
200 0.0100991661 0.015264550
500 0.0051379816 0.006204904
990 0.0051379816 0.003150602
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5.1 Sonuclar

[—1,1] Simetrik kapali aralik {izerinde tanmimlamis oldugumuz Ng(f;u)
operatoriiniin lineer pozitif operator oldugu, korovkin teoremi sartlarini sagladig ve £
fonksiyonuna diizglin yakinsadigi gosterilmis olup daha sonra ise  Ng(f;u)

operatoriiniin merkezi momentleri hesaplanmistir. Ve asagidaki esitlikler de elde

edilmistir.
Nn,o(u) =1
u
Nn,l(u) = _6 + 1

2u® 363 41162+ 126+3
0+1 3(6+1)*

N2 (w) =

66° + 196* + 22863 + 1262 + 46+ 1
(5 + 1)5

Nn,3 (u) = -

N 3ud*(6 — u?) — ud3(12u? + 49) + 3ud?(23 — 6u?) + 3ud(15 — 12u?) + 3u(3 —u?)
3(6+1)°

X (1) = 4ut(d+1)  24uB(6% + 62
nat = TS + )8 (6 + 1)

—1087 + 3056 + 67065 + 3116* + 23063 + 23562 + 706 + 5
+
56 + 1)8

u?(66° + 206* + 95863 + 1162 + 126 + 3)
(6+1)°

u(66° 4+ 206* + 228 + 126%2 + 46+ 1)
(6+1)°

Hesapladigimiz merkezi momentler kullanilarak Ng(f;u) operatdriiniin

asimptotik yaklagimi incelenmis ve asagidaki esitligin saglandigi gosterilmistir.

lim d(No(f3w) — f (W) = —uf'(u) + (1 +u?) f—”z(u)

Daha sonra siireklilik Modiilii yardimiyla Ng(f;u) operatoriiniin yaklagim

hiz1 hesaplanmis olup asagidaki esitsizlik elde edilmistir.
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N30 = £ < 20 (i)

f tiirevlenebilir ve tiirevi [—1,1] Araliginda, siirekli ve tiim reel eksende sinirli

bir fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir n den sonra;

1
JoINy(f;u) — f(u)|<\/—_+2w(f ﬁ)

Esitligi elde edilmis olur.

Son olarak Ng(f;u) operatoriiniin verilen bazi Fonksiyonlarina ait farkli &
degerleri i¢in yaklagimlarin karsilastiran grafikler ¢izilmistir. Ve f(u) fonksiyonu

icin ayrica hesaplanmis olan niimerik degerler tablo haline getirilmistir.

5.2. Oneriler

Stirekli fonksiyonlar durumlar1 incelenirken Bernstein operatorlerinden
yararlanilabilir. Bernstein polinomlar1 ile yapilan calismalar [0,1] kapali aralig:
tizerinde inceleme yapilir. Lakin kapali aralik tizerinde sonsuz siireksiz noktalari olan
fonksiyonlar incelenirken Bernstein polinomlarini kullanmak uygun olmayabilir. Bu
tiir fonksiyonlar i¢in ise Durmeyer operatorleri veya Kantorovich operatorlerinden
yararlanilabilir. Smirli simetrik alt aralifi lizerinde calisilmak istenildiginde ise
Bernstein polinomlarini kullanmak uygun degildir. Bu durumda ise yapilabilecek

bizim ele alip incelemesini yapmis oldugumuz operatdriin kullanilmasi uygun olu
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