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Farklı disiplinlerde modellenen bazı problemler kısmı kısmi diferansiyel denklemlerle temsil edilir.
Literatürde çalışılan bu kısmi diferansiyel denklemlerin çoğu doğrusal olmayan denklemlerdir. Eğer bu
doğrusal olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin bir çözümü veya çözümleri varsa, bu çözüme veya
çözümlere ulaşmak çok önemlidir. Bu kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık veya kesin çözümlerini
bulmak için literatürde çeşitli yarı analitik yöntemler bulunmaktadır. Bu yöntemlerden biri de exp
fonksiyon yöntemidir. Exp fonksiyon yöntemi veya exp yöntemi CDGSK denklemi, KdV benzeri
denklem ve JM doğrusal olmayan diferansiyel denklemlere uygulanarak istenen yaklaşık çözüm veya
kesin çözümler elde edildi.Son olarak, elde edilen çözüm veya çözümlerin iki boyutlu, üç boyutlu ve
kontur grafikleri verilmiştir.

ANAHTAR KELİMELER: Exp fonksiyon yöntemi, Diferansiyel denklemler, dalga çözüm
yaklaşık çözüm, tam çözüm
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Some problems modeled in different disciplines are represented by partial differential equations. Most
of these partial differential equations studied in the literature are nonlinear equations. If there is a
solution or solutions to these nonlinear partial differential equations, it is very important to reach this
solution or solutions. There are various semi-analytical methods in the literature to find approximate or
exact solutions of these partial differential equations. One of these methods is the exp function method.
The exp function method or exp method is applied to CDGSK equation, KdV alike equation and JM
nonlinear differential equations to obtain the desired solution or solutions. Finally, two-dimensional,
three-dimensional and contour graphs of the obtained solution or solutions are given.

KEY WORDS: Exp function method, differential equations, wave solution, approximate solutions,
exact solutions
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1. GİRİŞ Ruhan KESKİNKAN

1. GİRİŞ

Bilinen temel tanımlar ve formüller ifade edilecektir.

Tanım 1 “Bağımlı değişkenin bir veya daha fazla bağımsız parametreye göre
türevlerini ihtiva eden denkleme türevli denklem denir. Denklem bir bağımsız
parametreli ise denkleme sıradan (bayağı) diferansiyel denklem denir. Diğer halde,
denkleme parçalı türevli denklem denir. Teknik olarak, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛 için 𝑥𝑘

verilsin ve 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ise

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑛 , . . . ,
𝜕𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑛
) = 0

denklemi 𝑛. meretebeden parçalı türevli denklem denir”. (Biz, 2019)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= ℎ(𝑥), 𝑢𝑡 = 𝑐𝑢𝑥𝑦

veya
𝑥𝑢𝑡 + 𝑡2𝑢2 = sin(𝑥)

ifadeleri parçalı diferansiyel denklemlere birer örnek olarak verilebilir. İkinci
mertebeden parçalı türevli denklemler oldukça önemlidir. Aşağıdaki gibi
sınıflandırılabilir.

Tanım 2 “İkinci mertebeden

𝐷 (𝑥, 𝑦) 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝐸 (𝑥, 𝑦) 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝜕

2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜕𝑢
𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 0

parçalı türevli denklemde

• 𝐸2 − 4𝐷𝐹 < 0 ise eliptik,

• 𝐸2 − 4𝐷𝐹 = 0 ise parabolik,

• 𝐸2 − 4𝐷𝐹 > 0 ise hiperboliktir”. (Biz, 2019)

Tanım 3 “Tek parametreli ℎ(𝑥) fonksiyonun 𝑥 = 𝑥0 komşuluğundaki Taylor seri açılımı

ℎ(𝑥) = ℎ(𝑥0) + ℎ′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0) +
ℎ′′(𝑥0)

2! (𝑥 − 𝑥0)2 + ℎ
′′′(𝑥0)
3! (𝑥 − 𝑥0)3 + · · ·

+ ℎ
𝑛 (𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛 + · · · .
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1. GİRİŞ Ruhan KESKİNKAN

Eğer 𝑥0 = 0 olarak alınırsa seri literatürde Maclaurin seri açılımı olarak bilinir”. (Biz,
2019)

Tanım 4 “İki parametreli ℎ(𝑥, 𝑦) fonksiyonunun (𝑥, 𝑦) = (𝑥0, 𝑦0) noktasında Taylor
serisi

ℎ(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑥0, 𝑦0) + ℎ𝑥 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0) + ℎ𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑦 − 𝑦0)

+
ℎ𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0)2 + ℎ𝑥𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0) (𝑦 − 𝑦0) + ℎ𝑦𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑦 − 𝑦0)2

2!
+ · · ·

biçimindedir”. (Biz, 2019)
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Ruhan KESKİNKAN

2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Doğadaki problemlerin çoğu türevli denklemlerle ifade edilebilir. Ele alınan
problemlerin bir çözüme sahip olma şartı oldukça önemlidir (Davis, 1962; Whitham,
1974; Logan, 1994; Debnath, 2005, stabilite analizi için (Teschl, 2024), popülasyon
için (Waltman, 1983) ve kesirli analiz için (Podlubny, 1998) kaynaklarına bakılabilir.

Lineer olmayan dalga denklemlerin dalga çözümlerini elde etmek için exp
fonksiyon metodu veya kısaca exp metot ilk olarak (He ve Wu, 2006) yılında ele
alınmıştır.

İlk olarak, Coudrey-Dodd-Gibbon-Sawada-Kotera denklemi

𝐴𝑡 + 𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 30𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥 + 30𝐴𝑥𝐴𝑥𝑥 + 180𝐴2𝐴𝑥 = 0

denklemi ele alınacaktır. CDGSK denkleminin fiziksel yorumu için (Aiyer vd.,1986)
çalışmasına bakılabilir. CDGSK denklemi farklı yöntemlerle ele alınmıştır. Bu
yöntemlerden bazıları CDGSK denkleminin tanh metodu (Wazwaz, 2006), Hirota
metodu (Jiang ve Bi, 2010; Salas vd., 2011; Ma vd., 2016 ), Hirota metodu ve
Hereman metodu (Wazwaz, 2008), Lie simetri analiz metodu (Baleanu, vd., 2018),
Bernoulli alt denklem fonksiyon metodu (Baskonus vd., 2022), Kudryashov metodu
(Yıldız, 2019), exp metot (Xu„ 2008; Salas, 2008a ), projektif Riccati denklem
metodu (Salas, 2008b), (𝐺′/𝐺) açılım metodu (Naher, 2011; Shakeel ve
Mohyud-Dın, 2015), He varyasyonel iterasyon metodu (Safari, 2011), exp(−𝜙(𝜉))
açılım metodu (Hedli ve Kadem, 2020), Homojen denklem metodu (Zayed ve Alurrfi,
2014) çalışmalarında ele alınmıştır.

İkinci problem olarak,

𝑈𝑥𝑥𝑥 + 𝛼2𝑈𝑦𝑦𝑦 + 𝛼3𝑈𝑈𝑥 + 𝛼4𝑈𝑡 = 0

Korteweg-de Vries (KdV) benzeri iki boyutlu kısmi türevli denklem ele alınacaktır. Bir
boyutlu KdV denkleminin exp fonksiyon metodu (Salas, 2009; Kutluay ve Esen, 2009;
Sajid vd., 2022), klasik yöntem (Miura, 1976; Shi, 2024), Bäcklund transform (Brauer,
2000), Painleve analysis (Salas vd., 2013 ), sine-Gordon expansion method (Bulut vd.,
2016) ve genelleştirilmiş exp method (Marinakis, 2008) çalışmalarına bakılabilir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Ruhan KESKİNKAN

Üçüncü problem olarak,

𝑉𝑥𝑥𝑥𝑦 + 𝐴2𝑉𝑦𝑉𝑥𝑥 + 𝐴3𝑉𝑥𝑉𝑥𝑦 + 𝐴4𝑉𝑦𝑡 − 𝐴5𝑉𝑥𝑧 = 0 (2.1)

plazma fizikte önemli bir yer tutan (3+1) boyutlu Jimbo-Miwa (JM) denklemi ele
alınacaktır (Jimbo ve Miwa, 1983). JM denklemi değişik yöntemlerle çalışılmıştır.
Örneğin, Painlevé method (Xu,2006), genişletilmiş rasyonel açılım metodu (Wang
vd., 2007), exp fonksiyon metodu (Öziş ve Aslan, 2008), Riccati denklem dönüşüm
metodu ( Li ve Dai, 2010), (G’/G) açılım metodu (Abazari, 2012; Khalique ve
Moleleki 2020; Naher vd., 2014), Hirota bilineer metodu (Wazwaz, 2008; Ma,1016;
Yue vd., 2019; Xu vd., 2023), lineer süperpozisyon ilkesi ve Hirota metodu (Kuo ve
Ghanbari, 2019), Kudryashov metodu (Ali vd., 2018), (1/G’)-expansion metodu (
Yokuş ve Durur 2020), singüler manifold ve grup dönüşüm metotları (Rashed vd.,
2022), çoklu exp fonksiyon metodu (Mukam vd., 2022), değiştirilmiş direkt metod
(Ma, 2005) çalışmalarına bakılabilir. Kesirli türeve sahip denklemlerin Laplace
yöntemi ile (Tanriverdi vd., 2021; Güneş, 2021; İşleyen, 2024), yarı analitik yöntemler
Chakraverty vd., 2019), basit denklem metodu (Hoşer, 2023), rezidü yöntemiyle
çözüm (Tanriverdi, 2001; Tanriverdi ve Mcleod, 2007; Tanriverdi ve Mcleod, 2008;
Tanriverdi, 2009; Tanriverdi, 2019; Tanriverdi, 2019a), klasik yöntemle analiz
(Tanriverdi, 2012; Tanriverdi, 2012a; Tanriverdi, 2017; Tanriverdi, 2019), Laplace
dönüşüm metodu ( Tanriverdi, 2018; Tanriverdi, 2018a), serilerin asimtotik analiz,
(Merca ve Tanriverdi, 2013), topolojik atış metodu (Hastings ve McLeod, 2011;
Tanrıverdi ve Mcleod, 2010), dönüşüm metodu (Tanriverdi ve Ağırağaç, 2018; Biz,
2019), iterasyon tekniği ( Alıcı ve Tanriverdi, 2020; Alıcı ve Tanriverdi, 2021),
asimtotik analiz tekniği (Tanriverdi, 2021), Riemann zeta hiptotezi (Tanriverdi, 2021),
Değiştirilmiş eksponansiyel fonksiyon metodu (Muhamad vd., 2023), Bernoulli
alt-denklem metodu (Başkonuş vd., 2022; Başkonuş vd., 2022a; Mahmud vd., 2023 ),
genişletilmiş rasyonel sinh-cosh ve değiştirilmiş ve genişletilmiş tanh-function
metodu (Mahmud vd., 2023; Mahmud vd., 2023a ) çalışmalarına bakınız.
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3. GEREÇ VE YÖNTEM Ruhan KESKİNKAN

3. GEREÇ VE YÖNTEM

Burada, diferansiyel denklemlerin dalga çözümlerininin yaklaşığını veya tam
çözümünü bulmak için Exp fonksiyon metodu anlatılacaktır.

3.1. Eksponansiyel Fonksiyon Metodu

Bu kısımda, Eksponansiyel Fonksiyon Metodu (EFM) anlatılacaktır. EFM lineer
olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin periyodik ve soliton çözümlerini elde etmek
için ilk olarak (He ve Wu, 2006) çalışmasıyla literatüre kazandırılmıştır.

𝑅(𝑈,𝑈𝑥 ,𝑈𝑥𝑥 ,𝑈𝑥𝑡 ,𝑈𝑡𝑡 , . . .) = 0 (3.1)

denklemini ele alalım. 𝛼 ve 𝛽 sabit olmak üzere (??) denklemine

𝑈 (𝑥, 𝑡) = 𝑈 (𝜉), 𝜉 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑡 (3.2)

dönüşümü uygulanırsa

𝐻
(
𝑈,𝑈′,𝑈′′,𝑈′′′, ...

)
(3.3)

bayağı diferansiyel denklemi elde edilir. (??) denkleminin çözümü

𝑈 (𝜉) =
∑𝑑
𝑛=−𝑐 𝑎𝑛𝑒

𝑛𝜉∑𝑞
𝑛=−𝑝 𝑏𝑛𝑒𝑛𝜉

(3.4)

şeklinde olsun. Burada, 𝑐, 𝑑, 𝑝 ve 𝑞 parametreleri dengeleme ile belirlenmesi gereken
pozitif tamsayılar ve 𝑎𝑛 ve 𝑏𝑛 ise bilinmeyen sabitlerdir. (??) denklemindeki en düşük
dereceli nolineer terim ile mertebesi en düşük olan lineer terimin eksponansiyel
fonksiyonlarının dengelenmesi ile 𝑐 ve 𝑝 parametrileri belirlenir. Benzer olarak, (??)
denklemindeki en yüksek dereceli nolineer terim ile mertebesi en yüksek olan lineer
terimin eksponansiyel fonksiyonlarının dengelenmesi ile 𝑑 ve 𝑞 parametrileri
belirlenir.

Dolayısıyla, (??) denklemi (??) denkleminde yerine yazılır. Gerekli işlemler
yapıldıktan sonra eksponansiyel terimli ifadelerin katsayıları sıfıra eşitlenerek 𝑎𝑛, 𝑏𝑛,
𝛼 ve 𝛽 bilinmeyen sabitleri belirlenir. Bu katsayılar belirlendikten sonra istenilen (??)
çözümü elde edilir.
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3. GEREÇ VE YÖNTEM Ruhan KESKİNKAN

3.2. Denge Prensibinin Uygulamaları

Bu parametler ile ilgili uygulamalar aşağıda örneklerle açıklanmıştır.

Örnek 1 KdV denklemi

𝑈𝑡 + 6𝑈𝑈𝑥 +𝑈𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.5)

denklemine

𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝑧(𝑥 − 𝛽𝑡) = 𝑧(𝜉) (3.6)

dönüşümü tatbik edilirse

−𝑧𝛽𝑈′ + 6𝑧𝑈𝑈′ + 𝑧3𝑈′′′ = 0 (3.7)

bayağı diferansiyel denklemi elde edilir. Ayrıca, (??) denklemi integre edilir ve integral
sabiti sıfır alınırsa

−2𝑧𝛽𝑈 + 3𝑧𝑈2 + 2𝑧3𝑈′′ = 0 (3.8)

bulunur. Dengeleme prensibi gereğince

𝑈2 =
𝑎2
−𝑐𝑒

−2𝑐𝜉 + · · ·
𝑏2
−𝑝𝑒−2𝑝𝜉 + · · ·

,

𝑈′′ =
𝐺𝑒−(𝑐+3𝑝)𝜉 + · · ·
𝐸𝑒−4𝑝𝜉 + · · ·

(3.9)

denklemlerinden

2𝑐 + 2𝑝 = 𝑐 + 3𝑝, 𝑝 = 𝑐 (3.10)

bulunur ve

𝑈2 =
· · · + 𝑎2

𝑑
𝑒2𝑑𝜉

· · · + 𝑏2
𝑞𝑒

2𝑞𝜉 ,

𝑈′′ =
· · · + 𝐻𝑒(𝑑+3𝑞)𝜉

· · · + 𝐹𝑒4𝑞𝜉

(3.11)
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3. GEREÇ VE YÖNTEM Ruhan KESKİNKAN

denklemlerinden

2𝑑 + 2𝑞 = 𝑑 + 3𝑞, 𝑑 = 𝑞 (3.12)

elde edilir. Böylece, 𝑝 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑞 = 1 alınabilir.

Örnek 2 Benjamin-Ono denklemi

𝑈𝑡 + 𝐻𝑈𝑥𝑥 +𝑈𝑈𝑥 = 0 (3.13)

denklemine

𝑈 (𝑥, 𝑡) = 𝑈 (𝜂),

𝜂 = 𝑘𝑥 − 𝑐𝑡
(3.14)

dönüşümü tatbik edilirse

−𝑐𝑈′ + 𝐻𝑘2𝑈′′ + 𝑘𝑈𝑈′ = 0 (3.15)

bayağı diferansiyel denklemi elde edilir. Ayrıca, (??) denklemi integre edilir ve integral
sabiti sıfır alınırsa

−2𝑐𝑈 + 2𝐻𝑘2𝑈′ + 𝑘𝑈2 = 0 (3.16)

bulunur. Dengeleme gereğince

𝑈2 =
𝑎2
−𝑐𝑒

−2𝑐𝜂 + · · ·
𝑏2
−𝑝𝑒−2𝑝𝜂 + · · ·

,

𝑈′ =
𝐴𝑒−(𝑐+𝑝)𝜂 + · · ·
𝐷𝑒−2𝑝𝜂 · · · +

(3.17)

denklemlerinden

𝑐 + 𝑝 = 2𝑐, 𝑝 = 𝑐 (3.18)

bulunur ve

𝑈2 =
· · · + 𝑎2

𝑑
𝑒2𝑑𝜂

· · · + 𝑏2
𝑞𝑒

2𝑞𝜉 ,

𝑈′ =
· · · + 𝐵𝑒(𝑑+𝑞)𝜂
· · · + 𝐶𝑒2𝑞𝜂

(3.19)

7



3. GEREÇ VE YÖNTEM Ruhan KESKİNKAN

denklemlerinden

𝑑 + 𝑞 = 2𝑑, 𝑑 = 𝑞 (3.20)

elde edilir. 𝑝 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑞 = 1 değerini alabilir.

Örnek 3 Chafee-Intante denklemi

𝑈𝑡 −𝑈𝑥𝑥 + 𝜆(𝑈3 −𝑈) = 0 (3.21)

denklemine

𝜉 = 𝑘𝑥 − 𝑐𝑡 (3.22)

dönüşümü tatbik edilirse

−𝑐𝑈′ − 𝑘2𝑈′′ + 𝜆(𝑈3 −𝑈2) = 0 (3.23)

bayağı diferansiyel denklemi elde edilir. Ayrıca, (??) denklemi integre edilir ve integral
sabiti sıfır alınırsa

−4𝑐𝑈 − 4𝑘2𝑈′ + 𝜆(𝑈4 − 2𝑈3) = 0 (3.24)

bulunur. Dengeleme prensibi gereğince

𝑈4 =
𝑎4
−𝑐𝑒

−4𝑐𝜉 + · · ·
𝑏4
−𝑝𝑒−4𝑝𝜉 + · · ·

,

𝑈′ =
𝐴𝑒−(𝑐+𝑝)𝜉 + · · ·
𝐷𝑒−2𝑝𝜉 · · · +

(3.25)

denklemlerinden

𝑐 + 3𝑝 = 4𝑐, 𝑝 = 𝑐 (3.26)

bulunur ve

𝑈4 =
· · · + 𝑎4

𝑑
𝑒4𝑑𝜉

· · · + 𝑏4
𝑞𝑒

4𝑞𝜉 ,

𝑈′ =
· · · + 𝐵𝑒(𝑑+𝑞)𝜉
· · · + 𝐶𝑒2𝑞𝜉

(3.27)

8
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denklemlerinden

𝑑 + 3𝑞 = 4𝑑, 𝑑 = 𝑞 (3.28)

elde edilir. 𝑝 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑞 = 1 olarak alınabilir.

9



4. BULGULAR Ruhan KESKİNKAN

4. BULGULAR

Burada, EFM metotları lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulanarak
yaklaşık ve tam çözümler elde edilecektir.

4.1. CDGSK Denklemi

𝐴𝑡 + 𝐴𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 30𝐴𝐴𝑥𝑥𝑥 + 30𝐴𝑥𝐴𝑥𝑥 + 180𝐴2𝐴𝑥 = 0 (4.1)

denklemine

𝜉 = 𝛼𝑥 − 𝑐𝑡, 𝐴(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝜉) (4.2)

dönüşümü tatbik edilirse

𝛼5𝐴(5) + 30𝛼3𝐴𝐴′′′ + 30𝛼3𝐴′𝐴′′ + 180𝛼𝐴2𝐴′ − 𝑐𝐴′ = 0 (4.3)

bayağı diferansiyel denklemi elde edilir.
(??) denklemine dengeleme perensibi uygulanırsa

𝐴2 =
𝑎2
−𝑐𝑒

−2𝑐𝜉 + · · ·
𝑏2
−𝑝𝑒−2𝑝𝜉 + · · ·

,

𝐴(5) =
𝑀𝑒−(𝑐+31𝑝)𝜉 + · · ·
𝑃𝑒−32𝑝𝜉 + · · ·

(4.4)

denklemlerinden

2𝑐 + 30𝑝 = 𝑐 + 31𝑝, 𝑝 = 𝑐 (4.5)

bulunur ve

𝐴2 =
· · · + 𝑎2

𝑑
𝑒2𝑑𝜉

· · · + 𝑏2
𝑞𝑒

2𝑞𝜉 ,

𝐴(5) =
· · · + 𝑁𝑒(𝑑+31𝑞)𝜉

· · · + 𝑅𝑒32𝑞𝜉

(4.6)

10



4. BULGULAR Ruhan KESKİNKAN

denklemlerinden

2𝑑 + 30𝑞 = 𝑑 + 31𝑞, 𝑑 = 𝑞 (4.7)

elde edilir. Şimdi, 𝑝 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑞 = 1 alalım. Bu durumda,

𝐴(𝜉) = 𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉
(4.8)

elde edilir. Burada amacımız,

𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑏−1, 𝑏0, 𝑏1 (4.9)

katsayılarını bulmaktır. Ayrıca,

𝐴2 =
𝑎2
−𝑐𝑒

−2𝑐𝜉+···+𝑎2
𝑑
𝑒2𝑑𝜉

𝑏2
−𝑝𝑒

−2𝑝𝜉+···+𝑏2
𝑞𝑒

2𝑞𝜉 , (4.10)

𝐴′(𝜉) = −(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

+ −𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉
,

(4.11)

𝐴′′(𝜉) = 2(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

− 2(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

− (𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

+ 𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉
,

(4.12)

11



4. BULGULAR Ruhan KESKİNKAN

𝐴′′′(𝜉) = −6(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)3

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)4

+ 6(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

+ 6(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

− 3(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

− (𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

− 3(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

+ −𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉
,

(4.13)

𝐴(4) (𝜉) = 24(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)4

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)5

− 24(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)3

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)4

+ −36(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2(𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)4

+ 12(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

+ 8(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

+ 24(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

+ 6(𝑎−1𝑎0𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

− 8(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

− 6(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

− (𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

+ 𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉
,

(4.14)

12
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𝐴(5) (𝜉) = −120(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)5

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)6

+ 120(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)4

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)5

+ 240(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)3(𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)5

− 60(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)3

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)4

− 60(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)3

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)4

− 180(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2(𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)4

− 90(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)4

+ 60(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

+ 60(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

+ 30(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

+ 30(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)2

(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)3

− 15(𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

− (𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (−𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

− 15(−𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉) (𝑏−1𝑒
−𝜉 + 𝑏1𝑒

𝜉)
(𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉)2

+ −𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉

(4.15)

(??)-(??) denklemleri (??) denkleminde yerine yazılır ve 𝑛 = 1, . . . , 11 olmak üzere
eksponansiyel ifadesinin katsayıları dikkate alınırsa aşağıdaki sistem elde edilir.

180𝛼𝑎2
−1𝑎0𝑏

3
−1 + 30𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏

4
−1 − 𝑐𝑎0𝑏

5
−1 + 𝛼5𝑎0𝑏

5
−1

− 180𝛼𝑎3
−1𝑏

2
−1𝑏0 − 30𝛼3𝑎2

−1𝑏
3
−1𝑏0 + 𝑐𝑎−1𝑏

4
−1𝑏0 − 𝛼5𝑎−1𝑏

4
−1𝑏0 = 0,

(4.16)
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360𝛼𝑎−1𝑎
2
0𝑏

3
−1 + 360𝛼𝑎2

−1𝑎1𝑏
3
−1 + 60𝛼3𝑎2

0𝑏
4
−1 + 240𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏

4
−1

− 2𝑐𝑎1𝑏
5
−1 + 32𝛼5𝑎1𝑏

5
−1 − 180𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏

3
−1𝑏0 − 4𝑐𝑎0𝑏

4
−1𝑏0 − 26𝛼5𝑎0𝑏

4
−1𝑏0

− 360𝛼𝑎3
−1𝑏−1𝑏

2
0 + 120𝛼3𝑎2

−1𝑏
2
−1𝑏

2
0 + 4𝑐𝑎−1𝑏

3
−1𝑏

2
0 + 26𝛼5𝑎−1𝑏

3
−1𝑏

2
0

− 360𝛼𝑎3
−1𝑏

2
−1𝑏1 − 240𝛼3𝑎2

−1𝑏
3
−1𝑏1 + 2𝑐𝑎−1𝑏

4
−1𝑏1 − 32𝛼5𝑎−1𝑏

4
−1𝑏0 = 0,

(4.17)

180𝛼𝑎3
0𝑏

3
−1 + 1080𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏

3
−1 + 450𝛼3𝑎0𝑎1𝑏

4
−1

+ 540𝛼𝑎−1𝑎
2
0𝑏

2
−1𝑏0 + 540𝛼𝑎2

−1𝑎1𝑏
2
−1𝑏0 − 90𝛼3𝑎2

0𝑏
3
−1𝑏0

+ 180𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏
3
−1𝑏0 − 9𝑐𝑎1𝑏

4
−1𝑏0 − 51𝛼5𝑎1𝑏

4
−1𝑏0 − 540𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏−1𝑏
2
0

− 6𝑐𝑎0𝑏
3
−1𝑏

2
0 + 66𝛼5𝑎0𝑏

3
−1𝑏

2
0 − 180𝛼𝑎3

−1𝑏
3
0 + 90𝛼3𝑎2

−1𝑏−1𝑏
3
0

+ 6𝑐𝑎−1𝑏
2
−1𝑏

3
0 − 66𝛼5𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

3
0 − 540𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏
2
−1𝑏1

− 1080𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏−13𝑏1 − 3𝑐𝑎0𝑏
4
−1𝑏1 − 237𝛼5𝑎0𝑏

4
−1𝑏1

− 1080𝛼𝑎3
−1𝑏−1𝑏0𝑏1 + 450𝛼3𝑎2

−1𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 + 12𝑐𝑎−1𝑏

3
−1𝑏0𝑏1

+ 288𝛼5𝑎−1𝑏
3
−1𝑏0𝑏1 = 0,

(4.18)

720𝛼𝑎2
0𝑎1𝑏

3
−1 + 720𝛼𝑎−1𝑎0𝑎

2
1𝑏

3
−1 + 480𝛼3𝑎2

1𝑏
4
−1

+ 360𝛼𝑎3
0𝑏

2
−1𝑏0 + 2160𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏

2
−1𝑏0

+ 540𝛼3𝑎0𝑎1𝑏
3
−1𝑏0 − 120𝛼3𝑎2

0𝑎1𝑏
2
−1𝑏

2
0 + 120𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏

2
−1𝑏

2
0

− 16𝑐𝑎1𝑏
3
−1𝑏

2
0 + 46𝛼5𝑎1𝑏

3
−1𝑏

2
0 − 360𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏
3
0 + 180𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏

3
0

− 4𝑐𝑎0𝑏
2
−1𝑏

3
0 − 26𝛼5𝑎0𝑏

2
−1𝑏

3
0 − 60𝛼3𝑎2

−1𝑏
4
0 + 4𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

4
0

+ 26𝛼5𝑎−1𝑏−1𝑏
4
0 − 840𝛼3𝑎2

0𝑏
3
−1𝑏1 − 1440𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏

3
−1𝑏1

− 8𝑐𝑎1𝑏
4
−1𝑏1 − 832𝛼5𝑎1𝑏

4
−1𝑏0 − 2160𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏1

− 420𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 − 8𝑐𝑎0𝑏

3
−1𝑏0𝑏1 + 428𝛼5𝑎0𝑏

3
−1𝑏0𝑏1

− 720𝛼𝑎3
−1𝑏

2
0𝑏1 + 600𝛼3𝑎2

−1𝑏−1𝑏
2
0𝑏1 + 24𝑐𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

2
0𝑏1

− 474𝛼5𝑎−1𝑏
2
−1𝑏

2
0𝑏1 − 720𝛼𝑎3

−1𝑏−1𝑏
2
1 + 960𝛼3𝑎2

−1𝑏
2
−1𝑏

2
1

+ 8𝑐𝑎−1𝑏
3
−1𝑏

2
1 + 832𝛼5𝑎−1𝑏

3
−1𝑏

2
1 = 0,

(4.19)
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900𝛼𝑎0𝑎
2
1𝑏

3
−1 + 1620𝛼𝑎2

0𝑎1𝑏
2
−1𝑏0 + 1620𝛼𝑎−1𝑎

2
1𝑏

2
−1𝑏0

+ 930𝛼3𝑎2
1𝑏

3
−1𝑏0 + 180𝛼𝑎3

0𝑏−1𝑏
2
0 + 1080𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏

2
0

+ 240𝛼3𝑎0𝑎1𝑏
2
−1𝑏

2
0 − 180𝛼𝑎−1𝑎

2
0𝑏

3
0 − 180𝛼𝑎2

−1𝑎1𝑏
3
0

+ 30𝛼3𝑎2
0𝑏−1𝑏

3
0 + 180𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏

3
0 − 14𝑐𝑎1𝑏

2
−1𝑏

3
0 + 14𝛼5𝑎1𝑏

2
−1𝑏

3
0

− 30𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏
4
0 − 𝑐𝑎0𝑏−1𝑏

4
0 + 𝛼5𝑎0𝑏−1𝑏

4
0 + 𝑐𝑎−1𝑏

5
0 − 𝛼5𝑎−1𝑏

5
0

+ 180𝛼𝑎3
0𝑏

2
−1𝑏1 + 1080𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏

2
−1𝑏1 − 1800𝛼3𝑎0𝑎1𝑏

3
−1𝑏1

− 1080𝛼𝑎−1𝑎
2
0𝑏−1𝑏0𝑏1 − 1080𝛼𝑎2

−1𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏1 − 1050𝛼3𝑎2
0𝑏

2
−1𝑏0𝑏1

− 1740𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 − 28𝑐𝑎1𝑏

3
−1𝑏0𝑏1 − 392𝛼5𝑎1𝑏

3
−1𝑏0𝑏1

− 1620𝛼𝑎2
−1𝑎0𝑏

2
0𝑏1 + 960𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 − 6𝑐𝑎0𝑏

2
−1𝑏

2
0𝑏1

− 174𝛼5𝑎0𝑏
2
−1𝑏

2
0𝑏1 − 330𝛼3𝑎2

−1𝑏
3
0𝑏1 + 20𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

3
0𝑏1

+ 160𝛼5𝑎−1𝑏−1𝑏
3
0𝑏1 − 1620𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏−1𝑏
2
1 + 1140𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏

2
−1𝑏

2
1

− 2𝑐𝑎0𝑏
3
−1𝑏

2
1 + 1682𝛼5𝑎0𝑏

3
−1𝑏

2
1 − 900𝛼𝑎3

−1𝑏0𝑏
2
1 + 1470𝛼3𝑎2

−1𝑏−1𝑏0𝑏
2
1

+ 30𝑐𝑎−1𝑏
2
−1𝑏0𝑏

2
1 − 1290𝛼5𝑎−1𝑏

2
−1𝑏0𝑏

2
1 = 0,

(4.20)

360𝛼𝑎3
1𝑏

3
−1 + 2160𝛼𝑎0𝑎

2
1𝑏

2
−1𝑏0 + 1080𝛼𝑎2

0𝑎1𝑏−1𝑏
2
0

+ 1080𝛼𝑎−1𝑎
2
1𝑏−1𝑏

2
0 + 720𝛼3𝑎2

1𝑏
2
−1𝑏

2
0 + 180𝛼3𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏

3
0

− 6𝑐𝑎1𝑏−1𝑏
4
0 + 6𝛼5𝑎1𝑏−1𝑏

4
0 + 1080𝛼𝑎2

0𝑎1𝑏
2
−1𝑏1 + 1080𝛼𝑎−1𝑎

2
1𝑏

2
−1𝑏1

− 720𝛼3𝑎2
1𝑏

3
−1𝑏1 − 3060𝛼3𝑎0𝑎1𝑏

2
−1𝑏0𝑏1 − 1080𝛼𝑎−1𝑎

2
0𝑏

2
0𝑏1

− 1080𝛼𝑎2
−1𝑎1𝑏

2
0𝑏1 − 36𝑐𝑎1𝑏

2
−1𝑏

2
0𝑏1 − 414𝛼5𝑎1𝑏

2
−1𝑏

2
0𝑏1

− 180𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏
3
0𝑏1 + 6𝑐𝑎−1𝑏

4
0𝑏1 − 6𝛼5𝑎−1𝑏

4
0𝑏1 − 1080𝛼𝑎−1𝑎

2
0𝑏−1𝑏

2
1

− 1080𝛼𝑎2
−1𝑎1𝑏−1𝑏

2
1 − 12𝑐𝑎1𝑏

3
−1𝑏

2
1 + 2112𝛼5𝑎1𝑏

3
−1𝑏

2
1

− 4𝑐𝑎−1𝑏
3
0𝑏1 + 5𝛼5𝑎−1𝑏

3
0𝑏1 + 180𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏
2
1 − 2160𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏0𝑏
2
1

+ 3060𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏
2
1 − 720𝛼3𝑎2

1𝑏
2
0𝑏

2
136𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

2
0𝑏

2
1

+ 414𝛼5𝑎−1𝑏−1𝑏
2
0𝑏

2
1 − 360𝛼𝑎3

−1𝑏
3
1 + 720𝛼3𝑎2

−1𝑏−1𝑏
3
1 + 12𝑐𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

3
1

− 2112𝛼5𝑎−1𝑏
2
−1𝑏

3
1 = 0,

(4.21)

15



4. BULGULAR Ruhan KESKİNKAN

900𝛼𝑎3
1𝑏

2
−1𝑏0 + 1620𝛼𝑎0𝑎

2
1𝑏−1𝑏

2
0 + 180𝛼𝑎2

0𝑎1𝑏
3
0

+ 180𝛼𝑎−1𝑎
2
1𝑏

3
0 + 330𝛼3𝑎2

1𝑏−1𝑏
3
0 + 30𝛼3𝑎0𝑎1𝑏

4
0

− 𝑐𝑎1𝑏
5
0 + 𝛼5𝑎1𝑏

5
0 + 1620𝛼𝑎0𝑎

2
1𝑏

2
−1𝑏1 + 1080𝛼𝑎2

0𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏1

+ 1080𝛼𝑎−1𝑎
2
1𝑏−1𝑏0𝑏1 − 1470𝛼3𝑎2

−1𝑎0𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 − 180𝛼𝑎3

0𝑏
2
0𝑏1

− 1080𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏
2
0𝑏1 − 960𝛼3𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 − 30𝛼3𝑎2

0𝑏
3
0𝑏1

− 180𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏
3
0𝑏1 − 20𝑐𝑎1𝑏−1𝑏

3
0𝑏1 − 160𝛼5𝑎1𝑏−1𝑏

3
0𝑏1

+ 𝑐𝑎0𝑏
4
0𝑏1 − 180𝛼𝑎3

0𝑏−1𝑏
2
1 − 1080𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏

2
1

− 1140𝛼3𝑎0𝑎
2
1𝑏

2
−1𝑏

2
1 − 1620𝛼3𝑎−1𝑎

2
0𝑏0𝑏

2
1 − 1620𝛼𝑎2

−1𝑎1𝑏0𝑏
2
1

+ 1050𝛼3𝑎2
0𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 + 1740𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 − 30𝑐𝑎1𝑏

2
−1𝑏0𝑏

2
1

+ 1290𝛼5𝑎1𝑏
2
−1𝑏0𝑏

2
1 + 240𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏

2
0𝑏

2
1

+ 6𝑐𝑎0𝑏−1𝑏
2
0𝑏

2
1 + 174𝛼5𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝑏

2
1 + 14𝑐𝑎−1𝑏

3
0𝑏

2
1

− 14𝛼5𝑎−1𝑏
3
0𝑏

2
1 − 900𝛼𝑎2

−1𝑎0𝑏
3
1 + 1800𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏

3
1

+ 2𝑐𝑎0𝑏
2
−1𝑏

3
1 − 1682𝛼5𝑎0𝑏

2
−1𝑏

3
1 − 930𝛼3𝑎2

1𝑏0𝑏
3
1 + 28𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏

3
1

+ 392𝛼5𝑎−1𝑏1𝑏0𝑏
3
1 = 0,

(4.22)

720𝛼𝑎1𝑏0𝑏−1𝑏
2
0 + 360𝛼𝑎0𝑎

2
1𝑏

3
0 + 60𝛼3𝑎2

1𝑏
4
0

+ 720𝛼𝑎3
1𝑏

2
−1𝑏1 + 2160𝛼𝑎2

0𝑎
2
1𝑏−1𝑏0𝑏1 − 600𝛼3𝑎2

1𝑏−1𝑏0𝑏1

− 180𝛼3𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏
3
0𝑏1 − 4𝑐𝑎1𝑏

4
0𝑏1 − 26𝛼5𝑎1𝑏

4
0𝑏1 − 960𝛼3𝑎2

1𝑏
2
−1𝑏

2
1

− 360𝛼𝑎3
0𝑏0𝑏

2
1 − 2160𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏0𝑏

2
1 + 420𝛼3𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1

+ 120𝛼3𝑎2
0𝑏

2
0𝑏

2
1 − 120𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏

2
0𝑏

2
1 − 24𝑐𝑎1𝑏−1𝑏

2
0𝑏

2
1

+ 474𝛼5𝑎1𝑏−1𝑏
2
0𝑏

2
1 + 4𝑐𝑎0𝑏

3
0𝑏

2
1 + 26𝛼5𝑎0𝑏

3
0𝑏

2
1 − 720𝛼𝑎−1𝑎

2
0𝑏

3
1

− 720𝛼𝑎2
−1𝑎1𝑏

3
1 + 840𝛼3𝑎2

0𝑏−1𝑏
3
1 + 1440𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏

3
1 − 8𝑐𝑎1𝑏

2
−1𝑏

3
1

− 832𝛼5𝑎0𝑏
2
−1𝑏

3
1 − 540𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏0𝑏

3
1 + 8𝑐𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏

3
1 − 428𝛼5𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏

3
1

+ 16𝑐𝑎−1𝑏
2
0𝑏

3
1 − 46𝛼5𝑎−1𝑏

2
0𝑏

3
1 − 480𝛼3𝑎2

−1𝑏
4
1 + 8𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

4
1

+ 832𝛼5𝑎−1𝑏−1𝑏
4
1 = 0,

(4.23)
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180𝛼𝑎3
1𝑏

3
0 + 1080𝛼𝑎3

1𝑏−1𝑏0𝑏1 + 540𝛼𝑎0𝑎
2
1𝑏

2
0𝑏1 − 90𝛼3𝑎2

1𝑏
3
0𝑏1

+ 540𝛼𝑎0𝑎
2
1𝑏−1𝑏

2
1 − 540𝛼𝑎2

0𝑎1𝑏0𝑏
2
1 − 540𝛼𝑎−1𝑎

2
1𝑏0𝑏

2
1

− 450𝛼3𝑎2
1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 − 6𝑐𝑎1𝑏

3
0𝑏

2
1 + 66𝛼5𝑎1𝑏

3
0𝑏

2
1 − 180𝛼𝑎3

0𝑏
3
1

− 1080𝛼𝑎−1𝑎0𝑎1𝑏
3
1 + 1080𝛼3𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏

3
1 + 90𝛼3𝑎2

0𝑏0𝑏
3
1

− 180𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏0𝑏
3
1 − 12𝑐𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏

3
1 − 288𝛼5𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏

3
1 + 6𝑐𝑎0𝑏

2
0𝑏

3
1

+ 30𝛼3𝑎2
0𝑏

3
1 + 120𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏

3
1 − 4𝑐𝑎1𝑏−1𝑏

3
1

− 66𝛼5𝑎0𝑏
2
0𝑏

3
1 − 450𝛼3𝑎−1𝑎0𝑏

4
13𝑐𝑎0𝑏−1𝑏

4
1 + 237𝛼5𝑎0𝑏−1𝑏

4
1

+ 9𝑐𝑎−1𝑏0𝑏
4
1 + 51𝛼5𝑎−1𝑏0𝑏

4
1 = 0,

(4.24)

360𝛼𝑎3
1𝑏

2
0𝑏1 + 360𝛼𝑎3

1𝑏−1𝑏
2
1 − 120𝛼3𝑎2

1𝑏
2
0𝑏

2
1 − 360𝛼𝑎2

0𝑎1𝑏
3
1

− 360𝛼𝑎−1𝑎
2
1𝑏

3
1 + 240𝛼3𝑎2

1𝑏−1𝑏
3
1 + 180𝛼3𝑎0𝑎1𝑏0𝑏

3
1 − 4𝑐𝑎1𝑏

2
0𝑏

3
1

− 26𝛼5𝑎1𝑏
2
0𝑏

3
1 − 60𝛼3𝑎2

0𝑏
4
1 − 240𝛼3𝑎−1𝑎1𝑏

4
1 − 2𝑐𝑎1𝑏−1𝑏

4
1

+ 32𝛼5𝑎1𝑏−1𝑏
4
1 + 4𝑐𝑎0𝑏0𝑏

4
1 + 26𝛼5𝑎0𝑏0𝑏

4
1 + 2𝑐𝑎−1𝑏

5
1 − 32𝛼5𝑎−1𝑏

5
1 = 0,

(4.25)

180𝛼𝑎3
1𝑏0𝑏

2
1 − 180𝛼𝑎0𝑎

2
1𝑏

3
1 + 30𝛼3𝑎2

1𝑏0𝑏
3
1 − 30𝛼3𝑎0𝑎1𝑏

4
1

− 𝑐𝑎1𝑏0𝑏
4
1 + 𝛼5𝑎1𝑏0𝑏

4
1 + 𝑐𝑎0𝑏

5
1 − 𝛼5𝑎0𝑏

5
1 = 0.

(4.26)

Sistemi

𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑏−1, 𝑏0, (4.27)

için çözülürse aşağıdaki iki farklı durum elde edilir.
Durum 1

𝑎−1 =
2𝑐𝑏4

0

15𝛼3𝑏2
0 −

√
5𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

024𝑏1

−
7𝛼5𝑏4

0

15𝛼3𝑏2
0 −

√
5𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

024𝑏1

−
√

5𝛼2𝑏4
0
√︁
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)

15𝛼3𝑏2
0 −

√
5𝑏2

0
√︁
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)24𝑏1

,

(4.28)
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𝑎0 =
25𝛼3𝑏0 −

√
5
√︃

4𝑐𝛼𝑏2
0 + 𝛼6𝑏2

0

60𝛼 , (4.29)

𝑎1 =
−2𝑐𝑏2

0𝑏1 + 7𝛼5𝑏2
0𝑏1 +

√
5𝛼2𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

0𝑏1

6
(
− 15𝛼3𝑏2

0 +
√

5𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

0
) , (4.30)

𝑏−1 =
𝑏2

0
4𝑏1

. (4.31)

Bu halde genel çözüm

𝐴(𝑥, 𝑡) = −
5𝛼3 +

√
5
√
𝛼(4𝑐+𝛼5)𝑏2

0
𝑏0

− 120𝑒𝑐𝑡𝛼3𝑏0𝑏1
4𝑒𝑐𝑡𝑏0𝑏1+𝑒𝑥𝛼 (𝑏2

0+4𝑏2
1)

60𝛼 (4.32)

şeklinde olur.
Ayrıca,

𝑏0 = 𝑏1 = 𝛼 = 𝑐 = 1 (4.33)

olacak şekilde seçilirse bir özel çözüm

𝐴(𝑥, 𝑡) = 8 − 5𝑒−𝑡+𝑥
24 + 30𝑒−𝑡+𝑥 (4.34)

biçiminde olur.
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4. BULGULAR Ruhan KESKİNKAN

Şekil 4.1: (??) denkleminin 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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Şekil 4.2: (??) denkleminin 3D contour grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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Şekil 4.3: (??) denkleminin 2D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.
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Durum 2

𝑎−1 =
2𝑐𝑏4

0

15𝛼3𝑏2
0 +

√
5𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

024𝑏1

−
7𝛼5𝑏4

0

15𝛼3𝑏2
0 +

√
5𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

024𝑏1

+
√

5𝛼2𝑏4
0
√︁
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)

15𝛼3𝑏2
0 +

√
5𝑏2

0
√︁
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)24𝑏1

,

(4.35)

𝑎0 =
25𝛼3𝑏0 +

√
5
√︃

4𝑐𝛼𝑏2
0 + 𝛼6𝑏2

0

60𝛼 , (4.36)

𝑎1 =
2𝑐𝑏2

0𝑏1 + 7𝛼5𝑏2
0𝑏1 +

√
5𝛼2𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

0𝑏1

6
(
15𝛼3𝑏2

0 +
√

5𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

0
) , (4.37)

𝑏−1 =
𝑏2

0
4𝑏1

. (4.38)

Bu halde genel çözüm

𝐴(𝑥, 𝑡) = −
5𝛼3 +

√
5
√
𝛼(4𝑐+𝛼5)𝑏2

0
𝑏0

+ 120𝑒𝑐𝑡𝛼3𝑏0𝑏1
4𝑒𝑐𝑡𝑏0𝑏1+𝑒𝑥𝛼 (𝑏2

0+4𝑏2
1)

60𝛼 (4.39)

şeklinde olur. Ayrıca,

𝑏0 = 𝑏1 = 𝛼 = 𝑐 = 1 (4.40)

olacak şekilde seçilirse, özel çözüm

𝐴(𝑥, 𝑡) = 2
4 + 5𝑒−𝑡+𝑥 (4.41)

biçiminde olur.
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Durum 3: Periyodik Çözüm

𝑎0 =
25𝛼3𝑏0 −

√
5
√︃

4𝑐𝛼𝑏2
0 + 𝛼6𝑏2

0

60𝛼 ,

𝑎1 =
−2𝑐𝑏2

0𝑏1 + 7𝛼5𝑏2
0𝑏1 +

√
5𝛼2𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

0𝑏1

6
(
− 15𝛼3𝑏2

0 +
√

5𝑏0

√︃
𝛼(4𝑐 + 𝛼5)𝑏2

0
) ,

𝑏−1 =
𝑏2

0
4𝑏1

.

(4.42)

Bu halde, CDGSK denkleminin özel periyodik çözümleri,

𝑏0 = 𝑏1 = 𝑐 = 1, 𝛼 = 𝑖 (4.43)

olarak seçilirse

𝐴 = ±0, 0596467 −
2 + 5

2𝑒
−𝑡 cos 𝑥

4 + 25𝑒−2𝑡

4 + 10𝑒−𝑡 cos 𝑥
(4.44)

biçiminde olur.

Şekil 4.4: (??) denkleminin 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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4.2. KdV Benzeri Denklem

𝑈𝑥𝑥𝑥 + 𝛼2𝑈𝑦𝑦𝑦 + 𝛼3𝑈𝑈𝑥 + 𝛼4𝑈𝑡 = 0 (4.45)

denklemine

𝜉 = 𝑎𝑥 + 𝑑𝑦 − 𝑐𝑡, 𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑈 (𝜉) (4.46)

dönüşümü tatbik edilirse,

(𝑎3 + 𝛼2𝑑
3)𝑈′′′ + 𝛼3𝑎𝑈𝑈

′ − 𝛼4𝑐𝑈
′ = 0 (4.47)

bayağı diferansiyel denklemi elde edilir. Ayrıca, (??) denklemi integre edilir ve integral
sabiti sıfır alınırsa

(𝑎3 + 𝛼2𝑑
3)𝑈′′ + 𝛼3𝑎𝑈

2 − 𝛼4𝑐𝑈 = 0 (4.48)

bulunur. (??) denklemi yani çözüm fonksiyonu olarak kabul edilen 𝑐, 𝑑, 𝑝 ve 𝑞

sayılarını bulabilmek için yönteme göre dengeleme işlemi uygulanmalıdır. Dengeleme
(??) denklemine uygulanırsa

𝑈2 =
𝑎2
−𝑐𝑒

−2𝑐𝜉 + · · ·
𝑏2
−𝑝𝑒−2𝑝𝜉 + · · ·

,

𝑈′′ =
𝐺𝑒−(𝑐+3𝑝)𝜉 + · · ·
𝐸𝑒−4𝑝𝜉 + · · ·

(4.49)

denklemlerinden

2𝑐 + 2𝑝 = 𝑐 + 3𝑝, 𝑝 = 𝑐 (4.50)

ve

𝑈2 =
· · · + 𝑎2

𝑑
𝑒2𝑑𝜉

· · · + 𝑏2
𝑞𝑒

2𝑞𝜉 ,

𝑈′′ =
· · · + 𝐻𝑒(𝑑+3𝑞)𝜉

· · · + 𝐹𝑒4𝑞𝜉

(4.51)
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denklemlerinden

2𝑑 + 2𝑞 = 𝑑 + 3𝑞, 𝑑 = 𝑞 (4.52)

elde edilir. Şimdi, 𝑝 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑞 = 1 alalım. Bu durumda,

𝑈 (𝜉) = 𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉
(4.53)

elde edilir. Burada amacımız,

𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑏−1, 𝑏0, 𝑏1 (4.54)

katsayılarını bulmaktır. Ayrıca, (??),(??) ve (??) denklemleri (??) denkleminde yerine
yazılır ve 𝑛 = 1, . . . , 7 olmak üzere eksponansiyel ifadesinin katsayıları dikkate alınırsa
aşağıdaki sistem elde edilir.

𝑎3𝑎0𝑏
3
−1 − 𝑎3𝑎−1𝑏

2
−1𝑏0 + 𝑑3𝑎0𝑏

3
−1𝛼2 − 𝑑3𝑎−1𝑏

2
−1𝑏0𝛼2

+ 𝑎𝑎−1𝑎0𝑏
2
−1𝛼3 − 𝑎𝑎2

−1𝑏−1𝑏0𝛼3 − 𝑐𝑎0𝑏
3
−1𝛼4 + 𝑐𝑎−1𝑏

2
−1𝑏0𝛼4 = 0,

(4.55)

8𝑎3𝑎1𝑏
3
−1 − 4𝑎3𝑎0𝑏

2
−1𝑏0 + 4𝑎3𝑎−1𝑏−1𝑏

2
0 − 8𝑎3𝑎−1𝑏

2
−1𝑏1

+ 8𝑑3𝑎1𝑏
3
−1𝛼2 − 4𝑑3𝑎0𝑏

2
−1𝑏0𝛼2 + 4𝑑3𝑎−1𝑏−1𝑏

2
0𝛼2 − 8𝑑3𝑎−1𝑏

2
−1𝑏1𝛼2

+ 𝑎𝑎2
0𝑏

2
−1𝛼3 + 2𝑎𝑎−1𝑎1𝑏

2
−1𝛼3 − 𝑎𝑎2

−1𝑏
2
0𝛼3 − 2𝑎𝑎2

−1𝑏−1𝑏1𝛼3

− 2𝑐𝑎1𝑏
3
−1𝛼4 − 2𝑐𝑎0𝑏

2
−1𝑏0𝛼4 + 2𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

2
0𝛼4 + 2𝑐𝑎−1𝑏

2
−1𝑏1𝛼4 = 0,

(4.56)

5𝑎3𝑎1𝑏
2
−1𝑏0 + 𝑎3𝑎0𝑏−1𝑏

2
0 − 𝑎3𝑎−1𝑏

3
0 − 23𝑎3𝑎0𝑏

2
−1𝑏1

+ 18𝑎3𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏1 + 5𝑑3𝑎1𝑏
2
−1𝑏0𝛼2 + 𝑑3𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝛼2 − 𝑑3𝑎−1𝑏

3
0𝛼2

− 23𝑑3𝑎0𝑏
2
−1𝑏1𝛼2 + 18𝑑3𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏1𝛼2 + 3𝑎𝑎0𝑎1𝑏

2
−1𝛼3 + 𝑎𝑎2

0𝑏−1𝑏0𝛼3

+ 2𝑎𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏0𝛼3 − 𝑎𝑎−1𝑎0𝑏
2
0𝛼3 − 2𝑎𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏1𝛼3 − 3𝑎𝑎2

−1𝑏0𝑏1𝛼3

− 5𝑐𝑎1𝑏
2
−1𝑏0𝛼4 − 𝑐𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝛼4 + 𝑐𝑎−1𝑏

3
0𝛼4 − 𝑐𝑎0𝑏

2
−1𝑏1𝛼4

+ 6𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏1𝛼4 = 0,

(4.57)
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4𝑎3𝑎1𝑏−1𝑏
2
0 − 32𝑎3𝑎1𝑏

2
−1𝑏1 − 4𝑎3𝑎−1𝑏

2
0𝑏1 + 32𝑎3𝑎−1𝑏−1𝑏

2
1

+ 4𝑑3𝑎1𝑏−1𝑏
2
0𝛼2 − 32𝑑3𝑎1𝑏

2
−1𝑏1𝛼2 − 4𝑑3𝑎−1𝑏

2
0𝑏1𝛼2 + 32𝑑3𝑎−1𝑏−1𝑏

2
1𝛼2

+ 2𝑎𝑎2
1𝑏

2
−1𝛼3 + 4𝑎𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏0𝛼3 − 4𝑎𝑎−1𝑎0𝑏0𝑏1𝛼3 − 2𝑎𝑎2

−1𝑏
2
1𝛼3

− 4𝑐𝑎1𝑏−1𝑏
2
0𝛼4 − 4𝑐𝑎1𝑏

2
−1𝑏1𝛼4 + 4𝑐𝑎−1𝑏

2
0𝑏1𝛼4 + 4𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

2
1𝛼4 = 0,

(4.58)

𝑎3𝑎1𝑏
3
0 − 18𝑎3𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏1 − 𝑎3𝑎0𝑏

2
0𝑏1 + 23𝑎3𝑎0𝑏−1𝑏

2
1

− 5𝑎3𝑎−1𝑏0𝑏
2
1 + 𝑑3𝑎1𝑏

3
0𝛼2 − 18𝑑3𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏1𝛼2 − 𝑑3𝑎0𝑏

2
0𝑏1𝛼2

+ 23𝑑3𝑎0𝑏−1𝑏
2
1𝛼2 − 5𝑑3𝑎−1𝑏0𝑏

2
1𝛼2 + 3𝑎𝑎2

1𝑏−1𝑏0𝛼3 + 𝑎𝑎0𝑎1𝑏
2
0𝛼3

+ 2𝑎𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏1𝛼3 − 𝑎𝑎2
0𝑏0𝑏1𝛼3 − 2𝑎𝑎−1𝑎1𝑏0𝑏1𝛼3 − 3𝑎𝑎−1𝑎0𝑏

2
1𝛼3

− 𝑐𝑎1𝑏
3
0𝛼4 − 6𝑐𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏1𝛼4 + 𝑐𝑎0𝑏

2
0𝑏1𝛼4 + 𝑐𝑎0𝑏−1𝑏

2
1𝛼4

+ 5𝑐𝑎−1𝑏0𝑏
2
1𝛼4 = 0,

(4.59)

− 4𝑎3𝑎1𝑏
2
0𝑏1 + 8𝑎3𝑎1𝑏−1𝑏

2
1 + 4𝑎3𝑎0𝑏0𝑏

2
1 − 8𝑎3𝑎−1𝑏

3
1

− 4𝑑3𝑎1𝑏
2
0𝑏1𝛼2 + 8𝑑3𝑎1𝑏−1𝑏

2
1𝛼2 + 4𝑑3𝑎0𝑏0𝑏

2
1𝛼2 − 8𝑑3𝑎−1𝑏

3
1𝛼2

+ 𝑎𝑎2
1𝑏

2
0𝛼3 + 2𝑎𝑎2

1𝑏−1𝑏1𝛼3 − 𝑎𝑎2
0𝑏

2
1𝛼3 − 2𝑎𝑎−1𝑎1𝑏

2
1𝛼3

− 2𝑐𝑎1𝑏
2
0𝑏1𝛼4 − 2𝑐𝑎1𝑏−1𝑏

2
1𝛼4 + 2𝑐𝑎0𝑏0𝑏

2
1𝛼4 + 2𝑐𝑎−1𝑏

3
1𝛼4 = 0,

(4.60)

𝑎3𝑎1𝑏0𝑏
2
1 − 𝑎3𝑎0𝑏

3
1 + 𝑑3𝑎1𝑏0𝑏

2
1𝛼2 − 𝑑3𝑎0𝑏

3
1𝛼2

+ 𝑎𝑎2
1𝑏0𝑏1𝛼3 − 𝑎𝑎0𝑎1𝑏

2
1𝛼3 − 𝑐𝑎1𝑏0𝑏

2
1𝛼4 + 𝑐𝑎0𝑏

3
1𝛼4 = 0.

(4.61)

Sistemi

𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑏−1, 𝑏0, 𝑏1 (4.62)

için çözülürse sadece bir durum oluşur.
Durum 1

𝑎−1 = −
𝑏2

0(𝑎3 + 𝑑3𝛼2 − 𝑐𝛼4)
4𝑎𝑏1𝛼3

,

𝑎0 =
𝑏0(5𝑎3 + 5𝑑3𝛼2 + 𝑐𝛼4)

𝑎𝛼3
,

𝑎1 =
−𝑎3𝑏1 − 𝑑3𝑏1𝛼2 + 𝑐𝑏1𝛼4

𝑎𝛼3
, 𝑏−1 =

𝑏2
0

4𝑏1
.

(4.63)
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Bu halde genel çözüm

𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑎3 ( − 1 + 24𝑒 𝜉 𝑏0𝑏1

(𝑏0+2𝑒 𝜉 𝑏1)2
)
+ 𝑑3 ( − 1 + 24𝑒 𝜉 𝑏0𝑏1

(𝑏0+2𝑒 𝜉 𝑏1)2
)
𝛼2 + 𝑐𝛼4

𝑎𝛼3
(4.64)

şeklinde olur. Ayrıca,

𝑎 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑦 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = 𝑏0 = 𝑏1 = 1 (4.65)

olmak üzere

𝑈 (𝑥, 𝑡) = −𝑒
2𝑡 − 44𝑒1+𝑡+𝑥 + 4𝑒2+2𝑥

(𝑒𝑡 + 2𝑒1+𝑥)2 (4.66)

özel çözümü elde edilir. Son olarak, bilinen KdV denklemi için

𝑎 = 1, 𝑐 = 1, 𝑑 = 0, 𝛼2 = 0, 𝛼3 = −6, 𝛼4 = 1, 𝑏0 = 1, 𝑏1 = 1 (4.67)

değerleri dikkate alınırsa

𝑈 (𝑥, 𝑡) = − 4𝑒𝑡+𝑥
(𝑒𝑡 + 2𝑒𝑥)2 (4.68)

çözümü elde edilir.

25



4. BULGULAR Ruhan KESKİNKAN

Şekil 4.5: (??) denkleminin 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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Şekil 4.6: (??) denkleminin 3D contour grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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Şekil 4.7: (??) denkleminin 2D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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4.3. JM Denklemi

𝑉𝑥𝑥𝑥𝑦 + 𝐴2𝑉𝑦𝑉𝑥𝑥 + 𝐴3𝑉𝑥𝑉𝑥𝑦 + 𝐴4𝑉𝑦𝑡 − 𝐴5𝑉𝑥𝑧 = 0 (4.69)

denklemine

𝜉 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑦 + 𝑐3𝑧 − 𝑐4𝑡, 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑉 (𝜉) (4.70)

dönüşümü tatbik edilirse

𝛼 = 𝑐3
1𝑐2, 𝛽 = 𝐴2𝑐

2
1𝑐2 + 𝐴3𝑐

2
1𝑐2, 𝛾 = 𝐴4𝑐2𝑐4 + 𝐴5𝑐1𝑐3 (4.71)

olmak üzere

𝛼𝑉 (4) + 𝛽𝑉 ′𝑉 ′′ + 𝛾𝑉 ′′ = 0 (4.72)

denklemi elde edilir. (??) denklemi yani çözüm fonksiyonu olarak kabul edilen 𝑐,
𝑑, 𝑝 ve 𝑞 sayılarını bulabilmek için yönteme göre dengeleme işlemi uygulanmalıdır.
Dengeleme (??) denklemine uygulanırsa

𝑉 (4) =
𝑀𝑒−(𝑐+15𝑝)𝜉 + · · ·
𝑃𝑒−16𝑝𝜉 + · · ·

,

𝑉 ′𝑉 ′′ =
𝐺𝑒−(2𝑐+4𝑝)𝜉 + · · ·
𝐸𝑒−6𝑝𝜉 + · · ·

(4.73)

denklemlerinden

𝑐 + 15𝑝 = 2𝑐 + 14𝑝, 𝑝 = 𝑐 (4.74)

ve

𝑉 (4) =
· · · + 𝑁𝑒(𝑑+15𝑞)𝜉

· · · + 𝑅𝑒16𝑞𝜉 ,

𝑉 ′𝑉 ′′ =
· · · + 𝐻𝑒(2𝑑+4𝑞)𝜉

· · · + 𝐹𝑒6𝑞𝜉

(4.75)

denklemlerinden

𝑑 + 15𝑞 = 2𝑑 + 14𝑞, 𝑑 = 𝑞 (4.76)
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elde edilir. Şimdi, 𝑝 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑞 = 1 alalım. Bu durumda,

𝑉 (𝜉) = 𝑎−1𝑒
−𝜉 + 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝜉

𝑏−1𝑒−𝜉 + 𝑏0 + 𝑏1𝑒𝜉
(4.77)

elde edilir. Burada amaç,

𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑏−1, 𝑏0, 𝑏1 (4.78)

katsayılarını bulmaktır. Ayrıca, (??)-(??) denklemleri (??) denkleminde yerine yazılır
ve 𝑛 = 1, . . . , 9 olmak üzere eksponanasiyel ifadesinin katsayıları dikkate alınırsa
aşağıda verilen dokuz denklemden oluşan bir sistem elde edilir.

𝛼𝑎0𝑏
4
−1 + 𝛾𝑎0𝑏

4
−1 − 𝛼𝑎−1𝑏

3
−1𝑏0 − 𝛾𝑎−1𝑏

3
−1𝑏0 = 0, (4.79)

𝛽𝑎2
0𝑏

3
−1 + 16𝛼𝑎1𝑏

4
−1 + 4𝛾𝑎1𝑏

4
−1 − 2𝛽𝑎−1𝑎0𝑏

2
−1𝑏0 − 11𝛼𝑎0𝑏

3
−1𝑏0

+ 𝛾𝑎0𝑏
3
−1𝑏0 + 𝛽𝑎2

−1𝑏−1𝑏
2
0 + 11𝛼𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

2
0 − 𝛾𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

2
0

− 16𝛼𝑎−1𝑏
3
−1𝑏1 − 4𝛾𝑎−1𝑏

3
−1𝑏1 = 0,

(4.80)

6𝛽𝑎0𝑎1𝑏
3
−1 − 𝛽𝑎2

0𝑏
2
−1𝑏0 − 6𝛽𝑎−1𝑎1𝑏

2
−1𝑏0 − 𝛼𝑎1𝑏

3
−1𝑏0 + 11𝑎1𝑏

3
−1𝑏0

+ 2𝛽𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏
2
0 + 11𝛼𝑎0𝑏

2
−1𝑏

2
0 − 𝛾𝑎0𝑏

2
−1𝑏

2
0 − 𝛽𝑎2

−1𝑏
3
0

− 11𝛼𝑎−1𝑏−1𝑏
3
0 + 𝛾𝑎−1𝑏−1𝑏

3
0 − 6𝛽𝑎−1𝑎0𝑏

2
−1𝑏1 − 76𝛼𝑎0𝑏

3
−1𝑏1

− 4𝛾𝑎0𝑏
3
−1𝑏1 + 6𝛽𝑎2

−1𝑏−1𝑏0𝑏1 + 77𝛼𝑎−1𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 − 7𝛾𝑎−1𝑏

2
−1𝑏0𝑏1 = 0,

(4.81)

8𝛽𝑎2
1𝑏

3
−1 + 2𝛽𝑎0𝑎1𝑏

2
−1𝑏0 − 2𝛽𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏

2
0 + 11𝛼𝑎1𝑏

2
−1𝑏

2
0

+ 11𝛾𝑎1𝑏
2
−1𝑏

2
0 − 𝛼𝑎0𝑏−1𝑏

3
0 − 𝛾𝑎0𝑏−1𝑏

3
0 + 𝛼𝑎−1𝑏

4
0 + 𝛾𝑎−1𝑏

4
0

− 7𝛽𝑎2
0𝑏

2
−1𝑏1 − 16𝛽𝑎−1𝑎1𝑏

2
−1𝑏1 − 176𝛼𝑎1𝑏

3
−1𝑏1 + 4𝛾𝑎1𝑏

3
−1𝑏1

+ 12𝛽𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏1 + 47𝛼𝑎0𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 − 13𝛾𝑎0𝑏

2
−1𝑏0𝑏1 − 5𝛽𝑎2

−1𝑏
2
0𝑏1

− 58𝛼𝑎−1𝑏−1𝑏
2
0𝑏1 + 2𝛾𝑎−1𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 + 8𝛽𝑎2

−1𝑏−1𝑏
2
1 + 176𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

2
1

− 4𝛾𝑎−1𝑏
2
−1𝑏

2
1 = 0,

(4.82)
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10𝛽𝑎2
1𝑏

2
−1𝑏0 + 5𝛼𝑎1𝑏−1𝑏

3
0 + 5𝛾𝑎1𝑏−1𝑏

3
0 − 20𝛽𝑎0𝑎1𝑏

2
−1𝑏1

− 115𝛼𝑎1𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 + 5𝛾𝑎1𝑏

2
−1𝑏0𝑏1 − 10𝛼𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 − 10𝛾𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝑏1

+ 5𝛼𝑎−1𝑏
3
0𝑏1 + 5𝛾𝑎−1𝑏

3
0𝑏1 + 20𝛽𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏

2
1 + 230𝛼𝑎0𝑏

2
−1𝑏

2
1

− 10𝛾𝑎0𝑏
2
−1𝑏

2
1 − 10𝛽𝑎2

−1𝑏0𝑏
2
1 − 115𝛼𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 + 5𝛾𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 = 0,

(4.83)

5𝛽𝑎2
1𝑏−1𝑏

2
0 + 𝛼𝑎1𝑏

4
0 + 𝛾𝑎1𝑏

4
0 − 8𝛽𝑎2

1𝑏
2
−1𝑏1 − 12𝛽𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏1

+ 2𝛽𝑎−1𝑎1𝑏
2
0𝑏1 − 58𝛼𝑎1𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 + 2𝛾𝑎1𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 − 𝛼𝑎0𝑏

3
0𝑏1

− 𝛾𝑎0𝑏
3
0𝑏1 + 7𝛽𝑎2

0𝑏−1𝑏
2
1 + 16𝛽𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏

2
1 + 176𝛼𝑎1𝑏

2
−1𝑏

2
1

− 4𝛾𝑎1𝑏
2
−1𝑏

2
1 − 2𝛽𝑎−1𝑎0𝑏0𝑏

2
1 + 47𝛼𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 − 13𝛾𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏

2
1

+ 11𝛼𝑎−1𝑏
2
0𝑏

2
1 + 11𝛾𝑎−1𝑏

2
0𝑏

2
1 − 8𝛽𝑎2

−1𝑏
3
1 − 176𝛼𝑎−1𝑏−1𝑏

3
1

+ 4𝛾𝑎−1𝑏−1𝑏
3
1 = 0,

(4.84)

𝛽𝑎2
1𝑏

3
0 − 6𝛽𝑎2

1𝑏−1𝑏0𝑏1 − 2𝛽𝑎0𝑎1𝑏
2
0𝑏1 − 11𝛼𝑎1𝑏

3
0𝑏1 + 𝛾𝑎1𝑏

3
0𝑏1

+ 6𝛽𝑎0𝑎1𝑏−1𝑏
2
1 + 𝛽𝑎2

0𝑏0𝑏
2
1 + 6𝛽𝑎−1𝑎1𝑏0𝑏

2
1 + 77𝛼𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1

− 7𝛾𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏
2
1 + 11𝛼𝑎0𝑏

2
0𝑏

2
1 − 𝛾𝑎0𝑏

2
0𝑏

2
1 − 6𝛽𝑎−1𝑎0𝑏

3
1

− 76𝛼𝑎0𝑏−1𝑏
3
1 − 4𝛾𝑎0𝑏−1𝑏

3
1 − 𝛼𝑎−1𝑏0𝑏

3
1 + 11𝛾𝑎−1𝑏0𝑏

3
1 = 0,

(4.85)

− 𝛽𝑎2
1𝑏

2
0𝑏1 + 2𝛽𝑎0𝑎1𝑏0𝑏

2
1 + 11𝛼𝑎1𝑏

2
0𝑏

2
1 − 𝛾𝑎1𝑏

2
0𝑏

2
1 − 𝛽𝑎2

0𝑏
3
1

− 16𝛼𝑎1𝑏−1𝑏
3
1 − 4𝛾𝑎1𝑏−1𝑏

3
1 − 11𝛼𝑎0𝑏0𝑏

3
1 + 𝛾𝑎0𝑏0𝑏

3
1 + 16𝛼𝑎−1𝑏

4
1

+ 4𝛾𝑎−1𝑏
4
1 = 0,

(4.86)

−𝛼𝑎1𝑏0𝑏
3
1 − 𝛾𝑎1𝑏0𝑏

3
1 + 𝛼𝑎0𝑏

4
1 + 𝛾𝑎0𝑏

4
1 = 0. (4.87)

Sistemi

𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑏0, 𝛼, 𝛾 (4.88)

için çözülürse aşağıdaki dört farklı durum elde edilir.
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Durum 1

𝐾 = 𝑎1𝑏−1𝑏0 + 𝑎−1𝑏0𝑏1,

𝑎0 =
𝐾 −

√︃
𝐾2 − 4𝑏−1𝑏1(𝑎2

1𝑏
2
−1 + 𝑎−1𝑎1𝑏2

0 − 2𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏1 + 𝑎2
−1𝑏

2
1)

2𝑏−1𝑏1
,

𝛼 =
𝛽(𝑎1𝑏−1 − 𝑎−1𝑏1)

12𝑏−1𝑏1
, 𝛾 =

𝛽(−𝑎1𝑏−1 + 𝑎−1𝑏1)
12𝑏−1𝑏1

.

(4.89)

Bu halde genel çözüm,

𝜉 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑦 + 𝑐3𝑧 − 𝑐4𝑡, 𝐿 = 𝑒𝑥𝑐1+𝑦𝑐2+(𝑡+𝑧)𝑐3 ,

𝑃 =

√︃
𝑏2

0 − 4𝑏−1𝑏1, 𝑁 = 𝑎1𝑏−1 − 𝑎−1𝑏1

(4.90)

olmak üzere,

𝑉 =
2(𝑒2𝑡𝑐3𝑎−1 + 𝑒2(𝜉+𝑐4𝑡)𝑎1)𝑏−1𝑏1 + 𝐿𝑏0(𝑎1𝑏−1 + 𝑎−1𝑏1) − 𝐿𝑁𝑃

2𝑏−1𝑏1(𝑒2𝑡𝑐3𝑏−1 + 𝐿𝑏0 + 𝑒2(𝜉+𝑐4𝑡)𝑏1)
(4.91)

biçiminde olur. Ayrıca,

𝑦 = 𝑧 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐4 = 𝑏−1 = 𝑏0 = 𝑎1 = 𝑎−1 = 1, 𝑏1 = 2, (4.92)

olacak şekilde seçilirse, özel çözüm

𝑉 =
1
4
(
2 + 2𝑒2𝑡 + (1 − 𝑖

√
7)𝑒2+𝑡+𝑥

𝑒2𝑡 + 𝑒2+𝑡+𝑥 + 2𝑒4+2𝑥
)

(4.93)

şekinde olur.

Şekil 4.8: (??) denkleminin Reel 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

0.80

0.85

0.90

0.95

Şekil 4.9: (??) denkleminin Reel 3D contour grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.

-10 -5 5 10

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Şekil 4.10: (??) denkleminin Reel 2D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.

Şekil 4.11: (??) denkleminin Sanal 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

-0.14

-0.12

-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

Şekil 4.12: (??) denkleminin Sanal 3D contour grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.

-10 -5 5 10

-0.15

-0.10

-0.05

Şekil 4.13: (??) denkleminin Sanal 2D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.

𝑦 = 𝑧 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐4 = 𝑏0 = 𝑎1 = 1, 𝑏1 = 2, 𝑏−1 = 𝑎−1 = −1, (4.94)

olarak seçilirse

𝑉 =
1
2

(2 + 𝑒2−𝑡+𝑥

1 + 𝑒2−𝑡+𝑥

)
(4.95)

reel çözümü elde edilir.
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Şekil 4.14: (??) denkleminin 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.

Durum 2

𝐾 = 𝑎1𝑏−1𝑏0 + 𝑎−1𝑏0𝑏1,

𝑎0 =
𝐾 +

√︃
𝐾2 − 4𝑏−1𝑏1(𝑎2

1𝑏
2
−1 + 𝑎−1𝑎1𝑏2

0 − 2𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏1 + 𝑎2
−1𝑏

2
1)

2𝑏−1𝑏1
,

𝛼 =
𝛽(𝑎1𝑏−1 − 𝑎−1𝑏1)

12𝑏−1𝑏1
, 𝛾 =

𝛽(−𝑎1𝑏−1 + 𝑎−1𝑏1)
12𝑏−1𝑏1

.

(4.96)

Bu halde genel çözüm,

𝜉 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑦 + 𝑐3𝑧 − 𝑐4𝑡, 𝐿 = 𝑒𝑥𝑐1+𝑦𝑐2+(𝑡+𝑧)𝑐3 ,

𝑃 =

√︃
𝑏2

0 − 4𝑏−1𝑏1, 𝑁 = 𝑎1𝑏−1 − 𝑎−1𝑏1

(4.97)

olmak üzere,

𝑉 =
2(𝑒2𝑡𝑐3𝑎−1 + 𝑒2(𝜉+𝑐4𝑡)𝑎1)𝑏−1𝑏1 + 𝐿𝑏0(𝑎1𝑏−1 + 𝑎−1𝑏1) + 𝐿𝑁𝑃

2𝑏−1𝑏1(𝑒2𝑡𝑐3𝑏−1 + 𝐿𝑏0 + 𝑒2(𝜉+𝑐4𝑡)𝑏1)
(4.98)

biçiminde olur. Ayrıca,

𝑦 = 𝑧 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐4 = 𝑏−1 = 𝑏0 = 𝑎1 = 𝑎−1 = 1, 𝑏1 = 2, (4.99)

olacak şekilde seçilirse, özel çözüm

𝑉 =
1
4 (2 +

2𝑒2𝑡 +
(
1 + 𝑖

√
7)𝑒2+𝑡+𝑥

𝑒2𝑡 + 𝑒2+𝑡+𝑥 + 2𝑒4+2𝑥
)

(4.100)

şekinde olur.
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Durum 3

𝑎0 =
−𝑎1𝑏−1 − 𝑎−1𝑏1√

𝑏−1
√
𝑏1

, 𝑏0 = −2
√︁
𝑏−1

√︁
𝑏1,

𝛼 =
𝛽(𝑎1𝑏−1 − 𝑎−1𝑏1)

12𝑏−1𝑏1
, 𝛾 =

𝛽(−𝑎1𝑏−1 + 𝑎−1𝑏1)
12𝑏−1𝑏1

.

(4.101)

Bu halde genel çözüm,

𝑉 =
𝑎1 + 𝑒𝑡𝑐3 (−𝑎1𝑏−1+𝑎−1𝑏1)

𝑒𝑡𝑐3𝑏−1−𝑒𝑥𝑐1+𝑦𝑐2+𝑧𝑐3
√
𝑏−1

√
𝑏1

𝑏1
(4.102)

biçiminde olur. Ayrıca,

𝑦 = 𝑧 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐4 = 𝑎1 = 𝑎−1 = 1, 𝑏−1 = 𝑖, 𝑏1 = −𝑖 (4.103)

olacak şekilde seçilirse, özel çözüm

𝑉 = 𝑖 − 2𝑒𝑡
−𝑖𝑒𝑡 + 𝑒2+𝑥 (4.104)

şeklinde olur.
Durum 4

𝑎0 =
𝑎1𝑏−1 + 𝑎−1𝑏1√

𝑏−1
√
𝑏1

, 𝑏0 = 2
√︁
𝑏−1

√︁
𝑏1,

𝛼 =
𝛽(𝑎1𝑏−1 − 𝑎−1𝑏1)

12𝑏−1𝑏1
, 𝛾 =

𝛽(−𝑎1𝑏−1 + 𝑎−1𝑏1)
12𝑏−1𝑏1

.

(4.105)

Bu halde genel çözüm,

𝑉 =

𝑒𝑡𝑐3𝑎−1√
𝑏−1

+ 𝑒𝑥𝑐1+𝑦𝑐2+𝑧𝑐3𝑎1√
𝑏1

𝑒𝑡𝑐3
√
𝑏−1 + 𝑒𝑥𝑐1+𝑦𝑐2+𝑧𝑐3

√
𝑏1

(4.106)

biçiminde olur. Ayrıca,

𝑦 = 𝑧 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐4 = 𝑏−1 = 𝑎1 = 𝑎−1 = 1, 𝑏1 = 2 (4.107)

olacak şekilde seçilirse, özel çözüm

𝑉 =
1
2
(2 +

√
2𝑒2−𝑡+𝑥

1 +
√

2𝑒2−𝑡+𝑥

)
(4.108)

şeklinde olur.
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5. TARTIŞMA Ruhan KESKİNKAN

5. TARTIŞMA

Bu çalışmada, daha önce çalışılan iki farklı problem ve KdV benzeri problem
EFM ile detaylı olarak irdelenmiştir. Burada, EFM yöntemi uygulanırken istenılen ve
istenilmeyen sonuçlar tartışılacaktır. (??), (??) ve (??) denklemlerine EFM uygulandı.
Burada, (??), (??) ve (??) denklemlerinin aday çözümleri (??) denklemi olarak kabul
edildi. (??) denklemindeki EFM ile parametreler belirlenirken denklemin pay ve payda
kısmında bulunan katsayılarla doğru orantılı olabilir. Bu halde, istenilen çözüm veya
yaklaşık çözüm yerine sabit çözüm bulunur. Çoğunlukla, EFM ile bulunan çözümler
üzerelnde çalışılan denklemi sağlıyor. EFM üzerine yapılan yorumlar için (Kudryashov
ve Loguinova, 2009; Navickas vd., 2010) çalışmalarına bakılabilir.
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6. SONUÇLAR Ruhan KESKİNKAN

6. SONUÇLAR

Burada, (??) denkleminin EFM ile tam çözümleri (??) ve (??) denklemleri ile
verildi. (??) denkleminin EFM ile çözümü (??) ve bir özel çözümü ise (??) denklemi
ile verildi. Son olarak, (??) denkleminin EFM ile tam çözümleri sırasıyla (??), (??),
(??) ve (??) ile ifade edildi. Ayrıca, (??) denkleminin EFM ile özel çözümleri sırasıyla
(??), (??), (??) ve (??) denklemleri ile verildi. Bulunan tüm çözümlerin 2D-3D boyutlu
grafikleri ve contour grafikleri görselleri bulgular kısmında verilmiştir.
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7. ÖNERİLER Ruhan KESKİNKAN

7. ÖNERİLER

EFM yüksek mertebeli denklemlere uygulandığında cebirsel işlemler oldukça
uzun olabilir. EFM dezavantajları olmakla birlikte dalga çözümleri elde etmek için
etkili ve güvenilir bir yöntemdir. EFM yöntemi yerine farklı yöntemler de kullanılabilir.

37



KAYNAKLAR

Abazari, R. (2012). The modified (G’/G)-expansion method for exact solutions of
the (3+ 1)-dimensional Jimbo-Miwa Equation. Cankaya University Journal of
Science and Engineering, 9(1).

Aiyer, R. N., Fuchssteiner, B., & Oevel, W. (1986). Solitons and discrete eigenfunctions
of the recursion operator of non-linear evolution equations. I. The Caudrey-
Dodd-Gibbon-Sawada-Kotera equation. Journal of Physics A: Mathematical
and General, 19(18), 3755.

Alıcı, H., & Tanriverdi, T. (2020). General solution of the Schrödinger equation for some
trigonometric potentials. Journal of Mathematical Chemistry, 58(5), 1041-1057.

Alıcı, H., & Tanriverdi, T. (2020). General solution of the Schrödinger equation for
some hyperbolic potentials. Few-Body Systems, 61(4), 41.

Ali, K. K., Nuruddeen, R. I., & Hadhoud, A. R. (2018). New exact solitary wave
solutions for the extended (3+ 1)-dimensional Jimbo-Miwa equations. Results in
Physics, 9, 12-16.

Baleanu, D., Inc, M., Yusuf, A., & Aliyu, A. I. (2018). Lie symmetry analysis, exact
solutions and conservation laws for the time fractional
Caudrey–Dodd–Gibbon–Sawada–Kotera equation. Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation, 59, 222-234

Baskonus, H. M., Mahmud, A. A., Muhamad, K. A., Tanriverdi, T., & Gao, W. (2022).
Studying on Kudryashov-Sinelshchikov dynamical equation arising in mixtures
liquid and gas bubbles. Thermal Science, 26(2 Part B), 1229-1244.

Baskonus, H. M., Mahmud, A. A., Muhamad, K. A., & Tanriverdi, T. (2022). A
study on Caudrey–Dodd–Gibbon–Sawada–Kotera partial differential equation.
Mathematical Methods in the Applied Sciences, 45(14), 8737-8753.

Biz, A. (2019). Kısmi diferansiyel denklemlerde diferansiyel dönüşüm metodu. Harran
Üniversitesi. Fen Bilimleri Enstitüsü, Yüksek Lisans Tezi, Şanlıurfa, 62s.

Brauer, K. (2000). The Korteweg-de Vries equation: history, exact solutions, and
graphical representation. University of Osnabrück/Germany1.

Bulut, H., Sulaiman, T. A., & Baskonus, H. M. (2016). New solitary and optical wave
structures to the Korteweg–de Vries equation with dual-power law nonlinearity.
Optical and Quantum Electronics, 48, 1-14.

Chakraverty, S., Mahato, N., Karunakar, P., & Rao, T. D. (2019). Advanced numerical
and semi-analytical methods for differential equations. John Wiley & Sons.

Davis, H. T. (1960). Introduction to Nonlinear Differential and Integral Equations.
Dover.

Debnath, L. (2005). Nonlinear Partial Differential Equations for Scientists and
Engineers. Boston:Birkhäuser.

Güneş, M. H. (2021). Rabinovich-Fabrikant sisteminin Mittag-Leffler fonksiyonlarıyla
çözümü [Yayımlanmış yüksek lisans tezi]. Harran Üniversitesi.

Hastings, S. P. and McLeod, J. B. (2011). Classical methods in ordinary differential
equations: with applications to boundary value problems (Vol. 129). American
Mathematical Soc.

He, J. H., & Wu, X. H. (2006). Exp-function method for nonlinear wave equations.
Chaos, Solitons & Fractals, 30(3), 700-708.

38



Hedli, R., & Kadem, A. (2020). Exact traveling wave solutions to the fifth-order KdV
equation using the exponential expansion method. IAENG International Journal
of Applied Mathematics, 50(1).

Hoşer, D. (2023). Basit Denklem Metodu ve Uygulamaları [Yayımlanmamış]. Harran
Üniversitesi.

İşleyen, D. (2024). Bazı Denklemlerin Mittag-Leffler Fonksiyonu ile Çözümü
[Yayımlanmamış]. Harran Üniversitesi.

Jiang, B. O., & Bi, Q. (2010). A study on the bilinear Caudrey–Dodd–Gibbon equation.
Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 72(12), 4530-4533.

Jimbo, M., & Miwa, T. (1983). Solitons and infinite dimensional Lie algebras.
Publications of the Research Institute for Mathematical Sciences, 19(3),
943-1001.

Khalique, C. M., & Moleleki, L. D. (2020, October). A study of a generalized first
extended (3+ 1)–dimensional Jimbo–Miwa equation. In AIMS (Vol. 13, pp. 2789-
2802).

Kudryashov, N. A., & Loguinova, N. B. (2009). Be careful with the exp-function
method. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 14(5),
1881-1890.

Kuo, C. K., & Ghanbari, B. (2019). Resonant multi-soliton solutions to new (3+
1)-dimensional Jimbo–Miwa equations by applying the linear superposition
principle. Nonlinear Dynamics, 96(1), 459-464.

Kutluay, S., & Esen, A. (2009). Exp-function method for solving the general improved
KdV equation. International Journal of Nonlinear Sciences and Numerical
Simulation, 10(6), 717-726.

Li, Z., & Dai, Z. (2010). Abundant new exact solutions for the (3+ 1)-dimensional
Jimbo–Miwa equation. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
361(2), 587-590.

Logan, J. D. (2008). An introduction to nonlinear partial differential equations. John
Wiley and Sons.

Ma, H. C., Ruan, G. D., Ni, K., & Deng, A. P. (2016). Rational solutions to an Caudrey-
Dodd-Gibbon-Sawada-Kotera-like equation. Thermal Science, 20(3), 871-874.

Ma, W. X. (2016). Lump-type solutions to the (3+ 1)-dimensional Jimbo-Miwa
equation. International Journal of Nonlinear Sciences and Numerical
Simulation, 17(7-8), 355-359.

Mahmud, A. A. (2023). Application of three different methods to several nonlinear
partial differential equations modeling certain scientific phenomena
[Unpublished]. Harran University.

Mahmud, A. A., Baskonus, H. M., Tanriverdi, T., and Muhamad, K. A. (2023).
Optical solitary waves and soliton solutions of the (3+ 1)-dimensional
generalized Kadomtsev–Petviashvili–Benjamin–Bona–Mahony equation.
Computational Mathematics and Mathematical Physics, 63(6), 1085-1102.

Mahmud, A. A., Muhamad, K. A., Tanriverdi, T., and Baskonus, H. M. (2024). An
investigation of Fokas system using two new modifications for the trigonometric
and hyperbolic trigonometric function methods. Optical and Quantum
Electronics, 56(5), 717.

Mahmud, A. A., Tanriverdi, T., Muhamad, K. A., & Baskonus, H. M. (2024). An
investigation of the influence of time evolution on the solution structure using
hyperbolic trigonometric function methods. International Journal of Applied and
Computational Mathematics, 10(4), 137.

39



Mahmud, A. A., Tanriverdi, T., Muhamad, K. A., and Baskonus, H. M. (2023).
Characteristic of ion-acoustic waves described in the solutions of the (3+
1)-dimensional generalized Korteweg-de Vries-Zakharov-Kuznetsov equation.
Journal of Applied Mathematics and Computational Mechanics, 22(2), 36-48.

Mahmud, A. A., Tanrıverdi, T., Muhamad, K. A., and Baskonus, H. M., (2023).
Structure of the analytic solutions for the complex non-linear
(2 + 1)-dimensional conformable time-fractional Schrödinger equation by.
Thermal Science, 27(1), 211-225.

Mahmud, A. A., Tanriverdi, T., and Muhamad, K. A. (2023). Exact traveling wave
solutions for (2+ 1)-dimensional Konopelchenko-Dubrovsky equation by using
the hyperbolic trigonometric functions methods. Int. J. Math. Comput. Eng, 1(1),
1-14.

Marinakis, V. (2008). The exp-function method and n-soliton solutions. Zeitschrift für
Naturforschung A, 63(10-11), 653-656.

Merca, M., and Tanrıverdi, T. (2013). An asymptotic formula of cosine power sums. Le
Matematiche, 68(1), 131-136.

Miura, R. M. (1976). The Korteweg–deVries equation: a survey of results. SIAM review,
18(3), 412-459.

Muhamad, K. A. (2023). A study on some nonstandard partial differential equations
[Unpublished]. Harran University.

Muhamad, K. A., Tanriverdi, T., Mahmud, A. A., and Baskonus, H. M. (2023).
Interaction characteristics of the Riemann wave propagation in the (2+
1)-dimensional generalized breaking soliton system. International Journal of
Computer Mathematics, 100(6), 1340-1355.

Mukam, S. P. T., Abbagari, S., Houwe, A., Kuetche, V. K., Doka, S. Y., Bouetou, T. B., &
İnç, M. (2022). On multiple soliton solutions of the extended (3+ 1)-dimensional
Jimbo-Miwa equations. Journal of Ocean Engineering and Science.

Naher, H., Abdullah, F. A., & Akbar, M. A. (2011). The (𝐺′/𝐺)-expansion method
for abundant traveling wave solutions of Caudrey-Dodd-Gibbon equation.
Mathematical Problems in Engineering, 2011(1), 218216.

Naher, H., Aini Abdullah, F., & Rashid, A. (2014). Some new solutions of the (3+ 1)-
dimensional Jimbo-Miwa equation via the Improved (𝐺′/𝐺)-expansion Method.
Journal of Computational Analysis & Applications, 17(2).

Navickas, Z., Ragulskis, M., & Bikulciene, L. (2010). Be careful with the
Exp-function method–additional remarks. .Communications in Nonlinear
Science and Numerical Simulation, 15(12), 3874-3886.

Öziş, T., & Aslan, I. (2008). Exact and explicit solutions to the (3+ 1)-dimensional
Jimbo–Miwa equation via the exp-function method. Physics Letters A, 372(47),
7011-7015.

Podlubny, I. (1998). Fractional differential equations: an introduction to fractional
derivatives, fractional differential equations, to methods of their solution and
some of their applications (Vol. 198). Elsevier.

Rashed, A. S., Mabrouk, S. M., & Wazwaz, A. M. (2022). Forward scattering for
non-linear wave propagation in (3+ 1)-dimensional Jimbo-Miwa equation using
singular manifold and group transformation methods. Waves in Random and
Complex Media., 32(2), 663-675.

Safari, M. (2011). Application of he’s variational iteration method and adomian
decomposition method to solution for the fifth order caudrey-dodd-gibbon (cdg)
equation. Applied Mathematics, 2(8), 953-958.

40



Sajid, N., Perveen, Z., Sadaf, M., Akram, G., Abbas, M., Abdeljawad, T., & Alqudah,
M. A. (2022). Implementation of the exp-function approach for the solution of
KdV equation with dual power law nonlinearity. Computational and Applied
Mathematics, 41(8), 338.

Salas, A. (2008). Some solutions for a type of generalized Sawada–Kotera equation.
Applied Mathematics and Computation, 196(2), 812-817.

Salas, A. H. (2008). Exact solutions for the general fifth KdV equation by the exp
function method. Applied Mathematics and Computation, 205(1), 291-297.

Salas, A. H. (2009). New solutions for the KdV equation by the exp-function method.
Visión electrónica, 3(1), 16-22.

Salas, A. H., Hurtado, O. G., & Castillo, J. E. (2011). Computing multi-soliton solutions
to Caudrey-Dodd-Gibbon equation by Hirota’s method. Int. J. Phys. Sci, 6(34),
7729-7737.

Salas, A., Kumar, S., Yildirim, A., & Biswas, A. (2013). Cnoidal waves, solitary
waves and painleve analysis of the 5th order KdV equation with dual-power law
nonlinearity. Proceedings of the Romanian Academy, Series A, 14(1), 28-34.

Şap, A. (2024). Sinüs-Gordon Açılım Metodu ve Uygulamaları [Yayımlanmamış].
Harran Üniversitesi.

Shakeel, M., & Mohyud-Dın, S. T. (2015). Solution of fifth Order Caudrey-Dodd-
Gibbon-Sawada-Kotera equation by the alternative (G’/G)-expansion method
with generalized Riccati equation. Walailak Journal of Science and Technology
(WJST), 12(10), 949-960.

Shi, C. (2024). A Study on a Vector Complex Modified Korteweg-De Vries Equation
(Master’s thesis, The University of Texas Rio Grande Valley).

Tanriverdi, T. (2001). Boundary-value problems in ODE (Doctoral dissertation,
University of Pittsburgh).

Tanrıverdi, T. (2009). Differential equations with contour integrals. Integral Transforms
and Special Functions, 20 (2), 119-125.

Tanrıverdi, T. (2009). Contour integrals associated differential equations, Mathematical
and Computer Modelling, 49 (3-4), 453-462.

Tanrıverdi, T. (2012). Reformulation of Shapiro’s inequality. International
Mathematical Forum, 7 (43), 2125-2130.

Tanrıverdi, T. (2012). Reverse shapiro type ınequality. Int. Journal of Math. Analysis,
6(38), 1871-1875.

Tanrıverdi, T. (2017). Oscillating solutions of the Lane-Emden equation for polytropic
Indices m = 0 and 1. British J. Math. & Compute. Sci., 20(3), 1-5.

Tanrıverdi, T. (2018). An unnoticed way of obtaining the Binet form for Fibonacci
numbers. New Trends in Mathematical Sciences, 6 (2), 97-101.

Tanrıverdi, T. (2018). Evaluating sine and cosine type integrals. IJASM, 5(2), 11-13.
Tanriverdi, T., and Ağirağaç, N. (2018). Differential transform applied to certain ode.

Advances in Differential Equations and Control Processes, 19(3), 213-235.
Tanrıverdi, T. (2019). Classical way of looking at the Lane-Emden equation. Commun.

Fac. Sci. Univ. Ank. Ser. A1 Math. Stat., 68 (1), 271-276.
Tanrıverdi, T. (2019). A specific sturm-Liouville differential equation. Thermal Science,

23(1), S47-S56.
Tanrıverdi, T. (2019). Schrödinger equation with potential function vanishing

exponentially fast. Journal of Taibah University for Science, 13 (1), 639–643.
Tanrıverdi, T. (2021). The limit of the Riemann zeta function and its nontrivial zeros.

arXiv preprint, arXiv:1902.06695 [math.GM].

41



Tanrıverdi, T. (2021). Existence of self-similar solutions to Smoluchowski’s coagulation
equation with product kernel. Turkish Journal of Mathematics, 44 (5), 1660-1672.

Tanrıverdi, T., Baskonus, H. M., Mahmud, A. A., and Muhamad, K. A. (2021).
Explicit solution of fractional order atmosphere-soil-land plant carbon cycle
system. Ecological Complexity, 48, 100966.

Tanrıverdi, T. and Mcleod, J. B. (2007). Generalization of the eigenvalues by contour
integrals. Appl. Math. Comput., 189(2), 1765-1773.

Tanrıverdi, T. and Mcleod, J. B. (2008). The analysis of contour integrals. Abstr. Appl.
Anal., Article ID 765920, 12 pages.

Yıldız, G. (2019). Application of Kudryashov method to some equations used in physics
science. Erzincan University Journal of Science and Technology, 12(3), 1485-
1492.

Yokuş, A., & Durur, H. (2020). (1/𝐺′)-Expansion method for exact solutions of (3+
1)-dimensional Jimbo-Miwa equation. Journal of the Institute of Science and
Technology, 10(4), 2907-2914.

Yue, Y., Huang, L., & Chen, Y. (2019). Localized waves and interaction solutions
to an extended (3+ 1)-dimensional Jimbo–Miwa equation. Applied Mathematics
Letters, 89, 70-77.

Zayed, E. M., & Alurrfi, K. A. (2014). The homogeneous balance method and its
applications for finding the exact solutions for nonlinear evolution equations.
Italian Journal of Pure and Applied Mathematics, 33, 307-318.

Waltman, P. (1983). Competition models in population biology. Society for industrial
and applied mathematics.

Wang, D., Sun, W., Kong, C., & Zhang, H. (2007). New extended rational expansion
method and exact solutions of Boussinesq equation and Jimbo–Miwa equations.
Applied mathematics and computation, 189(1), 878-886.

Wazwaz, A. M. (2006). Analytic study of the fifth order integrable nonlinear evolution
equations by using the tanh method. Applied Mathematics and Computation,
174(1), 289-299.

Wazwaz, A. M. (2008). Multiple-soliton solutions for the fifth order
Caudrey–Dodd–Gibbon (CDG) equation. Applied Mathematics and
Computation, 197(2), 719-724.

Wazwaz, A. M. (2008). Multiple-soliton solutions for the
Calogero–Bogoyavlenskii–Schiff, Jimbo–Miwa and YTSF equations. Applied
Mathematics and Computation, 203(2), 592-597.

Whitham, G. B. (1974). Linear and Nonlinear Waves. Wiley.
Xu, G. (2006). The soliton solutions, dromions of the Kadomtsev–Petviashvili and

Jimbo–Miwa equations in (3+ 1)-dimensions. Chaos, Solitons & Fractals, 30(1),
71-76.

Xu, Y. G., Zhou, X. W., & Yao, L. (2008). Solving the fifth order
Caudrey–Dodd–Gibbon (CDG) equation using the exp-function method.
Applied Mathematics and Computation, 206(1), 70-73.

Xu, P., Zhang, B. Q., Huang, H., & Wang, K. J. (2023). Study on the nonlinear
dynamics of the (3+ 1)-dimensional Jimbo-Miwa equation in plasma physics.
Axioms, 12(6), 592.

42


