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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
E3-UZAYINDA EGRi CATILARININ KURESELGOSTERGELRI
ALI TOKTIMUR

HARRAN UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
MATEMATIK

Tez Damisman: Do¢. Dr. ABDULLAH YILDIRIM
Yil: 2025, Sayfa : 47

Hazirlanan tez bes pargadan olusmaktadir. Birinci pargada tez konusu ile ilgili temel tanim ve
teoremler verilmistir. Tkinci pargada tez ile ilgili yapilan calismalara deginilinmistir. Ugiiccii parcada
3- boyutlu Oklid uzayinda bir regiiler egrinin Frenet ve Bishop catilarina gére kiiresel gostergeler yeni
bir yaklasimla incelenmuiistir. Bulunan teorem ve sonuglar sunulmustur. Bunlara &rnekler verilerek
konu dahada pekistirilmistir. Dordiincii parcada tezin dogrulugu bilgisayarla c¢izilen grafikler
yardimiyla kontrol edilmistir. Besinci par¢ada buldugumuz teorem ve sonuglari beyan edip
yapamadigimiz alanlar belirtik. Ayrica yapilabilecekleri da dnererek yeni ¢aligmalara kap1 agtik.

ANAHTAR KELIMELER: Egriler, Serret Frenet catisi, Bishop catisi, Kiiresel gostergeler,
Egrilikler



ABSTRACT

MASTER THESIS

SPHERICAL INDICATRIXES OF CURVE FRAMES IN E3

ALI TOKTIMUR

HARRAN UNIVERSITY
INSTITUTE OF GRADUATE EDUCATION
MATEMATIK

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ABDULLAH YILDIRIM
Year: 2025, Page : 47

The prepared thesis consists of five parts. In the first part, basic definitions and theorems related to the
thesis topic are given. In the second part, studies related to the thesis are mentioned. In the third part,
spherical indicators of a regular curve in 3-dimensional Euclidean space according to Frenet and
Bishop frames are examined with a new approach. The theorems and results found are presented. The
subject is further reinforced by giving examples. In the fourth part, the accuracy of the thesis is
checked with the help of graphics drawn by computer. In the fifth part, we stated the theorems and
results we found and indicated the areas we could not do. We also suggested what could be done and
opened the door to new studies.

KEYWORDS: Curves, Serret Frenet frame, Bishop frame, Spherical indicators, Curvatures
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GIRIS Ali TOKTIMUR

1. GIRIS

E* Diferansiyel geometride bir ¢ok teknik ile, egrilerin ¢atilar1 elde
edilmektedir. Bunlardan bazilar1 Frenet catis1 <cite>3b</cite>, Bishop catisi
<cite>1b</cite>, Darboux c¢atisi, Sabban catisidir. Egriler baz1 noktalarda dogru
pozisyonunda ise, ikinci turev hesaplanamaz dolayisiyla egrilik hesaplanamaz.
Ferenet ile egrideki degisim tam olarak gozlenemez. Bu durumda alternatif yollara
ithtiya¢ duyulmustur. 3- boyutlu bir uzayda, Bishop (1975) regiiler egriler i¢in Frenet
catisindan daha kullanish olan Bishop catisini tanimlamistir. Bishop cati ile egrinin
ikinci tlirevi sifir olsa bile egriyi incelemek i¢in kullanisl bir ¢at1 bize verir.

3-boyutlu bir uzayda Frenet (1847) catis1 [2], regiiler bir egrinin hiz ve ivme

vektorlerini kullanarak elde edilen bir ¢atidir. Soyleki

n:l— E?

egrisinin hiz ve ivme vektdrleri, sirastyla n’ ve n”” olsun. Buna gore

-y
il

b= :-c— n—=—"hxt
&l (1.54)

olarak elde edilen {t,n,b} ortonormal ¢atis1 bir Frenet ¢atis1 olur. Burada t, n
ve b vektorler alanlarina, sirasiyla, m egrisinin, tanjant vektor alani, asli normal

vektor alani ve binormal vektor alani denir. Sayet n egrisi birim hizli ise (In'l=1)

1= b=t xn
[l (1.54)

olacaktir. Tiirev degisimleri de t'=xn,n'=-xt+tb,b’=-tn seklinde olacaktir.

Burada « ve 7 sirasiyla m egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri denir, dyleki

T T (155

{tn,b,x,1} beslisine Frenet elemanlar1 denir. Fakat egri baz1 noktalarda dogru
pozisyonunda ise yani egriligi sifir ise egrilikteki degisim tam olarak gdzlenemez. Bu
durumda alternatif yollara ihtiya¢ duyulmustur. 3-boyutlu bir uzayda, Bishop (1975)

regiiler egriler icin bir ¢at1 tanimlamistir. [1]. Bishop ¢at1 ya da rotation minimizing

1
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catt1 (RMF) denilen bu cat1, regiiler bir egrinin hiz vektorii ve iki ortanormal vektor
ile verilmektedir. BU dik vektorlerin tiirevleri sadece hiz vektoriine baghdir. S6yleki

birim hizli ve s yay-paremetreli olan

nJUE* —» B3
egrisinin Frenet elemanlar1 {t,n,b,k,t} olarak verilsin. {t,ni,n2} catis1 w egrisi

tizerinde, t tanjant vektorii etrafinda x agis1 kadar donen bir Bishop cat1

t =t
n = njcosy+nzsine (1.56)
b = —nysine+nacose

seklindedir. Bu ¢atinin tiirev degisimi de

t = ;1.'] n; — L‘gﬂg

n = —hkt (1.56)
no = —lat

ki = kKcosx

ko = msinx

!

T —_ T

seklindedir. Burada {t,ni,n2,ki,kz,} beslisine de Bishop elemanlar1 denir.

Geometri, fizik ve miihendislikte egri c¢atilar1 ile birgok ¢alisma yapilmustir.
Bu ¢alismalar Oklid dis1 uzaylarda da ilerlemistir. Bu ¢alismalardan bazilar egrilerin
kiiresel gostergeleridir. Eger X {n(s)}=X(n(s))[IT_ {m}n(s) ise birim vektor alan1 X
in © egrisine kisitlandig1 sOylenir. Eger X=PQ alirsak, P noktas1 m egrisi {izerinde
akarken, Q noktasinin birim kiiresinin ¢izdigi egriye X birim vektor alanin kiiresel
gostergesi denir. Bir egrinin karekterizasyonunun inclemek yerine bazen kiiresel
gostergelerini incelemek bazen daha kolay olmaktadir.

Bu calismada bir egrinin binormal vektor alani ile Darboux vektor alani
arasindaki ag¢iy1 kullanarak bir regiiler egrinin kiiresel gosterge egrilerinin Frenet ve

Bishop catilarini ele aldik. Onlarla ilgili teorem ve sonuclar1 ifade edip ispatladik.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Geometri, fizik ve miithendislikte egri catilar1 ile birgok calisma yapilmistir.
Bu ¢alismalar Oklid dis1 uzaylarda da ilerlemistir. Bu ¢alismalardan bazilar egrilerin
kiiresel gostergeleridir. Eger X {n(s)}=X(n(s))[IT_{m}n(s) ise birim vektdr alan1 X
in 7 egrisine kisitlandig1 sdylenir. Eger X=PQ alirsak, P noktas1 m egrisi lizerinde
akarken, Q noktasimin birim kiiresinin ¢izdigi egriye X birim vektor alanin kiiresel
gostergesi denir. Bilici 2 Frenet ¢atis1 yardimiyla involiit evoliit egrilerinin kiiresel
gostergelerini elde ettiler. Senyiirt ve Caliskan 18 Zamansal Bertrand egri ¢iftlerinin
kiiresel gostergelerini incelediler. Senyurt ve Demet 19 zamansal-uzaysal Mannheim
egrisi ciftlerinin kiiresel gostergelerinin jeodezik egriliklerini ve dogal kaldirma
kuvvetlerini hesapladilar. Ates ve digerleri 1 kiiresel gostergelerle elde edilen tiibiiler
ylizeyleri verdi. Capin 4 Minkowski uzay1 E:* deki egrilerin kiiresel indekslerinin
yay uzunluklarimi ve jeodezik egriliklerini hesapladilar. Kula ve Yayli 14 egik
helisleri ve kiiresel gostergelerini incelediler.

E* Diferansiyel geometride bir ¢ok teknik ile, egrilerin catilar1 elde
edilmektedir. Bunlardan bazilar1 Frenet catis1 7, Bishop catis1 3, Darboux catisi,
Sabban catisidir. Egriler bazi noktalarda dogru pozisyonunda ise, ikinci turev
hesaplanamaz dolayisiyla egrilik hesaplanamaz. Ferenet ile egrideki degisim tam
olarak gozlenemez. Bu durumda alternatif yollara ihtiya¢ duyulmustur. 3- boyutlu bir
uzayda, Bishop regiiler egriler i¢in Frenet ¢atisindan daha kullanisli olan Bishop
catisin1 tanimlamistir. Bishop cati ile egrinin ikinci tiirevi sifir olsa bile egriyi
incelemek icin kullanish bir ¢at1 bize verir. Diferansiyel geometride ¢cok ¢alismalar
yapilmistir. Konumuzla ilgil bazi ¢alismalri sunlardir. Yilmaz ve digerleri 23 Bishop
cati kullanarak, bir reguler egrinin yeni tip kiiresel gdstergeleri belirlemislerdir.
Keskin ve Yayli 11 N-Bishop ¢atisin1 tanittilar ve bu catilarin kiiresel gostergelerini
sundular. Yilmaz ve Turgut 24 bir reguler egrinin Tip-2 Bishop catilarini tanittilar
buna bagh yeni kuresel gostergeler elde ettiler. Yilmaz 22 E:* de bir reguler egrinin
yeni tip Bishop catisina gore kiiresel gostegeleri ¢alisti. Korpinar ve digerleri 12
Heisenberg grup Heis®* da B slant helisinin tanjant Bishop kuresel gostergelerinin

bazi karakterizasyonlarini verdiler.
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3. GEREC VE YONTEM

Oncelikle E? uzayinda egri catilarinin catilarini incelendigimiz zaman

karsimiza ¢ikacak temel kavramlar verilecektir.

3.1. Tanim
v |

il

[E::i

—
— (s (3.1)

egrisi birim hizli olarak verilsin.

dm () dt (s) o .
.llll‘-Jln: ll“’.h.:t,L,-\-J‘;{nLHJ

t =
ds ds (3.2)

vektorlerine 7 egrisinin Frenet vektorleri denir. Burada t, n ve b ye m egrisinin

sirasiyla tanjan vekt orii, asli normal vektorii ve binormal vektorii denir ve

(t.t) = (n.n)=(bb) =1,
(t.n) = (t.b)=(nb)=0 (33)
dir.

3.2. Teorem

(6) Birim hizli ve geodezik olmayan bir m:I—E?* egrisinin Bishop catis1 i¢in t

tirev form {iilleri ve Bishop parametreleri asagidaki gibidir.

!

t kiny + kong.
n, = —kt. (3.4)
n, = —hot.
k1 = kcosz,
ko = msina.

[
= I,
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matrisel gosterimi de asagidaki gibidir

t' 0 ki1 ko t

n’] = | =k 0 0 ni

o —k2 0 0 n:
3.3. Tanim

(3.5)

6) Geodezik olmayan (x#0) birim hizli bir m:I—E?® egrisinin frenet
( y g

elemanlart {t,n,b,x,t} olsun. t tanjant vektoriine dik herhangi bir birim vektor n:

olsun. Sayet n.=t[ In: dersek {t,ni,n2} ¢atis1 pozitif yo nlendirilmis bir cat1 olur. Bu

yeni elde edilen c¢atiya Bishop catisi denir. Frenet ile Bishop ¢atilar1 arasindaki

baginti
t = t
n — njcosr-+ Nosine
b = —mnjsinz+ nscosax

seklindedir. Matrisel gosterimi de asagidaki gibidir

t 1 0 0 t

n| =110 cosxr sinr ni

b 0 —sinx cosx n:
Benzer sekilde

t 1 () () t

ni = | 0 cosxr —sinx n

n: (0 sinx cosx b

esitligini de yazabiliriz. Burada x, n ile n: arasindaki agidir.

3.4. ispat

Bir 6nceki Lemmay1 kullanarak

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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C (3.9)
Her iki tarafin normunu alirsak
o = |7 x 7|
(3.10)
cikar Oyle ise
b ol x
I 3.11)

elde edilir. Daha 6nce v=In'l oldugunu gostermistik. kv*=In'xn"l denklemini

kullanirsak

r L
||.l| O ||
= —

)P (3.12)

Diger taraftan:

du v dr du
e ! v Ty
7 = —t+ —t' '+ —v*n+ kv—n-+ KN
di? dt dt dt (3.13)
d2u o dv dr o :
= = — A ) n+ —unt + —o'n + kro’b
dt= dt df

Her iki tarafi b ile i¢ ¢arpimi alirsak

(3.14)

bulunur. Buna gore
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KU | x 7| (3.15)

elde edilir.

3.5. Teorem

Herhangi bir regiiler © egrisi i¢in asagidaki formiiller vardir.

T
b = || % x| (3.16)
I |
(' % ", 7"
T T x P
3.6. Sonug

(3.20) ve (3.24) denklemlerinden v=In'l=ds/dt oldugu goriliir.

3.7. ispat
, dm dwds
M= —=—— =t
ds dt (3.17)
ayni sekilde
o (6) d(vt) |
dt (3.18)
dv dt
—t + v—.
dt dt
dv
—t + vhvn,
dt
dv .
—+t + xv'n
dt
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olacaktir.

3.8. Lemma

(15) Bir regiiler m:I—E? eg risinin Frenet vektorleri {t,N,B} olsun. Buna gore

T = ut.
d .
™ = —t +m’n (3-19)
dt
3.9. Ispat
L dt (#) ds
t'(t) = I es
ds dt (3.20)
dt (t) .
Y~ gN.
(1.-\'
t' () = run.

Benzer hesaplamayla

o odn(f)ds ‘
n (t) = l‘ ~-— = (—xt +7h) v
ds dt (3.21)
e b (#) d
. db () ds
b' (t) = el = —Tin
ds dt

3.10. Teorem

(15) Hiz1 v=ds/dt olan bir m:I—E? egrisi verilsin. © egrisinin Frenet vekt

oOrlerinin tiirev degisimleri

! 1 I
t =mm.n = —svt+7vbh.b = —7in

(3.22)

dir, burada s, T egrisinin yay parametresidir.

3.11. ispat
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m egrisi birim hizli verildiginde s yay paremetresi, kendi yay uzunlugu

seklinde verilmistir. Buna gore

t = 7'(s)
o (5) (3.23)
RG]
1:"[:!
= (5
b:?l_flf‘w:l * I—llﬁf:tx n
|7 (s)]] (3.24)
olarak verilmisti. Oyle ise
) ,|H fl_-l
t' =" (s) = ||7' ()] I l‘,“’ — KN
|7 (5) (3.25)

Diger taraftan [In’,;n[1=0 ve [It',b[1=0 oldugundan n'=-xt+tb ve b'=-tn
olacaktir. Burada «=0t' n[0=-00t,n'J, t==Cn’,b0=-Cn,b'[] dir.
3.12. Teorem

Birim hizli bir m:I—-E? egrisinin Frenet vektorleri{t,n,b} olarak verilsin.

Frenet vekt orlerinin tiirev degisimleri

t' =snn = —nt+7hb = —mn
(3.20)
seklindedir.
3.13. Tanim
(8) Birim hizl1 bir n:I-E? eg risinin Frenet vektorleri {t,n,b} verilsin.
(3.27)
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h I __:' ]FS.
s als) = (t(s).n(s) = (1" (s) ) = [l (s)]
".'U
7 I — R
s — 7(s) =(n'(s).b(s)) (3.28)

fonksiyonlarmma sirasiyla m egrisinin egrilik fonksiyonu ve burulma
fonksiyonu denir.

3.14. Tamim

( 8) R reel sayilar cismi tiizerinde tanimli bir vektdr uzayr R* olsun.
[X:(Xl,Xz,X3),Y:(Y1,y2,Y3)DR3 iQiIl

(V: RExRP — R

(X.Y) — (X.Y) =z + @2 + 233 (3.29)

seklinde taniml1 fonksiyona Oklid i¢ ¢arpim1 denir.

3.15. ispat

n egrisini birim hizli yapan parametreyi s=h(t) digerini de t ile gosterelim.
Burada h(t) diferansiyellenebilirdir.

m(s)=n(t)
egrisinin her iki tarafini t ye gore tlirevini alirsak

Lds  dw(s)ds  dm(#)

m(s) — — = = (¢)

dt = ds dt ~ dt (3.30)

her iki tarafin normunu alirsak

(3.31)

10
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cikar. Buradan da
b
5§ = 7 (E)|| dt
L = @ (332)

olarak elde ederiz yani s her zaman bulunabilir.

3.16. Teorem

E* de vregiiler her egri, birim hizh

parametrelendirilebilir.

3.17. Tanim

(8) Bir regiiler egri m verilsin.

i
s= [ ||1# () dt
<

olacak sekilde yeniden

(3.33)

reel sayisina m egrisinin yay uzunlugu veya yay parametresi denir.

3.18. Tanim

(16) m:1—E3 egrisi verilsin. S ayet [1t[] i¢in ©'(t)#0 ise m egrisine regiiler egri

denir.

Bu caligmada aksi belirtilmedikge biitlin egrileri regiiler egri olarak alacagiz.

3.19. Tamim

Skalar hiz1 In'(t)I=1 olan egrilere birim hizli egri denir.

3.20. Tanim

(16) m:I—E-3 egrisi verilsin.

11
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14 (3.34)

seklinde tanimli In'l fonksiyonuna m egrisinin skalar hiz fonksiyonu ve In'(t)l

reel sayisina da « egrisinin skalar hiz1 denir.

3.21. Tanim

T(t) = (m (t).m2(t).m3 (1)) (3.35)
egrisi verilsin
dm; () e _
T ). (1<i<3)
i (3.36)
olmak tizere
() = (ay (#) s (8) w5 ()
(3.37)

vektoriine m egrisinin hiz vektorii denir.

3.22. Tamim

(20) I, R de bir agik aralik olsun.
m: I — [E3
t — w(t) = (m(t).m(t).m3 (1) (3.38)
seklinde tanimlanan diferensiyellenebilir doniisiime R* de bir egri denir.
3.23. Tanim

(8) 1X=(x1,X2,X3), Y=(y1,y2,y3) [ IR? i¢in

12
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XY =(X2y3-X3y2,X3Y1-X1Y3,X1Y2-X2Y'1)
seklinde tanimlanan doniisiime X ile Y nin vektorel ¢arpimi denir.

3.24. Tanim

e {1}=(8_{il},0 {i2},0 {i3})[IR? olarak verilen {eiezes} vektorlerine R3
vektor uzayinin standart bazi denir. Burada o {ij} ifadesi i=j iken 1 i#j iken O dir,
(1=1,j<3)
3.25. Tanim

(10) OXOR® igin IXI=V(0X,X[)) seklinde tanimlanan fonksiyona X
vektdrunun normu denir.

13
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4. BULGULAR
4.1. Frenet catisina gore Kiiresel gostergeler ve sonuclari

Birim hizli bir

]E:i
(s (4.1)

T J

—
—

egrisinin Frenet elemanlar1 {t, n, b, k#0, 1#0} olsun. Bu egrinin Darboux

vektorii ve pol vektorii, sirasiyla,

w = Tt-+ kb,
1
c = —w=t%sind+ bcosd. (4.2)
[|w ||
Burada
_ I
e R — —
I3 /T ! (43)
, T
sing =

ve ¢ agisi, ¢ pol vektorii ile b binormal vektorii arasindaki agidir.

Bundan sonra aksi belirtmedik¢e, ele alacagimiz m egrisini birim hizli ve

egrilikleri k#0,7#0 olan egri olarak alacagiz.

4.1.1. Teorem

Bir m:J—E? egrisinin Frenet elemanlar1 {t, n, b, x, 1} ve n_{t}=t te Zetler
gosterge egrisininin Frenet elemanlar1 { t {t},n {t},b {t},x {t},t _{t}} olsun. Buna

gore

(4.4)

14
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t‘t = Il
ng; — —tcoso+ bsino,
by = tsing + beosao,
Kt = Seco.

g’
Tt = —.

I

Burada ¢'=((do)/(ds)).

4.1.2. Ispat

n_{t}=t egrisi i¢in ((dn_{t})/(ds))=n_{t}' olmak lizere

T, = HKI.
Z
T, = —kt+r'n+rTh, (4.5)
L : 2 _ L
T = —3rk't + (k" — w3 — KT ) n+2 (x't + w7’y kTh,

(3,26) denklemlerini kullanarak m {t}=t egrisinin birinci ve ikinci egriligi,

sirasiyla,
. [me Al
L —_— T —_ ]
EAk (4.6)
Ve O N T § 1 & !
o E]L"t LJIt. Mg . Mg _:l o i
o mamIP T s

olarak buluruz. ©_{t}=t egrisinin kendi yay parametresi s_{t} ye gore tiirevini

alirsak

dme  dt  dtds _ ds i
d st N st  ds st N d s¢ t (4.7)

olacagindan

15
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dr
"t —n 4.8)
il.ﬂt
1:"[:!
ds 1
dse «

olacaktir. Diger taraftan (4,3) ve (4,8) denklemlerini kullanarak

dt
St
| E]tt |

— _tcosd+bsing, @9

ng —

."it |
1?'L'I
by =t Ang =tsingd + beosao.

elde ederiz.

4.1.3. Sonug¢

n_{t}=t tegetler gosterge egrisi lizerinde, t {t}=n tanjant vektorii etrafinda ¢

acis1 kadar donen bir Bishop ¢at1 {n,-t,b} catis1 olup asagidaki denklemler vardir.

= I:—t.J T ﬂ'gb.
dsq (4.10)

= —an.

= —izIl,

i) = L.

iy = tano

burada aive a2, {n,-t,b} Bishop catisinin, sirasiyla, birinci ve ikinci Bishop
egrilikleridir.
4.1.4. Ispat

{n,-t,b} catisinin bir Bishop catis1 oldugu Teorem 4.1.1 den goriilmektedir.

16
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Buna gore
dn dn ds . 1
= = [—xt +Th) —.
g ds ds; K (4.11)
T
R (—j b.
5
d(—t) d(—t) ds 1
= = —Kn— = —n,
ds¢ ds  ds; I
db db ds T
= = ——n,
d st ds dsi I
olur. Oyle ise
) = —1.
T
az = — = tanag. (4.12)
5
olur.

4.1.5. Teorem

Bir m:J—E? egrisi i¢ in m_ {t}=t tegetler gdsterge egrisininin Frenet elemanlari
{t {t},n_{t},b {t},x {t},x {t}} ve = {n}=n aslinormaller gdosterge egrisininin

Frenet elemanlar1 {t {n},n_{n},b {n},x {n},t {n}} olsun. Buna gore

t'u = I.
n, — bgcosw —t;sinw, (4.13)
b, = bysinw + t; cosw.
P I.'Illl N & \2

S RN

o

- =

Iwl]

Burada COS(D:((\/(K_{II}Z—1))/(](_{1’1})) , sino=(1/(x_{n})) ve o agis1, b_{t} ile

17
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n_{n} vektorleri arasindaki acidir.

4.1.6. ispat

n_{n}=n egrisi i¢in ((dx_{n})/(ds))=n_{n}’ olmak iizere

m, = —kt+Th,
o= _—,-:’t — (K* + —2) n+7'b, _ (4.14)
) o= [+ (P et =3t +rm)n+ [7+ (12 +7) K] b

(3.26) denklemlerini kullanarak m {n}=n eg risinin birinci ve ikinci egriligi,

sirastyla,
I| r
_ o nmll ( )3
|'- p— ju— 1 - —_—
n ||-'||_1|| \ll |W|| (415)
Ve ""_.l' " T 4
- det (7 n 'n: j"_uJ “
f N — _ —
Tl A [wl]

olarak buluruz. m {n}=n egrisinin kendi yay parametresi s {n} ya gore

tirevini alirsak

dmn dn dn ds ds

= = = (—#t + 7h)
|:].-‘\'|_'_|_ (].-‘\'u (].-‘1' (].-‘\'u (].-‘\'u (4.16)

1:"[1

ds B 1 1

dsn 2+ 72 ||wl]

olacagindan
dmr ,
L t, = —tcoso + bsin ¢ = .

dsp (4.17)

olacaktir. Diger taraftan (4.15) ve (4.16) denklemlerini kullanarak

18
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dtn (4.18)
|:].-"i|_'_|_ ".-' "I'-ﬁ - J' i . 3 :
n, = = (tsing + beosd) — —n.,
| cltu: Fin Fin
| I:l.‘in'

Sayet cosm=((\/(K_{n}2—1))/(K_{n})), sino=(1/(x_{n})) dersek

n, = bt cosw — tsin w.
ve (4.19)
by =ty A1y = bt sinw + t; cosw.

seklinde elde ederiz.

4.1.7. Sonug¢

{t {t}, n_{t}, b_{t}} catist ®_{n}=n aslinormaller gdsterge egrisi iizerinde,
t {n}=n_{t} tanjant vektori etrafinda -® a ¢i1s1 kadar dénen bir Bishop catis1 olup
asagidaki denklemler vardir.

e by = bty
dsp (4.20)
dby
= —hint.
E].ﬁ;u
dti
= bonyg.
':]--“‘u
iy
h] = :
[|w|
EIJ} = -1,

burada bive b2, {t {t}, n {t}, b {t}} Bishop catisinin, sirasiyla, birinci ve
ikinci Bishop egrilikleridir.
4.1.8. Ispat

{t {t}, n_{t}, b {t}} catisimin bir Bishop c¢atis1 oldugu Teorem 4.1.5
ten gorilmektedir. Buna gore

19
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dng dt,
ds, dsy, (4.21)
— |'|.|_1n|_1|
= kp [bgcosw — tysinw],
= fipbhtcosw — kgt sinw.
dby d(tsing + beosd) ds 0y
= = ——— 1,
dsp ds dsy ||w||
dt dn ds
= — = ng.
dsy ds dsp,
olur. Oyle ise
] |: ) V"”ﬁ — 1 o'
N = kpcos{w) =~k = .
" " kn ||| (4.22)
PR 1 .
he = —kpsin(w) = —k,— = —1.

olur.

4.1.9. Teorem

Bir m:J—E? egrisinin Frenet elemanlar1 {t,n, b, x, t} ve ©_{b}=b binormaller

gosterge egrisininin Frenet elemanlar1 {t {b}, n {b}, b {b}, k {b}, T {b}} olsun.

Buna gore
tpb, = —n.
n, = tcosg— bsing,
b, = tsing + beosao,
Kb = CSCO,
o
B, = ——

Burada ¢ agisy, tile n_{b} vekt orleri arasindaki agidir.

20
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4.1.10. ispat

n_{b}=Db egrisini kendi yay parametresi s_{b} ye gore tlirevini alirsak

dm,  db ds ds
= = —Tn
dsp ds dsp dsp (4.24)
olacagindan
El'w 1
tp = —nve = —
dsp T (4.25)
olacaktir. Oyle ise
dth dn ds . 1
= KpNp = —— = — (—nt +7h) —
SEN ds dsp T (4.26)
olur. Buna gore
fib = €SC 0,
Ve (4.27)
np = tcos g — bsin o,
bulmus oluruz. Diger taraftan
b, =tp Anp =tsind + beoso
(4.28)

elde ederiz. Ayrica (4.25) denklemini g6z Oniinde bulundurursak,t {b}
egriligi

d(—d)  d{—d) ds o)
Th = = = ——:
dse ds  dse T (4.29)

21
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olur.

4.1.11. Sonug¢

{ tn, b} catist ® {b}=b binormaller gosterge egrisi iizerinde, t {b}=-n,
tanjant vektorii etrafinda -¢ acist kadar donen bir Bishop catist olup asagidaki

denklemler vardir.

d(—n)
gy = o1t — c9b.
dsp, (4.30)
dt )
= —r1l—n).
If'Jr.‘-ib 1t '
db )
= o3—n)
dsh
1 = cotg.
g = —1

burada cive ¢z, { t,-n, b} Bishop ¢atisinin, sirastyla, birinci ve ikinci Bishop

egrilikleridir.

4.1.12. ispat

{ t,-n, b} catisinin bir Bishop ¢atist oldug u Teorem 4.1.9 dan goriilmektedir.

Buna gore
I{—n) I{—nm) ds | 1
g _ e = (nt — Th) —.
dsp, ds  dsp T (4.31)
I
= (%)t-b.
T
dt dt ds 1) cot ¢
= — = — [—n) cot ¢,
dsp ds dsy, )
db db ds
= — —I1.
dsp ds dsn

olarak bulunur. Oyle ise

22
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-
[

0] = = cot o,

=

(4.32)

olur. Ayrica (4.25) denklemini goz oniinde bulundurursak,t {b} egriligini

de doy ds 1
T = = — = ¢'—
T Ay dsds, T (4.33)

seklinde de buluruz.

4.1.13. Teorem

Bir m:J—E? egrisinin Frenet elemanlar {t,n,b,x,t} ve m_{c}=c pol vektoriiniin
k tiresel gosterge egrisininin Frenet elemanlar1 { t {c}, n_{c}, b {c}, k {c}, t _{c}}

olsun. Buna gore

te = tcoso— bsing.
n. = ncosfl — [tsing + beosg|sinf, (4.34)
b = mnsinfl + [tsing + beos¢|cosf,
| 2
Y A
¢ \" g '
&
e = ——, ¢ F#0.
o

Burada 0 agis1, nile n_{c} vektorleri arasindaki agidir ve

[[ee]]

| " I
V(@) + [Iwl|?

cosfl =

(4.35)

4.1.14. ispat

n_{c}=c=tsinp+bcosp e Zrisini kendi yay parametresi s_{c} ye gore tlirevini

alirsak
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dm de ds ) .. ds
- = ¢'(tcosd — bsing)
dse ds dse i se (4.36)

olacagindan ve ¢'#0, olmak sartiyla

, ds 1
te. = tcos ¢ — bsin gve = —
dse o (4.37)
olacaktir. Oyle ise
(tcosd —bsing) ds \
{::rfc = Kele = _rf[tm uj. bsin ) ;‘r. = —(tsing + beosd) + @n
S5¢ LS ShH 0y (438)
olacagindan
| 2
(s
he = \,u o ) (4.39)
1?[1

n. =ncosf — [tsing + beos¢|sind

olacaktir. Diger taraftan

be = te Ane =nsinf + [tsing + b cos @] cos b,
(4.40)

elde etmis oluruz. Ayrica (4.37) denklemini g6z 6niinde bulundurursak,t {c}

egriligini

d(—f)  d(-f#)ds _H_’
N s  ds dse B (4.41)

Ty

C

seklinde de buluruz.
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4.1.15. Sonug¢

vy = tcoso — bsino.
V2 = I (4.42)
vy = tsing + beosg

catist m©_{c}=c pol vektor alan1 go sterge egrisi lizerinde, vi=tcos@- bsing
tanjant vektorii etrafinda -0 agis1 kadar donen bir Bishop catisi olup asagidaki

denklemler vardir.

dv
: = {JrJ“Ug—{JrgV;g.
dse (4.43)
dva
= —divy
{Jrr-ic
vy
= {Jrg“h]
E'Jr.‘-i.:
W
L Il
vl
i’lrg = —1.

burada dive dz, {vi,v2,v3} Bishop ¢atisinin, sirastyla, birinci ve ikinci Bishop

egrilikleridir.

4.1.16. ispat
v, = tcoso— bsing.
Va = 1L (4.44)
vy = tsing + beosdo.

esitliklerini (4.37), (4.39), (4.40) denklemlerinde kullanirsak

t,: = ¥
n, = vocosH —wvysinf (4.45)
b, = wosin# + wvycosf
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elde edilir. Bu da {vi,v2,v3} catisinin bir Bishop catis1 oldugunu g Osterir.

Buna gore
vy dvy ds
dse ds ﬂrr-icl (4.46)
d{tcosd— bsind) 1
N ds o
W oo .
= un— (tsing + beoso) .
il
ol
w7 '
dvs dn ds ||w|
ds.  dsds. o
vy dvy ds
p— p— -‘,l']
{f.ﬂc {Jr-"i {Jr-‘-i.:

olarak bulunur. Oyle ise

oo Il
vy (4.47)
ﬂrg = —1.
olur.
4.1.17. Ornek

E? de verilen

m: J — E?
. 2
t — wit) = (?.a‘.g.a‘) (4.48)

egrisinin Frenet elemanlari
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1 ) o
t = ——— (26%.2t. 1)
2t + 1 (4.49)
1 . .
n = ——— (8¢ +4¢, 8t +2, 8" —4t) .
2(2t2 +1)°
1 2
b = —5—— (2,4t —4t°) .
2022+ 1)
2
H = —F.
(262 + 1)°
—2
T = . —
(262 + 1)°
(4.3) den
_ K |
cos@ = = .
VEZ+ 72 /2 (4.50)
, T 1
sin gy = . = = —
K2 + 72 V2
bulunur. Buna gore,
T {t}=t tegetler gosterge egrisininin Frenet elemanlari
{t {t},n_{t},b {t},x {t},t {t}} ise Teorem 4.1.1 den
1 203 - o
te = n=———— (8¢ +4¢, —8' + 2, 8¢ — 4¢) ,
2(2t2 +1)°
! (4.51)
ng = —teosg+bsing = _Qﬁfﬁfz T [-la‘.z 2. 8f, —4t* + 2}
1 1
b = tsing +bcosg = (__E 0, —E) .
Hy = Ssec = V/E

i,
(]

Tt = — =1,
K

n_{n}=n aslinormaller gosterge egrisininin Frenet elemanlar1 {t {n}, n_{n},

b {n},« {n},t {n}} ise Teorem 4.1.5 den
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1 2 2
t, = My = ——————— (4" — 2. 8¢, =4t + 2 .
" YT a2+ 1) ( )
1 _ _ (4.52)
n, = bicosw —tysinw = —— (81‘." L4t 8t o s — 41‘.) \

2(2t2 + 1)
1 1
by = bisinw + ttcosw = (——.U.——).

f

i t.-,.lf 2
I ] )
5 = [1+ =1,
T (nwn)

;A;.F

— =0
W]

'n

n_{b}=b binormaller gosterge egrisininin Frenet elemanlar1 {t {b}, n_{b},
b {b},x {b}, 1 {b}} ise Teorem 4.1.13 den

1 . )
b, = —n=———— (8¢ + 4, —8t' + 2, -8 — 41),
0(’){2 + 11
ast ! | (4.53)
J— v ly - - 2_1—(,'\ _ 2_.-)
n, = tcosg—bsing= Ev@fﬁig—ﬂ [-la‘. 2. 8, —4¢ H).
1 1
b, = tsing +~bceosg= (——.(].——)
2 2

= CECQ = — \/5

T = 0,

[ o

Te =Cc=tsing + brosg = (—

L\..-'I| =
—
—

<, |,_

[ |

e

V'

(4.54)

oldugundan pol vektor iiniin kiiresel gostergesi bir noktadan ibarettir. Sekil
1 ve Sekil 2 e bakiniz.
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Sekil 4.1. 1 pi egrisi
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Birim Kire
—_— Tt =t
— Tn —n

— m=b

Sekil 4.2. 2 Frenet vektor alanlarinin kiiresel gostergeleri

4.2. Bishop catisina gore kiiresel gostergeler ve sonuclari

Birim hizli bir m:J—E? egrinin yay parametresi s ve

dX (s)
ds

— X' (s)

olmak tizere

(4.55)
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olarak tanimlanan ortonormal vektor alanlarina m egrisinin Frenet vektor
alanlar1 veya Frenet ¢atisi denir. Burada t, n, b, k ve T ya, sirasiyla, © egrisinin tanjant
vektor alani, asli normal vektor alani, binormal vektor alani, birinci egrilik fonsiyonu

ve ikinci egrilik fonsiyonu denir.

4.2.1. Uyan

Bu ¢alismada «(s)>0 ve t(s)#0 alacagiz.

Reguler bir m egrisinin her s i¢in tanjant vektér alani bir sabit dogrultu ile
sabit ac1 yapiyorsa m egrisine bir helis egrisi denir. Eger asli normal vektor alani sabit

bir dogrultu ile sabit ac¢1 yapiyorsa m egrisine bir slant egri denir. Sayet

In(s)l=r=Sabittir ise  egrisine bir kiiresel egri denir.

Sayet m egrisi egilikleri sifirdan farkli birim hizli bir egri ise asagidaki

sonuglar1 verebiliriz.

4.2.2. Onerme

n egrisi bir genel helistir gerek ve yeter sart

7 (s) s
— — sabittir.
0 (4.57)

—

4.2.3. Onerme

7 egrisi bir slant egridir gerek ve yeter sart

oy ¢y !
Kls) T15) .
\5) 7 l‘, — | = sahittir.
(12 (s) + 72(s))2 \rls) (4.58)

4.2.4. Onerme

7 egrisi bir kiiresel egridir ( In(s)l=r=Sabittir ) gerek ve yeter sart
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T (s) 1 1y 0 (4.59)
ki (s) T(s) \ r(s) -

n egrisinin Darboux ve pol vektdr alanlari, sirasiyla,

W |:-.'I =T |:-.1 t |:-.1 + K I:ﬂ b I:-\]

(4.60)
veE
c(s) = ———wi(s) =t(s)sing(s) +b(s)cosd(s).
[[w ()] 4.61)
Burada
P K I:*-:l . P TI:.-H
Cos @ |§) = ———. singr (&) = ———
[w (s)]] [[w (s)]] (4.62)

ve ¢(s) agisi, c(s) pol vektorii ile b(s) binormal vektorii arasindaki agidir.

Diger taraftan

t(s) =t(s).
ni(s) =n(sjcosz(s) —b(s)sinz(s). (4.63)
n: (s) =n(s)sinx(s) +b(s)cosx(s),

olarak yazilabilen ortonormal ¢atiya m egrisinin Bishop vektor alanlari veya
Bishop catis1 denir. Burada t(s), ni(s) ve nz(s), sirastyla, m egrisinin birinci Bishop
vektor alani, ikinci Bishop vektor alanmi ve ticlincli Bishop vector alani denir. Ayni
diisiince ile ki(s) ve ka(s), sirastyla, w egrisinin Bishop ¢atisina gore birinci ve ikinci

egrilik fonksiyonlar1 denir. Bu catinin tiirev degisimi de asagidaki gibidir.

(4.64)
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t' (s) 0 Fkils) kais) t(s)
nj(s) | = | —k(s) 0 0 ny (s)
ny (s —ka(s) 0 0 ns (s)
Burada
ky (s) <t'(s).my (s) >=r(s)cosw(s),
ks (s) < t'(s).n9(s) ==k (s)sinxz(s). (4.65)

(4.62) esitliklerini kullanirsak

2’ (s) =7 (s) = k(s) tan¢ (s)

(4.606)
elde ederiz. Diger taraftan
ka2 (s) o
— — tanax(s)
k1 (s) (4.67)

olacagindan dolay1

L Joo [ 5)
r(s) = arctan = l: -
ey () (4.68)

olacaktir. Sayet s parametresine gore (4.68) esitlginin her iki tarafinin tiirevini
alirsak

R P LT} |:‘1_:| |Ill2 |l:‘\:| !
£ l-.HJ — Tll.l‘i.:l — 7oy oy oo '
ki (s) + k3 (s) \ ki (s) (4.69)
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(4.70)

oldugunu biliyoruz.

(4.64) denkleminde tiirev degisim matrisine gore Bishop catisinin Darboux

vektori
w |:"'1 = —k2 |:“] ] |:‘\1 + Kk I:ﬂ n: I:-\]
(4.71)
olacaktir. Asagidaki denklemler vardir.
t' (s) =w(s)At(s) m)(s) =w(s)Am(s)m(s) =wls) Any(s).
(4.72)
Darboux vektoriin birim vektorii ( pol vektorii ) de
. w(s) o o
wWls) = ——— = —smr(sinls) +cosr{sinls)
||ew (s} ] (4.73)
olmaktadir.

Sayet m Bishop egilikleri sifirdan farkl ise (4.62), (4.63), (4.64) 6nermelerini
ve (4.69), (4.70) denklemlerini kullanirsak, ispatin1 vermeden asagidaki teoremleri

verebiliriz.

4.2.5. Teorem

n egrisinin Bishop elemanlar1 (t(s), ni(s), nz(s), ki(s), kz(s)) olsun. 7 egrisi bir

¢cember ise

ka (s) L
— — sabittir.
k1 (s) (4.74)

4.2.6. Teorem
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n egrisinin Bishop elemanlar1 (t(s), ni(s), nz2(s), ki(s), kz(s)) olsun.  egrisi bir

genel helis ise

S ————— = sabittir,
(kT () + k3 (s))? (4.75)

4.2.7. Teorem

n egrisinin Bishop elemanlar1 (t(s), ni(s), nz(s), ki(s), kz(s)) olsun. 7 egrisi bir

slant egri ise

!
e ki (s) ky (s) — ko (s) k1 (s)
(k2 (s) + k3 (s))

—ta
—
w
|
bipl
R
—

3
)+ (K () by (5) = ks (5) K (5))°)

4.2.8. Teorem

n egrisinin Bishop elemanlar1 (t(s), ni(s), n2(s), ki(s), k2(s)) olsun. © e grisi bir

kiiresel egri ise

4.2.9. Tamim

n egrisinin herhangi bir ¢atinin herhangi bir vektor alan1 X, kiire {izerinde
¢izmis oldugu egriye bu vektdr alaninin kiiresel gosterge egrisi denir ve ©_{X}=X

seklinde gosterilir. m1_{X} egrisinin yay parametresi de s {X} bi¢ciminde gosterilir.

4.2.10. Teorem

n_{t}(s)=t(s) birinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisinin Bishop
elemanlart da (t_{t}(s), n_{1t}(s), n_{2t}(s), k_{I1t}(s), k _{2t}(s)) olsun. Asagidaki

esitlikler vardir.
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te(s) = mny(s)cosz(s) +ns(s)sinz(s).
me(s) = t(s)cos p(s) + [ (s) sim (s) — my (5)cona () sine (5), (g 79
ny (s) = tls)sing(s)+ [n(s)sinz(s) — ns(s) cosz(s)]cosy (s)
kg (s) = —cosg(s) +sing(s) tand(s) .
ko (s) = —sing(s) —cosp(s)tand(s).

Burada ¢(s)= sabittir.

4.2.11. ispat

n_{t}(s)=t(s) egrisinin kendi yay parametresi s_{t} ye gore tiirevini alirsak ve
(4.63), (4.64) esitliklerini kullanirsak,

T () (5 (5) .
b = d I;L ) _ dtlL ) _ clt]L ) cll B ]1 (et (s) 1y () + ke () g (5))
15¢ s5¢ as OS5t 5¢
(4.79)
olacagindan
ds 1
ds¢  r(s) (4.80)
1?[.1

ty (s) =mny(s)cosz(s) +mny(s)sinz(s).

olacaktir. Son denklemin her iki tarafin s {t} ye gore t iirevini alirsak ve
(4.66) denklemini kullanirsak, hem

flttlf.‘\':ll P P P P P o P
= —ti(s)—mn(s)tang(s)sina (s) +ns (s5)tan ¢ (5) cosx (5)

dse 4.81)

esitligini, hem de

dte (s)

(s)
El'wt

= kit (s)myg (5) + kot (5) g

o

(4.82)

esitligini elde ederiz. Buna gore,
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ki (8) myg (8)+ka (5) g (5) = —t (s)—mg (s) tan ¢ (s)sinz (s)+n9 (5) tan ¢ (s) cosz (s)

(4.83)

yazabiliriz. ©_{t}=t birinci Bishop vektor kil resel gdsterge egrisinin Bishop

elemani,

nig (s) = A(s)t(s) + p(s)ny (s) +v(s)n2(s)

(4.84)
bicimindedir ve burada In_{1t}(s)I=1, oldugunu biliyoruz, dyle ise
M (s)+pd (s)+ 07 (s) =1
(4.85)
olacaktir.
< te(s) . nig (s) == 0
(4.86)
oldugunu biliyoruz. (4.86) denkleminden
pis)cosz (s) +wv(s)sinz (s) =0
(4.87)
olur. Burada
pis) =10 (s)sinx(s) ,ver(s) = —f(s)cosx(s)
(4.88)

olarak alabiliriz. (4.85) ve (4.88) denklemlerine goz 6nii nde bulundurursak

(4.89)
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oldugu goriiriiz. Oyle ise

Als) =cosyp(s).vel (s) = —siny (s)
(4.90)
olarak alabiliriz. Eger A(s), u(s), v(s) (4.84) yerine yazarsak
ny (s) =tis)cosy(s) — [n (s)sinz(s) —ny (s)cosz(s)]sing(s) .
4.91)
buluruz. Benzer hesaplama yontemiyle
Ny (s) =t (s)sing (s) + [m (s)sine(s) —np (s)cosz (s)]cosp(s).
(4.92)

buluruz. (4.83) esitligin her iki tarafini, sirayla, n_{1t}(s) ve n_{2t}(s) i¢

carpimini alirsak,

kig (s) = —cos(s) +tano (s) sin e (s) .
(4.93)
Ve
kot (s) = —sing (s) — tan ¢ (s) cos @ (s) .
(4.94)

olarak bulmus oluruz. Sayet (4.91) esitligin her iki tarafim s_{t}
parametresine gore tiirevini alirsak
o' (s)siny (s) = 0.
(4.95)

ve sayet (4.92) esitligin her iki tarafin1 s {t} parametresine gore tilirevini

alirsak
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'

o' (s)ecosy (s) =0,
(4.96)

bulmus oluruz. Oyle ise
© (s) = sabittir.

(4.97)

Teorem (4.2.8) den dolay1r m_{t}(s)=t(s) birinci Bishop vektor kiiresel egrisi

icin ispatin1 yapmadan verebiliriz.

4.2.12. Teorem
n_{t}(s)=t(s) birinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi i¢in

!

'
2 2
f\'-}t I:ﬂ ko1t [-\1 — Feop [-\1 ';"jt Ifﬂ B ’V ('\f‘”‘lt (s) + rJ“Et L"‘J)

. S | =0. 4
(K, () + k3, (3))7 | B G e ) = R (1) (4.98)

4.2.13. ispat

(4.93) ve (4.94) denklemlerinin her iki tarafim1 s (veya s {t}) tiirevlerini

alirsak
K (5) ke (5) — b (5) K (5) = & (5) —pm——
CcOs° 5] (4.99)
elde edilir. Diger taraftan
Kie () + K () = m@lﬁ (4.100

N
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! ) P
[ e , . 5 . - .. s s)
yvfﬂ'ft (5) + .ﬁ'.ft (5] = t:;l"Ln'J — L, —-
- cos= @ (s) (4.101

(4.99), (4.100) ve (4.101) esitliklerini (4.77) denkleminde kullanirsak ispat

sonucunu goruriz.

4.2.14. Teorem

n_{t}(s)=t(s) birinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir cemberdir gerek

ve yeter sart @(s)= sabittir.

4.2.15. ispat

o(s)= sabittir. (4.74) gbz oniinde bulundurursak

kot (s)  —sing(s) — cosg(s) tan ¢ (s

kit (s)  —cosy (s) +sing(s) tan ¢ (s) (4.102

oraninin sabit olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart @(s)= sabit olmasidir.

4.2.16. Teorem

n_{t}(s)=t(s) birinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisinin Bishop
elemanlar1 (t_{t}(s), n_{It}(s), n_{2t}(s), k_{1t}(s), k {2t}(s)) olsun. m_{t}(s)=t(s)
egrisi bir kiiresel helistir gerek ve yeter sart

. oy . .
(sing (s)) = a = sabittir

(4.103
)

veya
oy . ¢ y
@ (s) = arcsin (as + b).

Burada a, b[JR ve (-1<as+b<l).

4.2.17. ispat
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(4.99) ve (4.100) esitliklerini (4.75) denkleminde kullanirsak ispat biter.

4.2.18. Teorem

n_{t}(s)=t(s) birinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir kiiresel slant
egridir gerek ve yeter sart

Lo N
cosgs) s @ s) o
— sabittir.

(4.104
' ' ¥ "'"‘2
1+ (sin’ ¢ (s)) }u )

I

4.2.19. ispat

(4.99) ve (4.100) esitliklerini (4.76) denkleminde kullanirsak ispat biter.

4.2.20. Teorem

Birim hizl1 bir m:J—>E? e grisinin Bishop elemanlar1 (t(s), ni(s), nz(s), ki(s),
ka(s)) ve m_{nmi}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektor kii resel gosterge egrisinin Bishop
elemanlart (t_{ni}(s), n_{lm}(s), n_{2ni}(s), k {Ini}(s), k {2ni}(s)) olsun.
Asagidaki bagmtilar vardir.

tn, (5) = t{s).
Nin, (s) = m(s) (4108
Ny, (s) = mg(s) )
Kin, (s) = 1
kon, (s) = tanw (s).
4.2.21. ispat

n_{mi}(s)=ni(s) eg risinin kendi yay parametresi s {ni} ye gore tiirevini
alirsak ve (4.63), (4.64) esitliklerini kullanirsak,

. dmy, (s) dnp(s) dn;(s) ds ds | P
tn, (s) = 1‘ = T4 1 = 3 Thi(s)t(s)
iy thiny s sy Sy (4.106
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olacagindan
ds B 1

dsn, k1 (s) (4.107
)

ve

t-n[ |:"J =t |:"‘J

(4.108

)

olacaktir. Buna gore, n_{tl1}(s) ve n_{2ni}(s) Bishop vektoreleri, asagidaki
gibi alabiliriz.

PR PR , P PR PR
N, (5] =ny{s)smals) +nals)cosals).

ny,, (s) =n; (s)cosa(s) — ny(s) sine(s),
(4.109

(4.108) denkeleminin her iki tarafin1 s {n:} ye gore tiirevini alirsak ve (4.67)

denklemini kullanirsak, hem

dtp, (s) . e
Ly 15) =mn(s) +tanz(s)ns (s).

(].-‘\'[11 (4110

hem de (s )

Et'l'.l. l-."‘..:l PR iy Py PR
—— = -'rt'Jul [5) Nin, (5) + -;\'2111 [s) Nap, [5)
E1""111

esitligini elde ederiz. Buna gore

Fin, (5) Nin, (s) + Foan, (5) N2 (s) =ni(s) +tanx (s) na (s)
(4.111
)

olacaktir. (4.111) esitligin her iki tarafini, sirayla, n_{Ini}(s) ve n_{2ni}(s) i¢
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carpimini alirsak,

Fin, (8) = cosa(s)

(4.112
)
ve
kan, (s) = tanz (s) cos « (s)
(4.113
)

olacaktir. Diger taraftan (4.109) da n_{1n:}(s) in her iki tarafinin s {ni} ye g

Ore tiirevini alirsak

coscr = 1. sinee = 0
(4.114

elde edilir. (4.114) degerlerini (4.109), (4.112) ve (4.113) da kullanirsak ispat
biter.

4.2.22. Sonug¢

n egrisinin Bishop egriliklerin oranlari ile ©_{ni}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektd

r kiiresel gosterge egrisinin Bishop egrilikleri oranlari esittir yani

~ — tanx(s).

k2 (s) N kon, (5)
k1 (s) B "rt']m (5) (4.115

Teorem (4.2.8) den dolay1 ©_{n:}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektor kiiresel egrisi

icin ispatin1 yapmadan verebiliriz.

4.2.23. Teorem
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n_{nmi}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi i¢in

I P r P !

Koy (5) Finy (5) — komy (5) iy (5) { (\fﬁ-fm () + k2, m) L,
(K, (5) + K3, (5)) U‘“’zm (5) Fany (5) — hony (5) ki, (-*?J (4.116

)

esitligi vardir.

4.2.24. ispat

(4.105) denklemlerinin her iki tarafini s (veya s_{ni}) tiirevlerini alirsak

kg (5) kg (5) — koo (5) by (5) = 2" (5) —5—=
= cos” @ s) (4.117
)
elde edilir. Diger taraftan
5 . 0 1
ki (s) + k3 () = ———
e 2 cos? x (5] (4.118
)
ve
fFL'} )+ 12 (s ! ., . sinx(s)
s (s)+kE (s)) =x (8§) ————-
\/ Fle L) T R (S) ) stz (s) (4.119
)

(4.117), (4.118) ve (4.119) esitliklerini (4.77) denkleminde kullanirsak ispat

sonucunu goruriz.

4.2.25. Teorem

n_{mi}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir ¢emberdir

gerek ve yeter sart
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.IL'E {.‘itll £ .
L = tanx (s) = sabit.
L’]ul [5) e
)
4-2-26‘ ispat

(4.74) g6z 6niinde bulundurursak ispat asikar olur.

4.2.27. Teorem
n_{nmi}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir kiiresel

helistir gerek ve yeter sart

(sinx (s)) = ¢ = sabittir
4.121
)

veya
r{s) = arcsin (es + d) .

Burada c, d[1R ve (-1<cs+d<1).

4.2.28. Ispat

k {Ini}(s)=1 ve k {2ni}(s)=tan x(s) fonksiyonlarini (4.75) denkleminde
kullanirsak ispat biter.
4.2.29. Teorem

n_{nm:}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir slant egridir

gerek ve yeter sart

7oy « M iy
cosx [s) s xS Lo
— sabittir.

|

(4.122
¥ ' ' A 2
1 + (sin’z (s)) ] 2 )

4.2.30. ispat

(4.117), (4.118) ve (4.119) esitliklerini (4.76) denkleminde kullanirsak ispat
biter.
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Benzer sekilde asagidaki Teoremi verebiliriz.

4.2.31. Teorem

Birim hizl1 bir n:J—>E? e grisinin Bishop elemanlar1 (t(s), ni(s), nz(s), ki(s),
ka(s)) ve m_{n2}(s)=nz(s) Uciincii Bishop vektor kiiresel gosterge egrisinin Bishop
elemanlart (t {n2}(s), n_ {lnz}(s), n {2n2}(s), k {In2}(s), k {2n2}(s)) olsun.
Asagidaki bagintilar vardir.

tn, (5] = t{s).
Ping (9) = ma (9). (4.123
hon, () = 2 (s). |
ki, (s) = 1,
ko, (s) = tanx (s).

4.2.32. Ispat

n_{n2}(s)=nz(s) eg risinin kendi yay parametresi s {n:} ye gore tiirevini
alirsak ve (4.118), (4.64) esitliklerini kullanirsak,

. Tos [5) 2 (5) 2 (5] ds 5, PR
b (s) = dmp, (5) _ dng (5] _ dng (s) d _ d (ko (5) £ ()
- (ln'n_, dn'u_, ds (ln'u_, (ln'n_, (4 124
)
olacagindan
ds 1
dsp, k2 (s) (4.125
)
ve
tn, |:"J =t |:"‘J
(4.126
)
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olacaktir. Buna gore, n_{1nz2}(s) ve n_{2n2}(s) Bishop vektoreleri, asagidaki

gibi alabiliriz.

'

Ny, (5) =0y (s)cos #(s) — ny(s)sin 3 (s)
non, (5) = ny (s)sin 3 (s) +nz (s) cos 7 (s).

(4.127

(4.126) denkeleminin her iki tarafin1 s_{n.} ye gore tiirevini alirsak ve (4.67)

denklemini kullanirsak, hem

flt-u:. |:-‘1'l:| P P P
———— =mn (5] +tanx(s)ng |5).
dsn, (4.128
hem de (s )
dtp, (5) . . . .
ng = kin, (5) Nin, (5) + kon, (5) non, (5)
dsy,

esitligini elde ederiz. Buna gore

kin, (5) nin, () + kon, (5) N2, (5) =01 (s) + tanz (s)ng (s)

(4.129
)

olacaktir. (4.129) esitligin her iki tarafini, sirayla, n_{1nz2}(s) ve n_{2nz}(s) i¢

carpimini alirsak,

-Il'Ju_: |:"-,'| = cos 3 I:wj

(4.130
)
ve
kan, (s) = tanz (s) cos 7 (s)
(4.131
)
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olacaktir. Diger taraftan (4.127) da n_{1n2}(s) in her iki tarafinin s _{nz2} ye g

Ore tiirevini alirsak

cos?=1.s8n7=0
(4.132

elde edilir. (4.132) degerlerini (4.127), (4.130) ve (4.131) da kullanirsak ispat
biter.

n_{nm:}(s)=ni(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisinin islemlerine
benzer oldugundan dolay1 ispatin1 yapmadan asagidaki Teoremleri verecegiz.
4.2.33. Sonu¢

n egrisinin Bishop egriliklerin oranlar ile m_{n:}(s)=nz(s) l¢iincii Bishop

vektor kiiresel gosterge egrisinin Bishop egrilikleri oranlar esittir yani

ko1 |:""~1 F1n, |:""‘1 ;o
— = ———— = tanx (s)-
ka(s)  kon, () (4.133
)
4.2.34. Teorem
n_{n2}(s)=n2(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi i¢in

’I"'i’u_: [\J 'It'lu_n [\J — f\'gu_, If'\:l ;"Jju_: L{‘\J ’7 (\J;\Jgu: lf‘\] - li‘l'gug L{‘\JJ . [j
(R, (5) + Koy (5)) | Fons 5) Fams () = bama (5) Kl () |~ (4134
' ' )

esitligi vardir.

4.2.35. Teorem

n_{n2}(s)=nz(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir ¢emberdir

gerek ve yeter sart
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—2 "~ — tanx (s) = sabit.
Fing (s) (4.135

4.2.36. Teorem

n_{nz2}(s)=nz(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir kiiresel

helistir gerek ve yeter sart

(sinz (s)) = e = sabittir
(4.136
)

veya
PR . i * s
r(s) = aresin(es + f).

Burada e, flIR ve (-1<es+{<1).

4.2.37. Teorem

n_{n2}(s)=nz(s) ikinci Bishop vektor kiiresel gosterge egrisi bir slant egridir

gerek ve yeter sart

I | R
cosx (§) s @S

/]

— sabittir.

(4.137

] Rt

1 + (sin’z (s))

4.2.38. Teorem

T_{@}(s)=w(s)=((o(s))/(lo(s)l))=-sin x(s)ni(s)+cos x(s)nz(s) Bishop pol
vektor kiiresel gosterge egrisinin Bishop elemanlart da (t {®@}(s), n_{l®}(s),
n_ {2o}(s), k {1®}(s), k {2m}(s)) olsun. Asagidaki esitlikler vardir.

tm, = —ny(s)cosz(s) —ns(s)sinz(s),
N, (s) = t(s)cosv(s) —[m (s)sinax (s) — %ng (s) cosz (s)]sin (s),
o (9) = tlo)eosurfo) = () sine (o) =Vom () cose (o)) sin v (5], 138
no ls) = t(s)smuv(s) + [n] (s)sinx(s) — ns (s) cosx L.‘\'J] cosir(s),
kim (s) = —cosii(s) +tand (s)sin (s). )
b () = —sini(s) —tand(s) cos(s).
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4.2.39. ispat

n_{@}(s)=w(s) Bishop pol eg risinin kendi yay parametresi s {m} ye gore
tiirevini alirsak ve (4.63), (4.64) esitliklerini kullanirsak,
dm (s) dw (s) ds o . S
t, = = = —n(s)cosz(s) —ng(s)sinxs)
(l-‘iI ds (1-‘\': (4139
)

olacaktir. Burada

ds 1
dsm o' (s) (4.140

(4.139) denklemin her iki tarafim s {@} ye gore tii revini alirsak ve (4.66)

denklemini kullanirsak

I:]'t'Ilf“:I r oy r oy Foh s Foy ¢y ;o
=cotgls)tls) +nyls)smels) —nyl(s)cosx (s)
ds (4.141
)
esitligini elde ederiz. Ote yandan
dt (s) L L L L
- = "[L']I [5) My (S) + 'I‘IEI |5) naz ()
Sz (4.142
)
oldugunu biliyoruz. Buna gore,
ki (8) Dz (5)+koz (8] oz (s) = cot & (s) t (s)+ny (s)sinz (s]—ny (s) cosz (s)
(4.143
)

olur. 1_{w}(s)=w(s) vektor liniin kiiresel gdsterge egrisinin n_{lw}(s) Bishop
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elemani,

Nig (5) = Az (s) t(s) +p=(s)ny (s) + v (s) n2(s)

(4.144
)
bicimindedir ve burada In_{1®}(s)I=1, oldugunu biliyoruz, dyle ise
Mo(s)+pi(s)+ 2 (s) =1
(4.145
)
olacaktir.
< t'I |:.'~.'| I |l:-"-l| = []
Ve (4.146
limcosx (s) + vg (s)sinx(s) =0 )
olur. Burada
pis) =1z (s)sinx(s) ,ver(s) = —(5(s) cosz(s)
(4.147
)
olarak alabiliriz. Buna gore
M (s)+2 (s) =1
(4.148
)
olur. Oyle ise
Az (8) = cosp(s).vels(s) = —siny (s)
(4.149
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olarak alabiliriz. Eger A_{®}(s), n_{®}(s), v_{®}(s) (4.144) yerine yazarsak

N (s) =t (s)cost(s) — [0 (s)sine(s) —ny(s)cosz(s)]sine (s),

(4.150
)
buluruz. Benzer hesaplama yontemiyle
Ny (s) =t (s)sinv (s) + [y (s)sinz (s) — ng (s) cosz (s)] cos ) (s).
(4.151
)

buluruz. (4.143) esitligin her iki tarafini, sirayla, n_{l®}(s) ve n_{2®@}(s) i¢

carpimini alirsak,

Fim (5) = —cosi (s) + tan o (s) sin (s) .
o (4.152

i

fom (5) = —sin) (s) — tan¢ (s) cos ) (s) )

i

olarak bulmus oluruz. Sayet (4.150) esitligin her iki tarafin1 s {w}

parametresine gore tlirevini alirsak

' (s)sina (s) = 0.
(4.153

ve sayet (4.151) esitligin her iki tarafin1 s {m} parametresine gore tiirevini

alirsak

' (s) cosl (s) =0,

4

(4.154
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bulmus oluruz. Oyle ise

i (s) = sabittir.
(4.155

Sekil 4.3. beta egrisi
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Sekil 4.4. ¢=0 icin Bishop kiiresel gostergeler

Sekil 4.5. ¢=0 i¢in Bishop kiiresel gostergeler
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Sekil 4.6. ¢=0 icin Bishop kiiresel gostergeler

Sekil 4.7. c=pi/4 i¢in Bishop kiiresel gostergeler
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Sekil 4.9. c=pi/4 i¢in Bishop kiiresel gostergeler

4.2.40. Ornek

B(s)=((5/(13))cos s,(5/(13))sin s,((12)/(13))s) egrisinin Bishop elemanlari
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) ] 12
t(s) —— 51r1 5, 73 €08 5, —)
13 (4.156
— cosscos (s + r; — Lginssin (i—is—l— ).\ )
n (s) — sin scos uﬁ‘-l—r + i; cosssin (Fs+c), |,
Ejam( Ja‘—|—r) /
—coa%m *a‘-l—r)-l—l{;unf;cm(ﬁ?—l—r) \\,
n; (s) — sin ssin H?+r)—ﬁcohqcoa (155 +¢),
15J005(13?+r) /
)
k1 (s) T3 cos E?—i—r) .
ko (s) %sin (%*H—r)

Bakiniz Sekil 4.3, Sekil 4.4, Sekil 4.5, Sekil 4.6, Sekil 4.7, Sekil 4.8, Sekil

4.9.
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5. TARTISMA

Eger X=PQ alirsak, P noktas1 © egrisi iizerinde akarken, Q noktasinin birim
kiiresinin ¢izdigi egriye X birim vektor alanin kiiresel gostergesi denir.

n egrisinin Frenet elamanlar {t,n,b,x,t} olarak vermistik. Sayet X=PQ
esitliginde X=t ise olusan kiiresel gostergeye m egrisinin tegetler kiiresel gostergesi

denir ve

m {t}=t

ile gosterilir. Sayet X=PQ esitliginde X=n ise olusan kiiresel gostergeye n

egrisinin asli mormaller kiiresel gdstergesi denir ve

n_{n}=n

ile gosterilir. Sayet X=PQ esitliginde X=b ise olusan kiiresel gostergeye n

egrisinin binormaller kiiresel gostergesi denir ve

n_{b}=b

ile gosterilir. Sayet X=PQ esitliginde X=c ise olusan kiiresel gostergeye n

egrisinin pol vektor alaninin kiiresel gostergesi veya sabit pol egrisi denir ve
n_{c}=c
ile gosterilir.

Simdiye kadar yapilan caligmalarda bir regiiler m egrisinin, tegetler kiiresel

gosterge egrisinin Frenet elemanlart

t't — 11,

ng = h't-—Tb | (517)
v L+ T2
b—T1t

be =

Kt = vl—_—.&,.
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Asli normaller kiiresel gosterge egrisinin Frenet elemanlar1 <cite>3</cite>

.2 —_
v I ]
0= -‘(;_) (5.18)
(k2 +72)2 7 '
olmak tizere
—nt+7h
t, = —]—m——.
re 72 (5.19)
i) 7t + b 1
n, — — n
" Vv1+82KE + 72 1+ 42
1 7t + b i)
hu - 5 T I1.
-2

Binormaller kiiresel gosterge egrisinin Frenet elemanlar1 <cite>4</cite>,

<cite>5</cite>

tb = —IL
e
n, = —t—b. (5.20)
T
e
b, = t+ —bh.

Kh = v 1+

Sabit pol egrisinin Frenet elemanlari da basit bir hesaplamayla asagidaki

sekilde verebiliriz;
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rt—7h
t. =
r2 + 72 (5.21)
i) Tt + kb 1
11 = — — _ —
) VI+E02 W2+ 72 1 +42
1 Tt + K i)
be = + 1.
‘ V1482 Rr? 2 1+ 42
{ 1
He — 1\;.' J. T E.
K (r:)f
Te — — — | —
¢ ] ULE + TEJ T
Biz ise bu ¢alismada bir birim hizli asagidakileri elde ettik.
m: J — [E?
5 +— w(s) (5.22)

egrisinin Frenet elemanlar1 {t, n, b, x#0, 1£0} olsun. Bu egrinin Darboux

vektorii ve pol vektorii, sirasiyla,

w = 7t-+ kb,
1
c = —wW
|w]
Burada
I
cos @ = .
g2 47
. T
sSingy =

= tsing + bcos o,

(5.23)

(5.24)

ve ¢ agisi, ¢ pol vektori ile b binormal vektorii arasindaki agidir. Burada

k#0,7#0 dir. Buna gore;

n_{t}=t tegetler kiiresel gosterge egrisinin Frenet elemanlar
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t‘t I1.
ng = —tcoso+ bsino, (5.25)
by = tsing + beosao,
Ky = Beco,
o'
Tt = —
[
Burada ¢'=((do)/(ds)).
n_{n}=n aslinormaller kiiresel gdsterge egrisinin Frenet elemanlar1
t'l.]. — nt 5
1, = bycosw —t;sinw. (5.26)
b, = bysinw + t; cosw.
| 2
I|I _ oy -
|'l.-|_'_|_ m— III J. - .
Vo iwl

Burada coso=((N(k_{n}>1))/(k_{n})), sino=(1/(x_{n})) ve w agis1, b_{t} ile

n_{n} vektorleri arasindaki agidir.

n_{b}=Db binormaller kiiresel gosterge egrisinin Frenet elemanlar1

—1.
t cos ¢ — bsin ¢, (5.27)
tsin ¢ + beos o,

CSC 0,

Burada ¢ agisi, tile n_{b} vektorleri arasindaki agidir.

n_{c}=c binormaller kiiresel gosterge egrisinin Frenet elemanlar1
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te = tcoso— bsing.
n. = ncosfl — [tsing + beosg|sinf, (5.28)
b = mnsinfl + [tsing + beos¢|cosf,
| 2
Y A
¢ " oy '
&
e = ——, ¢ F#0.
o

Burada 6 acisi, nile n_{c} vektorleri arasindaki agidir ve

[[ee]]

cosf = —
¢ 2 .
[ )"+ [[wl] 629
V
n_{x}=x kiiresel gosterge egrisinin Bishop elemanlar1
(tx (5) . mx (). n2x (5) ., Rix () . kax ()
(5.30)

olsun. Bu kabullerle asagidakileri elde ettik.

n_{t}=t kiiresel gosterge egrisinin Bishop elemanlar1

te(s) = my(s)cosa(s) +mny(s)sine(s),
ny (s) = tls)cosg(s)+ [0 (s)sine(s) — ns(s)cosz (s)]sing (s). (5.31)
nyg (s) = t(s)sing(s) + [n(s)sinz(s) —ns(s)cosz(s)| cosg(s).
ki (s) = —cosp(s) +sinp(s)tang(s),
kot (s) = —sing(s) —cosp (s)tand(s) .

Burada ¢(s)= sabittir.

n_{mi}=n: kiiresel gosterge egrisinin Bishop elemanlar1

(5.32)
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tn, (5) = t{s).
Nin, |:"'J = 1 I:-».J
Non, |:"'J = 1Nz I:-».J
kin, (s) = L.
'I"Eul (“J = tanwx I:-\] ,

—
e

=
| BS=]

—

[
-
¥

tan x (s) .

(5.33)

olarak elde ettik. Daha sonra bunlara bagl teoremler ve ispatlar1 verdik.
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6. SONUCLAR

Egriler, fen, miihendislik bilgisayar tasarimlarinda, astronomi ¢alismalarinda,
cografya gibi bir ¢ok alanlarda basvurulan bir konudur. Egrileri incelemek demek
egrilerin degisimini incelemek demektir. Bu degisimlere egrilerin diferansiyel
geometrisi  denir.  Egrilerin  diferansiyeli ile egrilerin  karakterizasyonu
incelenebilmektedir. Simdiye kadar bu konuda epey ¢alismalar yapilmistir. Bunlarla
ilgili kaynaklar1 daha 6nceki boliimlerde vermistik.

Bazen egri hakkinda fikir vermek kiiresel gostergeler yardimiyla daha kolay
olmaktadir. Bu vesileyle egrilerin kiiresel gostergeleri de Onem arz etmektedir.
Simdiye kadar ki ¢alismalarda, kiiresel gostergeler egrilerinin egrilikleri yardimiyla
incelenmistir. Bu calismamizda biz bir egrinin tanjant vektor alani ile Darboux
vektor alanlar1 arasindaki agiya bagl olarak kiirelsel gostergeleri inceledik. Sunu
gordiik ki bu teknik ile islemler, hesaplamalar daha basit hale gelmektedir.

Ayrica bu calismamizda bir regiiler egrinin Frenet catisna gore kiiresel
gostergelerin  (tanjant kiiresel gostergeler, asli normaller kiiresel gostergeler,
binormaller kiiresel gostergeler) birer Bishop catisina karsilik geldigini gosterdik.
Diger taraftan bu ¢alismamizda Bishop catisina gore kiiresel gosterge egrilerinin
egrilikleri yardimiyla gostergelerin ¢cember, helis veya slant helis olmalar1 icin

gerekli sartlar1 verdik.
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7. ONERILER

Bu c¢alismamizla zaman yetersizligi sebebiyle hedeflerimize tam
ulasamadik. Bir regiiler egrinin Darboux ¢atisina, Sabban catisana gore gostergeleri
inceleyemedik. Daha sonra baska ¢alismalarda bunlara el atilacaktir.

Biz bu ¢alismay1 Oklid uzayinda iki ¢atiya gore yaptik. Oklid uzayinda, diger
catilara gdre bu calismalar genisletilebilir. Bu ¢alismalar Oklid dis1 uzaylarda

yapilmamis olup yeni bir ¢aligmaya yeni bir kap1 agmis olduk.
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EKLER

EK1

\begin {appendix } % {EKLER}

{\large\bf{\hskip-10mm EK 1:}} \large Varsa ekler buraya, drnegin bilgisayar
programi kodu ...

\begin {framed}

\singlespacing

\small{

\begin {verbatim}

\vspace{lcm}

\begin {figure}

\centering

\captionsetup {justification=centering }
\includegraphics[height=8cm]{b21.pdf}
\caption {$c=\pi/4$ i¢cin $\pi _{\mathbf{t} }=\mathbf{t}$ egrisi}
\end {figure}

\vspace{lcm}

\begin {figure}

\centering

\captionsetup {justification=centering}
\includegraphics[height=8cm]{b22.pdf}

\caption{$c=\pi/4$ i¢in $\pi _{\mathbf{n} {1}} =\mathbf{n} {1}$ egrisi}
\end {figure}

\vspace{lcm}

\begin {figure}

\centering

\captionsetup {justification=centering }
\includegraphics[height=8cm]{b23.pdf}

\caption{$c=\pi/4$ i¢in $\pi _{\mathbf{n} {2}} =\mathbf{n} {2}$ egrisi}
\end {figure}

\begin{figure}[h]
\centering

\begin {tikzpicture}
\begin{axis}

[

view={60} {30},

]

\addplot3[
domain=0:5*pi,
samples = 120,
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samples y=0,

draw = blue, line width = 1pt

]

({(5/13)*cos(deg(x))},
{(5/13)*sin(deg(x))},

{5*x/13});

\end {axis}

\end {tikzpicture}

\caption{The Curve $\protect\pi$}
\end {figure}

\begin {figure}[tbp]

\centering

\begin {subfigure} [b]{0.3\textwidth}

\centering

\begin {tikzpicture}

\begin {axis}[view={120} {30},colormap/viridis, axis equal image,
width=11cm ]

\addplot3 [

surf, opacity=0.2, shader=interp,z buffer=sort,
samples=50, domain=-(1/2)*pi:(1/2)*pi, y domain=0:2*pi,
1(

{cos(deg(x)) * cos(deg(y))},

{cos(deg(x)) * sin(deg(y))},

{sin(deg(x))}

);

% \addlegendentry {Birim Kiire}

% Draw equator to show missing occlusion

\addplot3[

domain=0:2*pi,

samples = 120,

samples y=0,

draw = red, line width = Ipt
]

(

{-(5/13)*sin(deg(x))},
{(5/13)*cos(deg(x))},
12/13);

\end {axis}
\end {tikzpicture}
\caption{The curve $\pi _{\mathbf{t} }\left( s\right)
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=\mathbf{t}\left( s\right) $ }

\label {fig:y equals x}

\end {subfigure}

\hfill

\begin{subfigure}[b]{0.3\textwidth}

\centering

\begin {tikzpicture}

\begin{axis}[view={120} {30},colormap/viridis, axis equal image,
width=11cm]

\addplot3 [

surf, opacity=0.2, shader=interp,z buffer=sort,
samples=50, domain=-(1/2)*pi:(1/2)*pi, y domain=0:2*pi,
1(

{cos(deg(x)) * cos(deg(y))},

{cos(deg(x)) * sin(deg(y))},

{sin(deg(x))}

);

% \addlegendentry {Birim Kiire}

% Draw equator to show missing occlusion

\addplot3]

domain=0:5*pi,

samples = 120,

samples y=0,

draw = brown, line width = 1pt

]

(

{-cos(deg(x))*cos(deg(12*x/13))
-(12/13)*sin(deg(x))*sin(deg(12*x/13))},
{-sin(deg(x))*cos(deg(12*x/13))
+(12/13)*cos(deg(x))*sin(deg(12*x/13))},
{(5/13)*sin(deg(12*x/13))});

\end {axis}

\end {tikzpicture}

\caption{The curve $\pi _{\mathbf{n} {1} }\left( s\right)
=\mathbf{n} {1}\left( s\right) $

b

\label {fig:three sin x}

\end {subfigure}

\hfill

\begin {subfigure} [b]{0.3\textwidth}

\centering
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\begin {tikzpicture}

\begin{axis}[view={120} {30},colormap/viridis, axis equal image,
width=11cm]

\addplot3 [

surf, opacity=0.2, shader=interp,z buffer=sort,
samples=50, domain=-(1/2)*pi:(1/2)*pi, y domain=0:2*pi,
1(

{cos(deg(x)) * cos(deg(y))},

{cos(deg(x)) * sin(deg(y))},

{sin(deg(x))}

);

% \addlegendentry {Birim Kiire}

% Draw equator to show missing occlusion

\addplot3]
domain=0:5*pi,
samples = 120,

samples y=0,

draw = purple, line width = 1pt
]

(

{-cos(deg(x))*sin(deg(12*x/13))
+(12/13)*sin(deg(x))*cos(deg(12*x/13))},
{-sin(deg(x))*sin(deg(12*x/13))
-(12/13)*cos(deg(x))*cos(deg(12*x/13))},
{(5/13)*cos(deg(12*x/13))});

\end {axis}

\end {tikzpicture}

\caption{The curve $\pi _{\mathbf{n} {2} }\left( s\right)
=\mathbf{n} {2}\left( s\right) $}

\label {fig:five over x}

\end {subfigure}

\caption {$c=0$ i\c{c}in Bishop k\" {u}resel g\" {o}stergeler}
\label {fig:three graphs}

\end {figure}

\begin {figure}[tbp]

\centering

\begin {subfigure} [b]{0.3\textwidth}

\centering

\begin {tikzpicture}

\begin {axis}[view={120} {30},colormap/viridis, axis equal image,
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width=11cm |

\addplot3 [

surf, opacity=0.2, shader=interp,z buffer=sort,
samples=50, domain=-(1/2)*pi:(1/2)*pi, y domain=0:2*pi,
1(

{cos(deg(x)) * cos(deg(y))},

{cos(deg(x)) * sin(deg(y))},

{sin(deg(x))}

);

% \addlegendentry {Birim Kiire}

% Draw equator to show missing occlusion

\addplot3]

domain=0:2*pi,

samples = 120,

samples y=0,

draw = red, line width = 1pt
]

(

{-(5/13)*sin(deg(x))},
{(5/13)*cos(deg(x))},
12/13);

\end {axis}

\end {tikzpicture}

\caption{The curve $\pi _{\mathbf{t} }\left( s\right)
=\mathbf{t}\left( s\right) $ }

\label {fig:y equals x}

\end {subfigure}

\hfill

\begin{subfigure}[b]{0.3\textwidth}

\centering

\begin {tikzpicture}

\begin{axis}[view={120} {30},colormap/viridis, axis equal image,

width=11cm]

\addplot3 [

surf, opacity=0.2, shader=interp,z buffer=sort,
samples=50, domain=-(1/2)*pi:(1/2)*pi, y domain=0:2*pi,
1(

{cos(deg(x)) * cos(deg(y))},

{cos(deg(x)) * sin(deg(y))},

{sin(deg(x))}
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);

% \addlegendentry {Birim Kiire}
% Draw equator to show missing occlusion
\addplot3]

domain=0:5*pi,

samples = 120,

samples y=0,

draw = brown, line width = 1pt

]

(

{-cos(deg(x))*cos(deg(12*x/13+pi/4))
-(12/13)*sin(deg(x))*sin(deg(12*x/13+pi/4
N}

{-sin(deg(x))*cos(deg(12*x/13+pi/4))
+(12/13)*cos(deg(x))*sin(deg(12*x/13+pi/4
N

{(5/13)*sin(deg(12*x/13+pi/4))});

\end {axis}

\end {tikzpicture}

\caption{The curve $\pi _{\mathbf{n} {1} }\left( s\right)
=\mathbf{n} {1}\left( s\right) $

}

\label {fig:three sin x}

\end {subfigure}

\hfill

\begin {subfigure} [b]{0.3\textwidth}

\centering

\begin {tikzpicture}

\begin {axis}[view={120} {30},colormap/viridis, axis equal image,

width=11cm]

\addplot3 [

surf, opacity=0.2, shader=interp,z buffer=sort,
samples=50, domain=-(1/2)*pi:(1/2)*pi, y domain=0:2*pi,
1(

{cos(deg(x)) * cos(deg(y))},

{cos(deg(x)) * sin(deg(y))},

{sin(deg(x))}

);

% \addlegendentry {Birim Kiire}

% Draw equator to show missing occlusion
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\addplot3[

domain=0:5*pi,

samples = 120,

samples y=0,

draw = purple, line width = Ipt

]

(

{-cos(deg(x))*sin(deg(12*x/13+pi/4))
+(12/13)*sin(deg(x))*cos(deg(12*x/13+pi/4
N

{-sin(deg(x))*sin(deg(12*x/13+pi/4))
-(12/13)*cos(deg(x))*cos(deg(12*x/13+pi/4)
)}

{(5/13)*cos(deg(12*x/13+pi/4))});

\end {axis}

\end {tikzpicture}

\caption{The curve $\pi _{\mathbf{n} {2} }\left( s\right)

=\mathbf{n} {2}\left( s\right) $}

\label {fig:five over x}

\end {subfigure}

\caption {$c=\protect\pi /4$ i\c{c}in Bishop k\"{o}resel g\" {o}stergeler}
\label {fig:three graphs}

\end {figure}

\end {verbatim}

b
\end {framed}

\end {appendix}
%\subsection {SUBSECTION HEADING}
%\subsubsection {SUBSUBSECTION HEADING}

%\paragraph{PARAGRAPH HEADING}
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