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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

Sira Koruyan ve A-Azalan Kismi Doniisiimler Yarigrubu

MAHER ALDUGEYIM

HARRAN UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

Damisman : Do¢. Dr. Kemal TOKER
Yil: 2025, sayfa: 43

X, = {1,2,...,n} ve ) # A C X, olmak iizere, PO} (A) = {a € PO} : Vz € A, Wy €
dom(a), y < 2 = ya < x} seklinde tanimlanan PO, (A) kiimesi, X,, {izerinde tanimli sira
koruyan ve A-azaltan kismi doniisiimlerden olusan bir yarigruptur. Bu galisma, siralamay1 koruyan ve
A-azaltan kismi doniisiimlerden olugan yarigrubun yapisal 6zelliklerini incelemektedir. Bu yarigrubun
yapisi, temel yapi taglarini olusturan iligkiler ve denklik bagintilar1 ¢ergevesinde kapsaml bir sekilde
ele alinmustir. Bu galismada, PO, (A) yarigrubunda genisletilmis Green bagmtilar1 olan £*, R* ve D*
bagmtilarmin yapisal 6zellikleri ele alinmaktadir. PO, (A) yarigrubunu her bir £* ve her bir R* smifinda
en az bir idempotent eleman var oldugu gésterilmistir. PO (A) yarigrubunun sol ve sag sifir bolenleri
belirlenmistir. Ayrica bu yarigrupta bir elemanin nilpotent eleman olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
bulunmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Yarigrup, Sira koruyan doniisiimler, Green denklik bagintilar1, idempotent
elemanlar
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ABSTRACT

MASTER THESIS

Order Preserving And A-Decreasing Partial Transformation Semigroup

MAHER ALDUGEYIM

HARRAN UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Kemal TOKER
Year: 2025, page: 43

Let X,, = {1,2,...,n}and let ) # A C X,,. The set PO, (A) = {a € PO, : Vo € A, Wy €
dom(a), y < = = ya < z} is defined as the set of partial order-preserving and A-decreasing
transformations on X,,. This study investigates the structural properties of the semigroup formed by these
partial transformations. The structure of this semigroup is examined in detail in terms of the relations and
equivalence classes that constitute its fundamental components. In particular, the study focuses on the
structural properties of the extended Green’s relations £*, R*, and D* within the semigroup PO;! (A).
It is shown that each £*- and each R*-class in PO, (A) contains at least one idempotent element. The
left and right zero divisors of the semigroup are determined. Furthermore, a necessary and sufficient
condition is established for an element in this semigroup to be nilpotent.

KEYWORDS: Semigroup, Order-preserving transformations, Green’s equivalence relations,
Idempotent elements
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GIiRiS MAHER ALDUGEYIM

1. GIRIS

Yarigrup teorisi, cebirsel yapilar ile ilgili temel alanlardan birisidir. Yarigruplar
birgok alanda ©nemli uygulamalara sahiptir. Bilgisayar bilimlerinde, o6zellikle
otomata teorisi ve dil tanima sistemlerinde yarigruplar onemli bir rol oynar.
Ayrica, veri akiglarinin modellenmesinde, siireglerin sirali diizenlenmesinde ve
kriptografi gibi alanlarda da yarigruplardan yararlanilir. Yarigruplar, matematigin soyut
diisiinme yetenegini gelistiren yapilar arasinda yer alirken, ayn1 zamanda uygulamali
problemlerin ¢oziimiinde de etkili araglardir. Bu yoniiyle hem teorik hem de pratik

acidan biiyiik bir oneme sahiptirler.

() # X flizerendeki tiim fonkisyonlarin kiimesi bileske islemi ile bir yarigrup
olusturur, bu yarigrup tam doniigiimler yarigrubu olarak adlandirir. Her yarigruba tam
dontistimler yarigrubunun alt yarigrubuna izomorf oldugu bilinmektedir (Howie, 1995).

Boylece tam doniisiimler yarigrubunun yarigrup teorisinde dnemi biiytiktiir.

X, =1{1,2,3,...,n} ve 0 # A C X,, olmak iizere, PO, (A) = {a € PO, :
Vo € A, Yy € dom(a), y < 2z = ya < z} seklinde tanimlanan PO, (A) kiimesi,
X, lUzerinde tanimli sira koruyan ve A-azaltan kismi doniisiimler yarigrubu olarak
adlandirilir. Bu ¢alisma, sira koruyan ve A-azaltan kismi doniistimler yarigrubunun

Ozeliklerini incelemektedir.

Yarigrup teorisinde Green bagintilari olarak bilinen ifadeler su sekilde tanimlanir.
Ayni sol ideali tireten sirali ikililerinden olusan iliski £-Green bagintisi, ayn1 sag ideali
tireten sirali ikililer R-Green bagintisi, ve ayni iki yonlii ideali iireten sirali ikililer 7 -

Green bagintisi olarak adlandirilir. Bu iligkiler bigimsel olarak asagidaki gibi tanimlanir.

L = {(u,v) €S x8:Sz= S},
= {(u,v) € Sx S:2S" =yS'} ve
J = {(u,v) € SxS:Swst=5ys")

olarak tanimlanir. Bu bagintilarin her biri bir denklik bagitisidir. £ ve R bagintilarini
kapsayan en kiiciik denklik bagmtis1 D-Green olarak adlandirilir ve D = L o R
seklinde tanimlanir (Howie, 1995). Bu ¢alismada, PO, (A) yarigrubunda genisletilmis

Green bagntilar1 olan £*, R* ve D* bagintilarinin yapisal 6zellikleri ele alinmaktadir.
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PO} (A) yarigrubunu her bir £* ve R* sinifinda en az bir idempotent eleman var
oldugu gosterilmistir. PO, (A) yarigrubunun sol ve sag sifir bolenleri belirlenmistir.
Ayrica bu yarigrupta bir elemanin nilpotent eleman olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

bulunmustur.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu boliimde bu tezde kullanilan temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

2.1. Yarigruplarda Bazi Tanimlar

Tamim 2.1. () # H bir kiime olsun ve ”x” da H lizerinde ikili islem olsun. Eger bu

islem H tizerinde birlesme 6zelligine sahipse, (H, *) yapisina bir yarigrup denir.

Tamm 2.2. H bir yarigrup ve GG, H nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger Vx,y €
G igin zy € G ise G ye H nin bir alt yarigrubu denir ve G < H ile gosterilir.

Tamim 2.3. Bir yarigrup birim elemani i¢eriyorsa bu yarigruba monoid denir ve H bir

yarigrup olmak lizere

o , 1€ Hise
HU({1}, 1 ¢ H ise

kiimesi, Vu,v € H'! i¢in

uv, u#1lvewv #1ise

u, v=1ise
uv =
v, u = 11se

1, u=1vewv=11ise
olarak tanimlanan islemle bir monoid olur.

Tanim 2.4. H bir yarigrup olsun ve () # J C H olsun. Eger Vh € H ve Vj € J igin,

hj € Jolurise, J ye H nin sol ideali ve

jh € Jolurise, J ye H nin sag ideali

denir. Bununla birlikte J kiimesi, H 1n sag ve H 1n sol ideali ise J ye H nin bir ideali

denir.

Tamim 2.5. n € Z* olmak tizere X,, = {1,2,3,4,...,n} olsun.
B,={Y:Y CX,xX,}

3



ONCEKIi CALISMALAR MAHER ALDUGEYIM

kiimesine X, lizerindeki bagintilar kiimesi denir. Ayrica o € B,, olmak iizere
dom(a) ={a € X,, : 3b € X,, i¢in (a,b) € o}
kiimesine a’nin tanim kiimesi denir ve
im(a) ={b € X, : Ja € X,, i¢in (a,b) € a}
kiimesine a’nin goriintli kiimesi denir. Ayrica,
ker(a) = {(u,v) € X,, X X, : u,v € dom(a) ve ua = var}

X, kiimesi iizerinde tanimlanan bu baginti, bir denklik bagintisi olup a’nin ¢ekirdegi

olarak adlandirilir.

Tanmim 2.6.
P,={a € B, :Vze X, i¢in |za| <1}
kiimesine X, lizerindeki kismi doniistimler yarigrubu denir.

Ornek 2.7.

olur.

Teorem 2.8. o, 5 € P, olmak lizere

i) im(ap) C im(B),

ii) ker(a) C ker(af3)

saglanir (Howie, 1995).

Ispat.

i) «, € P, kabul edelim. Bu durumda

im(aB) = (im(a))B € (X,)B =im(3)

elde edilir.
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ii) (x,y) € ker(a) oldugunu varsayalim. O halde

ra=ya = (za)B = (ya)§ — 2(aB) = y(ap)

olur ve (z,y) € ker(af3) sonucuna ulagilir. Buradan da ker(a) C ker(a3) oldugu elde
edilir. 0

Tamim 2.9. Bir yarigrup olan H ig¢inde b € H ve b* = b kosulunu saglayan her b

elemanina idempotent ad1 verilir. Bu elemanlarin tiimii £'(H ) kiimesiyle ifade edilir.

Tamm 2.10. Bir yarigrup olan H’de, z € H ve 3n € Z" olmak lizere " = 0 kosulunu

saglayan her x elemani, H nin nilpotent elemant olarak adlandirilir.

Tamm 2.11. X # () ve Tx’ de X lizerindeki tam déniistimler yarigrubu olsun.
Acikca ifade etmek gerekirse 7y, X’ ten X’ e tim fonksiyonlarin kiimesidir ve
fonksiyonlarin bileske iglemi ile bu yap1 bir yarigruptur. Ayrica n € Z% igin X,, =
{1,2,3,...,n}olsun. Kolaylik olmasi amaciyla T, ifadesi yerine 7,, ifadesi kullanilir.
Tanmmm 2.12. o € 7, ve her b € X, i¢in b < b kosulu saglaniyorsa, o elemanina
sira azaltan doniisiim denir. X, lizerinde tanimli olan tiim sira azaltan doniisiimlerden
olusan yarigrup D,, ile gosterilir.

Ornek 2.13. Dy’iin yarigrubunun tiim elemanlar1 asagida verilmistir.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

D3 = ) ) ) ) 5
1 2 3 1 1 3 1 2 2 1 1 2 1 21 1 11
olur.

Sonug 2.14. D, kiimesi 7,, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

Ispat. D,, bir yarigrup ve D,, C 7,, oldugu i¢in sonug agiktr. 0

Tamm 2.15. O, = {a € T, : Vo,y € X,, i¢in =z < y & zxa < ya} kimesine X,

tizerindeki sira koruyan doniisiimler yarigrubu denir.

Ornek 2.16. O3 yarigrubunun tiim elemanlar1 asagida verilmistir.

1 2 3) (12 3) (1 23\ (123 (1 23

11 1)\t 1 27\t 1 3)/7\1 2 2/7{1 23]
Oy =

1 2 3) (12 3) (123 (123 (123

133/ \222)/"\223/"{233)"\333

olur.
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Tanim 2.17. o € 7, olsun. Va, b € X,, olmak lizere
ax<a ve a<b = aa <ba

oluyorsa, a’ya hem sira koruyan hem de sira azaltan doniisiim ad1 verilir. X, izerinde

taniml1 tiim sira koruyan ve sira azaltan doniisiimlerin olusturdugu yarigrup C, ile

gosterilir
Ornek 2.18. C; yarigrubunun tiim elemanlar1 asagida verilmistir.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

CSZ s ) ) )
1 2 3 1 1 3 1 2 2 1 1 2 1 11

olur.

Tamm 2.19. PO,, = {a € P, : Va,b € dom(a) i¢gin a < b & aa < ba} kiimesine

X, Uzerindeki sira koruyan kismi doniisiimler yarigrubu denir.
Ornek 2.20. PO yarigrubunun tiim elemanlari asagida verilmistir.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
11 — 1 2 — 1 3 — 2 2 — 2 3 —

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3} (1 2 3
3 3 — 1 -1 1 - 2 1 - 3 2 - 2

9 — 3)°\3 — 3/’ {= 1 1) \= 12 {= 13

PO; = O5U
1 23 1 2 3 1 23 1 23 1 23
— 29\ 9 3)7\= 33\ — 1/ {= = 2f’
1 23 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
__37_1_7_2_7_3_71__7
1 2 3 1 2 3 1 2 3
9 — —)'\3 = =) \= - —

olur.

Tanim 2.21. H bir yarigrup ve H ’nin bos olmayan bir altkiimesi X olsun. X1 iceren
en kiigiik altyarigrup, X tarafindan olusturulan altyarigrup olarak adlandirilir ve (X)

ile gosterilir. Eger H = (X) ise, X kiimesi H’nin bir dogurayidir denir. Sonlu bir

6
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X kiimesi i¢in H = (X) saglaniyorsa, H yarigrubu sonlu dogurayli yarigrup olarak
adlandirilir. Eger X = {a} ise ({a}) yerine (a) yazilir. Ayrica (a)’ya monojenik

yarigrup denir.

Teorem 2.22. H bir yarigrup ve a € H olsun. Eger T = {a" : n € Z*} alinir ise
T C (a) olur. Ayrica T de bir altyarigrup oldugundan 7" = (a) olur. Yani

(a) = {a” in € Z*}
olur (Howie, 1995).

Tanim 2.23. Eger S birmonoid ve a € S ise, a tarafindan dogurulan monojenik monoid
(a) ={a" :n € Z}U{1}
seklinde tanimlanir. Eger her n # m i¢in a™ # a™ ise

¢: (a) — (Z7,+)

n

at — n
olur. Bu doniislim, izomorfizm 6zelligine sahiptir ve
(a) = (27, +)

olur. En az bir x # y ¢ifti igin a® = a¥ saglanwrsa, [ = {x € ZT : 3j € ZT,,x #
yvea® = aY} kimesi bos degildir. Ayrica, I kiimesi Z*’nin alt kiimesi olup bos
degildir ve Z" kiimesi alttan smirli oldugundan, I’nin en kiigiik elemani m bulunur.

Bu m sayisina a elemanin indeksi adi verilir. Ayrica
J={xeZ":a"" =a"}

kiimesi bostan farkli olup, bir en kii¢lik elemani1 r bulunur. Bu r sayisina a elemanin

periyodu adi verilir.
_ 2 m—1 _—m _m+1 m+r—1
T=A{a,a*....,a" ,a™,a™" ... a }

olsun. Eger 1 <i < j < m +r — 1 arahginda o’ = o’ ise, i say1s1 I ’nin elemanidir ve
m’nin tanimindan otilirli m < ¢ saglanir. Boylece, ¢ say1sini m+q bi¢giminde yazacak ¢ €

Z* bulunur. Ayricai < j oldugundan, j sayisini m + p formunda yazmak miimkiindiir;
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burada p pozitif tam say1 olarak alinir. Bunun yani sira, ¢ < p olur.

m+tp—q _ mtrip—q

a a

= amtP g 1
= q™t9q" 1

— am+r

:am

olur. Ayrica, p —q € J ve p — ¢ < r olur; bu durum r’nin sec¢imiyle ¢elisir. Béylece, T’

kiimesindeki tim elemanlar birbirinden farklidir ve
T|=m+r—1

olur. n > m + r kosulunu saglayan herhangi bir n tamsayisi i¢in bélme algoritmasi
uygulanirsan —m = gr+sve 0 < s < r— 1 olacak bigimde ¢, s € Z" U {0} bulunur.
Egerq € 77 ise

qmter — m—&-r.a(q—l)r

a
= qm.qleVr

_ am+(q—1)r

m—+r

olur. Dolayistyla
a" =am"trt =" g =" =am e T
olur. Boylece
2 ama™tt et
olur. Bu monojenik yarigrup

M(m,r)={(a|a™" =a™)

seklinde gosterilir.
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K, ={a™ a™* ... o™ 1)
kiimesine M (m,r) = (a) *min ¢ekirdegi denir.
0 < p,q <r — 1 olmak tlizere herhangi iki a™*? a"™%? € K, alalim ve
z-a™P = g™t (%)
denklemini gézoniine alalim.
y+m+p=q (modr)
denkleminin 0 < s < r — 1 olacak sekilde bir tek y = s ¢6zlimii mevcut oldugundan
a™ s g = ™Mt
olur. x = a™"* ifadesi (*) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Boylece K, bir gruptur.

Tamm 2.24. H yarigrubu ve her a € H igin (a) monojenik yarigrubu sonlu ise, H

periyodik yarigrup olarak adlandirilir.
Tanim 2.25. H sonlu dogurayl yarigrup ise,

rank(H) =min{| A|: AC Hve H= (A)}
sayisina H 'nin ranki denir ve rank(H) ile gosterilir.

Tanim 2.26. H sonlu idempotent dogurayli yarigrup olsun. Boylece, H i¢in idempotent

rank,
idrank(H) =min{| A|: AC E(H) ve H = (A)}

olarak ifade edilir.
Sonug 2.27. S, sonlu idempotent dogurayl1 yarigrup ise

rank(S) < idrank(S)
olur.
Tanim 2.28. () # A C X,, olmak lizere

Ve,yec Avexr < z<y

kosulunu saglayan her z € X, i¢in z € A 6zelligi saglaniyorsa A kiimesine konveks

kiime denir.
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2.2. Green Denklik Bagintilar:

Tanim 2.29. S bir yarigrup ve a € S igin,
Sta = {sa:seS',
aS' = {as:se€S'}ve
StaS' = {sat:s,t€ S}
olarak tanimlanir. Bu kiimeler sirasiyla S yarigrubunun a elemanini igeren en kii¢iik

sol, en kii¢iik sag ve en kiiciik ideali olur.

Tamm 2.30. Bir S yarigrubu iizerinde £-Green, R-Green ve [J-Green bagintilar

asagidaki sekilde tanimlanir.

L = {(z,y) e SxS:S5 =S5},

R = {(z,y) €S xS a5 =yS'},

J = {(x,y) € SxS:SxSt =5ys'}
olarak tanimlanir ve bu bagintilar birer denklik bagintisidir.

Lemma 2.31. S yarigrubu iizerindeki £-Green bagintisi ile R-Green bagintisi, bileske

altinda degisme 6zelligini saglar, yani
LoR=RoL
olur (Howie, 1995).
Ispat. S bir yarigrup ve 7,5 € S elemanlar icin (r,5) € £ o R oldugunu kabul

edelim. Bu durumda, »Lc ve ¢Rs olacak sekilde bir ¢ € S elemani bulunur. Buna

gore, x,y,u,v € St olacak bigimde

rr = ¢,
cu = s,
yc =1,
s = ¢C
esitlikleri saglanir. 2 = ycu alinirsa
Ty = ycu =z,
2V = Yyouv =ysv =yc=r

10
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olur. Yani r R z olur. Ayrica,

ys = ycu = z,

rz = TYCu = ITru =Ccu =S

oldugundan z £ s elde edilir. Buda (r, s) € R o L oldugunu gosterir. Dolayisiyla

LoRCRoL
oldugu ispatlanmistir. Benzer sekilde

RoLCLoR
oldugu gosterilir. Sonug olarak

LoR=RoL
olur. U
Teorem 2.32. S bir grup oldugu takdirde, o zaman

L=TR=H=D=J=5x1S5

olur (Howie, 1995).

Ispat. a ve b herhangi iki S eleman1 olmak iizere

a=ae=a(b~'b) = (ab™")b
b=be=b(a""a) = (ba a

olur.

r=ab"' € Sve

y=balecsS
seklinde secilirse
a = zbve
b = wya

olup S kiimesindeki her a ve b elemani i¢in a £ b bagintis1 saglanir., yani
L=S5SxS

11
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olur. Ayni sekilde R = .S x S ve
L=TR=H=D=J=5xS
olur. O

Lemma 2.33. Her periyodik bir yarigrupta en az bir idempotent eleman vardir (Howie,

1995).

Ispat. S periyodik bir yarigrup ve a’da S’ nin herhangi bir elemani olsun (a) sonlu
oldugundan K, mevcut olup K, 'nin birim eleman1 S ’ nin bir idempotent elemanidir.

O

Tanim 2.34. S yarigrubu iizerinde tanimli olan £-Green ile R-Green bagintilarini

kapsayan en kii¢lik denklik bagintis1 D-Green bagintisi olarak adlandirilir.

Ayrica;
D=LoR
oldugu bilinmektedir (Howie, 1995).
Teorem 2.35. S sonlu bir yarigrup ise
D=J

olur (Howie, 1995).

Ispat. 7, s € S ver J s oldugunu varsayalim. Bu durumda, 3z, y, u,v € S* igin
Try =38, USV=r
esitlikleri saglanir.

Istenen sonucu elde etmek igin £ ¢ ve ¢ R s olacak sekilde bir ¢ € S elemani

bulunmas: yeterlidir. Bu esitliklerden kolayca goriiliir ki
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olur. S yarigrubu periyodik oldugundan, Lemma 2.33’e gore (yv)™ idempotent olacak

seklinde bir eleman mevcuttur. ¢ = zr olarak tanimlayalim. Bu durumda

olur, yani £ c olur. Benzer sekilde, ¢ R s oldugu gosterilir. Istenen sonug elde edilmis
olur. 0

2.3. *-Green Bagintilar:

Tamm 2.36. H yarigrubu ilizerinde tanimli olan £* ve R* bagintilari

(a,b) € L* < H yiigeren en az bir yarigrupta (a,b) € L

(a,b) € R* & H ye igeren en az bir yarigrupta (a, b) € R
bi¢iminde ifade edilir. Ayn1 zamanda,
D*=L"oR"
olur. (Fountain, 1982).

Lemma 2.37. S bir yarigrup ve r, s € S olsun. Bu durumda,

(i) (r,s) € L

(i) Vz,y € Stiginrx = ry < sz = sy.

olmak iizere (i) ve (ii) birbirine denktir (Fountain, 1982).

Ispat. (Fountain, 1982) Lemma 1.1’ e bakiniz. 0

13
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2.4. Sira Koruyan Doniisiimler Yarigrubu

Tamim 2.38. Herhangi bir H yarigrubu i¢in, A nin her £* ve R* simnifinda en az bir

idempotent eleman bulunuyorsa, H verimli yarigrup olarak adlandirilir.

Tamm 2.39. H yarigrup ve » € H olsun. r = rsr olacak sekilde bir s € H
bulunuyorsa, r elemanina H nin regiiler eleman1 denir. A nin her eleman1 bu 6zellige

sahipse, H regiiler yarigrup olarak adlandirilir.

Tamm 2.40. X,, = {1,...,n} sonlu kiimesi tizerindeki permiitasyonlar grubu S,
ve tam doniistimler yarigrubu 7, ve ile gosterilir. 7, \ S, kiimesi, 7, nin bir alt

yarigrubudur. Bu yarigrup Sing,, veya S7,, sembolleriyle gosterilir. Ayrica,
OF ={a € Sing, : Vr,y € X, i¢inz <y = za < ya}

olarak tanimlanur.

O, yarigrubunun 7, ’nin bir regiiler alt yarigrubu oldugu bilinmektedir (Howie,
1995).

Teorem 2.41. «, 5 € O; i¢in asagidaki esitlikler saglanir;

) aLf <= im(a)=im([),
i) aRP < ker(a) = ker(5),

iiil) DB = |im(a)| = [im(B)|
(Howie, 1995).

Ispat. « € OF igin, A, = {1,2,...,i1}, Ay = {i1 + 1,0y +2,... 42}, ..., Ay =

{im-1+1,im_1+2,...,n} olmak iizere
A Ay ... A,
o =
11 19 ... lm

seklinde yazilabilir. Burada {A;, As,..., A}, X, kiimesinin sirali konveks bir
parcalanisidir ve 1 < iy <15 < ... <1, < n olacak sekilde indekslenmistir.

14
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i. (=) (a,p) € Lisevy,0 € OF olmak tizere, « = v ve = o« esitlikleri

saglanir. Dolayisiyla
im(a) = 1m(yB) Cim(B) = im(ca) C im(«)

olup im(a) = im(S) olur.

(<) im a = im (3 varsayalim. Bu durumda,

A1 AQ Am Bl B2 Bm
o = ) . . ) /8:

11 19 e U 7:1 iQ . Zm

biciminde yazilabilir. Burada {A;}72; ve {B;}i¢; kiimeleri X,’in sirali konveks
pargalanislaridir. Ayrica, 1 < ¢; < ... < 4. < n kosulu saglanmaktadir. Her
k € {1,...,m} igin uygun bir j, € Aj alalim ve Ay’ nin sirali konveks pargalanis

olmasi sebebiyle, j; < jo < g3 < ... < g, olacak sekilde
By By ... Bp,
i J2 - m
v € O; tanimlanabilir ve boylece ya = 3 elde edilir. Benzer sekilde, p5 = a olacak
bicimde bir x € O vardir ve sonug olarak o £ 3 olur.
ii. (=) aRf ise, dyle v,0 € O, elemanlar vardir ki, « = 37y ve 5 = ao olur.
Dolaysiyla

ker(a) = ker(8vy) 2 ker(8) = ker(ao) 2 ker(a)

olup bu durumda ker(a) = ker(f) esitligi saglanr.

(<) ker(a) = ker(f3) olsun. O zaman,

=

A Ay Lo An A Ay oo An

i1 2 ... Zm jl J2 - ]m

bigimindedir. Burada, {i; < iy < ... <in}, {1 <j2 <...<jm} C X, olmak iizere

15
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{A;}™, kiime ailesi X,,’in sirali konveks bir par¢alanigidir. Buna gore

B, = {1,...,i1},
By = {i1+1,...,0},

Bm == {imfl—i_l’-“;im};
By = X, \{1,...,i,}i¢in

By By ... By, Bun
T=1 .. .
Ju J2 - Im n
bigiminde tanimlanirsa bu durumda v € O; olur, ayrica ay = 3 esitligi saglanir.

Benzer sekilde, 517 = « olacak bigimde 7 € O; bulunabilir. Sonug olarak o R /3 olur.

iii. (=) aDp olsun. Bu durumda, D = L o R olup, a L7 ve 7R 3 olacak
sekilde en az bir v € O; vardir. Eger |ima| = r ise, v da « ile ayn1 goriintii kiimesi
kardinalitesine sahip olacagindan |im~y| = r olur ve ker(~y) da r farkli denklik sinifi
icerir. 7 R ( olup ker(y) = ker(/3) olur ve dolayisiyla ker(/3) da r farkli denklik smnifi

icerir. Sonug olarak |imf| = r olur.

(<) im () = im (3) olsun. Bu durumda

14.11 A 5= ?1 ... By

17 ’lm (31 jm

o =

olacak sekilde Burada {A;}72;, ve {B;}}%; kimeleri X,’in swali konveks

parcalaniglaridirve 1 < iy < is < ... <1, <nvel < j; <51 < ... <jn<n

bigimindedir.
B1 By ... B,
y=|"" e O
T
olur. Ayrica, o L ve v R 3 oldugu igin o D 3 olur. O

16
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Tamm 2.42. X,, = {1,2,...,n} kiimesi {izerinde tanimli sira koruyan doniigiimler

yarigrubu O,, i¢inde,
Joo1={a €O :|im(a)|=n—1}

olarak tanmimlanir. Burada im(«), « donisiimiinin goriinti kiimesini ifade eder.
Dolayisiyla J,,_1, O; igindeki, goriintii kiimesinin eleman sayisi n— 1 olan sira koruyan

doniisiimlerden olusur.
Tamim 2.43. O] yarigrubu iizerinde taniml

12 ... -1 ¢t i+1 - n
12 .- 9-12-1 241 --- n

doniigiimiine azalan idempotent doniisiimii denir ve [i — i — 1] ile gosterilir. Ayrica

12 - 9-1 ¢ 1+1 --- n
12 - 4-1:4+1 2+1 -+ n

doniigimi artan idempotent doniisiimii olarak adlandirilir ve [¢ — i + 1] ile gosterilir.

Lemma 2.44. O yarigrubu tizerinde azalan idempotentler [i — ¢ — 1] bigiminde olup
2 <4 < nigin tanimlanir ve boylece bu yarigrupta n — 1 adet azalan idempotent eleman
vardir. Benzer sekilde, artan idempotentler [i — ¢ + 1] biciminde olup 1 < i <n —1

i¢cin tanimlidir ve bu yarigrupta artan idempotentlerin sayisi da n — 1 olur. Bu durumda,
B, ={acOf :|ima|=n—-1, a*=a} (2.4.1)

kiimesi, J,,_; i¢inde yer alan tim idempotentleri ifade eder. Bu durumda |F,_,| =
2n — 2 ve

O = (E,_1) olur (Gomes ve Howie, 1987).

Teorem 2.45. n > 2 i¢in rank(O;") = n olur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat. Ispat1 icin (Gomes ve Howie, 1987)’ a bakniz. U

Teorem 2.46. n > 2 igin idrank(O;") = 2n — 2 olur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat. Ispat1 icin (Gomes ve Howie, 1987) a bakniz. O

Tamim 2.47. 1, ile 7,, yarigrubuunun birim elemani gosterilir. Ayrica C;” = C,, \ {1,}

olarak tanimlanir.

17
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2.5. Sira Koruyan ve A-Azalan Doniisiimler Yarigrubu

Tamim 2.48. () # A C X, olmak lizere

OHA)={a €O :Vz € Aiginza < z}

n

X, kiimesi tizerindeki sira koruyan ve A-azalan doniisiimler yarigrubu denir. Ayrica, bu
kiime O, ’nin bir alt yarigrubudur. Eger A kiimesi X,, veya X, \ {n} kiimesine esitse,
Of(A) =Cf veeger A = {n}ise Of(A) = O/ olur. Ayrica, C;" C O} (A) C OF
oldugu agiktir.

Simdi bazi sembolleri tekrar tanimlayalim. O yarigrubunda, iirete¢ olan

idempotentlerin kiimesi su sekildedir

E,1 = {acO:a*=aq, |im(a)|=n—1}.
Bu kiime, n — 1 adet i — i + 1] (i = 1,...,n — 1) artan idempotent ile n — 1 adet
[i —i—1] (i =2,...,n) azalan idempotent i¢erir. Boylece

Ef, ={li—=i+1]:i=1,...,n—1}

n

E . =A{li—i-1:i=2,...,n}
olarak tanimlanir ve bu durumda,
B, = E;ll UE,
olur.

Tanim 2.49. z,y € X,, olmak iizere ve x < y kosuluyla, ¢, , : X,, — X,, doniisiimii

asagidaki sekilde tanimlanir

5 xr egerx < z < yise,
“Qry =
z diger durumlarda.

Bu doniisiim, su sekilde ifade edilir

5 T2 . z2-1 2z z+41 -+ y—1 y y+1 -+ n
o 12 - -1 =z x T z y+1 --- n

ve ¢, € O (A) olur.

18
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Lemma 2.50. «, 3 € O,/ (A) olsun. Bu durumda,

(i) (a,B) € L <= im(a) = im(B)
(1) (a,8) € R* <= ker(a) = ker()

olur. (Zhao, 2014).

Ispat. Ispat1 icin (Zhao, 2014) Lemma 2.2 ye bakiniz. U

Tanmim 2.51. A ve B kiimeleri X,, kiimesinin bostan farkli alt kiimeleri olsun. Va €

AveVb e Bigina < boluyorsa A < B yazil.

Teorem 2.52. O;F(A) yarigrubu verimli bir yarigruptur (Zhao, 2014).

Ispat. o € O} (A) olmak iizere

Al A2 R Ar
=
ai Qo [P Q-

olsun. a; < ag < --- < a, ve Ay < Ay < --- < A, bicimindedir. Ayrica x; = min A;

A Ay - A,
€= y
T To ¢ I,

2

olmak tizere

olarak tanimliyalim. Bu durumda, ¢ € O (A), ¢* = € ve eR*a (Lemma 2.50’den) olur.

Agikga 1 € A; olur. a € O} (A) oldugundan Vk € A igin a; = lae < ka < k olur,

Alz[l,ag—l], fli:[ai,aiﬂ—l] (z':2,...,7’—1), ATI[OJT,TL].

olmak tizere
A A, . Ar
=" € O (A).
ai Qo . e Ay

olarak tanimliyalim. Bu durumda ¢ € O (A) olur. Ayrica, (> = ¢ ve (L*« (Lemma
2.50 *den) olur. Sonug olarak, O (A) yarigrubu verimli bir yarigruptur. O

Lemma 2.53. o € O (A) ve |im(a)| = k olsun. Bu durumda, im(a) = im(B) ve
ker(3) ¢ekirdek simiflar {1,... ,n—k+1},{n—k+2},...,{n}olanbir 8 € O (A)
dontistimii vardir (Zhao, 2014).

19



ONCEKIi CALISMALAR MAHER ALDUGEYIM

Ispat. Varsayalim a; < ap < --- < ay ve A} < Ay < --- < A;, olmak iizere

a = |78 77 "l e 07 (4)

n
al a2 DY ak

olsun. Budurumda, 1 € A;vei =1,2,...,k i¢in
a;, < n—k+1.

olur. « € O;f(A) oldugu i¢in, her = € A igin

a = la<za<cz
olur. Buradan sonug olarak
{1,---,n—k+1} {n—k+2} - {n}
b = a ay e ag
olarak segilirse 5 € O (A) olup lemmadaki kosullar saglanir. U

Teorem 2.54. O, (A) yarigrubunda
(o, ) € D* & [im(e)| = [im(D)]

olur (Zhao, 2014).

Ispat. O (A) yanigrubu igindeki D¢ bagntist
(o, 8) € D & im(a)| = |im(B)]

bigiminde tanimlansin. Lemma 2.50 uyarinca, DY, £* ve R* bagntilari igeren bir
bagmtidir. Ayn1 zamanda D° bir denklik bagintisidir. Ayrica, D*, bu iki bagintiy1
kapsayan en kii¢lik denklik bagintisidir.

D* C DY
elde edilir. (o, ) € DO ise, bu durumda
im(a)| = [im(B)| = k
olacak sekilde % sayis1 vardir. Lemma 2.50’den
al*yR* L
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seklinde 7,0 € O, (A) vardir. Boylece,
DY CD*
olur. Bu nedenle
DY =D
elde edilir. 0
Tanim 2.55. a € O (A) ve k € Aigin

I.(k) = {im(a)N[1,k]} ve
o) = {wv el (k):za™ ' N[1,k] £ 0}

olarak tanimlanur.

Ornek 2.56. A = {2,4,5,7} ve n = 9 olmak iizere

_ ({1,2} (3.4} (5} {67} {8) {9}) coh )
2 4 5 6 7 9

olarak secelim. Bu durumda

Ia(2) = {2}
1,(4) = {2,4}
I.(5) = {2,4,5}
I.(7) = {2,4,5,6,7}

ve

[.(2) = {2}

I(4) = {2.4}

a(5) ={2,4,5}
I,(7) = {2,4,5,6}

olur.

Lemma 2.57. o € O;f (A) olsun.
a regiiler < Vk € Aigin I, (k) = I,(k)
olur (Zhao, 2014).
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Ispat. Ispati icin (Zhao, 2014) Lemma 2.6’ ya bakiniz. U

Teorem 2.58. n > 1 olmak iizere, O, (A) yarigrubunun regiiler olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul A kiimesinin {1}, {1,n} ya da {n} kiimelerinden biri olmasidir (Zhao,

2014).
Ispat. (<) A kiimesi {1}, {1,n} veya {n} ile ayn1 oldugu takdirde her & € A igin
I,(k) = I(k) olup, O (A) regiiler olur.

(=) Kabul edelim ki A kiimesi {1}, {1,n} veya {n} olmasin. Ayricak € [2,n—1]
olacak sekilde k € A alalim ve

(1,..., kY {k+1,....,n}
1 k

o =

seklinda tanimlayalim. o € O, (A) oldugu ve
Lo(k) = {1,k} # {1} = L.(k)
oldugu agiktir. Bu durumda o regiiler degildir. UJ

Tamim 2.59. Bir S yarigrubunun bir o € S elemani ve € dom(«) igin, 2’in « altinda

orbiti
_ 2 .3
orby(z) = {z,za, xa”, za”, ... }
olarak tanimlanir.

Tamm 2.60. Eger bir m € N i¢in

oluyorsa, x’in orbiti devirli orbit olarak adlandirilir.

Ornek 2.61. X, = {1, 2, 3,4} kiimesi tizerinde tanimh agagidaki doniisiimii ele alalim

1 2 3 4
o =
2 314
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olsun. Bu durumda

lao =2
la? = (la)a =2a =3

1o? = (la®)a=3a=1=1a=1
olur. Dolayistyla
orb,(1) = {1,2,3}

ve 1la?® = 1 oldugu i¢in bu orbit devirlidir.

a € OFf(A) olmak iizere, ker(c) siniflari X, kiimesinin bir konveks

pargalamigidir. Her z € im(«) i¢in, xa~! sinifi asagidaki ii¢ gruptan birine girer

azalanblok : z < minza ™,
artan blok : z > maxza !,
sabitblok : minza ! <z < maxza .

Her = € im(«) igin tanimlanan m,, () 6l¢iisti asagidaki gibi verilir

ml (r) =max{zr —y:y € xat, y <z}

mh(r) =max{y —r:y € xa ', y > 1}

«

Buna gore, m,(z) su sekilde tanimlanir

ml (z) +m?(x)), eger xa~ ! sabit blok ise,
ma(z) =

max{|r —y|:y € za™'}, diger durumlarda.

a € O olmak iizere, & elemaninin her bir orbitinin konveks oldugu ve sadece bir tane
sabit nokta icerdigi bilinmektedir (Higgins, 1993). Simdi, 5 € O, i¢in § elemaninin

yalnizca bir tane orbiti oldugunu varsayalim, bu orbiti {2 ile gosterelim. Bu durumda,
z € im(B)\Q < mg(x) =0

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica, z € im(3) N2 olmak iizere 2 kiimesi, z/3~* bloklarinin
ayrik birlesimine esit olur. im(3) N Q = {by,b2,...,b.} ve by < by < --- < b, olsun.

Q2 yalnizca bir tane sabit nokta igerir ve bu eleman b; olsun, yani b;5 = b; olsun. Bu
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durumda bloklar su sekilde gruplanir ve

azalan bloklar : b, 187", ..., b7,
artan bloklar : b;37%, ... b1 87,
sabit blok : b;57"

olur. Her b;37' (j = 1,2,...,7 — 1) artan blogu i¢in
I = [bj —mp(b;) = bj —mp(b;) +1]...[b; =1 —= bj]
olarak tanimlansimn. Her bir 0,371 (I =4 + 1,7 + 2,...,r) azalan blogu i¢in
Dy = by +mg(b) = b +mg(b) — 1] ... [y + 1 — by,

olarak ve b; 37! sabit blogu igin
St = [b; — m(b;) — by — mb(b;) +1] ... [b; — 1 — by,
S" = [bi +mj(b;) — by +mp(b;) — 1] ... [bi + 1 — by,
seklinde tanimlansin (Zhao, 2014).

Lemma 2.62. 3= S'I;_;...[,S"D;,, ... D, olur (Yang, 1999).

Ispat. Ispat1 icin (Yang, 1999) Lemma 2.2’ ye bakiniz. 0

Tanim 2.63. X, icinde bos olmayan bir A alt kiimesi i¢gin
Ef(A)={[i =»i+1]:ie X,\(AU{n})}
olsun. Ayrica eger A kiimesi X, veya X,,\{n} ise £ (A) = () oldugunu agiktur.

Tamm 2.64. O yarigrubunda J,,_; kiimesi igindeki idempotent elemanlardan olusan

kiime F'ile gosterilsin. Yani
F={a€J,:a*=aqa}
olur. Bu durumda F', J,,_; kiimesindeki idempotent elemanlardan olusan kiimedir.
Lemma 2.65.
F=E,  UE"(A)
olur (Zhao, 2014).
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Lemma 2.66. o € O, (A) olsun. a’nin idempotent eleman olmasi i¢in gerek ve yeter

sart, her ¢ € im(«) igin,

ta = t ve

t = min{r:x €im(a) ' N(AU{t})}
olmasidir (Zhao, 2014).
Teorem 2.67. n > 3 igin O, (A) = (F') olur (Zhao, 2014).

Teorem 2.68. n > 3 olsun. O zaman idrank (O;(A)) = 2n — 2 — |A \ {n}| olur
(Zhao, 2014).

Teorem 2.69. n > 3 olsun. Eger 1 € A ise rank(O;(A)) > n — 1veegerl ¢
Aise rank(O; (A)) > n olur (Zhao, 2014).

2.6. Sira Koruyan Kismi Doniisiimler Yarigrubu

Tanmm 2.70.
POI = Pon\{ln}
olarak tanimlanir.

Teorem 2.71. o, 3 € PO i¢in asagidaki esitlikler saglanir;

) alf < im(«a)=im(F),

i) aR B < ker(a) = ker(f)

(Laradji ve Umar, 2004).

Bazi kombinatorik yaklagimlar araciligiyla, PO;" yarigrubunun kardinalitesi igin
bir formiil tiiretmeyi amacliyoruz. X,,, kiimesi tizerinde tanimli olan p denklik bagintisi,
denklik simiflart X, nin konveks alt kiimeleri olacak sekilde tanimlanmissa, bu tiir
bir bagintiya konveks denklik adi verilir. Ayrica, p bagmtisi i¢in | X,,/p| = r olmasi

durumunda p’ya agirhigi r olan denklik denir.
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Agirligi r olan bir konveks denklik, 1,2,...,m elemanlar1 arasindaki m — 1
bosluga r—1 adet sinir yerlestirilerek tanimlanir. (Ornegin, X kiimesi iizerinde siniflari
{1,2,3}, {4}, ve {5, 6} olan agirlig1 3 olan konveks esdegerlik, 3 ile 4 ve 4 ile 5 arasina

iki sinir yerlestirilerek olusturulur.)

Bu durumda, X, lizerindeki agirligi » olan konveks denkliklerin sayis1 agsagidaki
m—1
r—1

W, = {a € PO! : |dom(a)| = r}

gibidir
olurver =1,2,...,nigin

kiimesini tanimlayalim.

|(dom(a))| = rise (im(«)) mutlaka X, nin bir alt kiimesidir ve |[im(a)| = s <
r olacak sekilde s sayisi vardir. Ayrica, ker(«), dom(«) tizerinde agirhigi s olan bir

konveks denkliktir. Bu durumda

wi = ()5 ()0 0)
()67

ifadesi, (1 + z)"(1 + =)' = (1 + x)"™! agiliminda 2" teriminin katsayisidur.
XT: n\(r—1\ (n+r—1
T\s/\s—1 N r

olur. Boylece asagidaki sonug elde edilmis olur,

PO +1 = f}(“) (”*"’_1)

—1 \7 r

olur ve

Dolayistyla

Ayrica,
ey A
o (" e el <
r=0

oldugundan asagidaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 2.72. |PO;| + 1 ifadesi (1 + z)"(1 — x)~" ifadesinin kuvvet serisinde 2"

teriminin katsayisidir (Gomes ve Howie, 1987).

n sayisi bityiidiikge |[PO; | sayis1 olduk¢a hizli artar. Bazi n degerleri igin [PO;’ |

sayis1 agagidaki tabloda verilmistir.

n \2 3 4 5
POS| |7 37 191 1001

Tamim 2.73. o € P, olmak iizere | dom(«)| = r ve | im(«a)| = s ise a € [r, s] yazilir.
Teorem 2.74. n > 2 olmak tizere,
rank(PO}) > 2n —1

olur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat. a € [r, s] olsun. Bu durumda 0 < s < r < n olur.
TIn-1={a € PO, : |im(a)|=n—1}
olarak tanimlanir. Bu durumda
In-1=[n,n—1U[n—1,n—1]

olur. [n,n— 1] kiimesinde, |1,2| |2, 3|, ..., |n— 1, n| ifadeleriyle indekslenen n — 1 adet
R-smifi bulunur. Ayrica [n — 1, n — 1] kiimesi, birebir kismi fonksiyonlardan olusur ve

her biri X, \ {i} (¢ =1, 2,..., n) ile indekslenen n adet R-snifi icerir. Boylece
rank(PO}) > 2n —1
olur. O
Lemma 2.75. »r =1,2,...,n — 2i¢in
[r,r] C[r+1,r+1[r+1,7+1]

olur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat. o € [r, 7] olsun,

al a2 o .. aT

by by .-+ b,
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vea, < ag < -+ < ap, by < by < --- < b, kosullar1 saglanir. (aq,as, ..., a,) siral
r-lisinde a; > a; 1 + 2 ise ¢. sirada bir bosluk vardir denir. Ayrica, a; > 2 ise 1.
sirada bir bosluk var denir ve a,, < n — 1 1ise r + 1. sirada bir bosluk var denir. Benzer
tanimlar (by, bo, . . ., b,) sirali r-ikilisi i¢in de gegerlidir. 7 < n — 2 ise en az bir bosluk
vardir. « elemani igin (aq, as, ..., a,) sirali r-ikilisinde i. pozisyonda bir bosluk ve
(b1, b, . .., b,) siralt r-ikilisinde j. pozisyonda bir bosluk oldugunu varsayalim. a; _; <
x < a; ve bj_y < y < b; olacak sekilde x ve y vardir, ayrica¢ = liginz = 1 ve
t = r+ 1li¢in z = n alabilir. ¢ < j yadai > j olmasina gore iki durum vardir.
Oncelikle i < j oldugunu varsayalim. O halde, ¢ déniisiimii {ay, as,...,a,} U {x}
kiimesinden {1,2,...,r+2}\{j+ 1} kiimesine siralamay1 koruyan rten bir doniigiim

olsun. Dolayisiyla, £ € [r + 1,r + 1] olur ve

k eger k < i — 1ise,
ar§ = k+1 egeri <k<j—1ise, (2.1)

k+2 egerk > jise,

Ve

€ =1

olur. n dontistimiing {1, 2, ...,7+2}\ {¢} kimesinden {by, bs, . .., b, } U{y} kiimesine

siralamay1 koruyan orten bir dontisiim olsun. n € [r + 1,7 + 1] ve

by, egerk <i—1,

b1 egeri+1<k<yjy,
kn = (2.2)

Y egerk =j+1,

br_o egerk > j+2.

olur, (2.1) ve (2.2)’den £ = « olur.

Simdi ¢ > j oldugunu varsayalim. ¢ : {aj, as,...,a.} U{z} — {1,2,...,r +
2}\ {j} sira koruyan orten bir doniigiim olsun ve 7 da benzer sekilde {1,2,...,r+2}\

{i + 1} kiimesinden {b1, bo, ..., b, } U {y} kiimesine sira koruyan orten bir dontisim
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olsun. O zaman
k egerk < j —1,
al = qk+1 egerj<k<i-—1,

k+2 egerk >1,

¢ = 1+ 1,
diger yandan
by, egerk <j—1,
Y eger k = j,
kn =
b1 egerj+1<k<yq,
bp_o egerk >1+ 2.
olup £ = « olur. 0

Lemma 2.76. Eger 1 < s < r < n — lise, o zaman [r,s| C [r,7][n, s] olur (Gomes

ve Howie, 1987).

Ispat. o € [r, s] olsun. o elemaninin tamim kiimesi A = {ay,as,...,a,} ve a; < ap <
-++ < a, olsun. Ayrica, i = 1,2, ...,r igin a;a = b; olsun. £ fonksiyonunu A tizerinde
0zdeslik olarak tanimlayalim. n doniisiimiinii asagidaki sekilde tanimlansin,

ra egerx € A,

by egerx < ag

xn =
bi eger a; < T < Qjy1,
b, egerx > a,.

Bu durumda ¢ € [r,r], n € [n, s] ve én = a olur. O

s <n—1ligin [n,s] C ([n,n — 1]) oldugu bilinmektedir (Howie, 1971). Ayrica

JIn-1 = [n,n —1]U[n — 1,n — 1] oldugundan asagidaki sonucu yazabiliriz.
Lemma 2.77. (J,_1) = PO, (Gomes ve Howie, 1987).

i=2,3,...,nig¢in [n — 1,n — 1] kiimesinin elemani olan X, \ {7} kiimesinden
X, \{i—1} kiimesine 6rten ve sira koruyan dontigiimii «v; ile gosterelim. Benzer sekilde,
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oy doniisimii X, \ {1} kiimesinden X, \ {n} kiimesine 6rten ve sira koruyan doniisim

olsun.

Ornek 2.78. n = 4 icin

2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3
. = ; Qo = ) Qa3 = P Qg =
1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4
olur.
Bp ={ai,as,...,a,} ve Br = {e1,¢9,...,6, 1} olarak tanimliyalim. Burada,

daha 6nce tanimlandig1 gibi, ¢; = [i — i + 1] € [n,n — 1]’dir. B = Bp U By olsun.
2n—1 elemandan olusan B kiimesinin PO;" yarigrubunun bir doguray kiimesi oldugunu

gosterecegiz.

Lemma 2.79. [n,n — 1] C (B) olur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat. Ispat1 icin (Gomes ve Howie, 1987) Lemma 3.11’¢ bakiniz. O

Lemma 2.80. [n — 1,n — 1] C (Bp) C (B) olur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat. 3 € [n— 1,7 — 1] olmak iizere dom () = X,,\ {i} veim (8) = X,,\ {j} olsun.
Egeri > jise 8 = a1 -+ - a1 olur ve eer ¢ < jise 8 = o1 -+ - q10uy, - - - Qg

olur. Bdylece ispat tamamlanir. 0J

Lemma 2.77, Lemma 2.79 ve Lemma 2.80’dan B kiimesi PO;! yarigrubunun bir

doguray kiimesidir.
Sonug 2.81. rank(PO;") = 2n — 1 olur (Gomes ve Howie, 1987).

Teorem 2.82. PO;" idempotent dogurayli bir yarigruptur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat.i = 1,2,... nicin X,, \ {i} iizerindeki birim dénsiim &; ile gdsterilsin. Ayrica,
D = {61,02,.... 00} ve E,_1 = {a € O : &® = a, |im(a)| = n — 1} olmak iizere
K = E,_1UD olsun. |[K| = 3n — 2 ve K kiimesinin tiim elemanlar1 idempotenttir.
(E,—1) = O} oldugu bilinmektedir (Howie, 1971), boylece O;F C (K) olur. Ayrica
i=2,3,...,ni¢ina; = d;¢;1 € DE,_1 C (K) ve ay = &1y € DO, C (K) olur.
Boylece, Bp C (K) olur ve Lemma 2.80 *ye goére [n — 1, n — 1] kiimesinin her elemant

(K) kiimesindedir. O
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Lemma 2.83. (K) = PO, olur (Gomes ve Howie, 1987).

Ispat. Ispati1 i¢in (Gomes ve Howie, 1987) Lemma 3.14’e bakiniz. 0

Sonug 2.84. idrank(PO;') = 3n — 2 olur (Gomes ve Howie, 1987).

2.7. Bir Yarigrubun Sifir Bolenleri

Tamm 2.85. S sifir elemana sahip bir yarigrup ve S* = S\{0} olsun. Bu durumda
L(S) ={a € S: a.f = 0 olacak sekilde 33 € S* vardir}

kiimesine .S yarigrubunun sol sifir bélenler kiimesi denir ve
R(S) = {a € S : v.a = 0 olacak sekilde Iy € S* vardir}

kiimesine S yarigrubunun sag sifir bolenler kiimesi denir.

Daha onceki ¢aligmalarda C, yarigrubunun sag ve sol bolenler kiimesi
bulunmustur (Toker, 2021 a). P, yarigrubunun sag ve sol bolenler kiimesi bulunmustur
(Toker, 2021 b). Serbest yarilatisler yarigrubunun sag ve sol bdlenler kiimesi
bulunmustur (Toker, 2016). D,, yarigrubunun sag ve sol bolenler kiimesi bulunmustur
(Toker ve Esidir, 2022).
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3. GEREC VE YONTEM

Tez hazirlanirken literatiir taramasi yapilmistir, konu ile ilgili kitap, makaleler
ve tezler incelenmistir. X, kiimesi tizerinde tanimli sira koruyan ve A-azalan kismi

déniisiimlerden olusan PO, (A) yapist incelenmistir.
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4. BULGULAR

4.1. Sira Koruyan ve A-azalan Kismi Doniisiimler Yarigrubu

Tanim 4.1. ) # A C X, olmak lizere;
POS(A) ={a € PO, :Vx € Aiginy € dom(a) vey <z = ya < z}
kiimesine X, iizerindeki sira koruyan ve A-azalan kismi doniisiimler yarigrubu denir.

Lemma 4.2. PO (A) < PO; olur.

Ispat. o, 3 € PO (A) olsun. a8 € PO, (A) oldugunu gésterelim. o € PO, oldugu
aciktir. Ayrica, x € A olmak tizere, y € dom(af) ve y < x olsun. y € dom(af3) ise
y € dom(«) olur. Béylece ya = z olacak sekilde z € X, vardir. Ayrica y € dom(«),
y <z vea € PO (A) oldugunudan ya < x yani z < z olur. Ayrica,

y(ap) = (ya)B = 28

olup

zedom(f)vez<u

olur. 3 € PO; (A) oldugunudan 23 < z olur. Sonug olarak
PO (A) < PO
olur. O
Teorem 4.3. o, 3 € PO, (A) olmak iizere,
(0, 8) € £ & im(a) = im(B)
olur.

Ispat. (<) im(a) = im(B) olsun. PO (A) < PO} oldugundan (a, 3) € L* olur.
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(=) (o, B) € L* olsun. Tammdan Vv, € (PO} (A)) igin ay = ad & By =

B0 olur. z # 1 olmak tlizere,

12 - z2—-1 z—1 2z+1 --- n

z ¢im(a) < oz'(

1 2 - -1 T z+1 -+ n
<:> /8. :/6.1
12 - z-1 z—1 z+1 --- n

1 2 -~ -1 T r+1 --- n)
=a-1

&z ¢aim(f)
olur. 1 ¢ A ise bu durumda;

1
1¢im(a) & a-(
1

(1 2 .- n)
1 2 .- n

& 1 im(p)

N DN
S 3
N—
I
Q
—_

olur ve 1 € A ise bu durumda;

4 (1 2 .- n)
l1¢im(a) & o =a-1
— 2 ... n

olur. Sonug olarak;

im(a) = im(5)
olur. ]

Teorem 4.4. o, 5 € PO, (A) olmak iizere,
(a, B) € R* < ker(a) = ker()
olur.

Ispat. (<) ker(a) = ker(8) olsun. PO, (A) < PO; oldugundan («, ) € R* olur.
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(=) (a, B) € R* olsun. Bu durumda Vv, § € PO (A)! igin,
ya = da = yB =00
olur. z,y € X,, ve x < y olsun.

o 12 v 2-1 2 - 2 y+1 - n

olmak iizere ¢, € PO, (A) olur. Ayrica,
T =ya & ¢p,.a =l
& OpyB=10
& zf=yp
olur, sonug olarak
ker(ar) = ker(f3)
olur. O
Teorem 4.5. o, 3 € PO, (A) olmak iizere,
(o, ) € D* & [im(a)| = [im(5)]

olur.

Ispat. PO (A) yarigrubunda K bagmtisin
(a,5) € K & |im(a)| = |m(B)]

olarak tanimlayalim. Tanimdan K ’nimn bir denklik bagintis1 oldugu agiktir. Teorem
4.3ten L* C K ve Teorem 4.4’tan R* C K olur. Ayrica, D* tanimindan D* C K

olur.
(cr, B) € K olsun. Bu durumda;
[im(a)| = [m(B)] = k

bi¢imindedir, boylece

o0 — Ay Ay oo Ay A
a’l a2 .. a/k J—

3 = By By -+ By DBpu
by by -+ by _
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formundadir. Ayrica
{n—k+1} {n—k+2} -+ {n} {1,2,...,n—k}
’Y =
a as ay —_

5 {n—k+1} {n—k+2} -+ {n} {1,2,...,n—k}
N by by by _

olarak tanimlanirsa; o« £* v R* § L* § olup L* oR* o L* C D*oldugundan (o, 8) € D*
olur. Boylece K C D* olup. Sonug olarak;

K =D

olur. O

1 2 -« n
Not 4.6. 0 = ) olarak tanimlanir. Ayrica 6 eleman1 PO, (A)

yarigrubunun sifir elemanidir.

4.2. PO;(A) Yarigrubunun idempotent Elemanlar

Lemma 4.7. o € PO, (A) ve |ima| = k olsun. O zaman; im(a) = im(f3) ve ker(3)

smiflart {n — k + 1}, {n — k + 2}, ..., {n} olacak sekilde 3 € PO, (A) vardur.

Ispat. o € OF(A) ise bu kosullari saglayan 3 € O (A) vardir (Zhao, 2014). o ¢
O;(A) olsun. Bu durumda;

(A A A A
al a2 ... ak J—

olmak tizere a; < as < ... < ay bi¢imindedir.

5({nk+1} (n—k+2} - {n} {1,2,...,nk})

al a2 PRI a’k] —_—

olarak tanimlanirsa 3 € PO, (A) olup, im(a) = im(f3) ve ker(S) smiflar1 {n — k +
1}, {n —k+2},...,{n} olur. O

Lemma4.8. PO, (A) nin her bir £* ve her bir * sinifinda en az bir idempotent eleman

vardir.

36



BULGULAR MAHER ALDUGEYIM

Ispat. 0 igin 62 = 0 oldugu aciktir. o € O,,(A) ise ker(a) = ker(u) ve im(a) = im(7)
olacak sekilde y? = j1vey? = ~y elemanlari vardir (Zhao, 2014). o € PO} (A)\ O, (A)
ise
( A Ay o A A
a=

al a2 PR ar —_—

) € PO, (A) bigimindedir.

V1 < ¢ < rigin min A; = z; olsun.

Ay Ay o A Ay
E =
l‘l I‘Q PR x’,‘ —
olarak segilirse e? = ¢ olur. y € dom(«) olsun. 31 < k < 7 igin y € Ay, olur. Ayrica

r € Aiginy < x olsun. ya = 2 < y < x oldugundan ¢ € PO (A) olur. Bdylece

PO;"(A)’nin her bir R* smifinda en az bir idempotent eleman vardir. Ayrica,

6 (al ag -+ Ap Xn\{a1;a27"'

o) ) € PO (A) olup

al CL2 ... aT J—

aLl*B ve 3% = B olur. Boylece PO, (A)’nin her bir £* smifinda en az bir idempotent

eleman vardir. O

4.3. PO/ (A) min Sol ve Sag Sifir Bolenleri

Tamim 4.9. PO, (A)* = PO} (A)\ {8} = A olsun.
L= L(POS(A) ={a € PO (A): aB = 0 olacak sekilde I3 € A vardir }
kiimesi PO (A)’ nin sol sifir bdlenlerin kiimesi ve
R = R(PO}(A)) = {a € PO (A) : ya = 0 olacak sekilde Iy € A vardir}
kiimesi PO, (A)’ nin sag sifir bolenlerin kiimesi olur.
Teorem 4.10.
L="PO}(A)
R=P0O;(A)\O;(4)
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olur.
Ispat. « € PO} (A) olsun. a = f ise o € L oldugu agiktir. o € PO (A)* ise,
A Ay - A,
a = yada
by by --- b,
Ay Ay o A A
(8% =
by by --- b —
bigimindedir. £ = min(X,, \ {b1, b2, - ,b.}) olsun.

5({61,62,---,@} Xn\{bl,bQ,-~-,br}>
. k

olarak segilirse, 3 € PO (A)* olup a3 = 6 olur. Sonug olarak,
L =PO!(A)

olur. « € PO, (A) olsun. o = 6 ise @ € R oldugunu agiktir. « € PO, (A)*\ O, (A)
olsun. Bu durumda;
A Ay - A A
o =
by by - b —

bi¢imindedir ve A, # 0 olur. m = min(A, ;) olsun.

5(Xn\{m} m)

olarak segilirse. 3 € PO, (A)* olup - = 6 olur. Budurumda o € Rolur. o € O;F (A)

ise

Ay Ay - A,

o =

by by --- b,
bigimindedir. 5 € PO} (A) igin - a = 0 ise f = 6 olur. Bu durumda o ¢ R olur.
Sonug olarak

R="PO0O,;(A)\ O, (4)

olur. 0
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4.4. PO/ (A) Yarigrubunun Nilpotent Elemanlar

Lemma 4.11. « € PO, (A) olsun. o ’min nilpotent olmast igin gerek ve yeter kosul

Vo € dom(«) igin xaw # x olmasidir.

Ispat. (=)a = 0 ise sonug agiktir. dom(a)) # () olsun. 3z € dom(a) igin ra = x

oldugunu varsayalim, bu durumda

oldugundan « nilpotent eleman degildir.

(<)Vz € dom(a) i¢in xa # x olsun. k > 2 igin dom(a*) # () ise Vo € dom(aF) igin
zak # x oldugunu gosterelim. dom (a*) = () ise v nilpotent eleman olur. x € dom(a*)
olsun. Bu durumda, 1 < ¢ < k olacak sekilde her ¢ sayisi i¢in z € dom(a') olur.
Boylece x € dom(«) olup xa # x olur. Sonug olarak, r«v < x ya da xza > z olur. Sira
koruma dzelliginden za* < x ya da xa®* > z olur. Béylece za* # x olur. [im(a)| = r

ve by < by < --- < b, olmak lizere

A Ay oo A,
by by --- b,

olsun. b, € dom(«) ise b.«v # b, olur ve x, = min{z : z € A, } olmak iizere b, < x,
olur. Ayrica sira koruma ozeliginden im(a) N A, = 0 olur. Bdylece b, ¢ im(a?)
olup im(a?) C im(«) olur. b, ¢ dom(a) ise |dom(a) N im(a)| < r olur. Ayrica
(dom(a) Nim(a))a = im(a?) (Howie, 1995) oldugundan |im(a?)| < r = |im(«)|

olup im(a?) C im(a) olur. Bdylece,

A’l A’2 A’s
b, by --- b

!

s

bigiminde olup s < r olur. Vo € dom(a?) igin za? # x olup ayni argiiman kullanilirsa
im(a) D im(a?) D im(a*) D ---

elde edilir. |im(«a)| sonlu oldugundan dyle bir Im € Z* vardir ve im(a*™) = & olur.

Bdylece « nilpotent eleman olur. OJ
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5. TARTISMA

Bu béliimde bulgularm genel bir tartigmasi yapilacaktir. ilk olarak bu ¢alismada
X, kiimesi iizerinde taniml1 sira koruyan ve A-azalan kismi doniisiimlerden olusan
PO (A) yapist tanimlanmugtir. Bu yapinin PO,,) yarigrubunun bir altyarigrubu oldugu

gosterilmistir ve PO, (A) yarigrubunun bazi cebirsel dzellikleri incelenmistir.
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6. SONUCLAR

Ik olarak bu calismada X,, kiimesi iizerinde taniml1 sira koruyan ve A-azalan
kismi doniisiimlerden olusan PO (A) yapisi incelenmistir.Bu yapmnn bir yarigrup
oldugu gosterilmistir ve bu yarigrup iizerinde genisletilmis Green bagintilarinin

ozellikleri olan £*, R* ve D* bagmtilarinin 6zellikleri bulunmustur.

PO} (A) yarigrubunnun her £* ve R* smifinda en az bir idempotent elemanin

bulundugu ispatlanmastir.

PO (A) yarigrubundaki sol sifir bdlen elemanlarinin kiimesi L ve sag sifir bolen

elemanlarinin kiimesi R arastirilmistir.

PO;"(A) yarigrubunda bir elemanin nilpotent olmasi igin gerek ve yeter kosullar

belirlenmistir.
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7. ONERILER

Bu ¢aligmada PO, (A) yarigrubunun doguray kiimeleri ve ranki bulunmamistr.
Bu cebirsel 6zelikleri bulunursa yarigrup teoresi ile ilgili gelecek ¢aligmalara katki

sagliyacaktir.
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