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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

Sira Koruyan Déniisiimler Yarigrubunun Ozel Bir Alt Yarigrubunun Sifir Bélen Grafigi

MUHAMMET UYSAL

HARRAN UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

Damisman : Do¢. Dr. Kemal TOKER
Yil: 2025, sayfa: 31

Bu tezde, X, iizerinde sira koruyan ve A-azalan doniisiimler yarigrubu olan O,, (4) yarigrubunun
sifir bolen grafikleri incelenmistir. X bostan farkli bir kiime ve 7x’de X iizerindeki tam doniisiimler
yarigrubu olsun. 7Tx, X’ten X e tiim fonksiyonlarin kiimesidir ve fonksiyonlar bileske islemine gore
bir yarigruptur. n € ZT olmak iizere X,, = {1,2,...,n} olarak tanimlanir ve bu ¢alismada Tx, yerine
T, ifadesi kullamlmistir. O,, = {a € T, : Vo,y € X, i¢cinz < y <= za < ya } olarak
tanimlanan yapiya X, lizerinde sira-koruyan doniigiimler yarigrubu denir ve bu yap1 7,, yarigrubunun
bir alt yarigrubudur. § # A C X, olmak iizere O,(A) = {a € O, : za < z (Vx € A)}
kiimesi X, lizerinde sira koruyan ve A-azalan doniigiimler yarigrubu olarak adlandirilir ve bu yarigrup
O,, yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Bu ¢alisgmada O,,(A) yarigrubunun yonsiiz sifir bolen grafigi
tanimlanmis olup I ile gosterilmistir. n > 4 i¢in I' grafiginin baglantili oldugu ispatlanmis olup, I'
grafiginin kdse sayisi, kdse dereceleri, en biiyiik ve en kiiglik kose derecesi, ¢api, en kisa devir uzunlugu
hesaplanmistir ve klik sayis1 i¢in bir alt sinir bulunmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Sifir Bolen Grafik, Yarigrup, Baglantili Grafik, Kose Derecesi
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ABSTRACT

MASTER THESIS

The Zero Divisor Graph Of A Special Subsemigroup Of Order Preserving Tranformation
Semigroup

MUHAMMET UYSAL

HARRAN UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Kemal TOKER
Year: 2025, page: 31

In this thesis, the zero-divisor graphs of the semigroup O,, (A), which is a semigroup of order-preserving
and A-decreasing transformations on X, are investigated. Let X be a non-empty set and 7x be the full
transformation semigroup on X . T is the set of all functions from X to X and functions are a semigroup
with respect to the composition operation. Let n € Z* and X,, = {1,2, ..., n}. In this study we use 7,
instead of Tx, for convenience. O,, = {a € T, : Va,y € X,z <y <= za < ya }is called
the semigroup of order-preserving transformations on X,, and this structure is a subsemigroup of the
semigroup T,. Let ) # A C X,, and O, (A) = {a € O, : za < x (Vz € A)}. Then O, (A4) is
called the semigroup of order-preserving and A-decreasing transformations on X,,, and this semigroup
is a subsemigroup of the semigroup O,,. In this study, the undirected zero divisor graph of the semigroup
O, (A) is defined and denoted by T". It is proven that the I is a connected for n > 4, the cardinality of
vertices, vertex degrees, the maximum and the minimum vertex degrees, the diameter, the girth of the I'
graph are calculated and a lower bound for the number of cliques is found.

KEYWORDS: Zero Divisor Graph, Semigroup, Connected Graph, Vertex Degree

il



SEKILLER DIiZiNi

Sayfa No
NS B € - = 3
SeKil 2.2, Go @IaAfIZi .. ouieiiiii e 4
SeKil 2.3, Glg Grafi@i .. een et 5
SeKil 2.4, Glg GIafiSI..ceeveniiii e 7
NS T € - ¥ i = 7
SeKil 2.6. GG GIafiZi....uieiiii ettt 8
SeKil 2.7. Gz GIafIfI..ccevuniiii e 8
SEKil 2.8. GIg GafiGi..ccvuiiiiii et 9
SeKil 2.9. Gg GIafiZi.....oiuiiiiiii e 10
SeKil 2.10.G10 GIAfIZi. .. iuiiiiii ettt e e e et 10
SEKIl 2. 11.G 11 GrAISH.ceeeuiee e e 13
SEKIl 4.1 G GLafifl «.ueevniiiiii e 24
NS S B A 4 i <4 B PPN 27

v



SIMGELER DiZiNi

Simgeler Aciklama

Xn
m
X
SLC,

SRERELDEEEL
b

QU O = Wi—

Dl

—

1’den n’ye kadar olan pozitif tam sayilarin kiimesi

Goriintii kiimesi

X kiimesinin eleman sayist

X, lizerindeki serbest yarilatis

X, lizerindeki tiim bagintilarin kiimesi

X, tizerindeki kismi doniisiimler yarigrubu

X, kiimesi iizerindeki tam doniisiimler yarigrubu

X, lizerindeki sira-azaltan doniigiimler yarigrubu

X, lizerindeki sira-koruyan ve sira-azaltan doniisiimler yarigrubu
X, kiimesi iizerindeki sira-koruyan déniigiimler yarigrubu

X, kiimesi iizerindeki sira koruyan ve A-azalan doniisiimler yarigrubu
Sol sifir bolenlerin kiimesi

Sag sifir bolenlerin kiimesi

Iki tarafl1 sifir bolenlerin kiimesi

Yonsiiz sifir bolen grafigi

Grafiginin kose sayisi

Bir kosenin derecesi

En biiylik kose derecesi

En kiigiik kose derecesi

Cap

En kisa devir uzunlugu

Klik sayist

Kromatik sayisi

x sayisindan biiyiik ya da x sayisina esit olan en kiigiik tamsay1
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1. GIRIS

Sifir bolen grafikler ilk olarak Beck tarafindan degismeli halkalar lizerinde
tanimlanmistir (Beck, 1988). Beck yaptigir tanimda halkanin sifir bolen grafiginde
halkanin sifir elemanim1i da kose kiimesinin elemani olarak almistir. Degismeli
halkalar lizerindeki standart sifir bolen grafikler Anderson ve Livingston tarafindan
tanimlanmistir (Anderson ve Livingston, 1999). Degismeli olmayan halkalar iizerindeki

ilk ciddi ¢aligmalar Redmond tarafindan yapilmistir (Redmond, 2002).

Yarigrup taniminin ortaya ¢ikmasi ve gelismesi ile birlikte yarigrubun sifir bolen
kiimesi ve grafikleri de 6nem kazanmistir (DeMeyer, 2005; DeMeyer ve Ark., 2002). S
sifir elemana sahip bir yarigrup olsun. 7'(S) = {z € S | ze =0 = zy Jx,y € S\{0}}
olmak iizere T'(S)\ {0} # 0 olsun. Bu durumda S yarigrubunun sifir bolen grafigi I'(S)
ile gosterilir ve bu grafigin kose kiimesi 7°(S) \ {0} olup, Vx,y € T'(S)\ {0} vex # y
olmak iizere x ve y koselerinin bir kenar olusturmasi i¢in gerek ve yeter kosul i¢in

xy = 0 = yx olmasidir seklinde tanimlanir.

X bostan farkli bir kiime olsun ve Ty’ de X tizerindeki tam doniisiimler yarigrubu
olsun. Ty, X’ten X’e tiim fonksiyonlarin kiimesi olup fonksiyonlar bileske islemine
gore bir yarigruptur. n € Z* olmak tizere X,, = {1,2,...,n} olarak tanimlanir. Bu
caligmada kolaylik olmasi amaci ile Ty, yerine 7,, ifadesi kullanilmistir. X, izerindeki
sira-koruyan doniigtimler yarigrubu O,, = {a € T, : Vr,y € X, i¢inz < y <=

ra < ya } kiimesi olup O,, yarigrubu 7, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

0 # A C X, olmak tizere 0, (A) = {a € O, : za < x (Vx € A)} kiimesine X,
tizerindeki sira koruyan ve A-azalan dontisiimler yarigrubu denir (Zhao, 2014). O,,(A)
yarigrubu O,, yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Boylece O,,(A) yarigrubu hem O,
yarigrubunun hem de 7,, yarigrubunun bir alt yarigrubu olur. O,,(A) yarigrubunun sifir
elemanini icermesi i¢in gerek ve yeter kosul 1 € A olmasidir (Bugay ve Ark., 2019).
Bundan dolay1 bu calismada 1 € A oldugu varsayilacaktir. 6, sabit 1 fonksiyonu olarak
segilirse 0 € O,(A) olup Va € O,(A) i¢in o = 6 = O« olur. Boylece, 6 eleman
O,,(A) yarigrubunun sifir elemani olur. Ayrica bu ¢alismada O,,(A) yarigrubunun sifir

eleman 0 ile gosterilmistir.

O, (A) yarigrubunun sol sifir bolen kiimesi L, sag sifir bolen kiimesi R ve
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iki tarafli sifir bolen kiimesi 7”nin cebirsel yapilar1 bulunmus olup bu kiimelerin
kardinalitesi yani sol sifir bolen kiimesinin kardinalitesi | L[, sag sifir bolen kiimesinin

kardinalitesi | R| ve iki tarafli sifir bolen kiimesinin kardinalitesi |7'| hesaplanmustir.

Ayrica O, (A) yarigrubunun yonsiiz sifir bélen kimesi olan I'(O,(A))
tanimlanmis olup bu ¢alismada kolaylik olmasi amaciyla I'(O,,(A)) yonsiiz grafigi I’
ile gosterilmistir. I" grafigi n > 4 i¢in baglantili bir grafik oldugu ispatlanmistir. Ayrica
I" grafiginin kose sayisi |V (I')|, o € T" olmak tizere I" grafiginin kose derecesi degp (),
en biiyiik kose derecesi A(I") ve en kiigiik kose derecesi d(I"), ¢apt diam(I"), en kisa
devir uzunlugu gr(T') ile gosterilir ve bu ¢alismada bu degerler hesaplanmigtir. Ayrica
grafigin klik sayis1 w(I") ile gosterilir, w(I") igin bir alt sinir bulunmustur. Bu bulgular,
sira-koruyan A-azalan doniigiimler yarigruplarina iligkin sifir bolen grafiklerin yapisal
ozellikleri ve iliskileri hakkinda derinlemesine bir analiz saglamakta ve bu alandaki

ileri arastirmalara kap1 aralamaktadr.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu boliimde bu tezde kullanilan temel kavramlar ve teoremler verilmistir.

2.1. Grafikler, Yonlii ve Yonsiiz Grafikler

Bu boliimde grafikler ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.1. Sonlu bir G grafigi G = (V(G), E(G)) sirali ikilisinin olusturdugu
yapidir. V(G) elemanlar1 kose olarak adlandirilan sonlu koseler kiimesidir F(G) ise
elemanlar1 kenar olarak adlandirilan sonlu kenarlar kiimesidir. Bir G’ grafigi genelde
G = (V(G), E(Q)) seklinde ya da kisaca G ile gosterilir. G grafikleri yonlii ya da
yonsiiz olabilir (Thulasiraman ve Ark., 2016).

Tammm 2.2. Bir G grafiginde her bir kenar yon verilerek olusturulmus ise bu G
grafigine yonlii grafik denir. Yonlii grafikte yon, kenarlarin baglangic noktasindan bitim

noktasina dogru olusturulur.

Ornek 2.3. Asagidaki G| grafigi yonlii grafik igin bir drnektir.

<« — —>

10

Sekil 2.1. G grafigi
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G grafiginin koseler kiimesini ve kenarlar kiimesini sirasiyla asagidaki sekilde
ifade edelim. G grafiginin koseler kiimesi V (G1) = {v1, va, v3, v4, v5, v} seklindedir.
G grafiginin kenarlar kiimesi £(G1) = {1 = {vy,v2} U {vg,v1},2 = {wo,v3},3 =

{vlav4}a4 - {U47U3}75 = {Ulav5}a6 - {U47U5}77 - {U4706}78 - {1}3’”6}79 -
{vs,v6}, 10 = {v2,v5}} seklindedir.

Tanim 2.4. Bir GG grafigi asagidaki 6zellileri sagliyorsa bu GG grafigine yonsiiz grafik

denir.

(1) Bostan farkli sonlu bir V' kiimesi
(i1) Sonlu kenarlardan olusan bir  kiimesi

(iii) ¢ : £ — P(V) fonksiyonu her e kenar1 igin ((e), V' kiimesinin bir ya da iki

elemanh alt kiimesidir.

Tamim 2.5. G bir grafik olsun ve v € G olsun. v kdsesine bagl herhangi bir kenar

yoksa v kdsesine izole kose denir.

Tamim 2.6. Bir G grafiginde v € V(G) olmak lizere e = vv € E(G) ise vv kenarma

ilmek denir yani baslangi¢ ve bitis kdsesi ayn1 olan kenara ilmek denir.

Ornek 2.7. Asagidaki G, grafigi yonsiiz grafik icin bir 6rnek olup bu grafik

yorumlanmustir.

Sekil 2.2. G, grafigi
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G, grafiginin kose kiimesi { A, B, C, D, F'} ve kenar kiimesi {1, 2, 3,4, 5,6} olur.
¢ : E — P(V) fonksiyonu sdyle tanimlanir.

¢(1) = {A B}
¢(2) = {AC}
¢(3) = {A D}
(4) = {B,C}
¢(5) = {C, D}
¢(6) = {B}

Kisaca verilen esitlikleri yorumlarsak 1 numarali kenar A ve B kdoselerini
birbirine, 2 numarali kenar A ve C' koselerini birbirine, 3 numarali kenar A ve D
koselerini birbirine, 4 numarali kenar B ve C' koselerini birbirine ve 5 numarali kenar
ise C' ve D koselerini birbirine baglamaktadir. 6 numarali kenar ise bir ilmektir ¢linkii
B kosesini tekrar B kosesine baglamistir. F' kosesi ise bagka herhangi bir kose ile

baglanmadig1 i¢in izole kdsedir.

Ornek 2.8. Asagidaki G5 grafigi yonsiiz grafik igin bir 6rnektir.

U3

2

~/
8

7 ©

5 3

4

Sekil 2.3. G5 grafigi

G5 grafiginin koseler kiimesi V(G3) = {v1,v2,v3,v4,v5,06} seklindedir ve

kenarlar kiimesi F(G3) = {1,2,3,4,5,6,7,8} seklindedir.

Tamim 2.9. G yonsiiz bir grafik olsun ve vy, vo € V(G) olmak tizere vy ile v, koselerini
birlestiren birden fazla kenar varsa bu kenarlara katli kenar denir kisacasi G grafiginin
herhangi iki kosesi arasinda birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara katli kenar,

coklu kenar veya paralel kenar denir.
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Tamm 2.10. G bir grafik olsun eger G grafiginde ilmek bulunmuyor ve G grafiginin
herhangi iki kdsesi arasinda en fazla bir kenar buluyor; yani katli kenar bulunmuyor ise

G grafigine basit grafik denir.

Tamim 2.11. G bir grafik olsun. G grafiginin sonlu sayida, birbiriyle baglantili
koselerden ve kenarlardan olusan dizisine yiiriime denir ve W ile gosterilir. Yani
yuriime W = le;2es - - - ke (k + 1) seklinde bir dizi olup bu dizideki kenar sayisina

yiirlimenin uzunlugu denir.

Tanmim 2.12. Bir G grafigindeki W = wvpeqvies - - - epvy yirimesinde eq, es, - -« , eg
kenarlarinin ve vy, v, - - - , vy, koselerinin her biri farkli ise bu yiirlimeye yol denir yani

G grafigindeki herhangi bir kose ve kenarin bir kez kullanildig: yiiriimeye yol denir.

Tamm 2.13. u ve v, G grafiginin koseleri olmak iizere u kdsesinden v kdsesine daima
bir yol varsa u ile v kdselerine baglantili koseler denir. Eger her u, v € V(G) igin uwile v
koseleri baglantili ise bu durumda G grafigine baglantili grafik denir. Kisacasi herhangi

iki kdsesi arasinda bir yol bulunan grafige baglantili grafik denir.

Tamm 2.14. G yonsiiz bir grafik olmak tizere v € V' (G) olsun. Bir ug késesi v olan G
grafiginde ilmek olan kenarlarin sayisinin iki kat1 ile ilmek olmayan kenarlarin sayisinin
toplamina v kosesinin derecesi denir. Basit bir G grafiginde v kdsesinin komsu oldugu
koselerin sayisina v kdsesinin derecesi denir ve bu say1 deg;(v) ile gosterilir. Ayrica bir
G grafiginde A(G) ile en biiyiik dereceye sahip kogenin derecesi, 6(G) ile G grafiginde

en kiiciik dereceye sahip kdsenin derecesi gosterilir.
Tanim 2.15. G grafiginde derecesi 1 olan kdseye pentant kdse veya ug kdse denir.

Tamm 2.16. G bir grafik olsun. vy, vy, -+ ,v, € V(G) olmak lizere v; — vy — -+ - —
v, — vy bir yol varsa v; — vy — - -+ — v, — v yoluna G grafiginde bir devir denir ve
n koseli bir devir C,, ile gosterilir. C), devri n kdse ve n kenar igerir. Devirdeki her bir
kosesinin derecesi 2 olur. G grafigindeki en kiigiik devir uzunlugu gr(G) ile gosterilir,

eger grafik devir igermiyor ise ¢gr((G) ifadesi sonsuz olarak tanimlanir.

Tamm 2.17. Bir G grafiginde herhangi iki kdsesi arasinda birden fazla kenar varsa G

grafigine ¢coklu veya multi grafik denir.

Tamm 2.18. Bir GG grafigi kath kenar ve ilmek iceriyorsa GG grafigine pseudo grafik

denir.
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Tamm 2.19. Baglantili bir G grafigi devir igermiyorsa bu GG grafigine agac grafik veya

agac denir ve n koseli bir agag T, ile gosterilir.

Ornek 2.20. Asagidaki G grafigi 12 koseli bir agag grafiktir.

) @) 9 @) @

Sekil 2.4. G4 grafigi

G, grafigi T, seklinde ifade edilir.

Tamm 2.21. n > 3 olmak lizere C,, devrine diger koseler ile komsu olacak yeni bir

kosenin eklemesi sonucu olusan grafige tekerlek grafik denir ve W, ile gosterilir.

Ornek 2.22. Asagidaki G grafigi tekerlek grafige bir drnektir.

Sekil 2.5. G5 grafigi

G5 grafigi Cy devrine a kosesinin eklenmesi ile olusan Wy tekerlek grafigidir.

Tamm 2.23. Bir G grafigi yalnizca izole koselerden olusuyorsa G grafigine bos grafik

denir.
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Tamim 2.24. Basit bir (¢ grafiginin herhangi iki kosesi arasinda daima bir kenar
bulunuyorsa yani bu kose ¢ifti baglantili ise bu G grafigine tam grafik denir ve n koseli

bir tam grafik K, ile gosterilir. K, grafiginde n tane kose ve Z tane kenar vardir.

Ornek 2.25. Asagidaki G grafigi 4 koseli tam grafige bir drnektir.

=)

@

Sekil 2.6. G grafigi

Tamim 2.26. Her bir kdsesi ayn1 dereceye sahip olan grafige regiiler grafik denir. Eger
G grafiginin her bir kosesi r dereceye sahip ise G grafigine r- dereceli regiiler grafik

denir ve G, ile gosterilir.

Tamm 2.27. G ve M birbirinden farkli iki grafik olsun. V(M) C V(G) ve E(M) C
E(G) ise M grafigine G grafiginin bir alt grafigi denir.

Ornek 2.28. Asagida G grafiginin 4 tane alt grafigi gosterilmistir.

Sekil 2.7. G grafigi

Sekil 2.7°deki grafigin sadece A kosesini ve sadece F' kdsesini icene alan 2 alt
grafigi ile B ile C' koselerinden olusan ve D ile E koselerinden olusan 2 alt grafigi

verilmistir.
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Tamm 2.29. G basit bir grafik olmak {izere G grafiginin farkli iki kosesi v ile v olsun
yani u,v € V(G) olmak iizere, u ile v arasindaki en kisa yolun uzaklig1 de(u, v) ile
gosterilir. Ayrica dg(u, v) = 1 oldugu durumda w ile v kdselerine G grafiginde komsu

koseler denir.

Tanim 2.30. G basit ve baglantili bir grafik olmak iizere v € V(G) olsun. G grafiginin
¢apt diam(G) ile gosterilir ve diam(G) = max{dg(u,v) | u,v € V(G)} olarak

tanimlanir.

Tamim 2.31. G bir grafik ve ) # C' C V(G) olsun, her u,v € C i¢in u ile v kisesi G
grafiginde komsu ise C' kiimesine bir klik ad1 verilir. Ayrica G grafigindeki maksimal

klik kiimesinin kardinalitesine GG grafiginin klik sayis1 denir ve w (G) ile gosterilir.

Ornek 2.32. Asagida verilen G grafigi ile ilgili baz1 bilgiler verilmistir.

(8)

Sekil 2.8. G grafigi

Gy grafigi basit bir grafiktir yani ilmek ve ¢oklu kenar icermez. Ayrica D kosesi
izole kose, F kosesi u¢ kosedir. W = E4A1B2C bir yiirime olup ayn1 zamanda bir
yoldur. A1B2C3A yolu bir devirdir.

dos(A,B) = 1,dg (A, C) = 1, dg(B,C) = 1 ve dgy(A, E) = 1 oldugundan
Aile B komsu koselerdir, A ile C' komsu koselerdir, B ile C' komsu koselerdir ve A ile
E komsu koselerdir. Ayrica dg, (B, E) = 2 ve dg,(C, E) = 2 olur.

G grafigi yonsiiz grafik oldugu icin bir kosenin kose derecesini hesaplamak
icin o kdsenin bagl oldugu kenar sayisi hesaplanir. Buna gore Gy grafiginin tim
kose derecelerini hesaplayalim. degq (A) = 3, degg, (B) = 2, degq, (C) = 2,
degg, (D) = 0 ve degg, () = 1 olur. Ayrica en biiyiik kose derecesi, yani A(Gy) = 3,
en kiiciik kose derecesi, yani d(Gs) = 0 olur.
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Tammm 2.33. Bir G grafiginde iki komsu koseyi farkli renklere boyamak kosulu
ile grafigin koselerini renklendirmek i¢in gereken en az renk sayisina G grafiginin

kromatik sayis1 denir. G grafiginin kromatik sayis1 x (G) ile gosterilir.

Ornek 2.34. Asagidaki Gy grafiginin kromatik sayis1 hesaplanmustir.

Sekil 2.9. G grafigi

Gy grafiginin 6 farkli kdsesi olup bu 6 farkli kdsenin herhangi iki komsu kdsesini
farkli renklere boyamak i¢in gereken en az renk sayist 2 oldugundan (¢ grafiginin

kromatik sayisi 2 olur. Yani y (Gg) = 2 olur.

Tamm 2.35. G bir grafik olsun. G grafiginin her H alt grafigi icin x (H) = w (H) ise

G grafigine miikkemmel grafik denir.

Ornek 2.36. Asagidaki G grafigi milkemmel grafige bir drnektir.

m (%1

Sekil 2.10. Gy grafigi
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2.2. Baz Cebirsel Kavramlar

Tamm 2.37. () # Abirkiime ve x : Ax A — A seklinde tanimli bir fonksiyon olsun, bu

99,9

durumda (A, ) ikilisine grupoid denir. Genellikle ”+” yerine

99 9

yazilir. Yani a,b € A
i¢in
(axb)=a-b=ab

yazilir.

Tamm 2.38. (S, *) bir grupoid olsun. Vz,y, z € S i¢in

(@-y)-z=x-(y-2)
oluyorsa (.5, %) yapisina bir yarigrup denir (Howie, 1995).

Tanim 2.39. S bir yarigrup olsun. Eger S birim elemana sahip ise S yarigrubuna

monoid denir.

Tamim 2.40. (G, %) bir monoid olsun. Eger G’de her elemanin * islemine gore tersi
varsa GG’ye bir grup denir, ayrica G bir grup ve Vo, y € G igin z - y = y - x oluyorsa G

yapisina bir degismeli grup denir.

Tanim 2.41. X bostan farkli bir kiime olsun ve 7x’ de X iizerindeki tam doniistimler
yarigrubu olsun. 7y, X’ten X e tiim fonksiyonlarin kiimesi olup fonksiyonlar bileske
islemine gore bir yarigruptur (Ganyushkin ve Mazorchuk, 2009). n € Z* olmak {izere
X, = {1,2,...,n} sonlu bir kiimedir. Bu ¢alismada kolaylik olmasi amaci ile Ty,

yerine 7, ifadesi kullanilmustir.

Tamim 2.42. R bostan farkli bir kiime olsun ve R lizerinde tanimli ikili islemler ” + ”

NN

ve ” -7 olsun. Eger R kiimesi ” + ” islemine gore bir degismeli grup,

” o

islemine gore
bir yarigrup, Va,b,c € Rigina-(b+c¢) =a-b+b-ave(a+b)-c=a-c+b-c
oluyorsa (R, +, -) yapisina bir halka denir.

Tamim 2.43. S bir yarigrup olsun ve 7, S kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger Va,b € T i¢cin ab € T"ise 1" ye .S yarigrubunun bir alt yarigrubu denir ve 7' < .S

ile gosterilir.

Tanim 2.44. O, = {a € T, : Vx,y € X, i¢inzx <y <= za < ya } yapisina X,

tizerindeki sira-koruyan doniisiimler yarigrubu adi verilir.
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Tamm 2.45. D, = {a € T, : Vz € X,, i¢in xa < 2} yapisina X,, iizerindeki sira-

azaltan dontisiimler yarigrubu ad1 verilir.

Tamm 2.46. C,, = {a € O,, : Vz € X,, i¢in za < z} yapisina X, tizerindeki sira-
koruyan ve sira-azaltan doniistimler yarigrubu ad1 verilir. Ayrica bu yarigrup bir monoid

olup buna Catalan monoidi denir. Tanimlardan goriilecegi tizere, C,, = O,, N D,, olur.

Tanim 2.47. () # A C X, olmak iizere O,,(A) = {a € O, : Vz € Aigin zax <
x} kiimesine X,, tzerindeki sira koruyan ve A-azalan doniisiimler yarigrubu denir.

Tanimlardan goriilecegi tizere, C,, < O, (A) < O,, < T, olur.

Tanim 2.48. S, ile X, kiimesinin tiim alt kiimeleri gosterilir. Kiimelerin birlesme

islemi ile bu yap1 bir yarigrup olup buna X, lizerindeki serbest yarilatis denir.

Tanim 2.49. X, lizerindeki tiim bagintilarin kiimesi B,, ile gosterilir. Ayrica, P, =
{a € B, : Vo € X, i¢in|za| < 1} yapisina X, tizerindeki kismi doniistimler

yarigrubu denir.

Tanim 2.50. z herhangi bir reel say1 olmak lizere, = sayisindan biiylik ya da = sayisina

esit olan en kiigiik tamsay1 [z | ile gosterilir.

2.3. Sifir Bolen Elemanlar

Tamm 2.51. S bir yarigrup olsun. Vs € S i¢in a.s = a = s.a olacak sekilde a € S

varsa a elemanina S yarigrubunun sifir eleman1 denir.

O, (A) yarigrubunun sifir elemant icermesi i¢in gerek ve yeter kosul 1 € A

olmasidir (Bugay ve Ark., 2019). Bu ¢alismada 1 € A oldugu varsayilmistir. § =
12 - n

11 -1
olur. Bundan dolay1 6 eleman1 O, (A) yarigrubunun sifir eleman: olur. Ayrica, bu

olarak segilirse 0 € O,,(A) olup Vo € O,,(A) igin af = 0 = b«

calismada O,,(A) yarigrubunun sifir elemani 6 ile gosterilmistir.

2.4. Halkalarda Yonlendirilmis Sifir Bolen Grafigi

Tamm 2.52. R bir halka olsun. Z (R), R halkasinin sifir bolen elemanlarinin kiimesi

ve R halkasimin sifir elemani 0 olmak iizere Z (R)* = Z (R) \ {0} olsun. Kése kiimesi
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Z (R)" olan yonlendirilmis bir T' (R) grafigi yonlii kenarlardan olusur. z ve y farklh

koseler olmak iizere v — y <= x -y = 0 olmasidir (Redmond, 2002).

R halkas1 degismeli halka ise z — y oldugunda y — x de olur. Yani degismeli

halkalarda yoniin pek 6nemi yoktur ¢iinkii « - y = 0 oldugunda y - = 0 olur.

a b
R = ca,b,c € 7y
0 c

olsun. Asagidaki GG1; grafigi R halkasinin yonlendirilmis sifir bolen grafigidir.

Ornek 2.53.

A

Sekil 2.11. G5 grafigi

2.5. Halkalarda Yonlendirilmemis Sifir Bolen Grafigi

Tamim 2.54. R bir halka olsun. Z (R), R halkasinimn sifir bélen elemanlarinin kiimesi
ve R halkasinin sifir elemani 0 olmak iizere Z (R)" = Z (R) \ {0} olsun. K&se kiimesi
Z (R)" olan yénlendirilmemis bir I' (R) grafigi yonsiiz kenarlardan olusur. Z (R)”
kiimesinin farkli iki kdsesi x ve y olmak iizere bu iki kdsenin komsu koseler olmasi
icin gerek ve yeter sart x - y = 0 veya y - + = 0 olmasidir (Anderson ve Livingston,

1999). R halkasmin yonsiiz grafigi I' (R) ile gosterilir.
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T (R) yonlendirilmemis grafigi her zaman baglantihdir fakat T (R)
yonlendirilmis grafigi her zaman baglantili olmayabilir. R halkas1 eger degismeli ise

hem T (R) yonlendirilmemis grafigi hem de T' (R) yonlendirilmis grafigi baglantilidir.

2.6. Yangruplarda Yonlendirilmemis Sifir Bolen Grafikler

Halkalar i¢in yapilmais olan sifir bolen grafik tanimlar1 yarigruplar i¢in de benzer

sekilde yapilabilir.

Tanim 2.55. S sifir elemana sahip bir yarigrup olsun. 7'(S) = {z € S | zx = 0 =
zy Fx,y € S\ {0}} olmak tizere T'(S) \ {0} # 0 olsun. Bu durumda S yarigrubunun
sifir bolen grafigi I'(S) ile gosterilir ve bu grafigin kose kiimesi 7°(.5) \ {0} olup, Vx, y €
T(S)\ {0} ve x # y olmak tizere = ve y koselerinin bir kenar olusturmasi igin gerek

ve yeter kosul i¢in zy = 0 = yz olmasidir seklinde tanimlanir.

Monojenik yarigrubun sifir bolen grafikleri 2013 yilinda incelenmistir (Akgiines
ve Ark., 2013). 2016 yilinda serbest yarilatislerin sifir bolen grafikleri (Toker, 2016),
2021 yilinda Catalan monoidinin sifir bolen grafigi (Toker, 2021 a), 2021 yilinda kismi
doniisiimler yarigrubunun sifir bolen grafigi (Toker, 2021 b), 2022 yilinda sira-azaltan

doniisiimler yarigrubunun sifir bélen grafigi incelenmistir (Toker ve Esidir, 2022).
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3. GEREC VE YONTEM

Bu tez hazirlanirken gerekli literatiir taramasi yapilmis olup ilgili makale, kitap
ve tez ¢aligmalar1 incelenmistir. Konu ile baglantili tezler ve makeleler derinlemesine

arastirtlmistir. Boylece tezimizin olusturulmasinda gerekli alt yap1 elde edilmistir.

Calismada sira koruyan ve A-azalan doniisiimler yarigrubu tanimlanmistir ve bu
yarigrubun sol sifir bolen, sag sifir ve iki tarafli sifir bolen kiimeleri tanimlanmis olup
bu kiimelerin eleman sayilar1 hesaplanmaistir. Ayrica bu 6zel yarigruba ait yeni bulgulara

ulagilmistir.
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4. BULGULAR

4.1. O, (A) YARIGRUBUNUN SIFIR BOLEN GRAFIKLERI

n € Z* olmak tzere X,, = {1,2,...,n} olarak tammlanir. 0,, = {a € T, :
Ve,y € X, i¢ginz <y <= za < ya } olarak tammlanan yapiya X, izerinde sira-
koruyan doéntisiimler yarigrubu denir ve bu yap1 7, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.
) # A C X, olmak lizere O,(A) yarigrubu X,, lizerinde sira koruyan ve A-azalan

dontistimler yarigrubu olarak adlandirilir ve bu yarigrup
On(A) ={a€O,:za<z (Ve A}

seklinde tanimlanir ve O,,(A) yarigrubu O, yarigrubunun bir alt yarigrubudur (Zhao,
2014). O,, ve O, (A) yarigruplar 7, yarigrubunun alt yarigruplaridir. Bu durumda
tanimlardan da gorildagi gibi O,(A) < O, < T, olur. O, (A) yarigrubunun sifir
elemanini igermesi i¢in gerek ve yeter sart 1 € A olmasidir (Bugay ve Ark., 2019).
Bundan dolay1 bu ¢alismada 1 € A oldugu varsayilmstir.

1 2 ...
Lemma 4.1. 0 = " | olarak segilirse € O, (A) olup Va € O,(A)

11 -+ 1
icin af = 0 = fa olur. Boylece, 6 elemant O, (A) yarigrubunun sifir elemani olur.

Bu ¢aligmada O,,(A) yarigrubunun sifir elemani 6 ile gosterilmistir.
Lemma 4.2. o, 3 € 7T, olsun. a8 = 0 olmasi i¢gin <= im (a) C 157! olmasidur.

Ozel olarak o = 6 olmas1 igin <= im (a) C la~! olmasidir (Korkmaz, 2024).

n > 2i¢in O,(A)* = O,(A) \ {#} = A kiimesini tanimlayalim. Asagidaki
kiimeler sirastyla O,,(A) yarigrubunun sol sifir blenlerin, sag sifir bolenlerin ve iki

tarafl1 sifir bolenlerin kiimeleridir.
L=L0,(A) ={acO,A):ap =0, 35ecA}
kiimesine O,,(A) yarigrubunun sol sifir bélenlerin kiimesi denir.
R=R(0,(A) ={a€ O,(A) :ya=0, FyeA}
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kiimesine O,,(A) yarigrubunun sag sifir bélenlerin kiimesi denir.
T=T(O,(A) ={ac O, (A):af =ya=0, [,veA}

kiimesine O,,(A) yarigrubunun iki tarafli sifir bolenlerinin kiimesi denir. Ayrica

tanimlardan 7' = L N R oldugu agik¢a goriliir.
Teorem 4.3. n > 2 olmak lzere
L={ae0,(A):na<n}

olur.

Ispat. n > 2 olsun.
L= L(Oy(A) = {a € Op(A): af = 6, 38 € O(A)\ {6})

192 - n o
olupa = 1x, = ve aff = fise im(a) = X, C 157! olur.
192 -+ n

187! = X, olup B = O olur. a« € O, (A) igin na = n olsun. Ayrica a3 = 6 olsun.
n (af) = nb olup (na) f = 1 olur. Boylece nf = 1 olur. Tanimdan 5 = #’dir. « € O,

icin naw < n ve na = k olsun.
12 -k k+1 -~ n—=1n
ﬁ(ll---l r .- 1 2)

olarak segilirse 5 € O,,(A) olup a8 = 6 olur. Béylece

L={ae€0,(A):na<n}
olur. O
Teorem 4.4. n > 2 olmak lizere

R={aec0,(A) 20 =1}

olur.

Ispat. n > 2 olsun.
R=R(O,(A) ={a € O,(A):yva =0, FIveO,(A)\{0}}
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olur. « = 1x, ve fa = @ olsun. im (8) C la~! = {1} olup 8 = 0 olur. a € O,,(A),
la = 1ve?2 < k < nigin ka # 1 olsun. im (3) C la~! = {1} oldugundan 3 = ¢

olur. « € O,,(A) ve 2ac = 1 olsun.

123 -+ n
122 ... 2

olarak segilirse 5 € O,,(A) olur. Ayrica Sa = 6 olur. Boylece
R={a€O0,(A):2a=1}
olur. O

Sol sifir ve sag sifir bolen kiimelerinin kesisim kiimesi 7' = L N R olarak ifade

edilir. Bu kiimeye O,,(A) yarigrubunun iki tarafli sifir bolen kiimesi de denir.

Sonuc 4.5. n > 2 olmak lizere
T=LNR={a€O0,(A):2a=1,na <n}

olur.

Ispat. T = L N R oldugundan ispat agiktir. 0

Tamim 4.6. n € Z* olmak tizere (0,0) noktasindan baslayip (n,n — 1) noktasinda
biten sadece sag ve yukari yonlerle gidilen patikalarin kiimesi N'E ile gosterilir. Bu

kiimedeki her bir patikaya N'E patikas1 denir.
Ornek 4.7. n = 3igin (0,0)—(1,0)—(1,1)—(2,1)—(3,1) — (3, 2) bir N'€ patikasidir.

Onerme 4.8. n € Z* olmak iizere O, yarigrubu ile '€ arasinda bijeksiyon vardir.

Ispat. f : O, — NE fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlayalim. o € O,, olsun. Bu

durumda
1 2 3 -+ n

€1 €2 C3 -+ Cp
bigimindedir. Ayrica 7,5 € X,, olmak iizere i« < jise ¢; < ¢; olur. Vi € X, i¢in
(i—1,¢; — 1) — (i, ¢; — 1) yatay ¢izgilerden olusan N'E patikasi sadece bir tanedir ve
bu patikay1 P, ile gosterelim. Ayrica aof = P, olarak tanimlayalim. f fonksiyonunun

tanimindan dolay1 f fonksiyonunun bire bir oldugu agiktir. P bir '€ patikasi olsun.
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Bu patikada n tane bir birimden olusan yatay ¢izgi vardir bu yatay ¢izgiler sirasiyla
hi,ha, -+, hy olsun. Vi € X, i¢in h; : (i — 1, j;) — (4, j;) bigimindedir.
1 2 3 e n
s+l jo+1 j3+1 - jnt1

olarak secilirse § € O, olup 5f = P olur. Boylece f fonksiyonu o6rten fonksiyondur.
Sonug olarak O,, yarigrubu ile '€ arasinda bijeksiyon vardir. O

O,(A) yangrubunun sifir bdlen kiimelerinin kardinaliteleri Onerme 4.8
yardimiyla asagidaki sekilde hesaplanir. O,,(A) yarigrubunun sol sifir bolen, sag sifir
bolen ve iki tarafli sifir bolen kiimelerinin kardinaliteleri sirasiyla asagidaki sekilde

hesaplanmaigtir.

Teorem4.9. n > 4,k > 3vea, # nolmakizere A = {1l =a; <as < --- < ax <n}

olsun. Bu durumda, O,,(A) yarigrubunun sol sifir bolen kiimesinin kardinalitesi

1= X ey (M0

ro=1713="r2 TEk=Tk—1 r2 — 1

ﬁ(rj—rj_1+aj—1—aj_1> <2n—1—ak—7"k>
i3 T —Tji_1 n—1—rg

olur.

O, (A) yarigrubunun sag sifir bolen kiimesinin eleman sayist igin iki durum
mevcuttur. Bu iki durumu birbirinden ayiran en énemli iki fark birinci durumda a, #
2 olmasidir ikinci durumda ise a; = 2 olmasidir. Simdi bu iki durumu sirasiyla

gosterelim.

Teorem 4.10. n > 4,k > 3ve ay # 2 olmakiizere A = {1l = a3 < ay < -+ < ai}

olsun. Bu durumda, O,,(A) yarigrubunun sag sifir bélen kiimesinin kardinalitesi

LI vl S ol Sl |

ro=1T7T3="T2 TE=Tk—1 T2 — 1

ﬁ (rj —rj1+a; —1— aj_1> <2n — T — ak>
i3 Ty —Ti-1 n—rg

olur.

Teorem 4.11. n > 4,k > 4veay = 2olmak iizere A = {1 = a1 < 2 = ay <

az < -+ < ai} olsun. Bu durumda, O, (A) yarigrubunun sag sifir bolen kiimesinin
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kardinalitesi
as ay ag
as — 4 =+ T3
P o ]
rg=17r4=r3 TE=Tk_1 r3 —
ﬁ (7"]- —rj1+a; —1— aj_1> <2n — T — ak>
j—=4 Tj_rj—l n—rTe
olur.

O,(A) yarigrubunun iki tarafli sifir bolen kiimesinin yani 7" kiimesinin
kardinalitesi i¢in de iki durum mevcuttur. Bu iki durumu birbirinden ayiran en 6nemli
iki fark birinci durumda ay # 2 olmasidir ikinci durumda ise a; = 2 olmasidir. Simdi

bu iki durumu sirasiyla gosterelim.

Teorem 4.12. n > 4.k > 3, a3 # 2 ve ar # n olmak tizere A = {1 = a; <
ag < --- < a; < n} olsun. Bu durumda, O, (A) yarigrubunun iki tarafli sifir bolen

kiimesinin kardinalitesi

LISV SR vl Al

ro=113=r2 Tk=Tk—1 r2 — 1

ﬁ(Tj—Tj_1+CLj—1+CLj_1> <2n—1—ak—rk>
=3 Tj_rjfl n—l—rk

olur.

Teorem 4.13. n > 4,k > 4, a5 = 2 ve a;, # nolmak lizere A = {1 = a1 < 2 =
ay < -+ < a, < n} olsun. Bu durumda, O, (A) yarigrubunun iki tarfali sifir bolen

kiimesinin kardinalitesi

M= XSt s (M),

r3=1714="73 Tk=Tk—1 T3 — 1

ﬁ <Tj—rj_1+aj—1+aj_1> <2n—1—ak—rk>
P4 T —Tj-1 n—1-—rg

olur.

Ornek 4.14. A = {1, 3,4} olmak iizere O5(A) yarigrubunun sol sifir bolen kiimesinin

kardinalitesini hesaplayalim ve bu elemanlar1 yazalim.

1= X ()

ro=11r3="r2 T — 1

ﬁ(rj—rjl—i—aj—l—ajl) <2n—1—ak—rk>
j=3 Tj—Tj-1 n—1-—mr;
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olup 6rnegimizde a; = 1, as = 3 ve az = 4 olur. Buna gore |L| formiiliinde

ifadeler yerine yazilirsa O5(A) yarigrubunun sol sifir bélen kiimesinin kardinalitesi

L]

3

DS

ro=17r3="r2

4

() [

[

(

rs — T2
rs — T2

)i

)

St b Y ey [ S oY Y e [
PO G4 RS Ty
= 31

olur. O5(A) yarigrubunun sol sifir bolen kiimesinin elemanlarin1 yazalim. Bu

elemanlar

12345 12345 12345
11111) 11112) 11113)
12345 12345 12345
1111 4) 1112 2) 1112 3]
12345 12345 12345
11124)]) 11133) 11134])
12345 12345 12345
111 4 4] 1122 2] 112 23]
12345 12345 12345
112 24)]) 11233) 112 34])
12345 12345 12345
112 4 4] 11333) 11334])
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—_ =
N

1 2 3 4
1 2 2 2

5
3

~/ /
—_ =
N DN
N W
=~ =~
= Ot

olur.

Ornek 4.15. A = {1, 3,4} olmak iizere O5(A) yarigrubunun sag sifir bélen kiimesinin

|
) (6o

kardinalitesini hesaplayalim.

m- 1)[H(_

ro=11r3=r j=3 s — T2
4
0 —1 —
- Z() )G
r31 0 T‘g—]_ —Tg 3
2 T‘3—3 —7‘3
T3—3 —Tg

2

N——

]~

r33

olur.

Ornek 4.16. A = {1,3,4} olmak {izere O5(A) yarigrubunun iki tarafli sifir bolen

kiimesinin kardinalitesini hesaplayalim.

IR B i ) | R
=2 (0) o)) 2 ) Co) i)
L > () (o6

2
22
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olur.

Tamm 4.17. O,,(A) yarigrubunun yonsiiz sifir bolen grafigi I'(O,,(A)) ile gosterilir,
bu ¢aligmada kolaylik olmasi1 amaciyla I'(O,,(A)) yonsiiz grafigi I ile gosterilmistir.

n =1,2i¢in O,(A) = C, ve n = 3 i¢in " grafigi bir kdseden olusan bir grafik

oldugundan bu ¢alismada I" grafiginin 6zellikleri n > 4 i¢in incelenmistir.

Lemma 4.18. n > 4 i¢in [ grafigi baglantil1 bir grafiktir.

Ispat. n > 4icin) # A C X, ve 1 € Aolmak iizere T = {a € O,(A) : 2a =
I,na < n}olur. T* = T\ {#} olarak tanimlayalim. I' = (V(I"), E(I")) olmak tizere
V(T)=T*olur.a,f € T*vea # figina— € E(I') < af =0 =Pa <
im (a) C 187 veim (B) C la~! olur. n > 4 olmak iizere a, 3 € T* ve a # (3 alalim.

1 23 - - - n—-1mn
111+t .- - - 1 2

’}/:

alinirsay € T* olur. u € T*\ {7} olsun. nu < n olup O,,(A) yarigrubunun tanimindan
im(p) C X, = 1y im(y) = {1,2} ve 1y = 2u = 1 oldugundan im (y) =
{1,2} C 1u ! olur. Béylece v — u € E(T) olur.

1. Durum: im (o) C 187 veim (3) C latise a — 3 € E(T) olur.

2. Durum: im () € 157! veyaim (3) € 1a~! olsun. Bu durumda o — 3 ¢ E(I)
olur. Ayrica o — v — 3 oldugundan I" grafigi baglantili grafiktir. O

Onerme 4.19. n > 4 i¢in diam(T') = 2 olur.

Ispat. Bir dnceki teoremin ispatindan o, 3 € T* igin d,. (o, ) < 2 olur. Ayrica

1 234 - .- - n 1234 - - - n
1122 .. .2]) 1133. . .3
olarak segilirse «, 5 € T olur ve o # 6 oldugundan diam(I") = 2 olur. O
Teorem 4.20.

oo eger n =4ise
gr(l) =
3 eger n>bise

olur.
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Ispat. n = 4 igin

—_
[\
w
W
—
[\
o
W
—
[\
w
W

T*:{/y = s alz s (]{2:

—_
—
—
[\
—
—
—
w
—
—
[\
[\

a3 = ,  Oyg =

_ =
N
N W
W =
I
=N
w W
W
———

oldugundan I'" grafiginde n = 4 igin devir yoktur.

n > 5i¢in
1 2 3 n—1 n 1 2 3 4 n
Y= ’ ay = )
111 --- 1 2 11 2 2 2
1 2 3 4 n
Qg =
1 11 2 2

olarak segilirse I' grafiginde v — ar; — g — 7y devri elde edilir.

Sekil 4.1. G grafigi

G grafigin > 5 i¢in O, (A) grafiginin alt grafigi olup n > 5 i¢in gr(I") = 3 olur.

O

Teorem 4.21. n > 4icina € V(I') = T* = T\ {6} olsun. Bu durumda, o dniigtimii

B, By, --- B,
a = formundaolup 1 < by < ... < b.ve By = {1,2,...,t}
1 by - b
bicimindedir. Y = {b,;1,...,n} olmak iizere BN ANY = () ise
—b.+t—1
" * —1 egera®#40
t—1
degr (o) =
—b.+t—1
" + —2 egera’=190
t—1
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olur.

Ispat. Onerme 4.8 yardimiyla yapilir. 0J

Tamim 4.22. n > 4iginw € V(') = T* = T \ {0} olsun. Bu durumda, o doniigtimii

B, B, --- B,
o= formundaolup 1 < by < ... < b.ve By ={1,2,...,t}
1 by -+ b
bigimindedir. Y = {b,41,...,n} olsun. Eger B; N ANY # () ise bu durumda
BiNANY ={ay,apt1,-..,as} olur, burada bir z tam say1s1 tanimlayalim ve
AR &s ap—1+b,+1r —1
ri=17r2=r1 Ts—p+1=Ts—p 1
apt1 — L +a,+r9—1 . n—as+t—rs—p+1
9 —T1 t—TS—p—i-l
olsun.

Teorem 4.23. n > 4i¢ina € V(I') = T* = T \ {0} olsun. Bu durumda, o doniigiimii

B, B, --- B,
a = formundaolup 1 < by < ... < b.ve By = {1,2,...,t}
1 by --- b

bigimindedir. Y = {b,;1,...,n} olsun. Eger B; N ANY # () ise bu durumda,

z—1 egera®#40
degr (o) =
z—2 egera® =10

olur.

Ispat. Onerme 4.8 yardimiyla yapilir. ([l

I" grafiginde en biiyiik dereceye sahip kosenin derecesi A(T') ile I' grafiginde en
kiigiik dereceye sahip kosenin derecesi 6(I") ifadeleri asagidaki teoremde gosterildigi

gibi hesaplanir.
Teorem 4.24. n > 4 icin T* = T\ {#}. Bu durumda,
Al) =T —1ved(l') =1

olur.

Ispat.

1 23 --- n—1n
111 -~ 1 2
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olarak secilirse y kosesi I grafigindeki tiim kdselere komsu oldugundan A (I') = |T7|—

1 olur.
123 - n—-1 n
E =
112 -+ n-2n-1
olarak segilirse degp (¢) = 1 olur. Boylece §(I") = 1 olur. O

Asagidaki teoremde I' grafiginin klik say1s1 i¢in bir alt sinir bulunmustur.

Teorem 4.25. n > 4ver = B-‘ olsun. Bu durumda

w() > <”_1>—1

r—1

olur.

Ispat.n > 4ve2 <r <n—1olsun.
W, ={aeT : {1} #im(a) C X, Cla'}

olarak tanimlayalim. Bu durumda ) # W, C V (T') olur. Ayrica o, 5 € W, igin
a # Biseim (a) C 187 veim (B) C la~! olur. Boylece W, kiimesi bir kliktir. 1,

) —1
kiimesinin eleman sayisint hesaplayalim. Onerme 4.8 yardimiyla |W,.| = (n 1) -1
7"‘ —

oldugu goriiliir. » = g secilirse W, ’nin eleman sayis1 en biiylik degere ulasir.

-1
Béylece r = {Z—‘ i¢in w(I') > (n 1) — 1 olur. O
r —

.. 7
Ornek 4.26. O, (A) grafiginin klik sayisi i¢in bir alt sinir bulalim. r = {2-‘ =4 olup

olur.

Ornek 4.27. n = 4ve A = {1} olsun. O4(A) yarigrubunun yénsiiz sifir blen grafigini

yani I grafigini ¢izelim. Oncelikle I grafiginin kdse kiimelerini bulup ve bu koselerden
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hangileri arasinda kenar oldugunu arastiralim. Kose kiimesi V' olmak iizere

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
V= Q) = ) Gy = 5 a3 =
111 2 1113 11 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4
oy = ) Q5 =
112 3 113 3
olur. Buna gore I grafigini ¢izelim.
(074 9
4 1
a1
3 2
(07] (0%

Sekil 4.2. T" grafigi
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5. TARTISMA

Bir 6nceki boliimde arastirma bulgulari tanim, teorem, lemma, 6rnek ve sekiller
halinde rapor edilip yorumlandig: i¢in bu boéliimde bulgularin genel bir tartigsmasi

yapilacaktir.

Bulgular béliimiinde, O,, ve O, (A) yarigruplarinin tanimi verilmistir. Ayrica
tanimlardan O,,(A) yarigrubunun O, ve 7, yarigruplarinin alt yarigrubu oldugu
gosterilmistir. Boylece bu yarigruplar arasinda O,,(A) < O, < 7T, olacak sekilde
bir iligki oldugu fark edilmistir. Tezimizin ana konusu olan O,,(A) yarigrubunun sifir

eleman icermesi i¢in gerek ve yeter kosulun 1 € A olmasi gerektigi bilinmektedir.

O,,(A) yarigrubunun sol sifir bolen kiimesi olan L tanimlanmig ve bu kiimenin

kardinalitesi yani |L| hesaplanmustir.

O,,(A) yarigrubunun sag sifir bolen kiimesi olan R tanimlanmis ve bu kiimenin
kardinalitesi yani |R| hesaplanmustir. |R| igin iki farkli durum vardir ve bu durumlar

i¢in | R| hesaplanmistir.

Benzer sekilde O, (A) yarigrubunun iki tarafli sifir bolen kiimesi olan 7'
tanimlanmig ve bu kiimenin kardinalitesi yani |T'| hesaplanmustir. |T| i¢in iki farkh

durum vardir ve bu durumlar i¢in |7'| hesaplanmustir.

O, (A) yarigrubunun yonsiiz sifir bolen grafigi olan I' grafiginin n > 4 igin
baglantili grafik oldugunu ispatlanmigtir. Ayrica bu grafigin n > 4 i¢in ¢apinin yani
diam(T") = 2 oldugu gésterilmistir. T" grafiginde n = 4 i¢gin devir olmadigi, n > 5 i¢in

devir uzunlugunun 3 oldugunu gosterilmistir.

Bu¢alismadan > 4 icin I" grafi§inde herhangi bir kosenin derecesini hesaplamak
icin bir formil bulunmustur. I' grafiginde en biiyiik dereceye sahip kdsenin derecesi
A(T') ve T' grafiginde en kiigiik dereceye sahip kosenin derecesi o(I') ifadeleri

hesaplanmustir.

[ grafiginin klik sayisi olan w(I") i¢in bir alt sinir bulunmustur. Tezimizde klik
sayis1 i¢in dogrudan bir esitlik bulamadik ama buldugumuz alt sinir belkide ilerideki

caligmalar i¢in bir mihenk tas1 olacaktir.
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6. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda sira koruyan ve A-azalan yarigrubunun sifir bolen grafikleri
incelenmistir. Uzerinde ¢alistigimiz bu yarigrubun bazi cebirsel 6zelliklerinin varligina

da ulasilmistir.
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7. ONERILER

O, (A) yarigrubunun yonsiiz sifir bolen kiimesi olan I' grafigi tanimlanmistir.
n > 4 i¢in I' grafiginin baglantili bir grafik oldugu gosterilmistir, [' grafiginin kose
sayisi, kose dereceleri, en biiylik ve en kiigiik kose derecesi, ¢apt ve en kisa devir
uzunlugu hesaplanmistir. Ayrica bu grafigin klik sayis1 i¢in bir alt sinir bulunmustur.
Bu grafigin klik sayist tam olarak bulunmamistir. I' grafiginin miikemmel bir grafik
oldugunu gosterilir ve klik sayisi tam olarak hesaplanirsa sonraki ¢alismalara daha fazla

yardimci olacaktir.
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