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TESEKKUR

Tez ¢alismam siiresince degerli bilgi ve deneyimleriyle bana yol gosteren, desteklerini ve
yardimlarini esirgemeyen kiymetli danisman hocam Dog. Dr. Kemal TOKER e en igten tesekkiirlerimi
sunarim. Caligmalarim boyunca yapici elestirileri ve onerileriyle tezin olgunlasmasina katkida bulunan
degerli jiiri iyelerime tesekkiir ederim. Ayrica Bu zorlu siiregte bana her zaman destek olan, sabir ve
anlay1s gdsteren sevgili esim Emine’ye, hayatima anlam katan canim evlatlarim Yasemin ve Siimeyye’ye
sonsuz tesekkiirler. Dualariyla her zaman yanimda olan sevgili anneme ve babama saygi ve hiirmetlerimi
sunarim.
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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

Sira Koruyan ve Sira Azaltan Tam Daralma Doniisiimler Yarigrubunun Sifir Bolen Grafigi

AHMET KUCUK

HARRAN UNIiVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman : Do¢. Dr. Kemal TOKER
Yil: 2025, sayfa: 28

Bu tez calismasinda, X,, = {1,2,...,n} sonlu kiimesi tizerindeki sira koruyan, sira azaltan ve tam
daralma 6zelligi gosteren doniistimlerin olusturdugu ODCT ,, yarigrubu incelenmistir. Caligmanin temel
amaci, bu yarigrubun sifir bolen yapisini analiz etmek ve bu yapiya karsilik gelen T'(ODCT ) sifir
bolen grafiginin temel dzelliklerini belirlemektir. i1k olarak, ODCT ,, yarigrubunun sol, sag ve iki yonlii
sifir bolenleri karakterize edilmistir. ODCT,, yarigrubunun sol sifir bolenler kiimesinin eleman sayist
27~1 — 1 sag sifir bblenler kiimesinin ve iki ynlii sifir bélenler kiimesinin eleman sayilarmin birbirine
esit ve 2”2 oldugu gdsterilmistir. Ardindan, n > 3 igin T'(ODCT ,,) sifir bélen grafigi tanimlanmistir.
ODCT,, yarigrubunun sifir elamani 6 ile gdsterilmistir. Grafigin n. > 4 igin baglantili oldugu ve ¢apinin
2 oldugu gosterilmistir. Ayrica, n > 5 i¢in grafigin devir uzunlugunun 3 oldugu ispatlanmistir. Grafigin
klik say1s1 i¢in bir alt sinir bulunmustur. Bu ¢alisma, ODCT,, yarigrubunun cebirsel yapist ile sifir bolen
grafiginin topolojik 6zellikleri arasindaki iligkiyi ortaya koymakta ve literatiire katk: saglamaktadir. Elde
edilen sonuglar, grafigin capi, kose dereceleri, klik ve kromatik sayilari gibi diger invaryantlarinin daha
detayl1 incelenmesi i¢in bir temel olusturmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Sifir Bolen Grafigi, Déniisiim Yarigrubu, Sira Koruyan doniisiim, Sira
Azaltan doniisiim, Daralma doniigtimii
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ABSTRACT

MASTER THESIS

Zero Divisor Graphs Of Order Preserving And Order Decreasing Contraction Mappings
Semigroup

AHMET KUCUK

HARRAN UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OFNATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Kemal TOKER
Year: 2025, page: 28

In this thesis, the semigroup ODCT,, which consists of transformations on the finite set X,, =
{1,2,...,n} that are simultaneously order-preserving, order-decreasing, and full contraction mappings,
is investigated. The main objective of the study is to analyze the zero-divisor structure of this semigroup
and to determine the fundamental properties of the corresponding zero-divisor graph I'(ODCT ,, ). Firstly,
the left, the right, and the two-sided zero-divisors of the semigroup ODCT,, were characterized. It is
shown that the number of elements of the left zero divisor set of the ODCT,, semigroup is 2"~ — 1. The
number of elements of the right zero divisor set and the two-way zero divisor set are equal to each other
and 22, Subsequently, the zero-divisor graph I'(ODCT,,) was defined for n > 3. The zero element
of the semigroup ODCT ,, is denoted by 6. It is shown that the graph is connected for n > 4 and has a
diameter of 2. Furthermore, it was mentioned that for n > 5, the girth of the graph is 3. A lower bound
for the clique number of the graph was given. This study reveals the relationship between the algebraic
structure of the ODCT,, semigroup and the topological properties of its zero-divisor graph, contributing
to the existing literature. The results obtained provide a foundation for further investigation into other
invariants of the graph, such as its diameter, vertex degrees, clique number, and chromatic number.

KEYWORDS: Zero-divisor graph, Transformation semigroup, Order-preserving transformation, Order-
decreasing transformation, Contraction mapping
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1. GIRIS

Matematiksel yapilarin cebirsel ve grafiksel 6zelliklerinin incelenmesi, soyut
cebir ve grafik teorisi arasindaki etkilesimi ortaya koyarak her iki alana da 6nemli
katkilar saglamaktadir. Bu etkilesimin giizel bir 6rnegi, cebirsel yapilarin sifir bolen
elemanlar1 arasindaki iliskileri gorsellestiren sifir bolen grafikleri calismalaridir.
Sifir bolen grafikleri kavrami ilk olarak Beck tarafindan degismeli halkalar iizerine
tanimlanmustir (Beck, 1988). Beck’in taniminda halkanin sifir elemani da grafigin bir
kosesi olarak kabul edilirken, daha sonra Anderson ve Livingston tarafindan gelistirilen
ve gliniimiizde standart olarak kabul edilen tanimda sifir elemani kdse kiimesinin
disinda birakilmistir (Anderson ve Livingston, 1999). Bu tanima gore, degismeli bir R
halkasinin sifir blen grafigi I'( R), kose kiimesi R’nin sifir olmayan sifir bolenlerinden
olusan ve iki farkli kdse «, 5 arasinda a3 = 0 olmasi durumunda bir kenar bulunan bir

grafiktir.

Sifir bolen grafikleri lizerine yapilan ¢aligsmalar, baslangigta degismeli halkalar
lizerine yogunlasmis olsa da, zamanla DeMeyer ve arkadaslari tarafindan degismeli
yarigruplara da genisletilmistir (DeMeyer ve Ark., 2002; DeMeyer ve DeMeyer, 2005).
Bu ¢aligmalar, degigmeli yarigruplarin sifir bolen grafiklerinin temel 6zelliklerini ortaya
koymustur. Literatiirde, degismeli yarigruplarin ¢esitli 6zel smiflarinin sifir bolen
grafikleri lizerine de dnemli ¢alismalar bulunmaktadir (Das ve Ark., 2013). Kavramin
degismeli olmayan halkalarda uygulanmasi Redmond tarafindan yapilmistir. Redmond,
degismeli olmayan halkalar i¢in dort farkl sfir bélen grafigi tanimlamistir (Redmond,
2002). Bunlardan bir tanesi degismeli olmayan bir R halkasi i¢in sifir bolen grafigi
['(R), kose kiimesi halkanin sifir olmayan iki yonli sifir bolenlerinden olusan ve
farkli «, 0 koseleri arasinda o = 0 = [« olmasi durumunda bir kenar bulunan
bir grafiktir. Degismeli olmayan halkalar i¢in sifir bélen grafigi baglantili olmayabilir.
Bu tanimlar dogal olarak degismeli olmayan yarigruplara da genisletilebilir. Doniistim
yarigruplarinin bazi alt yarigruplarinin sifir bdlen grafikleri tizerine de ¢esitli galigmalar
yapilmistir. Ornegin, Toker ve Esidir, sira azaltan déniisiimler yarigrubu olan D,,’nin

sifir bolen grafigini incelemislerdir (Toker ve Esidir, 2022).

Doéniisiim yarigruplari, yani bostan farkli bir kiime iizerindeki fonksiyonlarin

bileske iglemi altinda olusturdugu yarigruplar, hem teorik hem de uygulamali
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matematikte Snemli bir yere sahiptir. Ozellikle sonlu bir kiime iizerindeki tam déniisiim
yarigrubu 7,, yarigrup teorisinde merkezi bir rol oynar. Bu yarigrubun ¢esitli alt
yarigruplari, belirli 6zellikleri saglayan doniisiimlerden olusur ve kendilerine 6zgii
cebirsel yapilara sahiptir. Bu alt yarigruplardan bazilar1 sira koruyan doniistimler O,,

sira azaltan doniistimler D,, ve daralma doniistimleri C7T,, yarigruplaridir.

Bu tez ¢aligmasmin odak noktasi, X,, = {1,2,...,n} sonlu kiimesi iizerinde
tanimlanan ve hem sira koruyan, hem sira azaltan hem de daralma 6zelligi gosteren
doniistimlerden olusan ODCT,, = O, N D, N CT, yarigrubudur. Bu yarigrup X,
tizerindeki sira koruyan ve sira azaltan tam daralma doniisiimler yarigrubu olarak
adlandirilir. Bu yarigrubun cebirsel yapisi ve ozellikleri, 6zellikle sifir bélenleri ve bu

stfir bolenler arasindaki iliskiler, bu ¢aligmanin temel konusunu olusturmaktadir.

Bu tezin temel amaci, ODCT ,, yarigrubunun sifir bolen yapisini incelemek
ve bu yapiya karsilik gelen sifir bolen grafigi T(ODCT ,)’nin temel grafiksel
Ozelliklerini belirlemektir. Bu kapsamda, oncelikle ODC7T ,, yarigrubunun sol, sag
ve iki yonli sifir bolenleri karakterize edilecek ve bu kiimelerin eleman sayilari
belirlenecektir. Devaminda, I'(ODCT,) grafiginin tanimi yapilacak, baglantililigi,
cap1, devir uzunlugu gibi temel oOzellikleri incelenecektir. Ayrica, grafigin kose
dereceleri, klik sayis1 ve kromatik sayist gibi diger invaryantlar1 hakkinda da sonuglar
elde edilmeye calisilacaktir. Bu ¢aligma, doniisiim yarigruplarinin sifir bolen grafikleri

lizerine yapilan literatiire katkida bulunmay1 hedeflemektedir.

Tez su sekilde yapilandirilnmigtir: Ikinci boliimde, grafik teorisi, yarigrup teorisi
ve doniigiim yarigruplar ile ilgili temel tanimlar ve kavramlar verilecek, ayrica sifir
bolen grafikleri iizerine yapilan dnceki ¢alismalara deginilecektir. Ugiincii béliimde,
caligmanin materyali olan ODCT,, yarigrubu tanitilacak ve kullanilacak yontemler
aciklanacaktir. Dordiincii bolimde, ODCT,, yarigrubunun sifir bélenleri ve sifir bolen
grafigi [(ODCT ,) ile ilgili elde edilen temel bulgular sunulacaktir. Besinci bolimde
tartigsma altinci boliimde ise elde edilen sonuglar 6zetlenecek ve son boliim olan yedinci

boliimde gelecek ¢aligmalar i¢in 6nerilerde bulunulacaktir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu béliimde, tez ¢aligmasinin temelini olusturan grafik teorisi, yarigrup teorisi ve
dontistim yarigruplar ile ilgili temel tanimlar ve kavramlar sunulacaktir. Ayrica, sifir

bolen grafikleri lizerine yapilan 6nceki 6nemli caligmalara yer verilecektir.

2.1. Grafik Teorisi ile Tlgili Temel Kavramlar

Grafik teorisi, noktalar (koseler) ve bu noktalar birlestiren ¢izgilerden (kenarlar)

olusan yapilar1 inceler. Sifir bolen grafikleri de bu teorinin bir uygulamasidir.

Tamim 2.1. Bir G grafigi, bir V(G) kose kiimesi ve bir E(G) kenar kiimesinden olusan
bir (V(G), E(G)) ikilisidir. Kenarlar, koseler arasindaki iligkileri temsil eder. Eger

kenarlar yonsiiz ise grafik yonsiiz, yonlii ise yonlii grafik olarak adlandirilir.

Bu tezde, aksi belirtilmedikge, grafikler basit (yani, dongii veya katli kenar

icermeyen) ve yonsiiz kabul edilecektir .

Ornek 2.2. Asagida yonsiiz grafige bir 6rnek verilmistir.

@@

Sekil 2.1. Yonsiiz grafik

Tamim 2.3. Bir G grafiginde, u, v € V(G) koseleri arasinda bir kenar varsa, bu koselere
komsu denir. Basit bir G grafiginde, bir v kosesinin komsu oldugu koselerin sayisina
v’nin derecesi denir ve degg(v) ile gosterilir. Grafikteki en biiyiik derece A(G) ile, en

kiigiik derece 6(G) ile gosterilir.
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Tamm 2.4. Bir GG grafiginde, u kosesinden v kdsesine bir yol, farkli kenarlardan olusan
bir kdse dizisidir. iki kose arasinda bir yol varsa, bu kdselere baglantili denir. Bir

grafikteki herhangi iki kose birbirine baglantili ise, bu grafige baglantili grafik denir.

Ornek 2.5. Asagida baglantili grafige bir 6rnek verilmistir.

Sekil 2.2. Baglantili grafik

Ornek 2.6. Asagida baglantisiz grafige bir 6rnek verilmistir.

O—®
O—@
OO,

Sekil 2.3. Baglantisiz grafik

Tamm 2.7. Bir G = (V,FE) grafiginde vp,vy,---,vx € V olmak tzere
VoU1, V109, - - -, Uk_1V) seklinde ardisik kenarlar bitisik ya da 6zdes olacak sekildeki
kenarlarin sonlu dizisine G iginde vy ve v kose noktalarini birlestiren bir yolculuk
denir. vy ve v kose noktalarini birlestiren yolculuk, vy — v — -+ — vp_1 — v

seklinde de gosterilir. Bir yolculuktaki kenar sayisina ise o yolculugun uzunlugu denir.

Tanim 2.8. Baglantili bir G grafiginde, u, v € V(G) koseleri arasindaki en kisa yolun

uzunlugu dg(u,v) ile gosterilir. Grafigin ¢ap1, diam(G) ile gosterilir ve diam/(G) =

4
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max{dg(u,v) : u,v € V(G)} olarak tanmimlanur.

Tamim 2.9. Bir grafikte, basladig1 kdseye geri donen ve kenarlar1 tekrarlamayan bir
yola devir denir. Bir GG grafigindeki en kisa devrin uzunlugu gr(G) ile gosterilir. Eger

grafik G grafigi devir icermiyorsa, gr(G) = oo olarak tanimlanir.

Tamm 2.10. Bir G grafiginde, herhangi iki kdsesi birbirine komsu olan bir alt kiimeye
klik denir. G grafigindeki maksimal klikteki kose sayisina grafigin klik sayis1 denir ve
w(@G) ile gosterilir.

Tanim 2.11. Bir G grafiginin kromatik sayist x(G), komsu koselerin farkli renklerde

olmasi kosuluyla grafigin tiim kdselerini boyamak i¢in gereken minimum renk sayisidir.

Tanim 2.12. Bir GG grafiginde, D C V/(G) alt kiimesi, V' (G)’deki her kose igin ya
D’de olmas1 ya da D’deki en az bir kdseye komsu olmasi durumunda D kiimesi
bir baskinlik kiimesi olarak adlandirilir. G grafiginin baskinlik sayist v(G), minimum

boyutlu baskinlik kiimesinin eleman sayisidir.

Tamm 2.13. G, = (V4, Ey) ve Gy = (Va, Ey) grafikleri verilsin. Eger a,b € V] kose
noktalar1 GGy grafiginde komsu kose noktalar <= g¢g(a), g(b) € V; kose noktalari
G, grafiginde komsu kose noktalar olacak sekilde bir g :V; — V5 birebir doniisiimii
varsa, G1 ve G4 grafiklerine izomorfik grafikler denir ve bu durum G; = G4 seklinde
gosterilir. Bu sekildeki g doniisiimiine ise (G; ve G5 arasinda bir izomorfizm dontistimii

adi verilir (Thulasiraman ve Ark., 2015).

2.2. Yanigrup Teorisi ile lgili Temel Kavramlar

Yarigruplar, bir kiime {lizerinde tanimli birlesmeli bir ikili islem igeren temel

cebirsel yapilardir.

Tamim 2.14. () # A, Abirkiime ve 6§ : A x A — A tanimh bir fonksiyonu varsa (A, 0)
ikilisine grupoid denir. Genellikle 76" yerine ”.” yazilabilir. Yani 2,y € A i¢in (z,y)0
yerine x.y ya da zy yazilir.

Tanim 2.15. Bostan farkli bir S kiimesi iizerinde tanimli bir ”-” ikili islemi, eger
birlesme 6zelligini sagliyorsa (yani, Ya,b,c € Sigina - (b-¢c) = (a-b) - ¢), (S,-)
yapisina bir yarigrup denir. Eger islem ayni1 zamanda degisme 6zelligini de sagliyorsa

(yani, Va,b € S'igina - b = b - a), S yapisina degismeli yarigrup denir.
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Tamm 2.16. S bir yarigrup ve 7', S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger Va, b €
T igin a - b € T ise, T”’ye S’nin bir altyarigrubu denir ve 7" < §'ile gosterilir.

Tamm 2.17. S bir yarigrup olsun. Eger Vs € S i¢in z - s = s - 2 = z olacak sekilde
bir z € S eleman1 varsa, z’ye S nin sifir elemani denir. Bir yarigrubun en fazla bir tane

sifir elemani olabilir.

Tanim 2.18. S bir yarigrup olsun. Eger Vs € Sig¢ine - s = s - e = s olacak sekilde bir
e € S elemani varsa, e’ye S’ nin birim elemani denir. Birim elemani olan yarigruplara

monoid denir. Bir yarigrubun en fazla bir tane birim eleman1 olabilir.

Tanim 2.19. S bir yarigrup ve X de S’nin bostan farkl alt kiimesi olsun. S’nin X1
iceren S nin en kii¢iik alt yarigrubuna X tarafindan dogurulan alt yarigrubu denir. Bu
yarigrup (X) ile gosterilir. Ayrica S = (X) ise X e S’nin bir doguray kiimesi denir.
Sonlu bir X kiimesi i¢in S = (X)) ise S’ye sonlu dogurayli yarigrup denir.

2.3. Doniisiim Yarigruplari

X bostan farkli bir kiime olmak tlizere, X iizerindeki doniisiimlerin
(fonksiyonlarin) bileske islemi altinda olusturdugu yarigruba X iizerindeki doniisiim

yarigrubu denir.

Tammm 2.20. X bostan farkli bir kiime olmak iizere, X’ten X’e tanimli tiim
fonksiyonlarin kiimesi Ty, fonksiyonlarin bileske islemi ” o ” altinda bir yarigruptur.
Bu yarigruba X iizerindeki tam doniisiim yarigrubu denir. X,, = {1,2,...,n} sonlu

kiimesi i¢in, Ty, yarigrubu kolaylik olmasi amaciyla kisaca 7, ile gosterilir.

T, yarigrubunun bazi 6nemli altyarigruplari asagidaki gibi tanimlanir:
Tanim 2.21. X, lizerinde taniml1 dogal siralama ” < ” olmak tizere,
O,={aeT, : Vr,ye X,z <y = za <ya}

kiimesi, 7,’nin bir altyarigrubudur ve X, tizerindeki sira koruyan doniisiimler

yarigrubu olarak adlandirilir.

Tanim 2.22.
D,={a €T, :VreX,,za <z}

6
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kiimesi, 7, nin bir altyarigrubudur ve X, tizerindeki sira azaltan doniisiimler yarigrubu

olarak adlandirilir.

Tanim 2.23.

kiimesi, 7, nin bir altyarigrubudur ve X,, iizerindeki daralma doniisiimleri yarigrubu

olarak adlandirilir.

Tamm 2.24. OCT,, = O,,NCT, kiimesi, 7, nin bir altyarigrubudur ve X, tizerindeki

sira koruyan daralma doniistimleri yarigrubu olarak adlandirilir.

Tamm 2.25. ODCT,, = O, N D, N CT, olarak tanimlanir. Bu yarigrup, 7, nin bir
altyarigrubudur ve X, lizerindeki sira koruyan ve sira azaltan tam daralma dontigiimler

yarigrubu olarak adlandirilir.

Lemma 2.26. O,,,D,,,CT,, OCT, ve ODCT , yarigruplari, 7, ’nin altyarigruplaridir.

1 2 - n
Lemma 2.27. n > 1i¢in ODCT,, bir monoiddir. Birim eleman1 1,, =
1 2 -« n
) n
0zdeslik doniistimiidiir. Sifir eleman1 = sabit dontistimiidiir.

Ispat. 1, déniisiimiiniin O,,, D,,,CT, yargruplarinin birim eleman1 oldugu aciktir,
dolayisiyla 1,, doniisimiit ODCT ,, yarigrubunun birim eleman1 olur. Benzer sekilde,
0 dontisiimii de O,,, D,,, CT,, yarigruplarinin elemanidir, dolayisiyla § € ODCT , olur.
Va € ODCT, igin a0 = 0 o a = 0 oldugu kolayca goriiliir. Boylece ¢ doniisiimii

ODCT,, yarigrubunun sifir elemani olur. O

2.4. Yarigruplarda Sifir Bolenler ve Sifir Bolen Grafikleri

Sifir bolen grafikleri, bir cebirsel yapinin sifir bélen elemanlar1 arasindaki

iligkileri inceler.

Tamm 2.28. S, sifir elemani 0 olan bir yarigrup ve S* = S\ {0} olsun.

o [(S) ={a € S : af =0 olacak sekilde 33 € S* vardir} kiimesine S’nin sol

sifir bolenlerinin kiimesi denir.
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e R(S) = {a € S : ya =0 olacak sekilde Iy € S* vardir} kiimesine S’nin sag

sifir bolenlerinin kiimesi denir.

e 7(S) = {a € S : af =0ve~ya =0 olacak sekilde 33,7 € S* vardir}

kiimesine S’nin (iki yonlii) sifir bolenlerinin kiimesi denir.

Tanimlardan 7°(S) = L(S) N R(S) oldugu agiktur.

Tamm 2.29. S, sifir elemani 0 olan bir yarigrup ve 7'(S)* = T'(S) \ {0} kiimesi bostan
farkli olsun. S’nin sifir bélen grafigi I'(.S), kose kiimesi V(I'(S)) = T'(S)* olan ve
farkli o, 8 € V(I'(S)) koseleri arasinda o =0= [ olmast durumunda bir kenar

bulunan ydnsiiz grafiktir.

Eger S degismeli bir yarigrup ise, af = 0 kosulu Sa = 0 kosulunu da
sagladigindan, kenar olma kosulu a5 = 0 olarak basitlesir (DeMeyer ve Ark., 2002).

Tamm 2.30. S£,, ile X, kiimesinin tiim alt kiimeleri gosterilir. Kiimelerin birlesme

islemi ile bu yap1 bir yarigrup olup buna X, iizerindeki serbest yarilatis denir.

Tanmm 2.31. X, lizerindeki tiim bagintilarin kiimesi B,, ile gosterilir. Ayrica, P, =
{a € B, : Vo € X,i¢in|za] < 1} yapisina X, iizerindeki kismi doniigiimler

yarigrubu denir.

2.5. Monoid Takdimleri ve Rank

X bos olmayan bir kiime olsun ve 7., X {izerindeki tam doniisiimler yarigrubu
olsun. Her yarigrup bir tam doniisiim yarigrubunun bir alt yarigrubuna izomorftur
(Ganyushkin ve Mazorchuk, 2009). Bu nedenle tam doniisiim yarigruplar1 yarigrup

teorisinde onemlidir.

M bir monoid ve A, M ’nin herhangi bir alt kiimesi olsun. A tarafindan tiretilen
M’nin alt monoidi (A’y1 igeren M’in en kiigiik alt monoidi) (A),, ile gosterilir. A
sonlu bir kiime olmak iizere (A),; = M ise M ’ye sonlu iiretilmis monoid denir. Sonlu
tiretilmis yarigrupta benzer sekilde tanimlanir. Sonlu olarak iiretilen M/ monoidinin

ranki asagidaki sekilde tanimlanir:

ranky (M) = min {|A] : (A)yy = M} .

8
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Sn, X, Uzerinde simetrik grup olsun. 1g, S,,’in birim eleman1 olmak iizere
O, \'S, = O, \ {1s} ’in yarigrup ranki bulunmustur (Gomes ve Howie, 1992). X,
tizerinde sira koruyan ve sira azaltan dontisiimler yarigrubu C,, ile gosterilir. Buna X,

tizerinde Catalan monoidi denir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

Ch={a€0,: VzeX,) zra<z}.

Literatiirde C,, yarigrubu ile ilgili baz1 makaleler vardir, 6rnegin ,(Higgins, 1993;
Ayik ve Ark., 2011). OCT ,, yarigrubu iizerinde bazi kombinatorik 6zellikler Adeshola
ve Umar tarafindan incelenmistir (Adeshola ve Umar, 2018). Ayrica ODCT,, = CT ,N
C,, olur. Boylece ODCT,,, OCT,, ve C,, ’ in alt monoididir.

Ayrica, monojenik yarigrubun sifir bolen grafikleri 2013 yilinda incelenmistir
(Das ve Ark., 2013). 2016 yilinda serbest yarilatislerin sifir bolen grafikleri (Toker,
2016), 2021 yilinda kismi doniigiimler yarigrubunun sifir bolen grafigi (Toker, 2021
b) ve Catalan monoidinin sifir bolen grafigi (Toker, 2021 c), 2022 yilinda sira-azaltan

doniisiimler yarigrubunun sifir bélen grafigi incelenmistir (Toker ve Esidir, 2022).

Tanmim 2.32. Iki kiime arasinda tanimlanan bir bagint1, bir kiimenin elemanlarimi diger
kiimenin elemanlariyla iligskilendiren ikililer kiimesidir. Matematiksel olarak, A ve B
kiimeleri i¢in, A x B kartezyen ¢arpiminin herhangi bir alt kiimesine A kiimesinden B
kiimesine bir bagint1 denir. Bir kiime ilizerinde tanimli olan bir baginti, e§er yansima,

simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa denklik bagintis1 olarak adlandirilir.

Tamm 2.33. S bir yarigrup ve p C S x S olmak iizere p, S lizerinde bir bagint1 olsun.
Eger p bir denklik bagintisi ve V(a, b) € p ve Vs € S igin (as, bs) € p ve (sa, sb) € p

oluyorsa p bagintisina S iizerinde bir kongriians denir.

Tanmim 2.34. Serbest monoid, bir kiimenin elemanlarindan olusan tiim sonlu kelimelerin
kiimesidir. Bu yap, birlestirme islemiyle birlikte bir monoid olusturur ve bos kelime

genellikle € ile gosterilir ve € eleman1 serbest monoidin birim elemani olur.

A bir kiilme olmak ilizere A fiizerindeki serbest monoid A* ile gosterilir.
R C A* x A* kelime giftlerinden olusan bir kiime olsun. R’nin bir elemani (, s),
bir iliski olarak adlandirilir ve genellikle » = s olarak yazilir. R, R ’yi kapsayan A

lizerindeki en kiigiik kongriians olmak iizere A*/R* bir monoiddir, bu monoid (A|R)

9
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ile gosterilir.

(A|R) tarafindan tanimlanan monoid M olsun. wq,wy € A* olsun, eger w; ve
wq, A* lizerinde ayni elemanlar ise w; = wy yazilir. Eger w; ve wy M monoidinin
aym1 elemanini temsil ediyorsa, yani (wy, wy) € R* ise w; = w, yazilir. (1, s) € R ya
da (s,r) € R olmak iizere u; = xry ve ug = xsy ise bu durumda uy, uy’den R’nin bir

iligkisi kullanilarak elde edilmistir denir.

Eger w; ve wy ayn1 kelimeler ise veya R’deki iliskiler kullanilarak elde edilen
wy = up = Uy — ... = U = we (1 < i < k — 1) dizisi varsa (burada wu;, 1,
u; tarafindan elde edilmistir) w; = ws ’nin R ’nin bir sonucudur denir. Yarigrup ve

monoid takdimi hakkindaki iki 6nemli tez vardir.(Ruskuc, 1995; Ayik, 1998).

Tamm 2.35. A, X, kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger Vz,y € A i¢in

r<z<y = z € Aoluyorsa A kiimesine X,, kiimesinin konveks alt kiimesi denir.

Tamm 2.36. o € 7, olsun, o halde a’nin ¢ekirdegi ve goriintii kiimesi su sekilde

tanimlanir:

ker(a) = {(z,y) € X, x X, : za =ya}

im(a) = {za :x € X,}

Ayrica o, f € T, ise im(af) C im(3) ve ker(af3) D ker(a) oldugu bilinmektedir
(Howie, 1995).

Eger a € 7, bir daralma doniisiimii ise im(«) , X, nin bir konveks alt kiimesidir
(Garba, 2017). Boylece « € ODCT ,, ise im(«) , X,,’in konveks alt kiimesidir. Ayrica
ODCT ,’nin tanimindan kolayca goriilen su ki eger « € ODCT , ise 1 < r < n igin
im(a) = {1,2,...,r} bigimindedir ve a’nin ¢ekirdeginin denklik smiflarinin kiimesi

X,,’nin konveks alt kiimesidir. Boylece « € ODCT ,, ise 1 < r < n igin

A Ay .. A,
1 2 . T

o =

bigimindedir. Ayrica Vx € A; i¢in x > i olup {Ay, As, ..., A} kiimesi X, nin bir
pargalanisidir, 1 <¢ < j <rig¢ina € A; veb € Ajisea < bolur.

10
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Bu bolimde, ODCT ,,’nin monoid takdimi verilmistir.

n>3vel <r <niginF = {a € ODCT,, : |im(a)| = r} olsun.
2

1
e i
1 2 en

} seklindedir burada 1,,, ODCT ,,’nin birim elemanidir.

Sonu¢ 2.37. n > 1i¢in |ODCT,,| = 2"~! olur (Adeshola ve Umar, 2018).
Sonug¢ 2.38. n € Z" igin ranky (ODCT,,) = n — 1 olur (Toker, 2021 a).

Onerme 2.39. A bir kiime olsun ve M herhangi monoid olsun. O zaman herhangi ¢ :

A — M déniisiimii ¢ : A* — M homomorfizmine genisletilebilir (Ruskuc, 1995).

Tanmim 2.40. A bir kiime ve M herhangi monoid olsun. M ’nin herhangi bir doguray
kiimesi B olsun ve ¢ : A — B bir doniisim olsun. Onerme 2.39 ile ¢ doniisiimii
¢ : A* — M epimorfizmasina genisletilebilir. R C A* x A* bir iliskiler kiimesi olsun.

Her (u,v) € Rigin u¢ = v¢ oluyorsa R deki iliskiler M de saglanir denir.
Teorem 2.41. M sonlu bir monoid olsun, A C M ve (A)yy = M olsun. R C A* x A*
bir iliskiler kiimesi ve W C A* olsun. Eger

(1) R’deki tiim iliskiler M de saglaniyorsa

(i1) w = w ifadesi R’nin bir sonucu olacak sekilde bir w € W kelimesi varsa

(iii) [W] < [M]
ise (A|R) ikilisi M ’nin monoid takdimi olur (Ruskuc, 1995).
n > 3 ve q; donlisimii 2 <7 < n — 1igin

1 .. +—1 17 1+1 142 .. n
o; =
1 ... 1—1 1 7 1+1 ... n—1

olarak tanimlayalim ve

olarak tanimlayalim.

11
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Lemma 2.42. n > 3 olsun ve «; yukaridaki gibi tanimlansm o halde 1 <7 < n —1

igin a;;cv,, 1 = o olur, boylece (o, 1) = «,,_1 olur (Toker, 2021 a).
Ispat. n > 3 olsun ve «; yukaridaki gibi tanimlansin, o zaman

1 2 ... n—1 n
2 ...n—1 n—1

Op_1 =

olur. 1(a,—1) = 1ven(a;a,—1) = n—1o0lup ODCT , nin tanimindan im(a; v, 1) =
{1,2,...,n — 1} olur. Ayrica, i(;a,—1) = i ve (i + 1)(a;a,—1) = @ olur, boylecel <

1 <n—1i¢in aya,_1 = «; olur. O

Lemma 2.43. n > 3 olmak lizere o; yukaridaki gibi tanimlansin bu durumda 1 <7 <

J < n —2i¢in oya; = oy olur (Toker, 2021 a).

Ispat. n > 3 olmak iizere o; yukaridaki gibi tanimlansm ve 1 <4 < j < n — 2 olsun.
1 <i<j<n-—2iinl(a;) =1ven(aa;) =n—1(a;) =n — 2 oldugu agiktr.
Boylece ODCT ,,’nin tanimindan im(o;ov,—1) = {1, 2, ...,n — 1} olur. Ayrica

Hajpi0;) = 1ven(ajpia;) = (n—1)a; = n—2 olur, béylece ODCT,, nin tanimindan

im(oj ;) = {1,2,...,n — 2} olur. Ayrica

i) =
(i + D(ajrres) = (i + 1oy
U+ D(egsr0q) = + Doy = j
(J +2)(rw) = + Da; = j

olur. Bunedenle Vz € X, i¢in x(a;aj+1) = x(aj410;) olur. Sonug olarak 1 < ¢ < j <

O

n — 21¢in o;; = i1 olur.

Tamim 2.44. A sonlu bir kiime olmak tlizere a; € Ave 1l < i < k igin w = aqas...a;
olsun. w’nin uzunlugu k olarak tanimlanir ve [(w) = k yazilir, w bos kelime ise w’nin

uzunlugu 0 (sifir) olarak tanimlanir ve [(w) = 0 yazilir.

12
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Teorem 2.45. n > 3 olsun. A = {ay,as,...,a, 1} ve R = {a;a,_1 = a; (1 <i<
n—1), aa; =aja; (1 <i<j<n-—2)}olsun. Bu durumda (A|R) ifadesi
ODCT ,’nin monoid takdimi olur (Toker, 2021 a).

Ispat. n > 3olsun. A = {a;,as,...,an_1} ve R = {aja,_1 = a; (1 <i < n—1),
aa; = aja; (1 <i < j<n-—2)}olsun. f: A — F,_; doniisiimiinii her
1 <3< n-—1igina;f = q; olarak tanimlayalim. f’nin homomorfizma genislemesi
f: A* — ODCT, epimorfizmasi vardir. Bdylece Lemma 2.42 ve Lemma 2.43 ten
R’deki biitiin iligkiler ODCT,,” de saglanir. € bos bir kelime olmak {izere

W ={a;aj,_,..aj, :n—1>7jp> g1 >..>75 >1}U{e}

olsun. Bdylece W C A* ve |W| = 2" ! olur. w € A* olmak iizere w = w ifadesi R nin
bir sonucu olacak sekilde w € W oldugunu gosterelim. w € A* olmak tizere [(w) = m
olsun. m iizerinden iimevarim yapalim. m = 0 veya m = 1 ise sonug agiktir. m > 2
ve w uzunlugu m — 1 olan bir kelime ise tiimevarim hipotezinden w = w ifadesi R
nin bir sonucu olacak sekilde w € W vardir. m > 2 oldugundan u uzunlugu m — 1
olan bir kelime ve a;, € A olacak sekilde w = way olur. Tiimevarim hipotezinden

1 <4 <+ < iy, <n—1vewu = u ifadesi R nin bir sonucu olacak sekilde

u = a;, ,---a; olur. Eger k = n — lise w = ua,—; = u = wolur, k < 7; ise
w = ua, = w olur, her iki durumda w = w ifadesi R nin bir sonucuolur. iy < k < n—1

oldugunu varsayalim. a;a; = a;110; (1 < ¢ < j < n — 2) bagintisindan dolay1
w = ain,r e aigailak = ainfr v ai2ak+1ail

olur. Egeris < k+1<n—-1lisew = a;, , - aj,0r120;,a; olur. Bu sekilde devam

edilirse 1 <[ < n — r — k olmak tizere

W= Qj, " Ay Aoy 1y, Ay = w

yadaw = apypn_rai, , --ai,a;, = W icin w = W ifadesi R nin bir sonucu olur.
Boylece (A|R) ifadesi ODCT ,,’nin monoid takdimi olur. O
n > 4 olmak tizere A = {ay,...,a,_2,b} ve

Ry: aba; =a; (1<i<n-—2),

13
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Ry ajan,_9 =baja; (1<i<n-—2),

Ry : "1 =0,

R, : b%ay = baja,,_sb,

Rs: aa; =ajpa; (1<i<j<n-—3),ve

Rg : ba; = baja; 1b (2<i<n-—2)

olsun. Ayrica, R = .le Rive Q = {baib = b, baja,_o---a,_xb* = b* : 2 < k <

n — 1} olarak tanimlansm. Bu durumda (A| RUQ),n > 4i¢in OCT,,’ nin monoid
takdimi olur (Toker ve Ayik, 2024).
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3. GEREC VE YONTEM

Bu boliimde, tez calismasinda incelenen temel matematiksel yapi olan sira
koruyan ve sira azaltan tam daralma doniigiimler yarigrubu (ODCT,) tanitilacak ve

bu yarigrubun sifir bélen grafiginin 6zelliklerini arastirmak icin kullanilan yontemler

agiklanacaktir.
3.1. Gereg
Bu tez calismasinin ana materyali, X,, = {1,2,...,n} sonlu kiimesi iizerinde

tanimlanan 6zel bir doniisiim yarigrubudur.

3.1.1. ODCT, Yarigrubunun Tanim ve Elemanlarinin Yapisi

Ikinci boliimde tanimlandig: gibi, X, iizerindeki sira koruyan (O,,), sira azaltan
(D,,) ve tam daralma (C7,) doniisiimlerinin kesisimi olarak tanimlanan yarigrup su

sekildedir:

oDCT, = 0,ND, NCT,. Bu yarigrup, X,, lizerindeki sira koruyan ve sira
azaltan tam daralma doniistimler yarigrubu olarak adlandirilir. ODCT ,,’nin elemanlari
olan o doniistimleri agsagidaki ti¢ kosulu ayn1 anda saglar:

(1) Sira Koruma: Vx,y € X,,,z <y — za <y«

(i1) Sira Azaltma: Vz € X,,,za <z

(iii) Tam Daralma: Vx,y € X,,, |[za — ya| < |z — y.

Bu kosullar, ODCT,, elemanlarmin yapisim belirler. Ozellikle sira koruma ve
sira azaltma kosullart birlikte, « € ODCT,, doniisiimiiniin goriintiisiiniin im (o) ve

¢ekirdeginin ker(a) = {(x,y) : xa = ya} belirli 6zelliklere sahip olmasini gerektirir.

3.1.2. ODCT, Yarigrubunun Sifir Eleman ve Birim Elemam

Ikinci béliimde belirtildigi gibi, ODCT,, yarigrubu bir monoiddir.
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1 2 ... n 1 92 ... n
1, = , ODCT ,,’nin birim elemamdir. § = ,

1 2 -+ n 11 --- 1
ODCT ,’nin sifir elemanidir. Bu tez boyunca ODCT ,’nin sifir eleman1 6 ile

gosterilecektir.

3.2. Yontem

Bu tezde, ODCT,, yarigrubunun sifir bolen grafigi I'(ODCT,,)’nin yapisint
ve Ozelliklerini incelemek i¢in cebirsel ve grafik teorisi yontemleri bir arada

kullanilacaktir.

Bu yontemler, ODCT,, yarigrubunun sifir bolen grafiginin yapisini ayrintilt
bir sekilde ortaya koymay1 ve literatiirdeki benzer ¢alismalarla karsilastirma yapmayi1

mimkin kilacaktir.

16



BULGULAR AHMET KUCUK

4. BULGULAR

Bu bolimde, X,, = {1,2,...,n} lzerindeki sira koruyan ve sira azaltan tam
daralma doniisiimler yarigrubu ODCT ,,’nin sifir bolenleri ve bu yarigruba karsilik
gelen sifir bolen grafigi I'(ODCT,) ile ilgili elde edilen temel sonuglar sunulacaktir.

Bu boéliimdeki analizler, tigiincii boliimde aciklanan yontemlere dayanmaktadir.

4.1. ODCT, Yarigrubunun Sifir Bolenleri

Sifir bolen grafigini tanimlamak igin oncelikle ODCT,, yarigrubunun sol (L),
sag (R) ve iki yonlii (') sifir bolenlerini belirlememiz gerekmektedir. ODCT, =
ODCT,, \ {0} oldugunu hatirlayalim.

1 23 45

Ornek 4.1. o =
1 1 2 3 4

) € ODCT 5 olur.

. A Ay - A
a € ODCT, ise a = formundadir. A;, As, ..., A,
1 2 . 7

kiimeleri X, kiimesinin bir pargalanisi olup konveks kiimelerdir.

e L = LODCT,) = {a € ODCT, : af = 6olacak sekilde 33 €
ODCT,, vardir},

e R = RODCT,) = {a € ODCT, : vya = 0 olacaksekilde 3y €
ODCT,, vardir},

o I'=T(ODCT,) ={a € ODCT, : af = 0 ve ya = 0 olacak sekilde 3, €
ODCT, vardir}

kiimeleri sirasityla ODCT ,, yarigrubunun sol, sag ve iki yonlii sifir bolenler kiimeleridir.

Ayrica tanimlardan 7' = L N R oldugu goriiliir.

Lemma 4.2. n > 2 i¢in o, 5 € ODCT, olsun. a3 = 6 olmasi igin gerek ve yeter
kosul nac € 187! olmasidir. Burada 187! = {x € X,, : 28 = 1} kiimesidir.
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Ispat. (= ) a8 = 0 olsun. Bu durumda her x € X,, i¢in z(af3) = (za)8 = x6 olur.
26 = 1 oldugundan n(a3) = 1 olup, (na)S = 1 olur yani naw C 137! olur.

(< )a,p € ODCT, ve na € 157! olsun. Boylece (na)s = 1 olur yani
n(af) = 1 olur. Dolayisiyla, ODCT,, yarigrubunun 6zelliginden her z € X,, i¢in
z(af) = 1, yani aff = 0 elde edilir. O

Bu lemma, sifir bolenleri karakterize etmek icin temel bir aractir.
Sonu¢ 4.3. o € ODCT ,, olsun. a? = <= na € la~! olur.

Onerme 4.4. n > 2 i¢in ODCT, nin sol sifir bdlenlerinin kiimesi L = L(ODCT,,) =
ODCT, \{1,} ve |L| =2""1 — 1 olur.

Ispat. Oncelikle 1, ’nin sol sifir bolen olmadigini gosterelim. Eger 1,8 = @ ise,
im(1,) = X,, oldugundan Lemma 4.2 geregi X,, C 137! olmalidir. Bu ise X,,"deki her
elemanin /3 altindaki goriintiisiiniin 1 olmasi, yani 8 = 6 olmasi demektir. Dolayisiyla

1,, sol sifir bolen degildir.

A A, - A,
a € ODCT,, \ {1,} olsun. Bu durumda o = formunda
1 2 - r
olup r < n olur.
12 - 7r r+1 -+ n .
g = olarak segilirse 3 € ODCT,, olup aff =0
11 ---1 2 ... 9

olur.

Boylece a elemant sol sifir bolen eleman olur. Sonug olarak L = ODCT, \ {1,,}

ve |L| =21 — 1 olur. O

Onerme4.5. n > 2ic¢in ODCT,, ’nin sag sifir bolenlerinin kiimesi R = R(ODCT,) =
{a € ODCT,, : |1a™ Y > 2} ve |R| = 2"? olur.

Ispat. « € {a € ODCT, : |la!| > 2} olsun. Bu durumda, o =
A, Ay oo A,
formunda olup 2 € A, olur.
1 2 - 7
1 2 - n—1n .
8 = olarak secilirse 3 € ODCT,, olup fa = 6 olur.
11 --- 1 2
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B, B, --- B
Ayrica v € ODCT,, ve |1v'| = 1 olsun. Bu durumda v =
1 2 ... k

formunda olup B; = {1} olur. Yani 17! = {1} olur. Bdylece u € ODCT, i¢in
wy = 6ise 1yt = {1} oldugu igin x = € olur. Yani R = {« € ODCT,, : |[la~ | >
2} ={a € ODCT,, : 2a = 1} olur.

X ={a € ODCT,, : 2a = 2} olsun. Budurumda RN X = ve RU X =
ODCT,, olur. Boylece |R| = |ODCT ,,| — | X]| olur.

f: X — ODCT,_; fonksiyonunu Vo € X i¢in af = 5, € ODCT ,,_; olmak
tizere Vo € X, i¢in xf8, = (z + 1)av — 1 olarak tanimlayalim. Bu durumda f bir
izomorfizm olup | X| = |ODCT,,_;| olur. Yani | X | = 2”2 olur. Boylece |R| = 2"~ —
2n=2 = 2"=2 olur. O

T = LN Rolup ayrica R C L oldugundan 7" = R olur.

Sonu¢ 4.6. n > 2 i¢cin ODCT ,’nin iki yonli sifir bolenlerinin kiimesi 77 =
T(ODCT,)=R={a € ODCT, : |[la!| > 2} seklindedir.

ispat. n > 2 olmak iizere R C LveT = LN R oldugundan 7" = R elde edilir. Eleman
sayist da | R| ile aynidir. O

4.2. I'(ODCT,) Sifir Bolen Grafigi

Iki yonlii sifir bolenler kiimesi 7 = R olarak belirlenmistir. Boylece, I'(ODCT,,)
grafigi asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanimm 4.7. n > 3 i¢in, ODCT ,’nin sifir bolen grafigi I'(ODCT ), kose kiimesi
V() =T =T\ {0} = R\ {6} olan ve farkh «, 5 € V(I') koseleri arasinda

aff = 0 = fa olmast durumunda bir kenar bulunan yonsiiz grafiktir.

['(ODCT,,) grafigi kolaylik olmasi amaciyla kisaca I ile gosterilecektir. n = 1
ven = 2i¢in ODCT, = D, olur, ayrica n = 3 i¢in I" grafigi bir kdseden olusan

kenarsiz bir grafiktir. Bundan dolay1 bu boliimde n > 4 icin I grafigi incelenmistir.

Teorem 4.8. n > 4 i¢in I" grafigi baglantilidir ve diam(I") = 2 olur.

Ispat. n > 4 olsun. o, 3 € V(I') ve a # (3 olsun. Bu durumda,
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A Ay - A, B, By, --- By
a = ve f = formunda olup » < n,
1 2 . 1 2 - k

k<n,2€ A ve2 € Byolur.

1. Durum: r € By ve k € A; ise aff = 6 = [« olur. Bu durumda « ile 5 komsu

koselerdir.

2. Durum: r ¢ B; veya k ¢ A; olsun.

1 2 -+ n—1n )
v = olarak secelim. Bu durumda v € T olur. Ayrica
11 - 1 2
ay = 0 = yave y = 0 =~ olur. Sonug olarak I" grafigi baglantilidir ve diam(T") <
2 olur.
.. 1234 -+ n 1234 -+ n
Ozel olarak oy = , Qg = olarak
1122 .- 2 1123 - 3

segelim. Bu durumda sy # 6 olur. Yani diam(I") = 2 olur.

Teorem 4.9. n > 4 icin

oo egern =4 ise
gr(l') =
3 egern > 5ise

olur.

. . 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Ispat. n = 4 i¢in V(') = , , olup bu
1 11 2 11 2 2 11 2 3

durumda I" grafigi bir devir icermez.

.. 1 2 --- n—1 n 12 -+ n—-2 n—1 n
n > 5iginy = L= ’
1 1 2 11 - 1 2 2
12 - n=-2n-1n .
b= olarak se¢ilirse o, 5,y € V(') olupa—y—f—«
11 - 1 2 3

devri vardir. Sonug olarak

oo egern =4ise
gr(l') =
3 egern > Hise
olur. O

Grafigin kose dereceleri, klik sayis1 gibi diger 6zellikleri de inceleleyelim.
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Lemma 4.10. n >4ve2 <r <n-—1li¢in X, = {1,2,...,r} olmak iizere
Z,={aeT\{0}: X, Clavena<r}

olsun. Bu durumda Z, kiimesinin eleman sayisi,

on—r eger “HL < rise

rl— r T
|| L; (n;_r;l) Z_ (nt;l)} —1 eger ’%1 > rise
olur.

Ispat.n >4ve2 <r <n—1ligin X, = {1,2,...,7} olsun. "TH <rise Z,U{0} =
ODCT ,,—r4+1 oldugundan bu durumda | Z,| = 2" — 1 olur.

l>rolsun X ={aeZ :(r+1l)a=2}veY ={ae€ Z : (r+1)a=2}
olarak tanimlayalim. Bu durumda X UY = Z, ve X NY = () oldugundan |Z,| =
| X| + Y| olur. Ayrica | X| = é:l (";ﬁ;l) ve |Y] = ;; (";_T;l) — 1 oldugundan ispat
tamamlanir. U
Lemma 4.11. n > 4ve 2 < r < n — 1 olmak tizere, I" grafiginin klik sayis1 w(I")
olmak iizere

w(l') = |Z;|

olur.

Ispat.n > 4ve2 < r < n—1lolsun. oy, € Z, ve ay # s olsun. 1oy ' C X,
vena; <7, 10451 C X, ve nag < r olur. Bu durumda noy € lagl VE Ny € 1oz1_1
olur. Yani a;; ve an koseleri I' grafiginde komsu koselerdir. G, I' grafiginin Z,. kiimesi
tarafindan indiiklenen bir alt grafigi olsun. Bu durumda G grafigi bir klik olur. Ayrica
|G| = |Z,| oldugundan w(I") > |Z,| olur. O
Al Ay - A

1 2 - 7
formundadirve A; = {1, 2, ..., k} bigimindedir. Eger, f; : T* — ZTU{0} fonksiyonu

Teorem 4.12. n > 4 ve a € T* olsun. Bu durumda, a =

ij ("_T_l) eger n —r >k ise

t—1

fi(a) = ni{ (”_T_l) eger 1 #n —r < kise
t=2

t—1

0 eger 1 =n —rise
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ve fo : T* — Z*7 U {0} fonksiyonu

n—r—1 - :
eger n—r+ 1> kise
t§2( =2 ) germ—r B
fola) =

n—r+1

n—r—1 = :
eger n —r+ 1< kise
t§2 (t’z) 8

olarak tanimlanirsa

fl(Oé) + fQ(Oé) — ]., egerr c Al

fila) + fa(a), egerr ¢ A

degr(a) =

olur.

Ay Ay - A,
formundadir
r 2 - r

ve Ay = {1,2,...,k} bigimindedir. 3 € T* olmak tizere o = Sa = 6 olsun. Bu
durumda, 3 = 1 ve im(f8) C Aj olmalidir. X = {f € T*:a—p € E(I') ve (r +
1)=1}veY ={peT*:a—p e E(l')ve (r+1)5 =2} olarak tanimlayalim. Bu
durumda | X| = fi(a) ve |Y| = fo() olur. Ayrica, r € A ise o® = O ver ¢ A; ise

Ispat. n > 4 ve @ € T* olsun. Bu durumda, o =

a? # 0 olur. Boylece

fila) + foe) =1, eferr € Ay
fila) + fa(e), egerr ¢ A

degr(a) =

olur. O

123456789

Ornek 4.13. o =
111122 3 45

) € ODCTyolupr =5vek =4

oldugundan

fl(a)zg(tfl>=<i’>+®+<§> =34+3+1=7
fz(@)ziQfZ):(g)Jr(?)Jr@) —1+4343="7

olur ve boylece degp(a) = fi(a) + fo(a) =7+ 7 = 14 olur.
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1 2 --- n—1 n .
v = olarak segelim. 7 = 2 ve k = n— 1 olup degp(y) =

11 --- 1 2
fi (7) f2(y) — 1 olur. Ayrica fi(7y) = j_z (?:f), falvy) = 7:2_:21 (?:;) olur. Boylece
0= () () () = 21w i = () ()4 () -

27=3 olur.

A+ f(y) =27 =1+2"7% = 2" — Lolup degr(7) = f1(7) + f2(7) —
oldugundan degp(v) =2"2 — 1 — 1 = 22 — 2 olur. Ayrica, y kdsesi I' grafigindeki

diger tiim koselere komsudur.

11 - n-2 n-1
fila) =0, fala) = (8) = 1 Boylece degp(a) = 1 + 0 = 1 olur. Boylece asagidaki

1 2 --- n—-1 n )
a = olarak secelim. r = n — 1 ve k = 2 olur.

sonucu yazabiliriz.
Sonug 4.14. n > 4 i¢in A(T) =22 — 2 ve §(T") = 1 olur.

Ornek 4.15. T' = T(ODCT5) olsun. O zaman T baglantili bir grafiktir, |V (T')| = 7,
diam(I") = 2, A(I') = 6, 6(I") = 1, w(I') > 3 olur. Ayrica I" grafigi asagidaki grafige

izomorfiktir.

12 3 45 1 2 3 45
V(ODCT5) = {’Ul = , Uy = , Vg3 =
1111 2 111 2 2
123 45 12 3 45 12 3 45
, Vg = , U5 = » Vg =
112 2 2 112 2 3 112 3 3
12 3 45 1 23 45
, U7 = }
1112 3 11 2 3 4

Sekil 4.1. ODCT 5 yarigrubunun sifir bolen grafigi

23



TARTISMA AHMET KUCUK

5. TARTISMA

Bu tez calismasinda, X,, = {1,2,...,n} sonlu kiimesi tizerindeki sira koruyan
ve sira azaltan tam daralma doniistimler yarigrubu ODCT,, ele alinmistir. Calismanin
temel amaci, bu yarigrubun sifir bélen yapisini incelemek ve bu yapiya karsilik gelen

sifir bolen grafigi I'(ODCT ,,) nin temel grafiksel 6zelliklerini ortaya koymaktir.

Calisma kapsaminda oncelikle ODCT,, yarigrubunun sol (L), sag (R) ve iki
yonlii ('T") sifir bolenleri karakterize edilmistir. n > 2 i¢in sol sifir bolenler kiimesinin
L =0DCT,\{1,} oldugu ve eleman sayisinin |L| = 2"~ — 1 oldugu belirlenmistir.
Sag sifir bolenler kiimesinin R = {a € ODCT,, : |[1a~!| > 2} oldugu gosterilmis ve
eleman sayismin | R| = 2"2 oldugu hesaplanmustir. Iki yonlii sifir bélenler kiimesinin

iseI'= LN R = R oldugu sonucuna vartlmigtir.

Bu sifir bolen karakterizasyonuna dayanarak, n > 3 i¢in I'(ODCT ,,) sifir bolen

grafigi tanimlanmustir.

n > 4 i¢in I'(ODCT,) grafiginin baglantili oldugu ispatlanmistir. Ayrica
grafigin ¢apinin 2 oldugu belirlenmistir. n > 5 icin grafigin devir uzunlugunun
gr(T'(ODCT,)) = 3 oldugu belirtilmistir. » = 4 i¢in sonsuz oldugu belirlenmistir.
Belirli bir Z, alt kiimesinin grafikte bir klik olusturdugu gosterilmis ve bu kiimenin
eleman sayist kullanilarak klik sayis1 w(I'(ODCT,)) igin bir alt sinir ifade edilmistir.
Grafigin kose dereceleri igin genel bir formiil gelistirilerek maksimum ve minimum

dereceler belirlenmistir.
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6. SONUCLAR

Bu ¢alisma, ODCT ,, gibi 6zel bir doniisiim yarigrubunun sifir blen grafiginin
yapisini anlamaya yonelik onemli adimlar atmistir. Elde edilen sonuglar, yarigrubun

cebirsel yapisi ile sifir bolen grafiginin 6zellikleri arasindaki iliskiyi géstermektedir.
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7. ONERILER

Gelecek calismalar i¢in asagidaki onerilerde bulunulabilir:

* ODCT, yarigrubunun diger cebirsel ozellikleri (6rnegin, Green iliskileri,
idealler, rank 6zellikleri) ile sifir bolen grafiginin 6zellikleri arasindaki daha derin

baglantilar incelenebilir.

* Benzer yontemler, diger 6zel donilistim yarigruplarinin sifir bolen grafiklerini
incelemek i¢in uygulanabilir. Bu tezde elde edilen sonuglar, ODCT,, yarigrubunun
sifir bolen grafiginin temel yapisini ortaya koymaktadir. Baglantililik, ¢ap ve devir
uzunlugu gibi 6zellikler, grafigin genel topolojisi hakkinda bilgi verirken, klik sayisi
gibi invaryantlar grafigin yerel yapisiyla ilgilidir. Elde edilen sonugclar, literatiirdeki

diger doniisiim yarigruplarinin sifir bolen grafikleriyle karsilastirilabilir.

Bu ¢alisma, doniisiim yarigruplart ve sifir bolen grafikleri arasindaki zengin
iliskiyi vurgulamakta ve bu alanda daha fazla arasgtirma igin potansiyel yollar

sunmaktadir.
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