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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi
GRAFIN MINIiMUM ORTU SEIDEL LAPLASYAN ENERJISi
NiGAR KIRMIZI

HARRAN UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIiM ENSTITUSU
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

Tez Damisman: Do¢. Dr. NAZMIYE FEYZA YALCIN
Yil: 2025, Sayfa : 32

Graf enerjisi, grafin komsuluk matrisinin tiim 6z degerlerinin mutlak degerlerinin toplami olarak 1978
yilinda tanimlanmistir. Grafin en temel matrisi olan komsuluk matrisinin yerine grafin g¢esitli matris
temsillerinin ele alinmasiyla graf enerjisinin varyantlari tanimlanmistir. Graf enerji varyantlart igin
sinir belirlenmesi ve 6zel graflarin enerji hesaplamalar da literatiirde giincelligini koruyan konulardir.
Bu calismada 6ncelikle basit bir G grafinin minimum 6rtii kiimesine bagli olarak grafin minimum Ortii
Seidel Laplasyan matrisi tanimlanmigtir. Daha sonra bu matrisin izinin hesaplanmastyla grafin
minimum Ortii Seidel Laplasyan enerjisi tanimi yapilmigtir. Ayrica grafin minimum O&rtii Seidel
Laplasyan enerjisi i¢in ¢esitli graf parametrelerine bagli baz1 sinirlar elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Graf enerjisi, Seidel Laplasyan enerji, minimum &rtii kiimesi



ABSTRACT

MASTER THESIS
MINIMUM COVERING SEIDEL LAPLACIAN ENERGY OF A GRAPH
NiGAR KIRMIZI

HARRAN UNIVERSITY
INSTITUTE OF GRADUATE EDUCATION
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. NAZMIYE FEYZA YALCIN
Year: 2025, Page : 32

The graph energy was defined as the sum of the absolute values of all eigenvalues of the adjacency
matrix of the graph in 1978. Variants of graph energy have been defined by considering various
matrix representations of the graph instead of the adjacency matrix, which is the graph's most basic
matrix. Determining bounds for graph energy variants and energy calculations of certain graphs are
current topics in the literature. In this study, first of all, the minimum covering Seidel Laplacian
matrix of a simple graph Gis introduced depending on the minimum covering set. Then, by calculating
the trace of this matrix, the minimum covering Seidel Laplacian energy of the graph is defined.
Moreover, some bounds for the minimum covering Seidel Laplacian energy of the graph depending
on various graph parameters are obtained.

KEYWORDS: Graph energy, Seidel Laplacian energy, minimum covering set
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1. GIRIS

Graf yapisi L. Euler tarafindan ‘Konigsberg’in yedi kopriisii’ probleminin ¢éziimii
arastirilirken olusturulmustur. L. Euler, 1736 yilinda bu problemin ¢6ziimiiniin
olmadigint kanitlamistir. L. Euler’in bu ¢aligmas1 graf yapisi ile ilgili yeni tanimlarin,
problemlerin ve teoremlerin ifade edilmesine zemin hazirlamistir. 19. yy. ve 20. yy. da
yapilan caligmalar sonucu hem ortaya atilan bazi problemlerin ¢ézlimleri bulunmus,
hem de graf ile ilgili yapilan ¢aligmalar matematik alanmi ile kisitli kalmayarak
bir¢ok alanda kullanilmaya baslanmistir. Graf teorisi ve uygulamalari; kimya, fizik,
biyoloji, bilgisayar miihendisligi, ¢evre miihendisligi, sosyal aglar, tiirkce climle
yapisinin 0gretilmesi, miizik egitimi, ekonomi, psikoloji, bilisim vb., bir¢ok alandaki

problemlerin ¢dziimiinde kullanilmaktadir.

Hizla gelisen teknoloji ile birlikte iletisim aglar1 da gelismistir. Bu durum,
matematik, sosyal bilimler ve miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikan problemleri de
beraberinde ortaya ¢ikarmistir. Bu tiir problemleri basite indirgeyerek sistematik bir
sekilde ¢ozebilmek i¢in graf yapilarmin matris gosterimleri kullanilmaktadir. Grafin
derece, komsuluk vb., 6zellikleri matris gosterimlerine doniistiiriilmektedir. Boylece
giic ve karmasik olan bu ifadeler uygun matris yontemleri ile analiz edilmekte ve
sade bir sekilde cebirsel olarak sunulmaktadir. Bu durum ¢6ztimleri kolaylastirmanin

yaninda ¢esitli uygulama alanlarimin gelismesini de miimkiin kilmaktadir.

Spektral graf teorisi grafin cebirsel yapisini 6z deger ve 6z vektor temelli olarak
lineer cebir metotlariyla analiz etmektedir. Bu teorinin ilk aragtirmalari komsuluk
matrisi iizerinde yapilmis olsa da, bununla siirli kalmamis Laplasyan matrisi,
isaretsiz Laplasyan ve Seidel matrisi gibi farkli matris tiirlerini kapsayacak sekilde
arastirmalar genisletilmistir. Matris gosterimlerindeki bu ¢esitlilik graflarin zamanla

degisen yapisini ayrintili inceleme imkan1 saglamaktadir.

Graf teorisinin en 6nemli uygulama alanlarindan biri olan graf enerjisi kavrami
spektral graf teorisinin temel yapi taslarindan biri olarak kabul edilmektedir. Bu
kavram ilk olarak 1930 yilinda Erich Hiickel tarafindan m elektron sistemleri
tizerinde yaklasik molekiiler yoriinge hesaplamalarina metot arayisi sirasinda ortaya

atilmistir ve molekiillerin enerji seviyelerini belirleyebilmek i¢in graflarin 6z degerleri
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kullanilmistir. 1978 yilinda Avusturya’da diizenlenen bir konferansta Ivan Gutman,
kimyaya 0zgli bu kavrami genellestirerek matematik literatiiriine kazandirmistir.
Kimyasal kokeni ¢cok daha eski olmasina ragmen matematik uygulamalar1 (Gutman,
1978) calismas1 sayesinde ilgi gérmiistiir yalnizca matematik degil, ayn1 zamanda
kimya, bilgisayar bilimi, fizik ve miihendislik gibi alanlarda da uygulanmasina zemin
hazirlamistir. Bu gelismelerin sonucu olarak bir¢cok graf enerji ¢esidi tanimlanmistir
(Li ve ark., 2012). Enerji alaninda gerceklestirilen bu calismalar zaman icerisinde
bir¢cok problemi de ortaya ¢ikarmistir. Bu problemlerden en temel olanlardan biri de
hangi tiirden graflarin minimal enerjili veya maksimal enerjili oldugunun tespitidir.
Bu problem ilk kez (McClelland, 1971) tarafindan incelenmistir. Ilgili calismada
matrislerin 6z degerleriyle baglantili olacak sekilde enerjiyle ilgili alt ve iist siirlar
belirlemistir. Bdylece, enerji lizerine yapilan bu caligmalar farklt matris tiirleriyle

beraber spektral graf kuramini genis bir ¢alisma alanina doniistiirmiistiir.

”Graf enerjisi grafin komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerce toplami
olarak tanimlanir” (Gutman, 1978). Bu temel tanim farkli matris ¢esitlerine uygulanarak
literatiirde bir¢ok graf enerjisi tanimlanmistir. Bu baglamda, Seidel enerjisi, Nirmala
enerjisi, minimum Ortii enerjisi, Laplasyan enerjisi, Randic enerjisi tanimlanan enerji
tiirlerindendir ve bu enerji ¢esitleri i¢cin matematiksel esitsizlikler yardimiyla alt ve iist
siirlarin belirlenmesi, maksimum ya da minimum enerji tiirine sahip graflarin yapisi

arastirilmaktadir.

Bu caligmanin amaci basit ve sonlu bir grafin minimum ortii Seidel Laplasyan
matrisini ve enerjisini tanimlamaktir. Seidel enerjisi ve Laplasyan enerjisi iizerine farkl
aragtirmalar olsa da, bu kavramlart minimum Ortii yapisiyla birlestirerek yeni bir enerji
tanimini olusturmak calismay1 6zgiin kilmaktadir. Seidel Laplacian minimum Ortii
enerjisi i¢in baz1 matematiksel esitsizlikler ve 6zellikler kullanilarak alt ve {ist sinirlarin
bulunmasi ve bu ¢alisma ile literatiire yeni bir graf enerjisi ¢esidinin kazandirilmasiyla

yapilacak ¢alismalara katki saglanmas1 amaglanmaktadir.

Bu ¢aligma kapsaminda basit ve sonlu graflarin minimum 06rtii Seidel Laplasyan
matrisi tanimlanmistir. Daha sonra bu matrisin izinin hesaplanmasiyla grafin
minimum Ortii Seidel Laplasyan enerjisi tanimi yapilmistir. Grafin minimum orti
Seidel Laplasyan enerjisinin grafin yapisina ve minimum Ortii kiimesine bagh

oldugu asikardir. Grafin minimum Ortii Seidel Laplasyan enerjisi i¢in ¢esitli graf
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parametrelerine bagl bazi alt ve {ist sinirlar elde edilmistir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu béliimde, ¢alismamiza zemin olusturan olusturan tanim ve teoremler ifade

edilecektir.

2.1. Graf Yapisi

Tamm 2.1. “Elemanlar: kose olarak adlandirilan bos olmayan V' kiimesi ve koseleri
birlestiren elemanlart kenar olarak adlandwilan E kiimesinden olusan G = (V| F)

ikilisine graf ad verilir ve kisaca G ile gosterilir” (Bondy ve Murty, 1976).

Sekil 2.1. G grafi

Sekil 2.1. deki G grafinin kose kiimesi V (G) = {vy, vq, v3, vy, v5} ve kenar kiimesi

E (G) - {61762763764a €5, 66767768} dir.

Tanim 2.2. "G = (V, E) bir graf ve u,v € V olsun. u ve v koselerini birlestiren
bir e kenart varsa, u ve v késeleri komsudur denir. Bu durumda u ~ v, e = uv veya
(u,v) € E gosterimleri kullamlir. u ve v kdselerini birlestiren bir kenar yoksa, u ve v

koseleri komsu degildir denir ve u ~ v ile gosterilir” (Biiyiikkése ve Gok, 2018).
Bir u késesinin komsuluk kiimesi N, olmak tizere
N, ={veV(G):u~v}

ile ifade edilir.



ONCEKIi CALISMALAR NiGAR KIRMIZI

Sekil 2.1. deki G grafinin kose komsuluklar sira farki gdzetmeksizin vy ~ vy, v; ~

V4, U1 ~ V3, V1 ~ Uy, Ug ~ Vg, Uy ~ Vs, Ug ~ U4, U3 ~ Us seklinde yazﬂlr.

Tanim 2.3. "G grafinin bir u késesine bagl kenar sayisina u kogesinin derecesi denir

ve deg (u) veya d, ile gosterilir” (Bondy ve Murty, 1976).

U7

(%1 V2

=N

U3 Ve

Npas

Sekil 2.2. G grafi

Tamim 2.4. "Bir grafta derecesi sifir olan kogeye izole koge, derecesi 1 olan késeye
ise sarkik kose denir. Iki kése arasinda birden cok kenar varsa, bu kenarlara paralel
kenarlar denir. Bir késeyi kendisine baglayan kenara da ilmek denir” (Bondy ve Murty,
1976).

Sekil 2.2. deki G grafinda; deg(vy) = 2, deg(vy) = deg(vs) = deg(vs) = 4,
deg(vs) = 3, deg(vg) = 1 ve deg(v;) = 0 dir;, yani vg bir sarkik kose ve vy ise bir izole
kosedir.

Tamim 2.5. "Paralel kenar ve ilmek icermeyen grafa basit graf denir” (Bondy ve Murty,
1976).

Vg — U3

/ AN

U1 Ve

V4 —— Us

Sekil 2.3. Basit graf
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Tamm 2.6. "G grafinin sonlu sayida kése ve kenari var ise, bu grafa sonlu graf, aksi

halde sonsuz graf denir” (Bondy ve Murty, 1976).

Tamm 2.7. "G grafinin herbir kenarina yon atanmast ile elde edilen grafa yonlii graf
denir ve herbir kenarina ise yay denir. Hi¢bir kenart bir yone sahip olmayan graf ise

yonsiiz graf denir” (Bondy ve Murty, 1976).

Sekil 2.4. Yonli graf

Lemma 2.8. G, n koseli e kenarl yonsiiz bir graf olsun. Bu takdirde
> deg (v;) = 2e
i=1

dir.

Lemma 2.8, "derece toplami1 formiilii” veya ”El Sikisma lemmasi1” olarak da bilinir.
Sonug 2.9. G grafinda derecesi tek sayi olan koselerin sayisi ¢ifitir.

Tamm 2.10. "G, n kdseli e kenarli grafinin ortalama derecesi d = QH—G ile tamimhdwr”

(Biiyiikkose ve Gok, 2018).

Tamm 2.11. "G grafimn tiim késelerinin derecesi k ise G ye k— diizenli graf denir. G
grafimin her kosesi birbirine komsu ise bu grafa tam graf denir. n koseli bir tam graf
K, ile gosterilir. K,, tam grafi her késesinin derecesi n — 1 olan bir (n — 1)— diizenli

graftir” (Bondy ve Murty, 1976).

Tamm 2.12. "G, kose kiimesi V = {vy, v, ..., v, } olan bir grafve heri = 1,2, ...,.n—1
icin e; = v;v;41 olsun. Kose ve kenarlarin vy, ey, vs, €9, ..., Un_1, €51, Uy ile tanimll
dizisine yiirtime denir. Tiim koseleri farkli olan yiiriimeye ise yol denir” (Bondy ve

Murty, 1976).
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Sekil 2.5. G grafi

Sekll 2.5.deki G grafl 1(}111 U1, €4, Us, €5, Us, €6, U2, €2, VU1, €4, U3, €8, U2 bir yurumedlr

vy, €3, Uy, €1, Vs, €3, U3 1se bir yoldur.

Tamm 2.13. “Herhangi iki késesi arasinda bir yol bulunan grafa baglantili, aksi halde
baglantisiz graf denir” (Bondy ve Murty, 1976).

Sekil 2.6. Baglantili ve baglantisiz graf

Tamm 2.14. "G bir graf olsun. G ile ayni kose kiimesine sahip olan ancak kenar kiimesi
G grafinda bulunmayan kenarlardan olusan grafa G grafinin komplementi denir ve
G ile gosterilir” (Bondy ve Murty, 1976). Bir baska deyisle, G grafi G grafindaki

kenarlarin K,, tam grafindan silinmesi sonucu elde edilir.

G, n koseli e kenarly bir graf olsun. Bu takdirde, G UG = K, E(G) U E(G) =
E(K,) ve ‘E (@)’ = (;) — edir.
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T N

\/

Sekil 2.7. G ve G

Tanim 2.15. "G = (V, E) bir graf ve U C V, bos olmayan bir alt kiime olsun. G
grafindaki herbir kenarin en az bir késesi U kiimesinde ise U kiimesine G grafinin bir
kose ortiisii (ortii kiimesi) denir. G grafinin miimkiin olan en kiigiik sayida késesinden
olusan kose ortiisiine minimum kose ortiisii denir. G grafinin minimum koge ortiisii
kiimesinin kardinalitesine grafin kose ortii sayisi denir ve 7(Q) ile gosterilir” (Skiena,

1990).

"G grafimin U’ koge ortiisii, grafin hi¢hir kose ortiisiiniin 6z alt kiimesi degilse, U’

kiimesine G grafimin minimal kose ortiisii denir” (Skiena, 1990).

Her minimum kose ortiisti bir minimal kégse ortiisiidiiv. Bunun karsiti dogru degildir.

(%1

™~

(%)
\
V4
W

U3

Sekil 2.8. G grafi

Sekil 2.8. deki G grafinin minimum kose ortii kiimeleri C; = {wvy,v4} ve Cy =

{v1,v4} dir.

Tamm 2.16. "G basit ve baglantili bir graf ve X C V(G) olsun. X kiimesindeki hi¢bir
kose cifti birbirine komsu degil ise X kiimesine G de bagimsiz kiime denir” (Skiena,
1990).
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a(G) = max{|X|: X, Gde bagimsiz kiime} sayisina G grafimn bagimsizlik

sayist denir ve o (G) ile gosterilir.
"G, n kogeli bir grafise
7T(G)+a(G)=n

dir” (West, 2000).

2.2. Graflarin Baz1 Matris Gosterimleri

Graflar matrisler yardimiyla temsil edilebiliv. Graflarin matris gosterimleri

graflara matematiksel olarak yaklasilmasint saglayan araglardir.

Graf matrislerinin 6z degerleri ile graf yapist arasinda bir¢ok iliski belirlenmistir.
Ornegin grafin Laplasyan matrisinin en kiigiik ikinci 6z degeri “grafin cebirsel

baglantisallig1” olarak tamimlanmistir (Fiedler, 1973).
Bu béliimde graflara ait bazi ozel matrislerin tanimlart verilecektir.
Tamm 2.17. "G kose kiimesi V (G) = {v1, va, ..., v, } basit bir graf olsun. ij girdisi

1 Uy ~ Vj
aij =
0 diger durumlarda

ile tamimli n X n tipindeki simetrik matrise G grafinin komsuluk matrisi denir ve A(G)

ile gosterilir” (Harary, 1969).

Sekil 2.9. G grafi
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Ornek 2.18. Sekil 2.9. daki G grafinin komsuluk matrisi asagidaki gibidir:

(001 10)
00111
AG=]11010
11101
(01010

Tamm 2.19. "A(G) matrisinin tiim oz degerlerinin kiimesine G grafinin spektrumu

denir” (Biggs, 1993).

G basit grafimin komguluk matrisi simetrik olup, tiim 6z degerleri reel sayidir. G
grafinin komsuluk matrisinin 6z degerleri Ay, o, ..., A, olmak iizere, bu 6z degerlerin

mutlak deger olarak en biiyiigiine grafin spektral yarigap denir.

Tamm 2.20. G, kése kiimesi V (G) = {vy,va,...,v,} olan basit bir graf olsun. G

grafimin Laplasyan matrisi L(G) = (l;;), n X n tipinde bir simetrik matris olup,

lij: —1 V; ~ U

0 diger durumlarda

ile tanmimhidir,

"D(G) = kosegen(dy,ds,...,d,), G grafimn kose derecelerinden olusan bir
kosegen matris ve A(G), G grafimn komsuluk matrisi olmak iizere, G grafinin

Laplasyan matrisi L(G) = D(G) — A(G) olarak ifade edilir” (Mohar, 1989).

Ornek 2.21. Sekil 2.9. da verilen G grafimin Laplasyan matrisi

2 0 -1 -1 0
0 3 -1 -1 -1
LG)=]-1 -1 3 -1 0
-1 -1 -1 4 -1
0 -1 0 -1 2

seklindedir.

10
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Tamm 2.22. "G kose kiimesi V (G) = {vy,va,...,v,} olan bir basit graf olsun. ij
girdisi

-1 v~V

1 v v, #]

0 1=7
ile tamimli n X n tipindeki simetrik matrise G grafinin Seidel matrisi denir ve S(G) ile

gosterilir” (Lint ve Seidel, 1966).
J biitiin elemanlar: 1 olan matris ve I birim matris olmak iizere, Seidel matrisi
S(G)=J—-1-2A(G)
olarak ifade edilebilir. Ayrica
S(G) = AG) — A(G)
dir.

Tanim 2.23. G grafimn Seidel Laplasyan matrisi Sp(G) olmak iizere,
SL(G)=Ds(G) — S(G) seklinde tammlamr. Burada D(G)= kosegen(n — 1 —
2dy,n —1—2dy,....,n — 1 — 2d,) dir” (Ramane ve ark., 2017).

Dikkat edilirse, G grafinin kose-derece matrisi D(G)=kosegen(dy, ds, ..., d,,) olmak
tizere
Dy(G) = D(G) — D(G)

ve

dir.

Bir grafin minimum ortii  kiimesine baglh olarak c¢esitli graf matrisleri

tamimlanmistir. Bu matrislerden bazilar: asagida verilmistir:
Tamm 2.24. "G grafimin minimum 6rtii kiimesi C' olsun. G grafinin minimum ortii
matrisi A.(G)=(as;) olmak iizere,
1 i=jvev;, €C
aj; =11 Vi ~ U
0 diger durumlarda

seklinde tamimlanmir” (Adiga ve ark., 2012).

11
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Tamm 2.25. "G grafimin minimum 6rtii kiimesi C' olsun. G grafinin minimum ortii
Seidel matrisi S.(G)=(s;;) olmak iizere,
-1 v ~w;

I v »=v;

1 i=y3, v el

0 i=j, v ¢C
seklinde tamimlanir” (Kanna ve ark., 2014).

Vs U1 (%)

Vg4 — U3
Sekil 2.10. G grafi

Ornek 2.26. Sekil 2.10. daki G grafinin bir minimum értii kiimesi C = {vy, vy, vy}
olmak iizere, G grafinin minimum ortii ve minimum ortii Seidel matrisleri sirasiyla

asagida verilmistir:

(1101 1] 1 -1 1 -1 1]
11100 101 -1 1 1
AG@=]l01010], S@=|1 -1 0 -1 1
10111 11 -1 1 -1
10010 11 1 -1 0

Seidel Laplasyan matrisi ve minimum ortii Seidel matrisi tanimlarint goz oniine

alarak bir grafin Seidel Laplasyan minimum ortii matrisini tammlayacagiz.

Tanim 2.27. G, n késeli ve minimum ortii kiimesi C' olan bir graf olsun. G grafinin

minimum ortii Seidel Laplasyan matrisi S, = S1..(G) = (s§;) olmak iizere,

1 v~ V;

—1 V;
n—2-2d;, i=j wv,eC
n—1-2d; 1=j, v;¢C

12
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seklinde tanimlayalim. Sy, matrisi n x n tipinde simetrik bir matristir.

Spe=Dg — S. oldugu kolayca goriilebilir. Burada Ds= kosegen(n — 1 — 2dy,n —
1—2dy,...n—1—2d,) dir

2.3. Graf enerjisi

Graf enerjisi kavrami ilk olarak 1930 yuinda Erich Hiickel tarafindan elektron
sistemleri tizerinde yaklasik molekiiler yoriinge hesaplamalarina metot arayisi
swrasinda ortaya atilmistir ve molekiillerin enerji seviyelerini gostermek igin graflarin
0z degerleri kullamilmistir. 1978 yilinda Avusturya’da diizenlenen bir konferansta
Ivan Gutman, molekiiler graflar igin tanimli bu kavrami genellestirerek matematik
literatiiriine kazandirmistir. Kimyasal kokeni ¢ok daha eski olmasina ragmen
matematik uygulamalart (Gutman, 1978) ¢alismast sayesinde ilgi gormiistiir ve bir¢ok

graf enerji ¢esidi tamimlanmistir (Li ve ark., 2012).

Graf enerjisinin bir¢ok uygulama alami bulunmaktadir: Makromolekiil teorisi
(Praznikar ve ark., 2019), protein dizilerinin analizi ve karsilagstirilmast (Wu ve
ark., 2015),(Yu ve ark., 2017), ag analizi (Giindiiz, 2009), (Richter, 2019), hava
tasimaciligini iceren problemler (Jiang ve ark., 2016), biyoloji (Giuliani ve ark., 2014),
bilgisayar bilimi ve siire¢ analizine bagli uygulamalar (Dang ve ark., 2018),(Musulin,
2014) vb.

Tanim 2.28. "G grafimin komsuluk matrisinin 6z degerleri \1, A, ..., N, olmak tizere

bu oz degerlerin mutlak degerlerinin toplamina G grafinin enerjisi denir ve
En(G) =\l
i=1
seklinde ifade edilir” (Gutman, 1978).
C™™ n x n tipindeki tiim kompleks matrislerin kiimesi olsun. (Nikiforov, 2007)

calismasinda graf enerjilerinin C"*" iizerinde tanimli matris normlarinin ézel halleri

olarak goz oniine alinabilecegi gosterilmistir B € C"*" matrisinin iz normu o;

M=

singiiler degerlerini gostermek iizere || B||, =
i

o; (B) olarak tamimlidw: Bu durumda
1

13
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B matrisinin oz degerleri V1,05, ..., V,, olmak iizere

tr (B) _ E”: tr (B)‘

n n

I, ¥ —

HB - (2.1)

saglanr.

(2.1) de B yerine grafin A komsuluk matrisi yazilirsa, tr (A) = 0 oldugundan graf

enerjsi ile | A||, ifadesi esit olur.
B € C™" matrisinin enerjisi
" tr (B)
E(B)=Y |
i=1

n
olarak tamimlanmr (Bravo ve ark., 2017).

Ji —

2.2)

Matris enerjisinin graf enerjsinin bir genellestirmesi oldugu asikardir. 2018 yilinda

grafin kése enerjisi de tanimlanmistir:

Tanim 2.29. "G, komsuluk matrisi A € C™*" olan bir graf olsun. A matrisinin eslenik

transpozu A* olmak iizere, v; kosesinin G grafina bagh enerjisi

Eng (v;) = |A]

i

olarak tamimlanir. Burada |A| = (AA*)% dir” (Arizmendi ve Arizmendi, 2021).

Graf enerjisinin grafin kése enerjilerine bagl olarak baska bir tanimi da ifade

edilmistir:

Tamim 2.30. "G, kose kiimesi V (G) = {v1, va, ..., v, } olan bir graf olsun. G grafinin

enerjisi
En(G)=> _Eng (v;)
i=1

olarak tamimlanir” (Arizmendi ve Arizmendi, 2021).

Yukarida verilen yeni graf enerjisi tanimina iligkin literatiirde bir¢ok yeni ¢alisma

yapumistir (Yan ve ark., 2023), (Akbari ve ark., 2024).

(Arizmendi ve Juarez-Romero, 2018) ¢alismasinda G = (V, E') bir graf olmak iizere

u,v € V igin G grafimin enerjisi

En(@)= T (En(u) . En(v)>.

(u,v)EE du dv

14
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olarak ifade edildi.

Son yillarda yapilan c¢alismalarda ¢ok sayida graf matrisi tammlanmasi graf
enerjisinin varyantlarinin da tanimlanmasina zemin hazirlamistir: Seidel Laplasyan
enerjisi (Ramane ve ark., 2017), Nirmala enerjisi (Gutman ve Kulli, 2021) vb. Grafin
minimum Ortii kiimesine bagh olarak da bir¢ok enerji tanimi yapilmistir. Bunlardan

bazilar asagida ifade edilmistir.

Tanmim 2.31. "G grafimin A. minimum ortii matrisinin 6z degerleri vy, s, ..., Vn olmak

lizere, G grafinin minimum ortii enerjisi
i=1
olarak tanimlanir” (Adiga ve ark., 2012).

Tanim 2.32. "G grafinin S, minimum ortii Seidel matrisinin oz degerleri 0,,0-, ..., 0,

olmak iizere, G grafinin minimum ortii Seidel enerjisi
ES.(G)=>_16
i=1

olarak tamimlanmr” (Kanna ve ark., 2014).

15
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3. GEREC ve YONTEM

3.1. Gereg

Bu ¢alismada basit ve sonlu graflarin matris gosterimleri, enerjileri ve spektral
graf teorisi iizerine literatiirde bulunan Ingilizce kaynaklar, makaleler, kitaplar ve tezler

incelenmistir.

3.2. Yontem

St minimum ortii Seidel Laplasyan matrisi izi sifirdan farkl bir matris oldugundan
(2.2) tammi goz oniine alimrsa, G grafimin minimum 6rtii Seidel Laplasyan enerjisini

tammlamak igin oncelikle Sy, matrisinin izi hesaplanacaktir.

G bir basit graf ve Sy . matrisinin oz degerleri py, ps, ..., pn olsun. (4.1) ve (2.2) goz

ontine alinarak G grafimin minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi

i n(n—1)—4e—|C
ESr. (G)=>_|pi — ( )n 1l (3.1)
i=1
olarak tamimlanacaktir. Ayrica ; = p; — nn—1)=de=|C]| yardimct 0z degerlerinin

n

tamimlanmasinin yamnda matematiksel esitsizlikler kullanilarak grafin minimum ortii

Seidel Laplasyan enerjisi igin sinirlar elde edilecektir.

16
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4. BULGULAR

4.1. Grafin Minimum Ortii Seidel Laplasyan Enerjisi

Bu boliimde G, n koseli ve e kenarli basit ve yénsiiz bir graf olmak iizere G

grafinin minimum 6rtii Seidel Laplasyan enerjisi tanimlanacaktir. Ayrica G grafinin

minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi i¢in simirlar sunulacaktir.

Ste minimum ortii Seidel Laplasyan matrisinin oz degerleri py, ps, ..., pn olsun.

Ilk olarak Sy ve S%_ matrislerinin izini belirleyelim.

Teorem 4.1. G grafinin minimum 6rtii kiimesi C' olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

saglanir:

tr(Ste) =n(n —1) —4e — |C],
tr (SI%C) :i(n— 1-2d; — &)’ +n(n—1),

=1

1, v; € C
ve tr(M), M matrisinin izidir.
0, V; ¢ C

burada ¢; =

Ispat. S;. matrisinin tamimi ve Lemma 2.8 geregi

tr(Sre) :Zpi = ZS’LC’L
i=1 i=1

n

:Z(n—l—Qdi—ai)

i=1

=n(n—1)—2> di—> ¢
i=1

=1

=n(n—1)—4e —|C]|

17
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elde edilir. Ayrica

n

tr(S7.) Zzp?
—ZZ( 5551)

i=175=1

=> (SC ) + zn: (s)?

i#] i—1
_zi( 0’ +an n—1-2d; — &)
1<J 1=

o (2w

—n(n—l)—i-zn: n—1-—2d; —e;)°

i=1

olarak bulunur.

(n—1—2d; — )

O

Onerme 4.2. G bir k-diizenli graf ve S. minimum értii Seidel matrisinin matrisinin 6z

degerleri 0y, 0,, ..., 0, olsun. Bu durumda Sr. matrisinin oz degerlerin — 1 — 2k — 0,

(j=1,2,...,n) dir

Ispat. G bir k-diizenli grafise Sp. = (n — 1 — 2k) I,, — S, oldugundan ispat agik¢a

goriiliir.

U

(4.1) ve (2.2) ifadelerini goz éniine alarak G grafinin minimum ortii Seidel

Laplasyan enerjisini

n

n(n—1)—4e—|C|

ESLC(G) :Z Pi — n
i=1
olarak tanmimlayacagiz.
V2
U1 (3
Uy

Sekil 4.1. G grafi

18
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Ornek 4.3. Sekil 4.1. deki G grafimin iki minimum 6rtii kiimesi C, = {va, vy, v6} ve
Cy = {v1,v4,v6} olmak iizere, bu ortii kiimelerine karsilik gelen minimum ortii Seidel

Laplasyan matrisleri asagida verilmistir:

1 1 -1 1 -1 -1 o 1 -1 1 -1 -1

1 -2 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1

-1 -1 3 -1 -1 1 -1 -1 3 -1 -1 1
SLcl = ) SLCQ -

1 1 -1 -4 1 1 1 1 -1 -4 1 1

-1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1

SpLe, matrisinin 6z degerleri py ~ —5.5311, p; ~ —4.6032, p3 ~ —1.28064,
py =~ —0.2451, ps =~ 2.5311, pg ~ 4.1347 ve S, matrisinin oz degerleri ise p; =~
—5.5604, po = —4.3521, p3 =~ —1.0280, py ~ —0.4433, p5 ~ 2.3222, pg ~ 4.0615
dir. Bu durumda %M ~ —0,8333 diir. Sonug olarak, ESy., (G) ~ 17,8414
ve ESr., (G) ~ 16,8809 olarak hesaplanir. Grafin minimum ortii Seidel Laplasyan

enerjisinin C' minimum 6rtii kiimesine bagl oldugu goriiliir.

Teorem 4.4. (Fan, 1951) M, N € C™*" tipinde simetrik matrisler olsun. Bu takdirde,
0; (M + N) < 0; (M) + 0i(N),

burada o; (X) (i = 1,2,...,n), X matrisinin singiiler degerlerini gostermektedir.
Teorem 4.4 den yararlanarak G grafinin minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi

icin ES. (G) ve grafin ortalama derecesini iceren asagidaki iist sinir1 elde edecegiz:

Teorem 4.5. G bir graf've G grafinin minimum 6rtii kiimesi C' olsun. Bu durumda

n

ESL.(G) < ES.(G)+ Y.

i=1

2(d—d;) + i lell® (4.3)

esitsizligi saglamr, burada d grafin ortalama derecesidir.

Ispat. D,= késegen(n —1—2dy,n—1—2dy, ...,n—1—2d,) ve I,, birim matris olmak
iizere, Sp. = Ds + (—S..) oldugundan

SLC_<n(n—1)—4e—|C'|>[n: [DS_ (n(n—l)—4€— ’O|>In]+(—86)

n n

ifadesi yazilabilir.
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d = olmak iizere, {DS — (M) ]n} kosegen matrisinin oz degerleri

( ) L |C| olarak bulunur. Teorem 4.4 kullamilirsa,

ES1.(6) =Y (ch ( rn= ) e 'C’) In)
—Zaz <Ds (n (n—1) 4e—|0|> n+(—Sc)>
<§n:0_2 <Ds (n n—1)—4e— |C’|> ]n> +ii:0i<—5c)
)+

n

2 —d, \C]‘ + ES.(Q)
bulunur. Sonug olarak (4.3) iist sumir1 elde edilir. U
(4.2) de B; = p; — nn=1)=de-|C]| yardimct oz degerlerini tamimlayalim. Bu

n

durumda, ESr. (G) yi
ESp. (G Z |5, (4.4)

olarak ifade edebiliriz.

Asagidaki lemma E Sy (G) igin ¢esitli sinirlarin bulunmasina yardimei olacaktir:

Lemma 4.6. Asagidaki ifadeler gerceklenir:

> B3 =0,
j=

Zﬁ2 =S (n 1= 24 4 n(n = 1)~ (0 (0~ 1) — de ~ O]
j=1 4.5)

= M.

Ispat. Teorem 4.1 geregi

n

; ZPJ—*Z (n—1) —4e —|C])

g 1
=n(n—1)—4e—|C|—n(n—1)+4e+ |C|
=0

20
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bulunur. Ayrica

zn:BQ _Z (pj n( n4e |C|)
j=1

—ZpZ—— (n—1) —46—|C\Z %Z (n—1) —4e —|C|)°

_zn:l (n—1-—2d; —5j) —|—n(n—1)—i( (n—1) —4e—|C|)*
+i§: [(n(n—n—46)2—2(n(n—1)—4e)|C|+IC|2}

2
n*i

(n—1—2d; — <)2+n(n—1)—i(n(n—l)—4e—\0|)2

Y.

[y

+
II=5

(n(n—1) —de —|C|)’

(n—1—2dj—8j)2+n(n—1)—Tll(n(n—l)—4e—|0|)2

<
Il
—

o

dir. O

Calismanmin kalaninda, Lemma 4.6 ve matematiksel esitsizlikler yardimiyla

ES. (G) igin yeni simirlar elde edilecektir.

Teorem 4.7. G, n koseli bir graf olsun. Bu durumda

\lM+n(n—1)

esitsizlikleri saglanir.

ﬁﬁi ' < ESL.(G) < vVnM

i=1

Ispat. (4.4) esitliginde Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa;

2
(Si) =S
=1 j=1 j=1
elde edilir ve (4.5) geregi

ESLC (G) S \/W
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olarak bulunur. Aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi kullanilirsa;

n(n—1)
S CICTE (H 15118, )

%#J i#]

<H|5 2(’rL 1)> n(n 1)

bulunur. Boylece Y |Bi]|5;| > n(n —1) 15" dir: Bu esitsizlik (4.5) ile kullanilirsa,
i i=1

(ESLC Zyﬂl‘ +Z|52| WJ
i#]

115!

i=1

>M +n(n—1)

alt simir1 elde edilir. O

Teorem 4.8. G bir grafve |1 > |B2| > ... > |5,| > 0 olsun. Bu takdirde,

2y/nM [B1]|Bnl

ESL (G) =

dir.

Ispat.a;,b; € RY (1 < j < n) olsun. Bu durumda, U, = max {a]} Uy = max. {b;};

U = 1r<n]1£1n {a;}, uy = 1r<mn {b;} olmak iizere

2 2
n n 1 UlUQ U1U2 n
E 1(1/]]2:1 =4 ( Uiy + U1U2> (]E:la] ]) ( )

=

esitsizligi saglanmir ((Mitrinovic ve Vasic, 1970), s.60).

(4.6) esitsizliginde a; = 1 ve b; = |B;| yazilirsa,

saglanwr. (4.5) kullanilirsa,

1 (|81 + 18a1)*

o
||M:
[}

nM < (ESL. (G))*
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olur. Boylece

ESLC (G) > ! (

~ 2vnM

V181 18]
elde edilir. O

Teorem 4.9. G bir grafve |1 > |B2| > ... > |5n| > 0 olsun. Bu durumda,

n2
BS..(G) > yfndt =" (1]~ |5.])"
esitsizligi saglanir.

Ispat. a;, b; (1 < j < n) negatif olmayan reel sayilar ve U, u; ifadeleri onceki

teoremdeki gibi tanimli olsun. Bu durumda,

2
n n n 77,2
> aiy b — (Zajbj) < T (U\Uz — ugus)? 4.7)
esitsizligi saglanwr (Ozeki, 1968).

(4.7) esitsizliginde a; = |B;|, b; = 1 yerine konursa,

2
n n 2
DI/ (z w) < = (181l = 18’
j=1 j=1

olur. (4.4) ve (4.5) geregi
2
nM — (ES1.(Q) < % (18] = |6.))°

elde edilir. Béylece ispat goriiliir. 0
Teorem 4.10. G, n koseli bir graf olsun. Bu durumda

g,
j= 1
’/81 2(n—1) 2

j=1
dir.

ispat. by, bs, ... by > 0, Ky, Koy oo iy > 0 ve Sk = Lolsun. K = min {ky, ko, .., kn}
j=1

olmak tizere

>obik; = 107 = nk (anj - HW) (4.8)
j=1 Jj=1

j=1 j=1
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esitsizligi saglanir (Furuichi, 2011).

(4.8) esitsizliginde b; = |B;, 1 < j <, k1 = 5-, 2 < j < nicink; = %

ve K = % degerleri yerine konursa,
n

2 il - 1
o gy A TT 1 2 (Zm me)
i=2 =

(4.9)
L@ - s
=9 5k 245
elde edilir.
I1 1|70
617 L1675 = o7 T gy = =
J=2 j=1 |51 ]2-D
ve iQ 8| = ESLc (G) — | 1| dir: Bu ifadeler (4.9) da yerine yazilirsa,
=
H |6 2n(n 1)
1 2n —1 1 -

— H = )ES.(G) >~ n
<2n 2n(n—1)> 15l < n(n —1) 2n> e (G) ’61|2(n71) ]1_[1|/8j|
bulunur, yani

1 H ‘6 2n(n 1 1 n 1
- Bul + g B2 (G) 2 o — [T 1B
e LR rey e
elde edilir. Béylece
gl
ES. (G) > |pi|+2(n—1) = §H B
|/81|2(n—1) j=1
oldugundan ispat biter. 0

Teorem 4.11. G, n koseli bir grafise
M
ESLC(G) S 7 + Vv Mn

esitsizligi saglanr.

Ispat. a;,b; > 0vep > 1 olmak iizere Minkowski toplam esitsizligi olarak bilinen

(Zlaﬁbjlp) < (Dajlp) + (Zlbjlp) (4.10)
j=1 j=1 j=1
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esitsizligini p = 2 i¢cin g6z oniine alalim ve a; = |B;| ve b; = 1 olarak se¢elim. Bu

durumda

(Zn:l(lﬂﬂj )2 (Zlﬂg )2+(§n:11>2 4.11)

elde edilir.

Bernoulli esitsizliginden

1

(Xn:(lﬂﬁj ) (Zi: 1+2|53)2 (4.12)

Jj=1

olur. (4.11) ve (4.12) esitsizliklerinden

(i(lww)Q < (z W)Q - i

j=1
(4.4) ve (4.5) kullanilirsa,
(n+2BS1.(G))* < VM + v/
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
M
ESLC(G) S 7 + Vv Mn
oldugu goriiliir. U
Teorem 4.12. G, n koseli bir grafise
M
ESLC (G) 2 ol
|61

esitsizligi saglanir.

Ispat.i = 1,2, ..., nicin (z;), (y;) negatif olmayan sayilarin azalan bir dizisi, v, ,y, #

0 ve (q;) negatif olmayan sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda

Z%I?Z%yf < max {ylz%xi, $1ZQz‘yi} > Giry; (4.13)
i=1 =1 i=1 i=1 i=1
esitsizligi saglanir (Dragomir, 2003).

(4.13) de x; = y; := |Bi| ve ¢; := 1 (1 < i < n) alimirsa,
Z |5i’2 Z ’51’\2 < max {|51’ Z B3l |51 Z |ﬁz‘} Z \51’2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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elde edilir. Béylece
D IBF < 181215
i=1 i=1

dir. (4.4) ve (4.5) den yararlanarak

M
ESLC (G) 2 m

sonucu elde edilir.
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5. TARTISMA

Bu ¢alismada grafin minimum ortii kiimesine iliskin yeni bir graf matrisi olan
minimum 6rtii Seidel Laplasyan matrisi tamimlanmigtir. Daha sonra bu matrisin izinin
hesaplanmasiyla grafin minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi tanimi yapilmistir.
Ayrica grafin minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi igin ¢esitli graf parametrelerine

bagli bazi simirlar elde edilmistir. Elde edilen sinirlar onceki boliimde sunulmustur.

Grafin minimum ortii Seidel Laplasyan matrisi izi sifirdan farkli bir matris
oldugundan grafin minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi i¢in simrlarin
belirlenmesinde yardimct o0z degerlerin kullanilmasina ihtiya¢ vardw.  Grafin
minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisinin grafin yapisina ve minimum ortii kiimesine

bagh oldugu asikardur.
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6. SONUCLAR

Bu ¢alismada basit ve sonlu graflarin minimum ortii Seidel Laplasyan matrisi
tamimlanmistir. Daha sonra bu matrisin izinin hesaplanmasiyla grafin minimum ortii
Seidel Laplasyan enerjisi tamimi yapumistir. Grafin minimum ortii Seidel Laplasyan
enerjisinin grafin yapisina ve minimum ortii kiimesine bagl oldugu asikardir. Grafin
minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi igin kose sayisi, kenar sayisi, kose ortii sayisi,

ortalama derecesi gibi graf parametrelerine bagli bazi sinirlar elde edilmistir.
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ONERILER NiGAR KIRMIZI

7. ONERILER

Calismamizda yeni bir graf matrisi olarak tamimlanan Sp. minimum ortii
Seidel Laplasyan matrisinin ve S%, matrisinin izleri hesaplanmistir. Bu matrislerin
izleri grafin minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisinin tamiminda ve enerji i¢in
smirlarin belirlenmesinde kullamilmistir. Sp. matrisinin daha biiyiik kuvvetlerinin
izinin hesaplanmasi, enerji i¢in yeni sinirlarin belirlenmesinde kullanilabilir. Ayrica

bazi ozel graflarin minimum ortii Seidel Laplasyan enerjisi hesaplanabilir.
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