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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BAZI DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN AKBARİ-GANJİ VE EXP FONKSİYON
YÖNTEMİYLE ANALİZİ

Esma KARASAKAL

Harran Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDİ
Yıl: 2025, Sayfa: 38

Birçok disiplinde ortaya çıkan problemleri diferansiyel denklemlerle ifade etmek mümkündür. Bu
diferansiyel denklemlerin tipleri lineer veya lineer olmayabilir. Oluşturulan mevcut diferansiyel
denklemlerin bir çözüme sahip olup olmadığını bilmek çok önemlidir. Bir çözüm varsa, çözümünü
bulmak her zaman kolay olmayabilir. Modellenen denklemin bir çözümü varsa, verilen denklemin
kesin veya yaklaşık çözümlerini elde etmek için çeşitli yarı analitik yöntemler mevcuttur. Akbari-Ganji
yöntemi ve Exp fonksiyon yöntemi bu istenen yaklaşık çözümlere ulaşmak için kullanılan yöntemlerden
biridir. Burada, lineer olmayan adi diferansiyel denklemin yaklaşık çözümleri Akbari-Ganji yöntemi ve
Exp fonksiyon yöntemi ile analiz edilecektir. Son olarak, yaklaşık çözümler grafiklerle gösterilecektir.

ANAHTAR KELİMELER: Akbari-Ganji yöntemi, Exp fonksiyon yöntemi, Diferansiyel denklemler,
yaklaşık çözüm, tam çözüm
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It is possible to express the problems that arise in many disciplines with differential equations. The
types of these differential equations can be linear or non linear. It is worth to know whether the existing
differential equations created have a solution. If a solution exists, it may not be easy to find its solution.
If the modelled equation has a solution, various semi-analytical methods are available to obtain their
exact or approximate solutions of given equation. Akbari-Ganji method and Exp function method are
one of the methods to reach these desired approximate solutions. Here, the approximate solutions of
non linear ordinary differential equation will be analyzed with the Akbari-Ganji method and and Exp
function method with Finally, approximate solutions will be graphed as well.

KEY WORDS: Akbari-Ganji method, Exp function method, differential equations,
approximate solutions, exact solutions
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1. GİRİŞ Esma KARASAKAL

1. GİRİŞ

Bilinen temel tanımlar ve formüller ifade edilecektir.

Tanım 1 “Bağımlı değişkenin bir veya daha fazla bağımsız parametreye göre
türevlerini ihtiva eden denkleme türevli denklem denir. Denklem bir bağımsız
parametreli ise denkleme sıradan (bayağı) diferansiyel denklem denir. Diğer halde,
denkleme parçalı türevli denklem denir. Teknik olarak, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛 için 𝑥𝑘

verilsin ve 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ise

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑛 , . . . ,
𝜕𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑛
) = 0

denklemi 𝑛. meretebeden parçalı türevli denklem denir”. (Biz, 2019)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= ℎ(𝑥), 𝑢𝑡 = 𝑐𝑢𝑥𝑦

veya
𝑥𝑢𝑡 + 𝑡2𝑢2 = sin(𝑥)

ifadeleri parçalı diferansiyel denklemlere birer örnek olarak verilebilir. İkinci
mertebeden parçalı türevli denklemler oldukça önemlidir. Aşağıdaki gibi
sınıflandırılabilir.

Tanım 2 “İkinci mertebeden

𝐷 (𝑥, 𝑦) 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝐸 (𝑥, 𝑦) 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝜕

2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜕𝑢
𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 0

parçalı türevli denklemde

• 𝐸2 − 4𝐷𝐹 < 0 ise eliptik,

• 𝐸2 − 4𝐷𝐹 = 0 ise parabolik,

• 𝐸2 − 4𝐷𝐹 > 0 ise hiperboliktir”. (Biz, 2019)

Tanım 3 “Tek parametreli ℎ(𝑥) fonksiyonun 𝑥 = 𝑥0 komşuluğundaki Taylor seri açılımı

ℎ(𝑥) = ℎ(𝑥0) + ℎ′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0) +
ℎ′′(𝑥0)

2! (𝑥 − 𝑥0)2 + ℎ
′′′(𝑥0)
3! (𝑥 − 𝑥0)3 + · · ·

+ ℎ
𝑛 (𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛 + · · · .

1



1. GİRİŞ Esma KARASAKAL

Eğer 𝑥0 = 0 olarak alınırsa seri literatürde Maclaurin seri açılımı olarak bilinir”. (Biz,
2019)

Tanım 4 “İki parametreli ℎ(𝑥, 𝑦) fonksiyonunun (𝑥, 𝑦) = (𝑥0, 𝑦0) noktasında Taylor
serisi

ℎ(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑥0, 𝑦0) + ℎ𝑥 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0) + ℎ𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑦 − 𝑦0)

+
ℎ𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0)2 + ℎ𝑥𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0) (𝑦 − 𝑦0) + ℎ𝑦𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑦 − 𝑦0)2

2!
+ · · ·

biçimindedir”. (Biz, 2019)

2



2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Esma KARASAKAL

2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Helmholtz denklemi olarak bilinen lineer olmayan salınım denklemi

𝑢′′ + 2𝑢 + 𝑢2 = 0, 𝑢(0) = 0.1, 𝑢′(0) = 0,

biçimindedir. Benzer olarak, Duffing denklemi olarak bilinen lineer olmayan salınım
denklemi

𝑢′′ − 2𝑢3 = 𝑡, 𝑢(0) = 0, 𝑢′(0) = 1

biçimindedir. Lineer olmayan salınımlar fizik ve mühendisliğin çeşitli dallarında ortaya
çıkan bir modeldir. Lineer olmayan salınımlar büyük genlikli bir fiziksel sarkacın
salınımları, doğrusal olmayan elektrik devreleri, görüntü işleme, uyduların hareketi
gibi çeşitli problemleri incelemek için kullanılmıştır (Davis, 1962; Debnath, 2005;
Logan, 1994; Whitham, 1974; Chakraverty ve ark., 2019).

Dördüncü mertebeden lineer olmayan (3+1) boyutlu genelleştirilmiş
Kadomtsev–Petviashvili–Benjamin–Bona–Mahony (KPBBM) denklemininin
çözümünün geliştirilmiş Bernoulli alt denklem fonksiyon yöntemi ve
değiştirilmiş-genişletilmiş tanh fonksiyon yöntemi ve KPBBM problemi (Mahmud ve
ark., 2023)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
+ 𝜇1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇2
𝜕 (𝑢 𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝜕𝑥
− 𝜇3

𝜕4𝑢

𝜕𝑥3𝜕𝑡
+ 𝜇4

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝜇5
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0

formuna sahiptir. Burada, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜇4 ve 𝜇5 reel sabitlerdir ve 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) bir
dalganın genliği fonksiyonunu belirtir. Lineer olmayan teoriler daha çok lineer
olmayan diferansiyel denklemler olarak modelize edilirler. Aynı şekilde, akışkanlar
mekaniği, hidrodinamik gibi fiziksel ve uygulamalı çalışmalarda doğa olayları
yorumlamak için kısmi diferansiyel denklemler (KDD) sıklıkla karşımıza çıkar.
Kısaca, KDD matematiksel fizik, optik, elastik medya, kimyasal reaksiyonlar,
astrofizik, ekosistemler, kuantum teorisi, jeoloji, plazma fiziği, dalga yayılımı ve sığ
su gibi benzeri alanlarda ortaya çıkar.

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝛼𝑢2 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜏 𝜕

3𝑢

𝜕𝑥3 + 𝑙
𝜕
(
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
)

𝜕𝑥
= 0
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Esma KARASAKAL

(3+1) boyutlu genelleştirilmiş Korteweg de Vries-Zakharov-Kuznetsov (gKdVZK)
denklemini ele alalım. Burada, 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) dalgayı tanımlar ve 𝛼, 𝜏 ve 𝑙 reel sabitleri ise
sırasıyla sıcak izotermal, sıcak adyabatik sıvı ve soğuk hareketsiz organizmaları
tanımlayan reel sabitlerdir. (3+1)-boyutlu gKdVZK denklemi için elde edilen
çözümler ve kullanılan değiştirilmiş-genişletilmiş tanh ve genişletilmiş rasyonel
sinh− cosh yöntemleri için (Mahmud ve ark., 2023a) bakılabilir.

Diferansiyel denklemlerin çözümleri için değişik metotlar mevcuttur. İteratif
yöntem ( Alıcı ve Tanriverdi, 2020; Alıcı ve Tanriverdi, 2021) Bernoulli alt denklem
fonksiyon yöntemi (BADFY) ve geliştirmiş BADFY (Baskonus ve ark., 2022;
Baskonus ve ark., 2022a; Mahmud ark., 2023b; Hoşer, 2023) ve Caputo kesirli
Laplace dönüşümü ile (Tanrıverdi ve ark., 2021; Podlubny, 1998), popülasyon
modelleri (Waltman, 1983), Mittag-Leffler yaklaşımıyla çözüm (Güneş, 2021; İşleyen,
2024), contour integral metodu (Tanriverdi, 2001; Tanriverdi ve Mcleod, 2007;
Tanriverdi ve Mcleod, 2008; Tanriverdi, 2009; Tanriverdi, 2019; Tanriverdi, 2019a),
klasik analiz (Tanriverdi, 2012; Tanriverdi, 2012a; Tanriverdi, 2017; Tanriverdi,
2019), Laplace dönüşüm metodu ( Tanriverdi, 2018), Laplace integrali (Tanriverdi,
2018), asimtotik analiz (Merca ve Tanriverdi, 2013), atış metodu (Hastings ve
McLeod, 2011; Tanrıverdi ve Mcleod, 2010), diferansiyel dönüşüm metodu
(Tanriverdi ve Ağırağaç, 2018), asimtotik metodu (Tanriverdi, 2021), Riemann zeta
hipotezi üzerine özgün bir bakış için (Tanriverdi, 2021), değiştirilmiş eksponansiyel
fonksiyon metodu (Muhamad ve ark., 2023b), genişletilmiş rasyonel sinh-cosh ve
değiştirilmiş ve genişletilmiş tanh-function metodu ve diğer metotlar için (Mahmud,
2023; Muhamad, 2023; Mahmud ve ark., 2023c; Mahmud ve ark., 2023d; Mahmud ve
ark., 2024; Mahmud ve ark., 2024a) ve sine-Gordon açılım metodu (Şap, 2024).

4



3. GEREÇ VE YÖNTEM Esma KARASAKAL

3. GEREÇ VE YÖNTEM

Burada, diferansiyel denklemlerin dalga çözümlerininin yaklaşığını veya tam
çözümünü bulmak için Akbari-Ganji metodu ve Exp fonksiyon metodu anlatılacaktır.
İlk olarak Akbari-Ganji metodunu ele alalım.

3.1. Akbari-Ganji Metodu

Bildiğimiz gibi lineer diferansiyel denklemleri çözmek için değişik birçok
analitik ve nümerik yöntemler vardır. Fakat lineer olmayan diferansiyel denklemleri
çözen metodlar oldukça azdır. Bu metotlardan birisi Akbari-Ganji metodudur (AGM).
AGM başlangıçta cebirsel bir yaklaşım olarak ifade edildi ama sonradan literatürde
Akbari-Ganji metodu olarak ifade edildi. AGM lineer olmayan diferansiyel
denklemlerinin yaklaşık çözümünü verir. 𝐹 lineer ve lineer olmayan terimler içeren
bir bayağı diferansiyel denklem olsun. Yani,

𝐹 = 𝐴(𝑣) − 𝑓 (𝑡)

olsun. Burada, 𝐴(𝑣) = 𝐿 (𝑣) + 𝑁 (𝑣) olup 𝐿 (𝑣) ele alınan diferansiyel denklemin lineer
kısmı, 𝑁 (𝑣) lineer olmayan kısmı ve 𝑓 (𝑡) dış kuvveti gösterir. Ayrıca, 𝐹 aşağıdaki gibi
de yazılabilir.

𝐹 (𝑡, 𝑣(𝑡), 𝑣′(𝑡), 𝑣′′(𝑡), . . .) = 0, (3.1)

burada

𝐹 (𝑡, 𝑣(𝑡), 𝑣′(𝑡), 𝑣′′(𝑡), . . .) = 𝐴(𝑣) − 𝑓 (𝑡)

denklemine ait başlangıç koşulları

𝑣′(0) = 𝐴, 𝑣(0) = 𝐵 (3.2)

ile verilir. Başlangıç değer problemi (BDP) için yaklaşık çözüm elde etmede
kullanacağımız AGM için gerekli adımlar sırasıyla aşağıdaki gibidir.
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1. Adım (3.1) denkleminin homojen olması halinde çözüm

𝑣(𝑡) = 𝑒−𝑏𝑡 (𝑎 cos(𝑤𝑡 + 𝜙)) (3.3)

şeklinde olsun. Benzer şekilde (3.1) denkleminin homojen olmaması halinde çözüm

𝑣(𝑡) = 𝑒−𝑏𝑡 (𝑎 cos(𝑤𝑡 + 𝜙)) + 𝑑 cos(𝑤0𝑡 + 𝜓) (3.4)

şeklinde kabul edilir. Bundan sonraki hedef kabul edilen çözümlerdeki bilinmeyen 𝑎,
𝑏, 𝑑, 𝑤, 𝜙, 𝑤0 ve 𝜓 katsayılarını belirlemektir.

2. Adım Çözüm (3.3) denkleminde başlangıç koşulları kullanılırsa

𝑎cos 𝜙 = 𝐴

ve

−𝑎𝑏 cos 𝜙 − 𝑎𝑤 sin𝜓 = 𝐵

elde edilir. Dış kuvvetin olduğu durumda çözüm kabul ettiğimiz (3.4) eşitliğinde
başlangıç koşulları kullanıldığında ise aşağıdaki denklemler elde edilir.

𝑎cos 𝜙 + 𝑑cos𝜓 = 𝐴

ve

−𝑎𝑏 cos 𝜙 − 𝑎𝑤 sin 𝜙 − 𝑑𝑤0sin𝜓 = 𝐵.

Bu adımda elde edilen iki denklem bilinmeyen katsayıları belirlemede kullanılacaktır.
3. Adım Kabul edilen (3.3) ya da (3.4) çözümler (3.1) denkleminde yazılırsa

𝐺 (𝑡, 𝑣(𝑡), 𝑣′(𝑡), 𝑣′′(𝑡), . . .) = 0 (3.5)

elde edilir. Elde edilen bu diferansiyel denklemin türevleri alınarak 𝑡 = 0 alınırsa

𝐺 (0, 𝑣(0), 𝑣′(0), 𝑣′′(0), . . .) = 0,

𝐺′(0, 𝑣(0), 𝑣′(0), 𝑣′′(0), . . .) = 0,

𝐺′′(0, 𝑣(0), 𝑣′(0), 𝑣′′(0), . . .) = 0,

𝐺′′′(0, 𝑣(0), 𝑣′(0), 𝑣′′(0), . . .) = 0

(3.6)
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cebirsel sistemi elde edilir. Elde edilen sistem çözülürse başlangıç değer probleminin
yaklaşık çözüm bulunur. Burada, (3.6) denklem sayısı başlangıç koşulları hariç diğer
bilinmeyen sayısı ile eşit olmalıdır.

3.2. Eksponansiyel Fonksiyon Metodu

Burada, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin soliter çözümlerini, periyodik
çözümlerini ve kompakton benzeri çözümlerini bulmak için Exp (eksponansiyel)
fonksiyon yöntemi (He ve Wu, 2006) işlenecektir. Önerilen yöntem soliter çözümleri
bulmada etkilidir. Bu metodu kullanabilmek için ele alınan kısmi diferansiyel
denklemler ilk olarak bayağı diferansiyel denklemlere indirgenir.

𝐹 (𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑡 , 𝑢𝑥𝑥 , 𝑢𝑥𝑡 , . . .) = 0 (3.7)

kısmi diferansiyel denklemini ele alalım. (3.7) denklemine

𝑢(𝜉) = 𝑘𝑥 + 𝑤𝑡 (3.8)

dönüşümü uygulanırsa

𝐻 (𝑢, 𝑢′, 𝑢′′, . . .) = 0 (3.9)

bayağı diferansiyel denklemi elde edilir. (3.9) bayağı diferansiyel denkleminin çözümü

𝑢(𝜉) =

𝑑∑
𝑛=−𝑐

𝑎𝑛𝑒𝑥𝑝(𝑛𝜉)
𝑞∑

𝑛=−𝑝
𝑏𝑛𝑒𝑥𝑝(𝑛𝜉)

(3.10)

şeklinde olsun. Burada, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐, 𝑑, 𝑝 ve 𝑞 belirlenmesi gereken katsayılardır. 𝑐 ve 𝑝
parametreleri (3.9) denklemindeki en düşük mertebeli lineer ve lineer olmayan
terimlerin kuvvetlerinin dengelenmesiyle elde edilir. Benzer olarak, 𝑑 ve 𝑞

parametreleri (3.9) denklemindeki en yüksek mertebeli lineer ve lineer olmayan
terimlerin kuvvetlerinin dengelenmesiyle elde edilir.

Daha sonra çözüm kabul ettiğimiz (3.10) denklemi (3.9) denkleminde yerine
yazılarak 𝑒𝑥𝑝(𝑛𝜉) fonksiyonların katsayıları sıfıra eşitlenerek cebirsel bir sistem elde
edilir. Bu son sistem çözülerek sonuca varılır.
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Uygulamada kullanılacak çözümün bazı kuvvetleri alınırsa

𝑈2(𝜉) = 𝐸−𝑐𝑒−2𝑐𝜉 + · · · + 𝐸𝑑𝑒2𝑑𝜉

𝐸−𝑝𝑒−2𝑝𝜉 + · · · + 𝐸𝑞𝑒2𝑞𝜉 ,

𝑈3(𝜉) = 𝐹−𝑐𝑒−3𝑐𝜉 + · · · + 𝐹𝑑𝑒3𝑑𝜉

𝐹−𝑝𝑒−3𝑝𝜉 + · · · + 𝐹𝑞𝑒3𝑞𝜉

şeklindedir. Benzer şekilde çözümün türevleri alındığında ise

𝑈′(𝜉) = 𝐺−𝑐𝑒 (−𝑐−𝑝) 𝜉+···+𝐺𝑑𝑒
(𝑑+𝑞) 𝜉

𝐺−𝑝𝑒
−2𝑝𝜉+···+𝐺𝑞𝑒

2𝑞𝜉 ,

𝑈′′(𝜉) = 𝐻−𝑐𝑒 (−𝑐−3𝑝) 𝜉+···+𝐻𝑑𝑒
(𝑑+3𝑞) 𝜉

𝐻−𝑝𝑒
−4𝑝𝜉+···+𝐻𝑞𝑒

4𝑞𝜉 ,

(𝑈𝑈′)′(𝜉) = 𝐾−𝑐𝑒 (−4𝑝−2𝑐) 𝜉+···+𝐾𝑑𝑒
(2𝑑+4𝑞) 𝜉

𝐾−𝑝𝑒
−6𝑝𝜉+···+𝐾𝑞𝑒

6𝑞𝜉

ifadeleri elde edilebilir.
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4. BULGULAR

Burada, AGM ve EFM metotları lineer olmayan diferansiyel denklemlere
uygulanarak yaklaşık ve tam çözümler elde edilecektir.

4.1. Helmoltz Denklemi

Lineer olmayan salınım özelliğine sahip fizik ve mühendisliğin çeşitli dallarında
ortaya çıkan Helmoltz denklemine AGM uygulanacaktır.

𝑈′′(𝑡) + 2𝑈 (𝑡) +𝑈2(𝑡) = 0,𝑈 (0) = 0.1, 𝑈′(0) = 0 (4.1)

denklemini AGM ile çözelim.
Denklem homojen olduğundan çözüm

𝑈 (𝑡) = 𝑒−𝑏𝑡
(
𝑎 cos(𝑤𝑡 + 𝜙)

)
(4.2)

şeklinde kabul edilir. Kabul edilen çözümün türevleri alınırsa

𝑈′(𝑡) = 𝑎𝑒−𝑏𝑡
(
− 𝑏 cos(𝑤𝑡 + 𝜙) − 𝑤 sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

)
(4.3)

𝑈′′(𝑡) = 𝑎𝑒−𝑏𝑡
(
(𝑏2 − 𝑤2) cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + 2𝑏𝑤 sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

)
(4.4)

elde edilir. (4.2) ve (4.4) denklemleri (4.1) denkleminde yazılırsa

𝑒−𝑏𝑡
(
2𝑎 + 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑤2) cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + 2𝑎𝑏𝑤 sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

)
+ 𝑎2𝑒−2𝑏𝑡 cos2(𝑤𝑡 + 𝜙) = 0

(4.5)

bulunur. Bulunan denklemin tekrar türevi alınırsa

𝑒−𝑏𝑡
(
(−2𝑎𝑏 − 𝑎𝑏3 + 3𝑎𝑏𝑤2) cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + (−2𝑎𝑤 − 3𝑎𝑏2𝑤 + 𝑎𝑤3) sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

)
− 2𝑎2𝑒−2𝑏𝑡 ((𝑏 cos2(𝑤𝑡 + 𝜙) + 𝑤 cos(𝑤𝑡 + 𝜙) sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

) (4.6)

elde edilir. Elde edilen ifadelerde 𝑡 = 0 alınarak başlangıç koşullarıyla birlikte aşağıdaki
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denklem sistemi elde edilir.

𝑎 cos 𝜙 − 0.1 = 0,

−𝑎𝑏 cos 𝜙 − 𝑎𝑤 sin 𝜙 = 0,

(2𝑎 + 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑤2) cos 𝜙 + 2𝑎𝑏𝑤 sin 𝜙 + 𝑎2 cos2 𝜙 = 0,

(−2𝑎𝑏 − 𝑎𝑏3 + 3𝑎𝑏𝑤2) cos 𝜙 + (−2𝑎𝑤 − 3𝑎𝑏2𝑤 + 𝑎𝑤3) sin 𝜙

− 2𝑎2𝑏 cos2 𝜙 − 2𝑎2𝑤 cos 𝜙 sin 𝜙 = 0.

(4.7)

Denklem sistemi çözüldüğünde aşağıdaki çözüm ailesi bulunur.

𝑎 = 0.1, 𝑏 = 0, 𝑤 = −1.44914, 𝜙 = −3.14159;

𝑎 = −0.1, 𝑏 = 0, 𝑤 = −1.44914, 𝜙 = 3.14159;

𝑎 = −0.1, 𝑏 = 0, 𝑤 = 1.44914, 𝜙 = −3.14159;

𝑎 = −0.1, 𝑏 = 0, 𝑤 = 1.44914, 𝜙 = 3.14159;

𝑎 = 0.1, 𝑏 = 0, 𝑤 = −1.44914, 𝜙 = 0;

𝑎 = 0.1, 𝑏 = 0, 𝑤 = 1.44914, 𝜙 = 0.

Şimdi, 𝑎 = 0.1, 𝑏 = 0, 𝑤 = 1.44914, 𝜙 = 0 değerleri (4.2) çözümünde yerine yazılırsa
problemin bir çözümü aşağıdaki gibi bulunur.

𝑈 (𝑡) = 0.1 cos(1.4491𝑡). (4.8)

𝑈′(𝑡) = −0.14491 sin(1.4491𝑡). (4.9)

𝑈 (𝑡) ve𝑈 (𝑡) -𝑈′(𝑡) sırasıyla çözümlerinin grafiği şekildeki gibidir.

2 4 6 8 10

-0.10

-0.05

0.05

0.10

Şekil 4.1: (4.8) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 10.
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-0.10 -0.05 0.05 0.10

-0.15

-0.10

-0.05

0.05

0.10

0.15

Şekil 4.2: (4.8)-(4.9) denkleminin parametrik grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.

4.2. Klasik AGM ile Çözüm

Lineer olmayan salınım özelliğine sahip fizik ve mühendisliğin çeşitli dallarında
ortaya çıkan Duffing denklemine AGM uygulanacaktır.

𝑈′′(𝑡) − 2𝑈3(𝑡) = 𝑡,𝑈 (0) = 0, 𝑈′(0) = 1 (4.10)

denklemini AGM ile çözelim.
Denklem homojen olmadığından yani denkleme etki eden dış kuvvet olduğundan

çözüm

𝑈 (𝑡) = 𝑑 cos(𝑐𝑡 + 𝜓) + 𝑒−𝑏𝑡𝑎 cos(𝜙 + 𝑡𝑤) (4.11)

şeklinde kabul edilir. Burada hedef 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑤, 𝜓 ve 𝜙 parametrelerini belirlemektir.
Bu parametreleri belirlemek için aşağıdaki adımlar izlenir.

Çözüm kabul ettiğimiz (4.11) ifadesinin𝑈′ ve𝑈′′ türevleri

𝑈′(𝑡) = −𝑎𝑏𝑒−𝑏𝑡 cos(𝜙 + 𝑡𝑤) − 𝑐𝑑 sin(𝑐𝑡 + 𝜓) − 𝑎𝑤𝑒−𝑏𝑡 sin(𝜙 + 𝑡𝑤),

𝑈′′(𝑡) = −𝑐2𝑑 cos(𝜓 + 𝑐𝑡) + 𝑎𝑏2𝑒−𝑏𝑡 cos(𝑤𝑡 + 𝜙)

− 𝑎𝑤2𝑒−𝑏𝑡 cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + 2𝑎𝑏𝑤𝑒−𝑏𝑡 sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

(4.12)
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bulunur. Daha sonra (4.11) ve (4.12) denklemleri (4.10) denkleminde yazılırsa

− 𝑡 − 𝑐2𝑑 cos(𝜓 + 𝑐𝑡) − 2𝑑3cos3(𝜓 + 𝑐𝑡) + 𝑎𝑏2𝑒−𝑏𝑡 cos(𝑤𝑡 + 𝜙)−

𝑎𝑤2𝑒−𝑏𝑡 cos(𝑤𝑡 + 𝜙) − 6𝑎𝑑2𝑒−𝑏𝑡 cos(𝑤𝑡 + 𝜙) cos2(𝜓 + 𝑐𝑡) − 6𝑎2𝑑𝑒−2𝑏𝑡

cos2(𝑤𝑡 + 𝜙) cos(𝜓 + 𝑐𝑡) − 2𝑎3𝑒−3𝑏𝑡 cos3(𝑤𝑡 + 𝜙) + 2𝑎𝑏𝑤𝑒−𝑏𝑡 sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

(4.13)

elde edilir. Elde edilen (4.13) denkleminin türevi tekrar alınır ve 𝑡 = 0 değeri ile birlikte
aşağıdaki sistem elde edilir.

𝑎 cos 𝜙 + 𝑑 cos𝜓 = 0,

− 𝑎𝑏 cos 𝜙 − 𝑐𝑑 sin𝜓 − 𝑎𝑤 sin 𝜙 = 0,

− 𝑐2𝑑 cos𝜓 − 2𝑑3 cos3 𝜓 + 𝑎𝑏2 cos 𝜙 − 𝑎𝑤2 cos 𝜙 − 6𝑎𝑑2 cos 𝜙 cos2 𝜓

− 6𝑎2𝑑 cos2 𝜙 cos𝜓 − 2𝑎3 cos3 𝜙 + 2𝑎𝑏𝑤 sin 𝜙 = 0,

− 1 − 𝑎𝑏2 cos 𝜙 + 3𝑎𝑏𝑤2 cos 𝜙 + 6𝑎3𝑏 cos3 𝜙 + 12𝑎2𝑏𝑑 cos2 𝜙 cos𝜓

+ 6𝑎𝑏𝑑2 cos 𝜙 cos2 𝜓 − 3𝑎𝑏2𝑤 sin 𝜙 + 𝑎𝑤3 sin 𝜙6𝑎3𝑤 cos2 𝜙 sin 𝜙

+ 12𝑎2𝑑𝑤 cos 𝜙 cos𝜓 sin 𝜙 + 6𝑎𝑑2𝑤 cos2 𝜓 sin 𝜙 + 𝑐3𝑑 sin𝜓 + 6𝑎2𝑐𝑑

cos2 𝜙 sin𝜓 + 12𝑎𝑐𝑑2 cos 𝜙 cos𝜓 sin𝜓 + 6𝑐𝑑3 cos2 𝜓 sin𝜓 = 0,

(𝑎𝑏4 − 6𝑎𝑏2𝑤2 + 𝑎𝑤4) cos 𝜙 + (6𝑎3𝑤2 − 18𝑎3𝑏2) cos3 𝜙 + 𝑐4𝑑 cos𝜓

(−24𝑎2𝑏2𝑑 + 6𝑎2𝑐2𝑑 + 12𝑎2𝑑𝑤2) cos2 𝜙 cos𝜓 + (12𝑎𝑐2𝑑2 − 6𝑎𝑏2𝑑2

+ 6𝑎𝑑2𝑤2) cos 𝜙 cos2 𝜓 + 6𝑐2𝑑3 cos3 𝜓 + (4𝑎𝑏3𝑤 − 4𝑎𝑏𝑤3) sin 𝜙

− 36𝑎3𝑏𝑤 cos2 𝜙 sin 𝜙 − 48𝑎2𝑏𝑑𝑤 cos 𝜙 cos𝜓 sin 𝜙 − 12𝑎𝑏𝑑2𝑤 cos2 𝜓

sin 𝜙 − 12𝑎3𝑤2 cos 𝜙 sin2 𝜙 − 12𝑎2𝑑𝑤2 cos𝜓 sin3 𝜙 − 24𝑎2𝑏𝑐𝑑 cos2 𝜙

sin𝜓 − 24𝑎𝑏𝑐𝑑2 cos 𝜙 cos𝜓 sin𝜓 − 24𝑎2𝑐𝑑𝑤 cos 𝜙 sin 𝜙 sin𝜓 − 24𝑎𝑐

𝑑2𝑤 cos𝜓 sin 𝜙 sin𝜓 − 12𝑎𝑐2𝑑2 cos𝜓 sin2 𝜓 − 12𝑐2𝑑3 cos𝜓 sin2 𝜓 = 0,

(𝑎𝑏5 + 10𝑎𝑏3𝑤2 − 5𝑎𝑏𝑤4) cos 𝜙 + (54𝑎3𝑏3 − 54𝑎3𝑏𝑤2) cos3 𝜓

+ (48𝑎2𝑏3𝑑 − 36𝑎2𝑏𝑐3𝑑 − 72𝑎2𝑏𝑑𝑤2) cos2 𝜙 cos𝜓 + (6𝑎𝑏3𝑑2 − 36𝑎𝑏

𝑐2𝑑2 − 18𝑎𝑏𝑑2𝑤2) cos 𝜙 cos2 𝜓 + (10𝑎𝑏2𝑤3 − 5𝑎𝑏4𝑤 − 𝑎𝑤5) sin 𝜙

(4.14)
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+ (162𝑎3𝑏2𝑤 − 42𝑎3𝑤3) cos2 𝜙 sin 𝜙 + (144𝑎2𝑏2𝑑𝑤 − 36𝑎2𝑐2𝑑𝑤 − 48

𝑎2𝑑𝑤3) cos 𝜙 sin 𝜙 cos𝜓 + (18𝑎𝑏2𝑑2𝑤 − 36𝑎𝑐2𝑑2 − 6𝑎𝑑2𝑤3) cos2 𝜓

sin 𝜙 + 108𝑎3𝑏𝑤2 cos 𝜙 sin2 𝜙 + 72𝑎2𝑏𝑑𝑤2 cos𝜓 sin2 𝜙 + 12𝑎3𝑤3

sin3 𝜙 − 𝑐3𝑑 sin𝜓 + (72𝑎2𝑏2𝑐𝑑 − 6𝑎2𝑐3𝑑 − 36𝑎2𝑐𝑑𝑤2) cos2 𝜙 sin𝜓

+ (36𝑎𝑏2𝑐𝑑2 − 48𝑎𝑐3𝑑3 − 36𝑎𝑐𝑑2𝑤2) cos 𝜙 cos𝜓 sin𝜓 − 42𝑐3𝑑3 cos2 𝜓

sin𝜓 + (144𝑎2𝑏𝑐𝑑𝑤 + 72𝑎𝑏𝑐𝑑2𝑤) cos𝜓 sin 𝜙 sin𝜓 + 36𝑎2𝑐𝑑𝑤2 sin2 𝜙

sin𝜓 + 36𝑎𝑐2𝑑2𝑤 sin2 𝜓 sin 𝜙 + 12𝑐3𝑑3 sin3 𝜓 = 0,

(𝑎𝑏6 − 15𝑎𝑏4𝑤2 + 15𝑎𝑏2𝑤4 − 𝑎𝑤6) cos 𝜙 + (324𝑎3𝑏2𝑤2 − 162𝑎3𝑏4

− 42𝑎3𝑤4) cos3 𝜓 − 𝑐6𝑑 cos𝜓 + (144𝑎2𝑏2𝑐2𝑑 − 96𝑎2𝑏4𝑑 − 6𝑎2𝑐4𝑑

+ 288𝑎2𝑏2𝑑𝑤2 − 72𝑎2𝑐2𝑑𝑤2 − 48𝑎2𝑑𝑤4) cos2 𝜙 cos𝜓 + (72𝑎𝑏2𝑐2𝑑2

− 6𝑎𝑏4𝑑2 − 48𝑎𝑐4𝑑2 + 36𝑎𝑏2𝑑2𝑤2 − 72𝑎𝑐2𝑑2𝑤2 − 6𝑎𝑑2𝑤2) cos2 𝜓 cos 𝜙

− 42𝑐4𝑑3 cos3 𝜓 + (6𝑎𝑏5𝑤 − 20𝑎𝑏3𝑤3 + 6𝑎𝑏𝑤5) sin 𝜙 + (504𝑎3𝑏𝑤3

− 648𝑎3𝑏3𝑤) cos2 𝜙 sin 𝜙 + (288𝑎2𝑏𝑐2𝑑𝑤 − 384𝑎2𝑏3𝑑𝑤 + 384𝑎2𝑏𝑑𝑤3)

cos 𝜙 cos𝜓 sin 𝜙 + (144𝑎𝑏𝑐2𝑑2𝑤 − 24𝑎𝑏3𝑑2𝑤 + 24𝑎𝑏𝑑2𝑤3) cos2 𝜓

sin 𝜙 + (120𝑎3𝑤4 − 648𝑎3𝑏2𝑤2) cos𝜓 sin2 𝜙 + (72𝑎2𝑐2𝑑𝑤2 − 288𝑎2

𝑏2𝑑𝑤2 + 48𝑎2𝑑𝑤4) cos𝜓 sin2 𝜙 − 144𝑎3𝑏𝑤3 sin3 𝜙 + (48𝑎2𝑏𝑐3𝑑

− 192𝑎2𝑏3𝑐𝑑 + 288𝑎2𝑏𝑐𝑑𝑤2) cos2 𝜓 sin𝜓 + (192𝑎𝑏𝑐3𝑑2 − 48𝑎𝑏3𝑐𝑑3

+ 144𝑎𝑏𝑐𝑑2𝑤2) cos 𝜙 sin𝜓 sin 𝜙 + (48𝑎2𝑐3𝑑𝑤 − 576𝑎3𝑏2𝑐𝑑𝑤 + 192𝑎2

𝑐𝑑𝑤3) cos 𝜙 sin𝜓 sin 𝜙 + (192𝑎𝑐3𝑑2𝑤 − 144𝑎𝑏2𝑐𝑑2𝑤 + 48𝑎𝑐𝑑2𝑤3)

cos𝜓 sin𝜓 sin 𝜙 − 288𝑎2𝑏𝑐𝑑𝑤2 sin𝜓 sin2 𝜙 + (48𝑎𝑐4𝑑2 − 72𝑎𝑏2𝑐2𝑑2

72𝑎𝑐2𝑑2𝑤2) cos 𝜙 sin2 𝜓 + 120𝑐4𝑑3 cos𝜓 sin 𝜙 − 144𝑎𝑏𝑐2𝑑2𝑤 sin 𝜙 sin 𝜙 = 0

Bu sistem çözülürse, bu çözümlerden bir tanesi

𝑏 = 0, 𝑑 = −𝑖, 𝑐 = − 𝑖

21/3𝑎1/3 , 𝑤 = − 1
22/3𝑎1/3 , 𝜙 = −𝜋2 , 𝜓 =

𝜋

2
(4.15)

biçimindedir. Burada, 𝑎 = 1 seçilerek (4.11) denkleminde yazılırsa bir özel çözüm elde
edilir

𝑈 (𝑡) = − sin
[ 𝑡

21/3

]
+ 𝑖 sin

[
22/3𝑡

]
, (4.16)

13
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𝑈′(𝑡) = −
cos

[
𝑡

21/3

]
21/3 + 𝑖22/3 cos

[
22/3𝑡

]
.

(4.17)

𝑈 (𝑡) ve𝑈 (𝑡) −𝑈′(𝑡) sırasıyla grafiği ve parametrik grafiği aşağıdaki gibidir.

-10 -5 5 10

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Şekil 4.3: (4.16) denkleminin 2D grafiğinin reel kısmı −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.5

0.5

Şekil 4.4: (4.16)-(4.17)’nin reel kısmının parametrik grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.

Şekil 4.5: (4.16) denkleminin 3D grafiğinin imajineer kısmı 𝑧 ∈ [−2 − 2𝑖, 2 + 2𝑖] .

14
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4.3. Denkleminin AGM ile Alternatif Çözümü

𝑈′′(𝑡) − 2𝑈3(𝑡) = 𝑡,𝑈 (0) = 0, 𝑈′(0) = 1 (4.18)

denklemini AGM ile çözelim.
Denklem homojen olmadığından yani denkleme etki eden dış kuvvet olduğundan

çözüm bu kez

𝑈 (𝑡) = 𝑏𝑡 + 𝑎 cos(𝜙 + 𝑡𝑤) + 𝑑 cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) (4.19)

şeklinde olsun (Akbari ve ark., 2015). Burada 𝑎, 𝑏, 𝑑, 𝑤 ve 𝜙 belirlenmesi gereken
parametrelerdir. Bu parametreleri belirlemek için, çözüm kabul edilen (4.19) ifadesinin
𝑈′ ve𝑈′′ türevleri alınırsa

𝑈′(𝑡) = 𝑏 − 𝑎𝑤sin(𝜙 + 𝑡𝑤) − 2𝑑𝑤sin(𝜙 + 2𝑡𝑤),

𝑈′′(𝑡) = −𝑎𝑤2cos(𝜙 + 𝑡𝑤) − 4𝑑𝑤2cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)
(4.20)

bulunur. (4.19) ve (4.20) denklemleri (4.18) denkleminde yazılırsa

− 𝑡 − 2𝑏3𝑡3 − 6𝑎𝑏2𝑡2cos(𝜙 + 𝑡𝑤) − 𝑎𝑤2cos(𝜙 + 𝑡𝑤)

− 6𝑎2𝑏𝑡cos2(𝜙 + 𝑡𝑤) − 2𝑎3cos3(𝜙 + 𝑡𝑤) − 6𝑏2𝑑𝑡2cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)

− 4𝑑𝑤2cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 12𝑎𝑏𝑑𝑡cos(𝜙 + 𝑡𝑤)cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)

− 6𝑎2𝑑cos2(𝜙 + 𝑡𝑤)cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 6𝑏𝑑2𝑡cos2(𝜙 + 2𝑡𝑤)

− 6𝑎𝑑2cos(𝜙 + 𝑡𝑤)cos2(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 2𝑑3cos3(𝜙 + 2𝑡𝑤)

(4.21)

15
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elde edilir. Tekrar (4.21) denkleminin iki türevi alınırsa

− 1 − 6𝑏3𝑡2 − 12𝑎𝑏2𝑡cos(𝜙 + 𝑡𝑤) − 6𝑎2𝑏cos2(𝜙 + 𝑡𝑤)

− 12𝑏2𝑑𝑡cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 12𝑎𝑏𝑑cos(𝜙 + 𝑡𝑤)cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)

− 6𝑏𝑑2cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 6𝑎𝑏2𝑡2𝑤sin(𝜙 + 𝑡𝑤) + 𝑎𝑤3sin(𝜙 + 𝑡𝑤)

+ 12𝑎2𝑏𝑡𝑤cos(𝜙 + 𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤) + 6𝑎3𝑤cos2(𝜙 + 𝑡𝑤)cos(𝜙 + 𝑡𝑤)

+ 12𝑎𝑏𝑑𝑡𝑤cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤) + 12𝑎2𝑑𝑤cos(𝜙 + 𝑡𝑤)

cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤) + 6𝑎𝑑2𝑤cos2(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤)

+ 12𝑏2𝑑𝑡2𝑤sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 8𝑑𝑤3sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 24𝑎𝑏𝑑𝑡𝑤cos(𝜙 + 𝑡𝑤)

sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 12𝑎2𝑑𝑤cos2(𝜙 + 𝑡𝑤)sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 24𝑏𝑑2𝑡𝑤cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)

sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 24𝑎𝑑2𝑤cos(𝜙 + 𝑡𝑤)cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin(𝜙 + 2𝑡𝑤)

+ 12𝑑3𝑤cos2(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin(𝜙 + 2𝑡𝑤)

(4.22)

ve

− 12𝑏3𝑡 +
(
− 12𝑎𝑏2 + 6𝑎𝑏2𝑡2𝑤2 + 𝑎𝑤4)cos(𝜙 + 𝑡𝑤) + 12𝑎2𝑏𝑡𝑤2

cos2(𝜙 + 𝑡𝑤) + 6𝑎3𝑤2cos3(𝜙 + 𝑡𝑤) +
(
− 12𝑏2𝑑 + 24𝑏2𝑑𝑡2𝑤2

+ 16𝑑𝑤4)cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 48𝑏𝑑2𝑡𝑤2cos2(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 36𝑎2𝑑𝑤2cos2(𝜙 + 𝑡𝑤)

cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 60𝑎𝑏𝑑𝑡𝑤2cos(𝜙 + 𝑡𝑤)cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 54𝑎𝑑2𝑤2cos(𝜙 + 𝑡𝑤)

cos2(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 24𝑑3𝑤2cos3(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 24𝑎𝑏2𝑡𝑤sin(𝜙 + 𝑡𝑤) + 24𝑎2𝑏𝑤

cos(𝜙 + 𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤) + 24𝑎𝑏𝑑𝑤cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤) − 12𝑎3𝑤2

cos(𝜙 + 𝑡𝑤)sin2(𝜙 + 𝑡𝑤) − 12𝑎2𝑑𝑤2cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin2(𝜙 + 𝑡𝑤)

+ 48𝑎𝑏𝑑𝑤cos(𝜙 + 𝑡𝑤)sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) + 48𝑏2𝑑𝑡𝑤sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 12𝑎2𝑏𝑡𝑤2

sin2(𝜙 + 𝑡𝑤) + 48𝑏𝑑2𝑤cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)cos(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 48𝑎𝑏𝑑𝑡𝑤2sin(𝜙 + 𝑡𝑤)

sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 48𝑏𝑑2𝑡𝑤2sin2(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 48𝑎2𝑑𝑤2cos(𝜙 + 𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤)

sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 48𝑎𝑑2𝑤2cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)sin(𝜙 + 𝑡𝑤)sin(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 48𝑎𝑑2𝑤2

cos(𝜙 + 𝑡𝑤)sin2(𝜙 + 2𝑡𝑤) − 48𝑑3𝑤2cos(𝜙 + 2𝑡𝑤)cos2(𝜙 + 2𝑡𝑤)

(4.23)

denklemleri bulunur. Bulduğumuz denklemlerde 𝑡 = 0 yazarak başlangıç koşulları ile
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birlikte

𝑎 cos 𝜙 + 𝑑 cos 𝜙 = 0,

𝑏 − 𝑎𝑤 sin 𝜙 − 2𝑑𝑤 sin 𝜙 − 1 = 0,

(−𝑎𝑤2 − 4𝑑𝑤2)cos𝜙 − (2𝑎3 + 6𝑎2𝑑 + 6𝑎𝑑2 + 2𝑑3)cos3𝜙 = 0,

(𝑎𝑤3 + 8𝑑𝑤3) sin 𝜙 − (6𝑎2𝑏 − 12𝑎𝑏𝑑 − 6𝑏𝑑2) cos2 𝜙 + (24𝑎2𝑑𝑤

+ 30𝑎𝑑2𝑤 + 6𝑎3𝑤 + 12𝑑3𝑤)𝑐𝑜𝑠2𝜙sin 𝜙 − 1 = 0,

(𝑎𝑤4 − 12𝑎𝑏2 − 12𝑏2𝑑 + 16𝑑𝑤4) cos 𝜙 + (24𝑎2𝑏𝑤 + 72𝑎𝑏𝑑𝑤

+ 48𝑏𝑑2𝑤) cos 𝜙 sin 𝜙 + (−12𝑎3𝑤2 − 60𝑎2𝑑𝑤2 − 96𝑎𝑑2𝑤2

− 48𝑑3𝑤2) cos 𝜙 sin2 𝜙(6𝑎3𝑤2 + 36𝑎2𝑑𝑤3 + 54𝑎𝑑2𝑤2 + 24𝑑3𝑤2) cos3 𝜙 = 0

(4.24)

denklem sistemi bulunur ve bu sistem çözülürse iki farklı durum söz konusudur.
Durum 1

𝑏 =
1 + 4𝑤2 − 3𝑎𝑤3

4𝑤2 , 𝑑 =
−1 − 𝑎𝑤3

8𝑤3 , 𝜙 = −𝜋2 , 𝑤 = 1, 𝑎 = 1

değerleri (4.19) denkleminde yazılırsa bir özel çözüm bulunur

𝑈 (𝑡) = 𝑡

2 + sin 𝑡 + 1
4 sin 2𝑡, (4.25)

𝑈′(𝑡) = 1
2 + cos 𝑡 + 1

2 cos 2𝑡. (4.26)

𝑈 (𝑡) ve𝑈 (𝑡) −𝑈′(𝑡) grafikleri şekildeki gibidir.

5 10 15 20

2

4

6

8

10

Şekil 4.6: (4.25) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 20.
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2 4 6 8 10

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Şekil 4.7: (4.25)-(4.26)’nin parametrik grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 20.

Durum 2

𝑏 = 1 + 𝑎2

((𝑎 + 8𝑑)2)2/3 + 10𝑎𝑑
((𝑎 + 8𝑑)2)2/3 + 16𝑑2

((𝑎 + 8𝑑)2)2/3 ,

𝑤 = − 1
(𝑎2 + 16𝑎𝑑 + 64𝑑2)1/6 , 𝜙 = 0, 𝑎 = 1, 𝑑 = 1

değerleri (4.19) denkleminde yazılırsa bir özel çözüm bulunur

𝑈 (𝑡) = 𝑡 + 31/3𝑡 + cos
[ 𝑡

32/3

]
+ cos

[ 2𝑡
32/3

]
, (4.27)

𝑈′(𝑡) = 1 + 31/3 −
sin

[
𝑡

32/3

]
32/3 −

2 sin
[

2𝑡
32/3

]
32/3 . (4.28)

𝑈 (𝑡) ve𝑈 (𝑡) −𝑈′(𝑡) grafikleri şekildeki gibidir.

5 10 15 20

10

20

30

40

50

Şekil 4.8: (4.27) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 20.

4 6 8 10 12 14

1.5
2.0
2.5
3.0

Şekil 4.9: (4.27)-(4.28) denkleminin parametrik grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 6.
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4.4. (3+1)-Boyutlu Genelleştirilmiş KPBBM Denkleminin AGM ile Analizi

Dördüncü mertebeden lineer olmayan (3+1) boyutlu genelleştirilmiş KPBBM
denklemi (Mahmud ve ark., 2023)

𝑈𝑡𝑥 + 𝜇1𝑈𝑥𝑥 + 𝜇2(𝑈𝑈𝑥)𝑥 − 𝜇3𝑈𝑥𝑥𝑥𝑡 + 𝜇4𝑈𝑦𝑦 + 𝜇5𝑈𝑧𝑧 = 0 (4.29)

formuna sahiptir. Burada, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜇4 ve 𝜇5 reel sabitlerdir ve𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) bir dalganın
genliği fonksiyonunu belirtir.

K = 𝛿1𝑥 + 𝛿2𝑦 + 𝛿3𝑧 + 𝛿4𝑡,

U = U(K), 𝑈′ =
𝑑𝑈

𝑑𝐾
, 𝑈′′ =

𝑑2𝑈

𝑑𝐾2 , . . .
(4.30)

dönüşümü (4.29) denklemine uygulanırsa

(𝛿1𝛿4 + 𝜇1𝛿
2
1 + 𝜇4𝛿

2
2 + 𝜇5𝛿

2
3)𝑈′′ + 𝜇2𝛿

2
1(𝑈𝑈′)′ − 𝜇3𝛿4𝛿

3
1𝑈

(4) = 0 (4.31)

denklemi elde edilir. Bu denklemin iki kez integrali alınırsa

2(𝛿1𝛿4 + 𝜇1𝛿
2
1 + 𝜇4𝛿

2
2 + 𝜇5𝛿

2
3)𝑈 + 𝜇2𝛿

2
1𝑈

2 − 2𝜇3𝛿4𝛿
3
1𝑈

′′ = 0 (4.32)

bulunur. Burada denklemi daha basite indirgemek için katsayılar

𝑝 = 2(𝛿1𝛿4 + 𝜇1𝛿
2
1 + 𝜇4𝛿

2
2 + 𝜇5𝛿

2
3),

𝑞 = 𝜇2𝛿
2
1,

𝑟 = 2𝜇3𝛿4𝛿
3
1

(4.33)

şeklinde seçilirse

𝐺 (𝑡) = 𝑝𝑈 + 𝑞𝑈2 − 𝑟𝑈′′ = 0, 𝑈 (0) = 𝐴, 𝑈′(0) = 𝐵 (4.34)

denklemi elde edilir. Elde edilen başlangıç değer probleminde dış kuvvet olmadığından
çözüm

𝑈 (𝑡) = 𝑒−𝑏𝑡 (𝑎 cos(𝑤𝑡 + 𝜙)) (4.35)
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şeklindedir. Kabul edilen çözümün türevleri alınırsa

𝑈′(𝑡) = 𝑎𝑒−𝑏𝑡 (−𝑏cos(𝑤𝑡 + 𝜙) − 𝑤sin(𝑤𝑡 + 𝜙)),

𝑈′′(𝑡) = 𝑎𝑒−𝑏𝑡 ((𝑏2 − 𝑤2)cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + 2𝑏𝑤sin(𝑤𝑡 + 𝜙))
(4.36)

elde edilir. (4.35) ve (4.36) eşitlikleri (4.34) denkleminde yerine yazılırsa

(𝑎𝑝 − 𝑎𝑟𝑏2 + 𝑎𝑟𝑤2)𝑒−𝑏𝑡 cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + 𝑎2𝑞𝑒−2𝑏𝑡

cos2(𝑤𝑡 + 𝜙) + 2𝑎𝑟𝑏𝑤sin(𝑤𝑡 + 𝜙)
(4.37)

bulunur. Bulunan denklemin türevi alındığında

(𝑎𝑏3𝑟 − 𝑎𝑏𝑝 − 3𝑎𝑏𝑟𝑤2)𝑒−𝑏𝑡cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + (3𝑎𝑏2𝑟𝑤 − 𝑎𝑝𝑤

− 𝑎𝑟𝑤3)𝑒−𝑏𝑡sin(𝑤𝑡 + 𝜙) − 2𝑎2𝑤𝑞𝑒−2𝑏𝑡cos(𝑤𝑡 + 𝜙)sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

− 2𝑎2𝑏𝑞𝑒−2𝑏𝑡cos2(𝑤𝑡 + 𝜙)

(4.38)

elde edilir. Elde edilen denklemlerde 𝑡 = 0 yazarak başlangıç koşullarıyla birlikte
aşağıdaki sistem elde edilir.

𝑎cos 𝜙 − 𝐴 = 0,

−𝑎𝑏 cos 𝜙 − 𝑎𝑤sin 𝜙 − 𝐵 = 0,

(−𝑎𝑏2𝑟 + 𝑎𝑝 + 𝑎𝑟𝑤2)cos 𝜙 − 2𝑎𝑏𝑤𝑟sin 𝜙 + 𝑎2𝑞cos2 𝜙 = 0,

(𝑎𝑏3𝑟 − 𝑎𝑏𝑝 − 3𝑎𝑏𝑟𝑤2)cos 𝜙 + (3𝑎𝑏2𝑟𝑤 − 𝑎𝑝𝑤 − 𝑎𝑟𝑤3)sin 𝜙

− 2𝑎2𝑏𝑞cos2 𝜙 − 2𝑎2𝑤𝑞cos 𝜙sin 𝜙 = 0.

(4.39)

Bu sistem çözüldüğünde (4.34) denkleminin çözümündeki bilinmeyenler aşağıdaki gibi
bulunur.

𝑎 =

√︁
−𝑟 (𝐴2(𝑝 + 𝐴𝑞) − 𝐵2𝑟)3√︁

4𝐴4(𝑝 + 𝐴𝑞)3 − 𝐴2𝐵2(8𝑝2 + 20𝐴𝑝𝑞 + 11𝐴2𝑞2)𝑟 + 4𝐵4(𝑝 + 2𝐴𝑞)𝑟2
,

𝑏 = − 𝐴2𝐵𝑞

2𝐴2(𝑝 + 𝐴𝑞) − 2𝐵2𝑟
,

𝑤 = −
√︁

4𝐴4(𝑝 + 𝐴𝑞)3 + 𝐴2𝐵2(8𝑝2 + 20𝐴𝑝𝑞 + 11𝐴2𝑞2)𝑟 − 4𝐵4(𝑝 + 2𝐴𝑞)𝑟2

2
√︁
𝑟 (𝐴2(𝑝 + 𝐴𝑞) − 𝐵2𝑟)2

,

𝜙 = arctan
√︁

4𝐴4(𝑝 + 𝐴𝑞)3 − 𝐴2𝐵2(8𝑝2 + 20𝐴𝑝𝑞 + 11𝐴2𝑞2)𝑟 + 4𝐵4(𝑝 + 2𝐴𝑞)𝑟2√︁
−𝑟 (𝐴2(𝑝 + 𝐴𝑞) − 𝐵2𝑟)3
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olarak elde edilir. Burada, 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇4 = 𝜇5 = 1 ve 𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿3 = 𝛿4 = 1
seçilirse 𝑝 = 8, 𝑞 = 1, 𝑟 = −2 bulunur. Ayrıca, 𝐴 = 1, 𝐵 = 1, 𝑦 = 1 ve 𝑧 = −1 değerleri
(4.35) denkleminde yazılırsa bir özel çözüm ve türevi

𝑈 (𝑡) = 11
√︂

22
2221𝑒

1
22 (𝑡+𝑥) cos

[√2221𝑡
22 +

√
2221𝑥
22 − arccot

[
11
√︂

11
4442

] ]
(4.40)

𝑈′(𝑡) = 11
√︂

22
2221𝑒

1
22 (𝑡+1) cos

[√2221𝑡
22 +

√
2221
22 − arccot

[
11
√︂

11
4442

] ]
(4.41)

biçiminde bulunur. 𝑈 (𝑡) ve 𝑈 (𝑡) −𝑈′(𝑡) parametrik ve 3-boyutlu grafikleri şekildeki
gibidir.

Şekil 4.10: (4.40) denkleminin 3D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −8 ≤ 𝑥 ≤ 8.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-2

-1

0

1

2

-1.00

-0.75

-0.50

-0.25

0

0.25

0.50

0.75

1.00

Şekil 4.11: (4.40) denkleminin 3D contour grafiği −2 ≤ 𝑡 ≤ 2 ve −1 ≤ 𝑥 ≤ 1.
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-10 -5 5 10

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Şekil 4.12: (4.41) denkleminin 2D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

Şekil 4.13:𝑈 (𝑡) −𝑈′ (𝑡) denkleminin parametrik grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.

4.5. (3+1)-Boyutlu Genelleştirilmiş KPBBM Denkleminin EFM ile Analizi

Dördüncü mertebeden lineer olmayan (3+1) boyutlu genelleştirilmiş KPBBM
denklemi (Mahmud ve ark., 2023)

(𝛿1𝛿4 + 𝜇1𝛿
2
1 + 𝜇4𝛿

2
2 + 𝜇5𝛿

2
3)𝑈′′ + 𝜇2𝛿

2
1(𝑈𝑈′)′ − 𝜇3𝛿4𝛿

3
1𝑈

(4) = 0 (4.42)

biçimindedir. Sadeleştirme için denklemde katsayılar

𝑎 = 𝛿1𝛿4 + 𝜇1𝛿
2
1 + 𝜇4𝛿

2
2 + 𝜇5𝛿

2
3,

𝑏 = 𝜇2𝛿
2
1,

𝑐 = −𝜇3𝛿4𝛿
3
1

(4.43)
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şeklinde yazılırsa

𝑎𝑈′′ + 𝑏(𝑈𝑈′)′ + 𝑐𝑈 (4) = 0 (4.44)

denklem şeklini alır. Şimdi de (4.44) denklemi EFM ile çözelim. Denklemin çözümü

𝑈 (𝜉) = 𝑎−𝑐𝑒−𝑐𝜉 + · · · + 𝑎𝑑𝑒𝑑𝜉
𝑏−𝑝𝑒−𝑝𝜉 + · · · + 𝑏𝑞𝑒𝑞𝜉

(4.45)

olsun. Ayrıca, (𝑈𝑈′)′,𝑈′′ ve𝑈 (4) değerleri

(𝑈𝑈′)′(𝜉) = 𝐸−𝑐𝑒(−4𝑝−2𝑐)𝜉 + · · · + 𝐸𝑑𝑒(2𝑑+4𝑞)𝜉

𝐸−𝑝𝑒−6𝑝𝜉 + · · · + 𝐸𝑞𝑒6𝑞𝜉 ,

𝑈′′(𝜉) = 𝐹−𝑐𝑒(−𝑐−3𝑝)𝜉 + · · · + 𝐹𝑑𝑒(𝑑+3𝑞)𝜉

𝐹−𝑝𝑒−4𝑝𝜉 + · · · + 𝐹𝑞𝑒4𝑞𝜉 ,

𝑈 (4) (𝜉) = 𝐷−𝑐𝑒(−𝑐−15𝑝)𝜉 + · · · + 𝐷𝑑𝑒
(𝑑+15𝑞)𝜉

𝐷−𝑝𝑒−16𝑝𝜉 + · · · + 𝐷𝑞𝑒
16𝑞𝜉

(4.46)

olarak bulunur. (𝑈𝑈′)′ ve𝑈 (4) ifadelerinin en düşük dereceli terimleri ele alınırsa

(𝑈𝑈′)′(𝜉) = 𝐸−𝑐𝑒(−4𝑝−2𝑐)𝜉 + · · ·
𝐸𝑞𝑒

6𝑞𝜉 + · · ·
,

𝑈 (4) (𝜉) = 𝐷−𝑐𝑒(−𝑐−15𝑝)𝜉 + · · ·
𝐷𝑞𝑒

16𝑞𝜉 + · · ·

(4.47)

Burada, (𝑈𝑈′)′ eşitliğinin her iki yanı 𝑒−10𝑝𝜉 ile çarpılırsa

(𝑈𝑈′)′(𝜉) = 𝐸−𝑐𝑒(−14𝑝−2𝑐)𝜉 + · · ·
𝐸𝑞𝑒

16𝑞𝜉 + · · ·
,

𝑈 (4) (𝜉) = 𝐷−𝑐𝑒(−𝑐−15𝑝)𝜉 + · · ·
𝐷𝑞𝑒

16𝑞𝜉 + · · ·

(4.48)

elde edilir. En düşük kuvvetlerin dengelenmesiyle 𝑝 ve 𝑐 arasındaki ilişki

−14𝑝 − 2𝑐 = −𝑐 − 15𝑝 ise 𝑝 = 𝑐

olarak belirlenir. Benzer şekilde, (𝑈𝑈′)′ ve 𝑈 (4) ifadelerinin en yüksek dereceli
terimleri ele alınırsa

(𝑈𝑈′)′(𝜉) = · · · + 𝐸𝑑𝑒(2𝑑+4𝑞)𝜉

· · · + 𝐸𝑞𝑒6𝑞𝜉 ,

𝑈 (4) (𝜉) = · · · + 𝐷𝑑𝑒
(𝑑+15𝑞)𝜉

· · · + 𝐷𝑞𝑒
16𝑞𝜉 .

(4.49)
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Burada, (𝑈𝑈′)′ eşitliğinin her iki yanı 𝑒10𝑞𝜉 ile çarpılırsa

(𝑈𝑈′)′(𝜉) = · · · + 𝐸𝑑𝑒(2𝑑+14𝑞)𝜉

· · · + 𝐸𝑞𝑒16𝑞𝜉 ,

𝑈 (4) (𝜉) = · · · + 𝐷𝑑𝑒
(𝑑+15𝑞)𝜉

· · · + 𝐷𝑞𝑒
16𝑞𝜉

(4.50)

elde edlir. En yüksek kuvvetlerin dengelenmesiyle 𝑞 ve 𝑑 arasındaki ilişki

2𝑑 + 14𝑞 = 𝑑 + 15𝑞 ise 𝑞 = 𝑑

olarak bulunur. Burada, 𝑝 = 𝑐 = 1 ve 𝑑 = 𝑞 = 1 alındığında (4.45) çözüm

𝑈 =
𝑒−𝑥𝑎−1 + 𝑎0 + 𝑒𝑥𝑎1
𝑒−𝑥𝑏−1 + 𝑏0 + 𝑒𝑥𝑏1

(4.51)

biçimindedir. Bu çözümün 𝑈′, 𝑈′′, 𝑈′′′ ve 𝑈4 türevleri (4.44) ana denkleminde yerine
yazılır. Şimdi, exp 𝜉 ifadesinin katsayıları sıfıra eşitlenirse

𝑏𝑎−1𝑎0𝑏
3
−1 + 𝑎𝑎0𝑏

4
−1 + 𝑐𝑎0𝑏

4
−1 − 𝑏𝑎2

−1𝑏
2
−1𝑏0 − 𝑎𝑎−1𝑏

3
−1𝑏0 − 𝑐𝑎−1𝑏

3
−1𝑏0 = 0,

2𝑏𝑎2
0𝑏

3
−1 + 4𝑏𝑎−1𝑎1𝑏

3
−1 + 4𝑎𝑎1𝑏

4
−1 + 16𝑐𝑎1𝑏

4
−1 − 3𝑏𝑎−1𝑎0𝑏

2
−1𝑏0 + 𝑎𝑎0𝑏

3
−1𝑏0

− 11𝑐𝑎0𝑏
3
−1𝑏0 + 𝑏𝑎2

−1𝑏−1𝑏
2
0 − 𝑎𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

2
0 + 11𝑐𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

2
0 − 4𝑏𝑎2

1𝑏
2
−1𝑏1 − 4𝑎

𝑎−1𝑏
3
−1𝑏1 − 16𝑐𝑎−1𝑏

3
−1𝑏1 = 0,

9𝑏𝑎1𝑎0𝑏
3
−1 + 𝑏𝑎2

0𝑏
2
−1𝑏0 + 2𝑏𝑎−1𝑎1𝑏

2
−1𝑏0 + 11𝑎𝑎1𝑏

3
−1𝑏0 − 𝑐𝑎1𝑏

3
−1𝑏0 − 3𝑏𝑎−1

𝑎0𝑏−1𝑏
2
0 − 𝑎𝑎0𝑏

2
−1𝑏0 + 11𝑐𝑎0𝑏

2
−1𝑏0 + 2𝑏𝑎2

−1𝑏
3
0 + 𝑎𝑎−1𝑏−1𝑏

3
0 − 11𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

3
0

− 13𝑏𝑎−1𝑎0𝑏
2
−1𝑏1 − 4𝑎𝑎0𝑏

3
−1𝑏1 − 76𝑐𝑎0𝑏

3
−1𝑏1 + 2𝑏𝑎2

−1𝑏−1𝑏0𝑏1 − 7𝑎𝑎−1𝑏
2
−1

𝑏0𝑏1 + 77𝑐𝑎−1𝑏
2
−1𝑏0𝑏1 = 0,

8𝑏𝑎2
1𝑏

3
−1 + 13𝑏𝑎1𝑎0𝑏

2
−1𝑏0 − 𝑏𝑎2

0𝑏−1𝑏
2
0 − 2𝑏𝑎−1𝑎1𝑏

2
0𝑏−1 + 11𝑎𝑎1𝑏

2
−1𝑏0 + 11𝑐

𝑎1𝑏
2
−1𝑏

2
0 + 2𝑏𝑎2

−1𝑏
3
0 − 𝑎𝑎0𝑏−1𝑏

3
0 − 𝑐𝑎0𝑏−1𝑏

3
0 + 𝑎𝑎−1𝑏

4
0 + 𝑐𝑎−1𝑏

4
0 − 6𝑏𝑎2

0𝑏
2
−1𝑏1

− 12𝑏𝑎−1𝑎1𝑏
2
−1𝑏1 + 4𝑎𝑎1𝑏

3
−1𝑏1 − 176𝑐𝑎1𝑏

3
−1𝑏1 − 14𝑏𝑎−1𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏1 − 13𝑎𝑎0

𝑏2
−1𝑏0𝑏1 + 47𝑐𝑎0𝑏

2
−1𝑏0𝑏1 + 9𝑏𝑎2

−1𝑏
2
0𝑏1 + 2𝑎𝑎−1𝑏

2
0𝑏1 − 58𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 + 4𝑏

𝑎2
−1𝑏−1𝑏

2
1 − 4𝑎𝑎−1𝑏

2
−1𝑏

2
1 + 176𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏

2
1 = 0,
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15𝑏𝑎2
1𝑏

2
−1𝑏0 + 5𝑏𝑎0𝑎1𝑏

2
0𝑏−1 + 5𝑎𝑎0𝑏−1𝑏

3
0 + 5𝑐𝑎1𝑏−1𝑏

3
0 − 5𝑏𝑎0𝑎1𝑏

2
−1𝑏1

− 10𝑏𝑎2
0𝑏−1𝑏0𝑏1 − 20𝑏𝑎−1𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏1 + 5𝑎𝑎1𝑏

2
−1𝑏0𝑏1 − 155𝑐𝑎1𝑏

2
−1𝑏0𝑏1

+ 5𝑏𝑎−1𝑎0𝑏
2
0𝑏1 − 10𝑎𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 − 10𝑐𝑎0𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 + 5𝑎𝑎−1𝑏

3
0𝑏1 − 5𝑐𝑎−1

𝑏3
0𝑏1 − 5𝑏𝑎−1𝑎0𝑏

2
1𝑏−1 − 10𝑎𝑎0𝑏

2
−1𝑏

2
1 + 230𝑐𝑎0𝑏

2
−1𝑏

2
1 + 15𝑏𝑎2

−1𝑏0𝑏
2
1 + 5𝑎

𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏
2
1 − 155𝑐𝑎−1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 = 0,

9𝑏𝑎2
1𝑏

2
0𝑏−1 + 𝑏𝑎1𝑎0𝑏

3
0 + 𝑎𝑎1𝑏

4
0 + 𝑐𝑎1𝑏

4
0 + 4𝑏𝑎2

1𝑏
2
−1𝑏1 − 14𝑏𝑎0𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏1

− 𝑏𝑎2
0𝑏

2
0𝑏1 − 2𝑏𝑎−1𝑎1𝑏

2
0𝑏1 + 2𝑎𝑎1𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 − 58𝑐𝑎1𝑏−1𝑏

2
0𝑏1 − 𝑎𝑎0𝑏

3
0𝑏1

− 𝑐𝑎0𝑏
3
0𝑏1 − 6𝑏𝑎2

0𝑏
2
1𝑏−1 − 12𝑏𝑎−1𝑎1𝑏

2
1𝑏−1 − 4𝑎𝑎1𝑏

2
1𝑏

2
−1 + 176𝑐𝑎1𝑏

2
1𝑏

2
−1

+ 13𝑏𝑎−1𝑎0𝑏0𝑏
2
1 − 13𝑎𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 + 47𝑐𝑎0𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 + 11𝑎𝑎−1𝑏

2
0𝑏

2
1 + 11𝑎

𝑎−1𝑏
2
0𝑏

2
1 + 8𝑏𝑎2

−1𝑏
3
1 + 4𝑎𝑎−1𝑏

3
1𝑏−1 − 176𝑐𝑎−1𝑏

3
1𝑏−1 = 0,

2𝑏𝑎2
1𝑏

3
0 + 2𝑏𝑎2

1𝑏−1𝑏0𝑏1 − 3𝑏𝑎0𝑎1𝑏
2
0𝑏1 − 𝑎𝑎1𝑏

3
0𝑏1 − 11𝑐𝑎1𝑏

3
0𝑏1 − 13𝑏𝑎0

𝑎1𝑏−1𝑏
2
1 + 𝑏𝑎2

0𝑏0𝑏
2
1 + 2𝑏𝑎−1𝑎1𝑏0𝑏

2
1 − 7𝑎𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 + 77𝑐𝑎1𝑏−1𝑏0𝑏

2
1 − 𝑎

𝑎0𝑏
2
0𝑏

2
1 + 11𝑐𝑎0𝑏

2
0𝑏

2
1 + 9𝑏𝑎−1𝑎0𝑏

3
1 − 4𝑎𝑎0𝑏

3
1𝑏−1 − 76𝑐𝑎0𝑏

3
1𝑏−1 + 11𝑎𝑎−1

𝑏3
1𝑏0 − 𝑐𝑎−1𝑏

3
1𝑏0 = 0,

𝑏𝑎2
1𝑏

2
0𝑏1 − 4𝑏𝑎2

1𝑏−1𝑏
2
1 − 3𝑏𝑎0𝑎1𝑏0𝑏

2
1 − 𝑎𝑎1𝑏

2
0𝑏

2
1 + 11𝑐𝑎1𝑏

2
0𝑏

3
1 + 2𝑏𝑎2

0𝑏
3
1

+ 4𝑏𝑎−1𝑎1𝑏
3
1 − 4𝑎𝑎1𝑏

3
1𝑏−1 − 16𝑐𝑎1𝑏

3
1𝑏−1 + 𝑎𝑎0𝑏

3
1𝑏0 − 11𝑐𝑎0𝑏

3
1𝑏0 + 4𝑎

𝑎−1𝑏
4
1 + 16𝑐𝑎−1𝑏

4
1 = 0,

− 𝑏𝑎2
1𝑏0𝑏

2
1 + 𝑏𝑎0𝑎1𝑏

3
1 − 𝑎𝑎1𝑏

3
1𝑏0 − 𝑐𝑎1𝑏

3
1𝑏0 + 𝑎𝑎0𝑏

4
1 + 𝑐𝑎0𝑏

4
1 = 0

sistemi elde edilir. Bu (4.51) denkleminin bir özel çözümü aşağıdaki gibi bulunur.

𝑎−1 =
−𝑎𝑏−1 − 𝑐𝑏−1

𝑏
, 𝑎0 =

−𝑎𝑏0 + 5𝑐𝑏0
𝑏

,

𝑎1 = −
(𝑎 + 𝑐)𝑏2

0
4𝑏𝑏−1

, 𝑏1 =
𝑏2

0
4𝑏−1

.

(4.52)

Burada, 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇4 = 𝜇5 = 1 ve 𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿3 = 𝛿4 = 1 seçilirse
𝑎 = 4, 𝑏 = 1, 𝑐 = −1 bulunur. Ayrıca, 𝑏−1 = 1, 𝑏0 = 1, 𝑦 = 1, 𝑧 = −1 değerleri (4.51)
denkleminde yazılırsa bir özel çözüm

𝑈 =
3(4 + 𝑒𝑡+𝑥 (12 + 𝑒𝑡+𝑥))

(2 + 𝑒𝑡+𝑥)2 (4.53)
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ve türevi

𝑈′ =
48𝑒𝑡+1

(2 + 𝑒𝑡+1)3 − 24𝑒2(𝑡+1)

(2 + 𝑒𝑡+1)3 (4.54)

olarak elde edilir.𝑈 (𝑡) ve𝑈 (𝑡) −𝑈′(𝑡) grafikleri aşağıda verilmiştir.

Şekil 4.14: (4.53) denkleminin 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

-5.5

-5.0

-4.5

-4.0

-3.5

Şekil 4.15: (4.53) denkleminin 3D contour grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑥 ≤ 10.
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Şekil 4.16: (4.53) denkleminin farklı 3D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10, −10 ≤ 𝑥 ≤ 10 ve −10 ≤ 𝑈 ≤ 10.

-10 -5 5 10

-5.5

-5.0

-4.5

-4.0

-3.5

-3.0

Şekil 4.17:𝑈′ denkleminin 2D grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.

-5.5 -5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Şekil 4.18: (4.53)- (4.54) denkleminin parametrik grafiği −10 ≤ 𝑡 ≤ 10.
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4.6. (3+1)-Boyutlu gKdVZK Denkleminin AGM ile Analizi

Bu kısımda, (3+1)-boyutlu genelleştirilmiş KdVZK denklemini ele alacağız. Bu
problem için elde elde edilen çözümler ve kullanılan referanslar için (Mahmud ve ark.,
2023a) bakılabilir.

𝑈𝑡 + 𝛼𝑈2𝑈𝑥 + 𝜏𝑈𝑥𝑥𝑥 + 𝑙 (𝑈𝑦𝑦 +𝑈𝑧𝑧)𝑥 = 0. (4.55)

Burada,𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑧) dalgayı tanımlar ve𝛼, 𝜏 ve 𝑙 reel sabitleri ise sırasıyla sıcak izotermal,
sıcak adyabatik sıvı ve soğuk hareketsiz organizmaları tanımlayan reel sabitlerdir.
Şimdi, (4.55) denklemini AGM ile çözelim.

𝜉 = 𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑦 + 𝛼3𝑧 + 𝛼4𝑡,𝑈 = 𝑈 (𝜉) (4.56)

dönüşümleriyle birlikte (4.55) kısmi diferansiyel denklemi

𝛼𝛼1𝑈
2𝑈′ + (𝜏𝛼3

1 + 𝑙𝛼2
2𝛼1 + 𝛼2

3𝛼1)𝑈′′′ + 𝛼4𝑈
′ = 0 (4.57)

bayağı diferansiyel denklemine dönüşür. Bu denklemin integrali alınırsa

𝛼𝛼1𝑈
3 + 3(𝜏𝛼3

1 + 𝑙𝛼2
2𝛼1 + 𝛼2

3𝛼1)𝑈′′ + 3𝛼4𝑈 = 0 (4.58)

bulunur. Burada denklemi daha basite indirgemek adına

𝑑 = 𝛼𝛼1,

𝑓 = 3(𝜏𝛼3
1 + 𝑙𝛼2

2𝛼1 + 𝛼2
3𝛼1),

𝑔 = 3𝛼4

(4.59)

alınırsa

𝐻 (𝜉) = 𝑑𝑈3 + 𝑓𝑈′′ + 𝑔𝑈 = 0,𝑈 (0) = 𝐶,𝑈′(0) = 𝐷 (4.60)

denklemi elde edilir. Dış kuvvet olmadığından denklemin çözümü

𝑈 (𝜉) = 𝑎𝑒−𝑏(𝛼1𝑥+𝛼2𝑦+𝛼3𝑧+𝛼4𝑡) cos(𝑤(𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑦 + 𝛼3𝑧 + 𝛼4𝑡) + 𝜙) (4.61)
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şeklinde kabul edilir. (4.61) denkleminin türevleri 𝑡 = 𝜉 alındığında

𝑈′(𝑡) = 𝑎𝑒−𝑏𝑡 (−𝑏cos(𝑤𝑡 + 𝜙) − 𝑤sin(𝑤𝑡 + 𝜙)),

𝑈′′(𝑡) = 𝑎𝑒−𝑏𝑡 ((𝑏2 − 𝑤2)cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + 2𝑏𝑤sin(𝑤𝑡 + 𝜙))
(4.62)

bulunur. Bu (4.61) denklemi (4.60) denkleminde yazılırsa

𝑑 (𝑒−3𝑏𝑡𝑎3 cos3(𝑤𝑡 + 𝜙)) + 𝑓 (𝑎𝑒−𝑏𝑡 ((𝑏2 − 𝑤2)cos(𝑤𝑡 + 𝜙)

+ 2𝑏𝑤sin(𝑤𝑡 + 𝜙)) + 𝑔(𝑎𝑒−𝑏𝑡 cos(𝑤𝑡 + 𝜙))
(4.63)

elde edilir. (4.63) ifadesinin türevi alınırsa

(3𝑎𝑏𝑤2 𝑓 − 𝑎𝑏3 𝑓 − 𝑎𝑔𝑏)𝑒−𝑏𝑡cos(𝑤𝑡 + 𝜙) + (𝑎𝑤3 𝑓 − 3𝑎𝑏2𝑤 𝑓

− 𝑎𝑔𝑤)𝑒−𝑏𝑡sin(𝑤𝑡 + 𝜙) − 3𝑎3𝑑𝑤𝑒−3𝑏𝑡cos2(𝑤𝑡 + 𝜙)sin(𝑤𝑡 + 𝜙)

− 3𝑎3𝑏𝑑𝑒−3𝑏𝑡cos3(𝑤𝑡 + 𝜙)

(4.64)

bulunur. Bulunan denklemlerde 𝑡 = 0 yazarak başlangıç koşulları ile birlikte

𝑎cos 𝜙 − 𝐶 = 0,

−𝑎𝑏 cos 𝜙 − 𝑎𝑤sin 𝜙 − 𝐷 = 0,

(𝑎𝑏2 𝑓 + 𝑎𝑔 − 𝑎 𝑓 𝑤2) cos 𝜙 + 2𝑎𝑏𝑤 𝑓 sin 𝜙 + 𝑎3𝑑cos3 𝜙 = 0,

(−𝑎𝑏3 𝑓 − 𝑎𝑏𝑔 + 3𝑎𝑏 𝑓 𝑤2)cos 𝜙 + (−3𝑎𝑏2 𝑓 𝑤 − 𝑎𝑔 𝑓

+ 𝑎 𝑓 𝑤3)sin 𝜙 − 3𝑎3𝑏𝑑cos3 𝜙 − 3𝑎3𝑑𝑤cos2 𝜙sin 𝜙 = 0

(4.65)

sistemi elde edilir. Bu halde, (4.61) denkleminin çözümündeki katsayılar

𝑎 = 𝐶 sec 𝜙,

𝑏 =
− sec 𝜙(𝐷 cos 𝜙 + 𝐶𝑤 sin 𝜙)

𝐶
,

𝑓 = − 𝐶2𝐷𝑔 cos3 𝜙

𝐷3 cos3 𝜙 + 𝐶3𝑤3 cos2 𝜙 sin 𝜙 + 𝐶3𝑤3 sin3 𝜙
,

𝑑 = − 𝑔𝑤2(𝐷 cos 𝜙 + 𝐶𝑤 sin 𝜙)
𝐷3 cos3 𝜙 + 𝐶3𝑤3 cos2 𝜙 sin 𝜙 + 𝐶3𝑤3 sin3 𝜙

(4.66)

elde edilir.

𝜙 = 0, 𝐶 = 3, 𝐷 = 1, 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 1, 𝑑 = 1,

𝛼4 = −3, 𝑓 = 81, 𝑏 =
−1
3 , 𝑤 =

−1
3 𝛼 = 1, 𝜏 = 1, 𝑙 = 1

(4.67)
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olarak seçilirse (4.60) denkleminin bir özel çözüm ve türevi

𝑈 (𝜉) = 3𝑒−𝜉 cos 𝜉, (4.68)

𝑈′(𝜉) = −3𝑒−𝜉 (cos 𝜉 + sin 𝜉) (4.69)

olarak elde edilir. Burada, (4.56) değişkenine dönülürse

𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 3𝑒
1
3 (𝑥+𝑦+𝑧−3𝑡) cos(𝑡 − 𝑥3 − 𝑦

3 − 𝑧

3 ) (4.70)

olarak elde edilir. sırasıyla 𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) çözümünün 3D ve contour grafiği ve 𝑈 (𝜉) −
𝑈′(𝜉) parametrik grafikleri aşağıda verilmiştir.

Şekil 4.19: (4.70) denkleminin 3D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve −4 ≤ 𝑥 ≤ 4.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-2

-1

0

1

2

-25

-20

-15

-10

-5

0

Şekil 4.20: (4.70) denkleminin 3D contour grafiği −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 ve −2 ≤ 𝑡 ≤ 2.
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2 4 6 8

-0.2
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0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Şekil 4.21: (4.68) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝜉 ≤ 8.
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150

Şekil 4.22: (4.68)-(4.69) denkleminin parametrik grafiği −10 ≤ 𝜉 ≤ 10.
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5. TARTIŞMA

Bu tezde, dört farklı problem AGM ile bir problemd e EFM ile çözülmüştür.
Problemlere AGM ve EFM metotları uygulanırken beklenen ve beklenilmeyen
sonuçlar tartışılacaktır. Sağ tarafsız bir denkleme AGM uygulandığında yaklaşık
çözümleri bulmada AGM etkili bir yöntemdir. (4.1) denkleminin AGM ile çözümü
(4.8) ile verilmiştir. (4.8) çözümü (4.1) denkleminin bir yaklaşık çözümüdür.

Çalışılan denklemde sağ tarafın polinom olması halinde (4.2) olarak kabul
edilen çözümün katsayıları belirlendiğinde elde edilen (4.16) çözümü (4.10)
denkleminin başlangıç şartlarını sağlamıyor fakat (4.16) çözümünün reel ve imajineer
kısımları kısmı olarak (4.10) denkleminin başlangıç şartlarını sağlıyor. AGM
metodundaki bu dezavantajı ortadan kaldırmak için (4.11) çözümü yerine (4.19)
ifadesi çözüm olarak kabul edilir. Bu halde, (4.18) denkleminin yaklaşığını veren
çözüm (4.25) ile temsil edilir. Ayrıca, KPBBM (4.34) denkleminin AGM ile çözümü
(4.35) olarak kabul edilerek yaklaşık çözümü (4.40) ile verilmiştir. gKdVZK (4.60)
denkleminin AGM ile çözümü (4.61) olarak kabul edilerek yaklaşık çözümü (4.70) ile
verilmiştir.

EFM metodu (4.44) KPBBM denklemine uygulandı. (4.44) denkleminin aday
çözümü (4.51) olarak kabul edildi. Katsayılara bağlı olarak, bir denklemi sağlayan
özel çözüm (4.51) denklemi ile verildi. (4.44) denklemini sağlayan bir özel çözüm
(4.53) olarak bulundu. EFM metodu problemlere uygulanırken çözüm olarak kabul
edilen denklemin pay kısmındaki katsayılar payda kısmında bulunan katsayılarla doğru
orantılı olabilir. Bu durumda, beklenen çözüm veya yaklaşık çözüm yerine sabit çözüm
elde edilebilir. Fakat, EFM ile elde edilen çözüm üzerinde çalışılan denklemi genellikle
sağlıyor.
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6. SONUÇLAR

AGM (4.1), (4.10), (4.29) ve (4.55) denklemlerine uygulandı. Ayrıca, (4.29)
denklemine EFM uygulandı. Bazı yeni tam ve yaklaşık çözümler bu kısmında
belirtilmiştir. AGM ile (4.1), (4.10), (4.18), (4.34) ve (4.60) denklemlerinin yaklaşık
çözümleri bulundu. Ayrıca, (4.44) denkleminin EFM metodu ile tam çözümü elde
edildi. Elde edilen tüm çözümlerin 2D-3D boyutlu ve contour grafikleri Bulgular
kısmında verilmiştir.
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7. ÖNERİLER

AGM ile tam çözüm yerine yaklaşık çözümler bulundu. AGM tam çözüm
vermediği için çok kullanışlı değildir yorumu yapılabilir. AGM metodu eğer ele alınan
çözüm salınımlı çözümlere sahipse kullanılabilir.

Hem AGM hem de EFM metotları yüksek mertebeli denklemler için oldukça uzun
cebirsel işlemler gerektirebilir. EFM ile üzerinde çalışılan denklemin soliton çözümü
bulunabilir. Burada, ele alınan problemlere uygulanan yöntemlerden faklı yöntemler
tercih edilebilir.
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