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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
AKBARI-GANJi VE EXP FOKSiYON METODUNUN UYGULAMALARI UZERINE
Firdevs GUZEN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Yil: 2025, Sayfa: 36

Literatiirde, birgok ger¢ek yasam problemini diferansiyel denklemlerle modellemek miimkiindiir. Bu
diferansiyel denklemler lineer veya lineer olmayan tipte olabilir. Modellenen mevcut diferansiyel
denklemlerin bir ¢6ziimii olup olmadigini bilmek ¢ok 6nemlidir. Bir ¢dziim varsa, bir ¢dziim bulmak
her zaman kolay olmayabilir. Modellenen denklemin bir ¢dziimii varsa, modellenen denklemin kesin ve
yaklagik coziimlerini bulmak icin literatiirde cesitli yontemler vardir. Burada, tam veya yaklasik
¢oziimlere ulagmak igin Akbari-Ganji yontemi ve Exp fonksiyon yontemi kullanilacaktir. Ayrica, elde
edilen ¢oziimler grafiksel olarak da verilecektir.

ANAHTAR KELIMELER: Akbari-Ganji yontemi, Exp fonksiyon yontemi, Diferansiyel denklemler,
yaklagik ¢cozlim, tam ¢oziim



ABSTRACT

MSc Thesis
ON APPLICATIONS OF AKBARI-GANJi AND EXP FUNCTION METHOD
Firdevs GUZEN

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Year: 2025, Page: 36

In the literature, it is possible to model many real-life problems with differential equations. These
differential equations can be linear or non linear. If the modelled equation has a solution, there are
several methods to find their exact and approximate solutions of the modelled equation. Here, the
Akbari-Ganji method and the Exp function technique are used to reach exact or approximate solutions.
In addition, the obtained solutions will be given graphically.

KEY WORDS: Akbari-Ganji method, Exp function method, differential equations,
approximate solutions, exact solutions
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TESEKKUR

Oncelikle, tez calismamda bana rehberlik eden, bilgisi ve tecriibesiyle tezime yon veren danigmanim
Sayin Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI’ye en derin siikranlarimi sunarim. Sabriyla ve kiymetli
Onerileriyle iizerimde bilyiik emegi var. Ayrica, Jiirimde bulunan ve bana katki saglayan hocalarima da
tesekkiir ederim.

Ailem... Her animda yanmimda olan, sevgisini ve destegini hi¢ esirgemeyen canim aileme sonsuz
tesekkiir ederim. En zor anlarimda bana gii¢ veren, sevgiyle yanimda duran ve destegini daima
hissettiren annem ile babama ve daima bana inanan kardeslerime minnettarim. Onlarin varlig1 bu
siirecte en biiyilk motivasyon kaynagim oldu. Bu yolculuk boyunca bana destek veren dostlarima
tesekkiir ederim.
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1. GIRiS Firdevs GUZEN

1. GIRIS

Burada temel tanimlar ve formiillerden bahsedilecektir.

Tamm 1 “Bagimhi degiskenin bir veya daha fazla bagimsiz parametreye gore
tiirevlerini iceren denklemlere diferansiyel denklem denir. Denklem bir bagimsiz
parametreli ise denkleme bayagi diferansiyel denklem denir. Aksi durumda ise
denkleme kismi diferansiyel denklem denir. Teknik olarak ifade edilirse,
k=1,2,3,...,ni¢in x; verilsin ve U = U(xy, x2, ..., X,) ise

o"'u
F(Xl,X2,.,.,Xn,U,UX1,~-"an""’ 8)6”) :O

denklemine n. meretebeden kismi diferansiyel denklem denir” (Biz, 2019).

ou
a =h(x), u, = ClUxy

veya

xug + t2u? = sin(x)

ifadeleri kismi diferansiyel denklemlere birer 6rnek olarak verilebilir. Ikinci
mertebeden parcali tiirevli denklemler olduk¢a Onemlidir. Asagidaki gibi

siniflandirilabilir.

Tanmm 2 “Ikinci mertebeden

0%u 0%u 0%u ou Ou
A(x,y)@ +B(x,y)axay +C(x,y)8—y2 +f(x,y,u, o Oy

) =

parcali tiirevli denklemde
» B2 — 4AC < 0 ise eliptik,
* B?2 — 4AC = 0 ise parabolik,
e B2 —4AC > 0 ise hiperboliktir” (Biz, 2019).
Tanim 3 “Tek parametreli /4 (x) fonksiyonunx = xy komsulugundaki Taylor seri agilimi

f”( 0) S (x0)

3,
3(XX)

f(x) = f(x0) + f(x0) (x = x0) + (x —x0)% +

A (xo)

(x —x0)" +
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Eger xo = 0 olarak alinirsa seri literatiirde Maclaurin seri agilimi olarak bilinir” (Biz,
2019).

Tamm 4 “Iki parametreli f(x,y) fonksiyonunun (x,y) = (xq, yo) noktasinda Taylor

serisi

f(x,y) = f(x0,¥0) + fx(x0, yo) (x = x0) + f;(x0,¥0) (¥ = yo)

. For (%0, ¥0) (x = x0)2 + fiey (x0, 0) (x = x0) (¥ = ¥0) + fyy (X0, ¥0) (¥ — y0)?
21

+ ..

bicimindedir” (Biz, 2019).
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2. ONCEKI CALISMALAR

Duffing tipi olarak bilinen denklemlerden birisi
U” +3U -2U3 =0, U(0) =0, U'(0) = 0.5,

seklindedir. Fizik ve miihendisligin cesitli dallarinda karsilagilan lineer olmayan
salinimlar olduk¢a 6nemlidir. Lineer olmayan salinimlarin uygulamalarindan bazilari
fiziksel sarkacin salimimlari, dogrusal olmayan elektrik devreleri, goriintii isleme ve
uydularin hareketi olarak ortaya cikar (Chakraverty ve ark., 2019; Akbari ve ark.,
2015; Davis, 1960; Debnath, 2005; Logan, 1994; Whitham, 1974).

Gaz kabarciklartyla dolu bir s1v1 karigimindaki basing dalgalarinin yaymiminin
analizi doga, matematiksel fizik ve miihendislik alaninda siklikla caligilan ©onemli
problemlerdendir. Kudryashov-Sinelshchikov (KS) sivi ve 1s1 iletiminin viskozitesine
bagh olarak siv1 ve gaz kabarciklar1 karisimindaki basing dalgalarimi tanimlayan daha

genel ve lineer olmayan bir denklem olup

2
u, ou o Oy  oudlu 9% O
ar M ox T o3 ox a2 a0,

seklindedir. Burada, u yogunluktur ve 1s1 transferini ve viskoziteyi tanimlar. Reel sabitler
olan vy, €, @, A ve 6 gaz kabarcikli sividaki basing dalgalarini belirleyen parametrelerdir
ve basit denklem yontemiyle ¢oziim (Baskonus ve ark., 2022).

Ayrica, x ekseninin uzun bir dalga oldugu varsayilirsa x ekseni ve y ekseni
boyunca yayilan bir Riemann dalgasinin (2+1)-boyutlu etkilesimini tanimlayan
genellestirilmis kirilma soliton denklemi ve farkli yontemlerle ¢oziimii i¢in (Xu, 2015;
Muhamad ve ark., 2023)

8_u + 0 0% + 0o Ou + agua—u + uoz;ﬂ + 0'5v% =0
ot Ox3 0x30y Ox Ox ox
Ou _dv
dy  ox

formuna sahiptir. Burada, o, 09, 03, 04 Ve o reel sabitler olmak iizere u(x, y, z,t) ve
v(x,y, z,t) yayitlimin iki yonii i¢in fiziksel 6zellikleri belirtir.

Dogada cesitli alanlarda karsilastifimiz problemlerin c¢ogu diferansiyel
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denklemlerle ifade edilir. Modellenen bu problemlerin bir ¢6ziime sahip olup
olmadigini bilmek onemlidir (Davis, 1960; Debnath, 2005; Logan, 1994; Whitham,
1974; Waltman, 1983). Problemlerin ¢6ziimii i¢in degisik yontemler vardir. Kesirli
denklemlerin analiz i¢in (Podlubny, 1998), Stabilite analizi (Teschl, 2024);
Mittag-Lefller 6zel fonksiyonlari ile ¢6ziim ve Laplace yontemi (Tanriverd ve ark.,
2021; Giines, 2021; 1§leyen, 2024; Tanriverdi, 2018), rezidii yontemi (Tanriverdi,
2001; Tanriverdi ve Mcleod, 2007; Tanriverdi ve Mcleod, 2008; Tanriverdi, 2009;
Tanriverdi, 2019; Tanriverdi, 2019a), klasik yontemle analiz (Tanriverdi, 2012;
Tanriverdi, 2012a; Tanriverdi, 2017; Tanriverdi, 2019), Laplace integrali (Tanriverdi,
2018a), trigonometrik serinin asimtotik analizi (Merca ve Tanriverdi, 2013), atig
metodu (Hastings ve McLeod, 2011; Tanriverdi ve Mcleod, 2010), doniisiim metodu
yaklasgimi (Tanriverdi ve Agiragac, 2018; Biz, 2019), ardisik yaklagiklar yontemi
(Alict ve Tanriverdi, 2020; Alici ve Tanriverdi, 2021), asimtotik analiz teknigi
(Tanriverdi, 2021), Riemann zeta fonksiyonuna uygulanan yeni bir teknik icin
(Tanriverdi, 2021a), Bernoulli alt-denklem fonksiyon metodu ve gelistirilmis
versiyonlari i¢in (Baskonus ve ark., 2022a; Mahmud ve ark., 2023; Hoser, 2023),
genisletilmis rasyonel sinh —cosh ve degistirilmis ve genigletilmis tanh function
metodu (Mahmud ve ark., 2023a; Mahmud, 2023; Muhamad, 2023; Mahmud ve ark.,
2023b; Mahmud ve ark., 2024; Mahmud ve ark., 2024a) ve Siniis-Gordon Ag¢ilim
Metodu (Sap, 2024).



3. GEREC ve YONTEM Firdevs GUZEN

3. GEREC ve YONTEM

Bu boliimde, diferansiyel denklemlerin yaklasik ya da tam ¢oziimlerini bulmak
icin kullanilan Akbari-Ganji ve Exponansiyel Fonksiyon metotlarindan detayli olarak

bahsedilecektir.

3.1. Akbari-Ganji Metodu

Dogrusal diferansiyel denklemleri ¢6zebilmek i¢in birbirinden farkli ¢ok fazla
analitik ve niimerik yontemler vardir. Fakat dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri
cozen yontemler oldukc¢a azdir. Yaklagik ¢ozebilen yontemlerden biri Akbari-Ganji
metodudur. Akbari-Ganji metodu baglarda cebirsel bir yaklagim olarak ifade edilsede
literatiire Akbari-Ganji metodu olarak gecti. Bu metot dogrusal olmayan diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii bulmada kullanilir. Simdi de metodu detayli olarak

inceleyelim. F, genel bir dogrusal olmayan bayagi diferansiyel denklem olmak lizere,
F=AU)-f@)

denklemini ele alalim. Bu denklemde, A(U) = L(U) + N(U) olup L(U) ele alinan
diferansiyel denklemin dogrusal kismini, N(U) dogrusal olmayan kismini ve f(¢) ise

uygulanan dis kuvveti temsil eder. Ek olarak F agagidaki gibi de ifade edilebir.
F(t,U(),U' (1), U"(1),---) =0 (3.1)
baslangi¢ kosullart ise,
Uuo0)=c, U’ (0)=D

ile verilir. Akbari-Ganji metodunun adimlar sirasi ile asagidaki gibidir.

1. Adim Ele alinan diferansiyel denklemin homojen olmasi durumunda ¢oziim

U(t) = e™" (a cos(wt + ¢)) (3.2)
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olarak kabul edilir. Burada, a, b, w ve ¢ belirlenmesi gereken parametrelerdir. Homejen

olmamas1 durumunda ise ¢0ziim
U(t) = e " (a cos(wt + ¢)) +d cos(wg + ¢) (3.3)

olarak kabul edilir. Burada belirlenmesi gereken parametreler a, b, d, w, ¢, wq ve ¢.
2. Adim Kabul ettigimiz homojen (3.2) denkleminde baglangi¢ kosullari

kullanilirsa

acos(¢) =C,
(3.4)
—ab cos(¢p) —aw sin(¢) = D

denklemleri bulunur. Benzer sekilde homojen olmayan (3.3) denklemi i¢in de baslangic¢

kosullarin1 uygulanirsa

acos(¢) +d cos(p) =C, 3.5)
—ab cos(¢) — aw sin(¢) — dwg sin(p) = D .

denklemleri bulunur.
3. Adim Amag bilinmeyen katsayilar1 belirmektir. Bilinmeyen katsayilarinin

say1s1 kadar denklem (3.1) ve tiirevleri alinir. Yani,

F(0,U(0),U’(0),U"(0),---) =0,
F'(0,U(0),U’(0),U"(0),---) =0,
F”(0,U(0),U’(0),U"(0),---) =0, (3.6)
F”(0,U(0), U’ (0),U"(0),---) =0,
FP(0,U(0),U'(0),U”(0),---) =0

denklemleri elde edilir. Bu (3.4) ve (3.6) denklemleri ¢oziiliirse arzu edilen yaklasik

¢Oziim bulunur.
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3.2. Exponansiyel Fonksiyon Metodu

Exponansiyel fonksiyon metodu (EFM) yar1 analitik bir metottur. Metodu
kullanabilmek i¢in kismi diferansiyel denklemleri bayagi diferansiyel denklemlere
doniistirmek gerekmektedir. Bu yontem, genellikle dogrusal olmayan kismi

diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilir. Metot asagida aciklanmustir.

fU, U, U, Uy, Uy, -+ ) = 0 (3.7)
kismi diferansiyel denklemine

U(n) = kx +wt (3.8)
dalga dontistimii uygulanir. Bu doniisiim uygulanirsa

fouUu”,---) =0 (3.9)

bayag1 diferansiyel denklemi elde edilir. EFM ¢oziim yontemi ¢oziim olarak kabul

edilen U(n) denklemine dayanmaktadir.

>4 a, exp(nn)

: (3.10)
A=y by exp(nn)

Un) =

(3.10) denklemindeki a, , b, , ¢, d, p ve g ifadeleri ise belirlenmesi gereken
parametrelerdir. Bu islem i¢in (3.9) denklemindeki en diisiik ve en yiiksek mertebeli
dogrusal ve dogrusal olmayan terimlerin kuvvetlerinin dengelenmesi gerekmektedir.
(3.10) denkleminin bazi kuvvetleri

Grexp(—2c)n+---+ Gsexp(2d)n

Hyexp(=2pn) + -+ + Hs exp(2qn)’
Kiexp(=3c)n+---+ Ksexp(3d)n

Lyexp(=3p)n+---+ Lsexp(3q)n’

U?(n) =
3.11)

U(n) =

bicimindedir. (3.10) denkleminin bazi tiirevleri ise

_ Crexp(—2c —2p)n+---+ Csexp(2d +2q)n

U'(n) ;
Dy exp(=2pn) + -+ + D5 exp(2gmn) (3.12)
U () = Eyexp(=3p —c)n+---+ Esexp(d +3q)n '
7 Fiexp(—4pn) +-- -+ F5exp(4qn)
bicimindedir.
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Simdi, (3.9) denklemine uygulanacak denge prensibi ile ¢, d, p ve g belirlenir.
Kabul edilen (3.10) ¢6ziimii (3.9) denkleminde yerine yazilir ve bilinmeyenler e™"
katsayilar1 ayr1 ayrn sifira egitlenerek cebirsel bir sisteme ulasilir. Bu sistem coziilerek

tam ¢Oziim veya yaklasik ¢oziim bulunur.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, bazi kismi diferansiyel denklemlere Akbari-Ganji ve Exp fonksiyon
metotlar1 uygulanacak ve uygulanacak metotlar yardimiyla yaklagik veya tam ¢oziimler

bulunacaktir.

4.1. Duffing Denklemine AG Metodunun Uygulanmasi

Duffing denklemi

Uy +3U(t) —2U3(1) =0 4.1)
denklemine ¢ = x — ¢ doniislimii uygulanirsa ve yeni baslangi¢ sartlariyla birlikte

U” (1) +3U(t) - 2U%(1) = 0,U(0) = 0, U’(0) = 0.5 4.2)
ele alalim. Burada, ilk olarak (4.2) denklemi AGM ile ¢oziilecektir. Cozlim

U(t) = ae " cos(wt + ¢) (4.3)

olsun. Burada, bilinmeyen a, b, w ve ¢ katsayilar1 belirlemek icin dort denkleme ihtiyag

vardir. AG metodunu uygulamak icin agagidaki adimlar takip edilir.

U'(r) = —abe™ cos(wt + ¢) — awe™ sin(wt + ¢), (4.4)

U” (1) = (ab® — aw?)e " cos(wt + ¢) + 2abwe ™" cos(wt + ¢) 4.5)
elde edilir. (4.3), (4.4) ve (4.5) denklemleri (4.2) denkleminde yerine yazilirsa

F =(ab® — aw? + 3a)e™" cos (wt + ¢) + 2abwe™"" sin (wt + ¢) 46
—2a%e7 cos® (wr + ¢) =0 '
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bulunur. (4.6) fonksiyonunun tiirevi alinirsa

F' =(=ab® + 3abw? — 3ab)e™" cos (wt + ¢)+
(=3ab’w + aw® - 3aw)e ™ sin (wt + ¢) 4.7)

3b

+6a3be™3 cos® (wr + ¢) + 6aPwe P cos® (wt + ¢) sin (wt + @) =0

elde edilir. (4.3), (4.4), (4.6) ve (4.7) denklemlerinde ¢ = 0 yazilirsa

acos (¢) =0,
—ab cos ¢ —awsin (¢) — 0.5 =0,
F = (ab® — aw? + 3a) cos (¢) + 2abw sin (¢) — 2a> cos® (¢) = 0, (4.8)
F’ = (—ab® + 3abw? — 3ab) cos (¢) + (—3ab*w + aw® — 3aw) sin ()
+6a°b cos® (¢) + 6a>w cos® (¢) sin (¢) = 0

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki gibidir.

a =-0.288675, b =0, w=-1.73205, ¢ = —1.5708;

a = —0.288675, b =0, w = 1.73205, ¢ = 1.5708: )
a = 0.288675, b =0, w = —1.73205, ¢ = 1.5708: '

a =0.288675, b =0, w =1.73205, ¢ = -1.5708

(4.9) denklemindeki c¢oziimlerin davraniglar1 benzerdir. Bir durumu grafiksel olarak

analiz etmek yeterlidir. Bir ¢oziim

U = —0.288675 cos(1.5708 + 1.73205¢) (4.10)
bicimindedir. Dolayisiyla,

U’ = 0.4999995338 sin(1.5708 + 1.73205¢). 4.11)
Buradan, (4.1) denkleminin ¢6ziimii

U(x,t) =0.288675 cos(1.5708 — 1.73205(x — 1)) (4.12)

olarak elde edilir.
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0.2

0.1

Sekil 4.1: (4.10) denkleminin 2D grafigi —10 < ¢ < 10.

Sekil 4.3: (4.12) denkleminin 3D grafigi -8 <t <8 ve -8 < x < 8.

11
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4.2. KS Denklemine AG Metodunun Uygulanmasi

KS denklemi

Ut + yUUx + Uxxx - e(UUxx)x - Q'Uxex - /lUxx - 6(UUx)x =0 (413)
bicimindedir.

U=U(x,t)=U(n = kx —ct) (4.14)

doniisiimii (4.13) denklemine uygulanirsa

—cU +ykUU + K3U"” - k3e(UU” + U'U") - k3aU'U” - K2AU"

- kK35(UU" +(U)*) =0
elde edilir. Burada,

ou 92U
U: l) , l)/: _’ U//: _,"'
() on on?

olur. Denklem (4.15) integre edilirse ve sabitler sifir alinirsa

ky

k3
—cU+ U+ kU - KPeUU” - TQ(U’)Q —K2AU - K25UU = 0

olur. Denklem (4.17)
Uuo)y=1, U'0)=1
baglangic kosullariyla birlikte AGM ile ¢cozelim. Coziim

U(t) = ae™ cos(wt + @)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

olsun. Burada bilinmeyen a, b, w ve ¢ katsayilarin1 belirlemek icin dort denkleme

ihtiya¢ vardir. AG metodunun uygulamak icin asagidaki adimlar takip edilir.

U'(1) = —abe™" cos(wt + ¢) — awe ™" sin(wt + ¢),

U” (1) = (ab® — aw?)e ™" cos(wt + ¢) + 2abwe ™" sin(wt + ),

U?(t) = a’e 2" cos®(wt + ¢)

(4.20)

(4.21)
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elde edilir. (4.19), (4.20) ve (4.21) denklemleri (4.17) denkleminde yerine yazilirsa

F = (—ac + ab?k® + abk?A — ak3w?)e ™ cos(wt + ¢)

1
+ (2abk3w + ak*wd)e b sin(wt + ¢) — =a’kPw e sin®(wt + ¢)
2 (4.22)

-1 1
+ (7a2b2k3a + §a2ky +a’bk*s — a®b*k3e + a*k3wre)e ! cos® (wt + ¢)

+ (—a’bkPwa + a*k*wé — 2a°bkPwe)e P cos(wt + ¢) sin(wr + ¢) = 0
bulunur. (4.22) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa

F’ = (abc — ab®k® — ab’k*A + 3abk3w? + ak*w? 1) e " cos(wt + ¢)
+ (acw — 3ab’kPw — 2abk*wA + ak>w?)e P sin(wt + ¢)
+ (a?b3k3a — a’bky — 2a*b%k?6 + 2a°b3 ke
— a?bk3wla + a’k*w?s — 4a’bkPw?e)e P cos? (wt + ¢) (4.23)
+ (2a%bk3wra — a®k2w?6 + 2a°bk3w?e)e 72 sin® (wt + @)
+ (3a’b*kPwa — a*kwy — 4a*bk*wé + 6a*b* k3 we
— a2 i3w3a — 2a°k3w3€)e 2 cos(wr + ¢) sin(wt + ¢) =0

elde edilir. (4.19), (4.20), (4.22) ve (4.23) denklemlerinde ¢ = 0 yazilirsa

acos(¢) =1,

—abcos(¢) —awsin(¢p) =1,

(—ac + ab?k3 + abk®A — ak®w?) cos(¢)

+ (2abk3w + ak*w2) sin(¢) — %azk?’wQaf sin?(¢)

-1 1
+ (7a2b2k3a + §a2k’y +a’bk*s — a’b*k3e + a’k3w?e) cos® (o)

+ (—a’blPwa + a*k*wé — 2a*bk>we) cos(¢) sin(¢) = 0,
(abc — ab3k® — ab?k*A + 3abk3*w? + ak*w?2) cos(¢) (4.24)
+ (acw — 3ab’kPw — 2abk*wA + ak3w?) sin(¢)

+ (a’b3k3a — a’bky — 2a*b%k?6 + 2a°b3 ke

— &’ biPw?a + a’k*w?s — 4a’bkPw?e) cos’ ()

+ (2a%bk3wra — a®k*w?6 + 2a°bk3w?e) sin? (¢)

+ (3a’b*kPwa — a*kwy — 4a*bk*wé + 6a*b* k3 we

— 2 i3w3a — 2a%k3w3€) cos(¢) sin(¢) = 0

14
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sistemi edilir. Bu denklem sistemi ¢oziimii asagidaki gibidir.

a =secaq,

b = —sec ¢(cos ¢ + wsin @),

¢ =— k% sec? -k cos® ¢ + A cos® ¢ — kw? cos® ¢ + kw?a cos® ¢
+ w25 cos® ¢ + 2kw?e cos® ¢ + w2 cos® ¢ — 2kw3 cos? ¢ sin ¢
+ 2kw3e cos® ¢ sin ¢ — kw? cos ¢ sin” ¢ + kw2 cos ¢ sin” ¢

+ w26 cos [0) sin? ¢ + 2kw?e cos 1) sin’ o+ w21 cos 1) sin’ 1)

(4.25)
— 2kw? sin® ¢ + 2kw3e sin® ¢),
y = — ksec? gb( — ka cos® ¢ — 26 cos® ¢ — 2ke cos® ¢ — dkw? cos® ¢
+ 2kw?a cos® ¢ + 2w25 cos® ¢ + 6kw?e cos® ¢ + 2w cos® ¢
— 4kw? cos® ¢ sin ¢ + dkw3e cos® ¢ sin ¢ — 4kw? cos ¢ sin” ¢
+ 2kw?a cos ¢ sin? ¢ + 2w26 cos ¢ sin® ¢ + 6kw?e cos ¢ sin” ¢
+2w2 A cos ¢ sin? ¢ — 4kw? sin® ¢ + dkw?e sin® ¢)
Bu parametrelerle birlikte asagidaki keyfi se¢cimler
p=0,w=1Lk=-1,1=1La=16=1e=1 (4.26)
yapilirsa ve bastaki orijinal degiskene doniiliirse ¢oziim
U(x,1) = e¥ ™ cos(2t — x) 4.27)

bi¢imindedir.
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Sekil 4.5: (4.27) denkleminin 3D grafigi -1 <r<1lve-1<x < 1.

10 -5 0 5 10

Sekil 4.6: (4.27) denkleminin contour grafigi -1 <f < 1lve -2 <x < 2.

-20

-30

16
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20

10+

-10f

=20

Sekil 4.7: U(t) = e? =1 cos(2t — 1) grafigi -3 <t < 3.

Sekil 4.8:

1500 -

1000 -

500 -

I T T T T S S
-400 -200 200 400 600

-500 -

-1000 -

U(t) — U’(t) parametrik grafigi —10 <t < 10.

17
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4.3. KdV Denklemine AG Metodunun Uygulanmasi

Bu kisimda, (2+1)-boyutlu KdV denklemi AGM ile ¢oziilecektir. KAV denklemi

Ui+ 01Uyyx + 0'2Uxxy +o3UU, + o4UV, + 05U,V = 0,
(4.28)
Vx - Uy = O

bicimindedir.
Ulx,y,0) =U(n), V(x,y,1) =V(n),  n=pix+pBay—Pst, (4.29)

Buradaki, 1, B2 ve 3 sifirdan farkli keyfi parametrelerdir. (4.28) denkleminde
Vi = U, oldugundan V = %U olur. (4.29) doniistimii (4.28) denklemine uygulanirsa

BV’ + (18} + i) U™ + (731 + 4o + 05 B2) UV = 0 (430)

olur. Burada,

oU 9%U
U=U®mn), U =—7U"=—,--- 4.31
(n) Un an? (4.31)

olur. Daha sonra (4.30) denklemi integre edilirse

—2B3U + 2(1 B3 + 023 B2)U” + (0381 + 4 fBa + 0582)U? = 0, (4.32)

bulunur.
Simdi, (4.32) denklemi asagidaki yeni baslangi¢ kosullar: kullanilarak AGM ile

coOziilecektir.
U0) =C, U'0)=D (4.33)
Olsun. Islem kolaylig1 icin &ncelikle asagidaki kisaltmalar1 dikkate alalim.

k = —2f3,
[ =2(01 B} + 2B1B2), (4.34)
m = 031 + 042 + 0552.

Dolayisiyla, (4.32) denklemi

W + kU +mU?*=0 (4.35)
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olur. Coziim
U(t) =ae " cos(wt+ ¢) (4.36)

olsun. Bu denklemdeki bilinmeyen a, b, w ve ¢ parametrelerini belirlemek igin dort

denklem gerekmektedir. Coziimiin tiirevleri

U'(t) = —abe™" cos(wt + ¢) — awe ™" sin(wr + ¢), 4.37)

U”(t) = (ab® — aw?)e™ cos(wt + ¢) + 2abwe " sin(wt + ), 438)
U%(1) = a?e 2 cos®(wt + ¢) .

denklemleri elde edilir. (4.36) ve (4.38) denklemleri (4.35) denkleminde yerine yazilirsa

F = (ak + ab®l — aw?1)e™" cos(wt + ¢) + 2abwle " sin(wt + ¢) (4.39)
+a’me P cos®(wt + ¢) = 0 .

bulunur. (4.39) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa

F' = (=abk — ab®l + 3abw?l)e™"" cos(wt + ¢)—
(awk + 3ab?*wl — aw3)e " sin(wt + ¢) — 2a’bme " cos®(wt + ¢)  (4.40)

2

— 2a’wme " cos(wt + ¢) sin(wt + ¢) = 0

elde edilir. (4.36), (4.37), (4.39) ve (4.40) denklemlerinde ¢ = 0 yazilirsa

acos(¢) - C =0,

— ab cos(¢) — awsin(¢) — D =0,

(ak + ab®l — aw?l) cos(¢) + 2abwl sin(¢) + a’m cos®(¢) = 0, (4.41)
(—abk — ab®l + 3abw?l) cos(¢) — (awk + 3ab*wl — aw?]) sin(¢)

— 2a*bm cos(¢) — 2a*wm cos(¢) sin(¢) =0
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sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimii C, D, k ve [ asagidaki gibidir.

C =acos(¢),
D =—ab cos(¢) — aw sin(¢),

_—a(b3m cos® (@) + bmw? cos3(¢) + 3b>mw cos?(¢) sin(¢)

¢ 2bw? (4.42)
—mw3 cos?(¢) sin(¢) + 4bmw? cos(¢) sin(¢))
" 2bw? ’
; _a(bm cos® (@) + mw cos?(¢) sin(¢))

2bw?

ve (4.29) doniisiimii (4.36) denkleminde yazilirsa genel ¢oziimii
U(n) = ae PCPHB271B3) cos(xwpBy + ywBa — twPhs + ) (4.43)
elde edilir.
¢=0, a=2, b:%l, k==-2,1=4, m=3,B1=1, B2=1, f3=1, w=1.5
secimi yapilirsa 6zel ¢oziim
2¢3 @ co5(1.5x + 1.5y — 1.5¢) (4.44)

olarak bulunur.

U(n) = 2¢? cos(1.5nm)
" . (4.45)
U'(n) = e? cos(1.5n) — 3e? sin(1.57).

Son olarak, V ¢oziimii V = %U oldugundan grafiklerine yer verilmemistir.

20
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1,-1<x<1lve-1<t<1.

Sekil 4.9: (4.44) denkleminin 3D grafigi y

1,-2<r<2ve-1<x<1.

Sekil 4.10: (4.44) denkleminin contour grafigi y

21
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Sekil 4.11: U(r) = 2e% cos(1.5¢) denkleminin 2D grafigi —4 < ¢ < 4.

30

10

é
-20 -10 L
-10

Sekil 4.12: (4.45) denkleminin parametrik grafigi —10 < ¢ < 10.

22
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4.4. KdV Denkleminin EFM ile Coziimii

Simdi de, KdV denklemi EFM metodu ile ele alinacaktir.

~B3U’ + (01 + 0B B) U™ + (031 + 0uz + 052) UL’ = 0 (4.46)

Bu denklem icin ¢6ziim

Un) = a_cexp(—cn) +---+agexp(dn)
b_pexp(=pn) +- -+ bg exp(qn)

(4.47)

olsun. Burada, ¢, d, p ve g bilinmeyen katsayilar olup (4.46) diferansiyel denklemindeki

U" ile UU’ arasinda denge prensibi uygulanarak belirlenecektir.

_ Miexp(=Tp—c)n+---+Msexp(d+7q)n

U/// (448
Nyexp (=8p)n+---+ Nsexp (8q)n )
ve
K -p—2c)n+---+K 2d +
Ryexp (=3p)n+---+ Rsexp (3¢)n
bulunur. Ik olarak, (4.49) denklemi exp(—5p)n ile carpilarsa
yy Kiexp (6p —20)n+---
K3 exp (=8p)n+--- (4.50)
U _M1 eXp (—7P—C)77+"' '

M3 exp (-8p)n+---

bulunur. Bu durumda, en diisiik terimlilerin dengelenmesiyle
—6p—-2c=-Tp—-cisep=c

bulunur. En yiiksek dereceli terimliler i¢in (4.49) denklemi exp(5q)n ile ¢arpilirsa

s + Ky exp (2d + 6q)n
U = "'+M2eXp(d+7Q)77 .
-+ Myexp (8q)n

elde edilir. Buradan,

2d+6q=d+Tqised =¢q

23
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oldugu goriiliir. Amaca hizmet etmek icin p = ¢ = d = g = 1 olarak segcilsin.

Dolayisiyla, (4.47) denkleminin agik sekli

U a_ie*+ag+aef
B b_1e™*+ by + bie*

(4.52)

oldugu goriiliir. Ayrica,

(as1e™+ag+are’)(—b_1e ™ + bie")
- (b_1e™™ + bo + b1e¥)2
—a_1e ¥ +ae’
b_le‘x + bo + ble"

U'(n) =
(4.53)

2a_1e™* +ag+aie’)(=b_je™* + b1e)?
(b_ie™+ by + blex)3
2(—a_1e™ +a1e*)(=b_1e ™ + b1e¥)
- (b_le_x +b0+b1€x)2
(as1e™™+ag+are’)(b_1e™ + bie¥)
(b_le_x + by + blex)Q
N a_ie*+ae’
b_le_x + b() + blex

U”(t) —

(4.54)

—6(a_1e™* +ag+aie)(=b_je™ + bie¥)3
(b_le‘x +bg + ble)‘)4
6(—a_1e™* +aie’)(=b_1e™* + bie¥)?
(b_1e™ + by + b1e¥)3
N 6(a_1e™ +ag+are”)(=b_1e ™+ b1e*)(b_1e™ + b1e¥)

(b_1e™™+ by + blex)3

3(a_1e ™ +are*)(=b_1e™ + b1e¥)
- (b_1e™ + by + b1e¥)?

(as1e™™ +ag+are’)(—=b_1e™ + b1e¥)
B (b_le_x +b0+b16x)2

3(—a—1e™ +are*)(b_1e ™ + b1e¥)
B (b_le_x +b0+b1€x)2

—a_1e ¥ +a€er
b_le_x + b() + blex

U/// (t) —

(4.55)

denklemleri elde edilir. Bulunan bu denklemler (4.46) denkleminde yerine yazilir

(b_1e™ + by + blex)4

24
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2

ifadesi ile carpilirirsa ve e°, e*, e%*. .. ,e% terimlerinin her birinin katsayilar1 sifara

esitlenirse

el — agb§1ﬁ3 + a_lbglb()ﬁg + aob‘(il,Bil)’crl - a_lbglboﬁi’(rl
+agh?, f1Ba02 — a_1b? 1 boSifacs + aragh?  fios 4.56)
—a*,b_1boB103 + a_1agh* focs — a*b_1boSa20y

2 2 2
+aZb_1boBooy +a_1apb”Br05 —aZb_1bofros =0,

e : = 2a1b B3 — 2a0b*  boBs + 2a_1b_1byBs + 2a_1b> b1 B3 + 8ar b’ | Blo
— dagb? boBior +4a_1b_1bgBioy — 8a_1b? b1 flor +8arb’ B Bacr
~ 4agb? b3 Bacrs + da b 1B Bacrs — Ba 1D b1 B e @.57)
+agh’ Bros + 2a-1a10% B103 — 2a% 1 b_1b1 Br0s + agh? Baory

2 2 12 2 272
2a_1a1b_1,820'4 - a_1b0ﬁ20'4 - 2a_1b_1b1,830'4 + aob_1ﬂ20'5

+2a_1a1b%, Ba0s — a1 b3Bacs — 2a° 1 b_1b1Bacs = 0,

e™ 1 —5a1b® boBs — agh_1b3B3 + a_1b3B3 — agh® | b1B3 + 6la_1b_1bob1 B3
+ 5a1b31boﬁi{’0'1 + aob_lb%ﬁi’m - a_lbgﬁif(fl - 23a0b%1b1,8z1)’0'1
+18a_1b_1bob1 B30y + ba1b* boBiBaors + agh_1b3 5% Bacry
- a_lbgﬁ%ﬁgog - 23a0b%1b1,8%,820'2 + 18a_1b_1b0b1,8%,820'2
+ 3a0a1b%1,810'3 + a%b_lboﬁlo'g, +2a_1a1b_1byBi103 — a_laobgﬁlo-g (4.58)
—2a_1apb_1b1B103 — 3a*,bob1 103 + 3apa1b?, facy + agb_1boPaoy
+2a_1a1b_1boBacy — a_1agbifacy — 2a_1agh—_1b1B204 — 3a*,bob1Bacy
+ 3a0a1b21,820'5 + a%b_1b0ﬁ20'5 +2a_1a1b_1byfBr0s5 — a_1a0b(2)ﬁ20'5

—2a_1apb-1b1 205 — 3a*,bob1 205 = 0,

25
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3x

i 4a1b_1bgﬂ3 - 4a1b%1b1,83 + 461_117(2)191,83 + 4a_1b_1b%B3 + 4a1b_1b(2)ﬁ:f0'1

- 32a1bglb1ﬂ?0'1 - 40—1b3b1ﬁ:1))0'1 + 32”‘—1[)‘1[)%'8:1))0-1 + 4a1b_1b%,8%,320'2

— 32a1b%b1B12B207s — Aa_1bgb1 B Bacrs + 32a_1b_1 b7 B Bacrs (4.59)
+2aib?, B103 + daparb_1boB103 — da_1apbob1B1073 — 2a* b0

+2a3b? Baory + dapaib_1boBaroy — da_1aghob1Bacy — 2a% | biBacy

+ 261%1’)%1,320'5 + 4a0a1b_1b0/320'5 — 4a_1a0b0b1,820'5 — 261%#)?,820’5 =0,

e™ : —a1byBs — 6arb_1bob1 B3 + agbib1 B3 + aoh_1b3 B3 + 5a_1bobi s
+a1biBlo — 18a1b_1bob1 o — agbibiBios +23agh_1b2 Bl
— ba_1bobt oy + a1byBiBaca — 18arb_1bob1 B Brcrs
— agbyb1 B Bacrz + 23aob-1 b3 B ooz — ba-1bobT B3 B2
+ Sa%b_lboﬁlo'g + aoalbgﬁlo'g + 2apa1b_1b1B103 — agboblﬁlo'g (4.60)
—2a_1a1bob1Boo3 — 3a_1a0b%,810'3 + 3a%b_1b0,6’20'4 + aoa1b%,320'4
+2apa1b_1b1B20y — aibob1Baoy — 2a_1a1bob1Bacy — 3a_1aoht a0y
+ Sa%b_lboﬁgog + a0a1b3ﬁ20'5 + 2apa1b_1b1B20%5 — agb0b1,820'5

— 2a_1a1bob1B205 — 3a_1apbifacs = 0,

e 1 — 2a1b%b1B3 — 2a1b_1b1 83 + 2agbob? B3 + 2a_1 b3 B3 — 4arbib1 By
+8a1b-1b1B10ry +4agbobipion — 8a-1b7Bioy — 4a1byb1BiBao

+ 8&1b_1b%ﬁ%ﬁ20'2 + 4(10b0b%ﬁ%,820‘2 - 8a_1b‘;’,8%,820'2 + a%b%ﬁlo'g

(4.61)
+ Qa%b_lbl,b’lo'g - a%b?ﬁlo'g - 2a_1a1b%/310'3 + a%bgﬁgoq
+ Za%b_lblﬁgoq - agb%ﬁgfm - 2a_1a1b%ﬁ20'4 + a%b%ﬁgog
+ Qa%b_lblﬁgog - a%b%ﬁgag - 2a_1a1b%/320'5 =0,
™ - = arbobiBs + aghBs + a1bobiBioy — agbiBios + arbobiBiBacy
— agh?B2Baors + a3boby1 B103 — agar b0 + aibob1 ooy (4.62)

9 2 9
—apai1bifaoy + aibob1Boos — aparbifaos = 0.
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denklem sistemi elde edilir. Bir ¢oziim

L DiBs = Blon —BiBro) _ bo(Bs+ 5o +5870)
T 4b1(Br0s + oo + faos) B103 + Baory + Baos (4.63)
o= b1B3 — b1Bio1 — b1 B} B2 _ by
! Bios + focs + focs by
olur ve asagidaki
bi=1Lby=1,p1=1B2=1pB3=101=1,
(4.64)
g9 = 1,0’3 = 1,0'4 = 1,0’5 =1
secimi yapilirsa bir 6zel ¢oziim
1+4e"(-11+ e
UG = - ) (4.65)

3(1 + 2eM)2

bicimindedir. Orijinal = B1x + B2y — Bst degiskenine doniiliirse (4.52) denkleminin

¢cOzumil
1447 (=11 + &)
U(x,y,t) =— 317 2012 (4.66)
olur. Ayrica,
1+4 X+y—t -11 xX+y—t
yo it Clive ™) (4.67)

3(1 + 2ex+y—1)2

Son olarak, V ¢oziimii V = 'g—fU oldugundan grafiklerine yer verilmemistir.
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NVAVAYA ’(
Q&&'ﬁ"\”" LIS
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Sekil 4.13: (4.66) denkleminin 3D grafigi y =1, -10 < ¢t < 10 ve —10 < x < 10.

-10F 1 1 1 1
-10 -5 0 5 10

1

Sekil 4.14: (4.66) denkleminin contour grafigi y =1, -10 < ¢t < 10 ve =10 < x < 10.
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Sekil 4.15: (4.67) ifadesinin 3D grafigiy =1,-10<¢r < 10,-10<x <10ve -6 <U <6

Sekil 4.16: (4.65) denkleminin 2D grafigi —10 < n < 10.
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5. TARTISMA

Bu tezde, ii¢ farkli denklem AGM ile bir denklem de EFM ile ele alinmustir.
AGM ile ele alinan denklemlerin tiimii homojen denklemlerdir. Denklemlere AGM
ve EFM yontemleri tatbik edilirken arzu edilen beklentiler ve istenilmeyen beklentiler
tartisilacaktir. Homojen bir denkleme AGM tatbik edildiginde yaklasik ¢coziimleri inga
etmede etkili bir yontemdir. Burada, (4.1) Duffing denklemi ilk defa AGM ile yaklagik
coziimii (4.12) ile verilmistir. KS denklemine karsilik gelen (4.17) bayagi denklemi
(4.18) kosullar1 ilk defa AGM ile analiz edilmistir. Burada, (4.17) denkleminin ¢oziimii
(4.27) ile verilmistir. KdV denklemine karsilik gelen (4.32) bayag1 denklemi (4.33)
kosullart ilk defa AGM ile analiz edilmistir. Burada, (4.32)-(4.33) denkleminin AGM
ile yaklagik ¢oziimii (4.43) ve bir 6zel yaklasik ¢coziimii ise (4.44) ile ifade edilmistir.

EFM metodu (4.46) KdV denklemine tatbik edildi. (4.46) denkleminin test
cOziimii (4.52) denklemi olarak ele alindi. (4.52) denklemindeki sabit katsayilar
bulunduktan sonra (4.46) denklemi saglayan bir 6zel ¢coziim (4.65) ile verildi. EFM
metodu denklemlere uygulanirken coziim olarak kabul edilen denklemin pay
kismindaki katsayilar payda kisminda bulunan katsayilarla say1 olarak dogru orantili
olabilir. Bu halde, istenilen ¢oziim veya yaklasik ¢oziim yerine sabit bir ¢oziim

bulunur. EFM ile elde edilen yaklagik ¢6ziim ele alinan denklemi sagliyor.
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6. SONUCLAR Firdevs GUZEN

6. SONUCLAR

Bu kisimda, ele alinan problemlere AGM ve EFM metotlar1 uygulanirken elde
edilen sonuglar ifade edilecektir. Sag tarafsiz diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
AGM metodu tatbik edilirken calisilan denklemleri saglayan tam c¢oziim yerine ele
alian problemlerin AGM ile baglangi¢ deger kosullarini saglayan yaklagik ¢oziimler
elde edilmistir. Denklemlerin ¢oziimiinde EFM metodu uygulandiginda ele alinan
problemi saglayan ¢6ziim bulunmustur. Duffing, KS ve KdV denklemlerini saglayan

yaklagik ve tam ¢ozlimlerin grafikleri Bulgular kisminda verilmistir.
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7. ONERILER Firdevs GUZEN

7. ONERILER

Bu tezde, diferansiyel denklemler analiz edilirken AGM ve EFM metotlar
kullamilmistir. Oneri olarak yaklasik veya tam coziimleri elde etmek icin farkli

metotlar kullanilabilir.
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