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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

DENG-FAN-ECKART POTANSIYELINi iCEREN SCHRODINGER DENKLEMIiNIN
LAGUERRE SANKI-SPEKTRAL YONTEMIYLE SAYISAL COZUMLERI

Seval ULUSOY

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Haydar ALICI
Yil: 2025, sayfa: 39

Bu tezde, Deng-Fan-Eckart potansiyelini iceren Schrodinger denkleminin ozdegerleri ve
Ozfonksiyonlari, Laguerre sanki-spektral yontemiyle yaklasik olarak hesaplanacaktir. Bunun igin,
denklem oOnce daha kolay islenebilir bir forma doniistiirilecektir. Daha sonra, bu denklemden
faydalanarak, en uygun parametreli Laguerre polinomlar1 sanki-spektral semada kullanilmak {izere
baz fonksiyonlar1 olarak secilecektir. Hesaplanan yaklasik 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar c¢izelgeler
ve sekiller halinde rapor edilip literatiirde var olan sonuglarla karsilagtirilarak yontemin verimliligi
tartisilacaktir.

ANAHTAR KELIMELER: Schrodinger denklemi, Deng-Fan-Eckart potansiyeli, Laguerre sanki-
spektral yontemi, sayisal ¢oziimler



ABSTRACT

MSc Thesis

NUMERICAL SOLUTION OF THE SCHRODINGER EQUATION WITH THE
DENG-FAN-ECKART POTENTIAL BY USING THE LAGUERRE PSEUDOSPECTRAL
METHOD

Seval ULUSOY

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Haydar ALICI
Year: 2025, page: 39

In this thesis, numerical solution of the Schrodinger equation with the Deng- Fan-Eckart potential will be
obtained by using the Laguerre pseudospectral method. To this end, first the problem will be transformed
to a more tractable form. Then, by making use of the transformed equation, the Laguerre polynomials
with the most suitable parameter will be chosen as a basis set in order to use in a pseudospectral scheme.
The computed approximate eigenvalues and eigenfunctions will be reported in tables and figures. Finally,
the efficiency of the method will be discussed by comparing with literature results.

KEYWORDS: Schrodinger equation, Deng-Fan-Eckart potential, Laguerre pseudospectral methods,
numerical solutions.
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1. GIRIS

Bu c¢alismada, Deng-Fan-Eckart potansiyeli altinda Schrédinger denkleminin
nlimerik ¢oziimleri Laguerre spektral yontemi ile elde edilecektir. Bu potansiyel iki
atomlu molekiillerin atomik etkilesimlerinin incelenmesinde Morse potansiyeli kadar
iyl bir modeldir. Merkezkag teriminin varliginda, problemin tam ¢dziimii elementer
veya Ozel fonksiyonlar cinsinden ifade edilemedigi i¢in sayisal ¢ozlimleri 6nem arz
etmektedir. Literatiirde var olan bir ¢gok yontem merkezkag terimi yerine uygun bir
yaklagim alip, yeni denklemi analitik olarak ¢ozerek 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari elde
etmektedir. Fakat, burada 6z¢iftlerin dogrulugu, en fazla merkezkag terimine yapilan
yaklagimin dogrulugu ile sinirlidir. Bu yiizden bu ¢alisma, merkezkag terimin oldugu
gibi birakip, 6zgiftleri sayisal olarak yiliksek dogrulukta hesaplayan bir sayisal yontem
vermeyi amaglamaktadir. Problemin ¢éziimleri ve her mertebeden tiirevleri siirekli ise
spektral yontemlerin tistel mertebeden yakinsadigi bilinmektedir (Trefethen, 2008). Bu
yiizden, problemin tanim aralig1 (0, c0) goz Oniine alinarak bu aralikta ortogonal bir
baz olan Laguerre polinomlarini kullanan sanki-spektral yontem kullanilacaktir. Bu

calismada
d2(r) | 2
+ -
dr? h?
radyal Schrodinger denklemi

R0 +2)
2pur?

[Enf v ] b(r) =0 (1)

ere _ 1)2 ‘/Ie*ar ‘/267117” (12)

V(T>:De(1_ car —1) 1 _ewr T (1—eor)?
Deng-Fan-Eckart potansiyeli ile ele alinacaktir. Burada, r. molekiiler bag uzunlugunu,
D, ayrisma enerjisini, r ¢ekirdekler aras1 uzakligi, a potansiyel kuyusunun menzilini, 7
indirgenmis Plank sabitini, ;4 pargacigin kiitlesini ve V; ve V5 parametreleri potansiyel
siddetini temsil etmektedir. V;, = V5 = 0 durumu Deng-Fan, D. = 0 hali ise
Eckart potansiyeli olarak bilinmektedir. Bu denklemin ¢éziimleri, merkezkag teriminin
varhiginda (¢ # 0) kapali formda elde edilemez. Bu ¢alismada, E,, 6zdegerleri

(enerjileri) ve v,,(r) = 1(r) 6zfonksiyonlar1 Laguerre sanki-spektral yontemi ile

hesaplanacaktir.

Ilk olarak (1.1) denklemi, bagimli ve bagimsiz degisken iizerinde yapilan
bazi doniisiimlerle daha kolay ele alinabilir bir forma doniistiiriilecektir. Ardindan,

dontstiiriilmiis denkleme Laguerre sanki-spektral yontemi uygulanarak 6zdegerleri



1. GIRIS Seval ULUSOY

ve Ozfonksiyonlar1 sayisal olarak elde edilecektir. Bunun igin gerekli bilgisayar
programlarinin Matlab ve Fortran kodlar1 yazilacaktir. Sonuglar ¢izelgeler ve sekiller
halinde rapor edilecektir. Son olarak, literatiirdeki sonuglarla karsilagtirmalar yapilip

yontemin verimliligi ve etkinligi tartigilacaktir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Literatiirde Deng-Fan-Eckart potansiyeli i¢in bir ¢ok calisma mevcuttur.
Oyewumi ve arkadaglari, merkezka¢ (centrifugal) terimini Pekeris tipi yaklasimla
ele alarak Deng-Fan potansiyelini iceren Schrédinger denkleminin 6zdegerlerini
ve Ozfonksiyonlarimi asimptotik iterasyon yontemi ile hesaplamislardir (Oyewumi
ve Ark., 2014). Dong ve Gu, donen Deng-Fan molekiiler potansiyelini iceren
Schrodinger denkleminin, sinirli (sonlu) ayrik enerjilerini ve 6zfonksiyonlarini yaklasik
olarak hesaplayip bu ¢oéziimlerin genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlarla ifade
edilebilecegini gostermislerdir (Dong ve Gu, 2008). Falaye ve arkadaslari, Deng-
Fan diatomik molekiiler potansiyelini iceren radyal Schrodinger denkleminin yaklasik
analitik ¢ozlimlerini elde etmislerdir (Falaye ve ark., 2014). Oyewumi ve arkadaglari,
Merkezkag terimine Pekeris tipi yaklasim kullanarak Schrodinger denklemini Deng-
Fan molekiiler potansiyeli ile ¢6zmiislerdir (Oyewumi ve Ark., 2013). Hamzavi ve
arkadaglari, kaydirilmis Deng-Fan potansiyelini igeren radyal Schrédinger denkleminin
sonlu hal ¢6zlimlerini, merkezkag terimine Pekeris tipi yaklasim kullanarak, Nikiforov-
Uvarov metodu ile elde etmislerdir (Hamzavi ve Ark., 2013). Oluwadare ve Oyewumi,
kaydirilmig Deng-Fan potansiyelini iceren Schrodinger denkleminin yaklasik bagl
durum ¢6ziimlerini, uygun bir niceleme kuraliyla elde etmislerdir (Oyewumi ve Ark.,
2018). Edet ve arkadaslari, merkezkacg terimi i¢in, gelistirilmis Pekeris tipi yaklasim
kullanarak, radyal Schrédinger denkleminin bagli durum ¢dztimlerini faktorizasyon
yontemi ile elde etmislerdir (Edet ve Ark., 2020). Farizky ve arkadaslari, Eckart ve
Manning-Rosen potansiyelini i¢eren ii¢ boyutlu Schrodinger denkleminin ¢éziimiini
asimptotik iterasyon yontemi kullanilarak elde etmislerdir (Farizky ve Ark., 2016).
Suparmi ve arkadaglari, merkezi olmayan trigonometrik Pdschl-Teller potansiyeli
ile birlestirilmis Eckart potansiyeli i¢in Schrédinger denkleminin yaklasik analitik
¢Oziimiinii Romanovski polinomu kullanilarak elde etmislerdir (Suparmi ve Ark.,
2013). Diaf ve Hachama, Rosen-Morse potansiyelini igeren Feynman denkleminin
ile analitik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Bunun igin, keyfi bir ¢ agisal momentum
durumu i¢in merkezkac terimine bir yaklasim ve acisal yol integralleri i¢in lineer

olmayan uzay-zaman doniistimleri kullanilmistir. Ayrica, Eckart potansiyeli de 6zel bir
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durum olarak degerlendirilmistir (Diaf ve Ark., 2013). Onate ve arkadaslari, Eckart-
Manning-Rosen potansiyelini igeren Schrodinger denklemini keyfi agisal momentum
durumu igin belirli bir yaklasimla ¢ézmiislerdir (Onate ve Ark., 2017). Hatami ve
arkadaslari, deforme olmus genellestirilmis Deng-Fan potansiyeli ve deforme olmus
Eckart potansiyelini igeren Klein-Gordon denkleminin yaklasik analitik ¢ézlimlerini
keyfi acisal momentum durumu igin merkezka¢ terimine bir yaklasim semasi
kullanarak Nikiforov-Uvarov yontemi ile incelemislerdir (Hatami ve Ark., 2019).
Taskin ve Kogak, Eckart potansiyelini iceren Schrodinger denkleminin yaklasik analitik
¢oziimlerini, merkezkac terimine yeni bir yaklagim kullanilarak keyfi agisal momentum

durumu i¢in hesaplamislardir (Taskin ve Kogak, 2010).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Laguerre Polinomlar: ve Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde Laguerre polinomlari tanimlanip baz1 6zellikleri verilecektir. Once

bazi temel tanimlar1 verelim.

Tanim 3.1 I'(x) ile gosterilen Euler Gamma fonksiyonu
F(w):/ e 't dt, x#0,—1,-2...
0

genellestirilmis integrali yardimiyla verilir (Artin, 1964).

Tanmm 3.2 5 € C, k negatif olmayan bir tamsayr olmak iizere

Br=BB+1)...8+k-1), (Bo=1

ifadesi Pochhammer sembolii olarak bilinir (Petojevi¢, 2008).

Tanmim 3.3 Kronecker delta

seklinde tanimlanir (Carbo ve Besalu, 1994).

Ikinci mertebe lineer homojen

zy" +(y+1-2)y +ny=0

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

denklemi Laguerre diferansiyel denklemi olarak bilinir (Bell, 2004). Burada, n negatif

olmayan bir tamsay1 oldugunda bu denklemin iki lineer bagimsiz ¢éziimiinden biri

genellestirilmis Laguerre polinomlari olarak bilinir, L7 (z) seklinde gosterilir ve

asagidaki Rodrigues formiilii ile tanimlanur.

Tamim 3.4 Genellestirilmis Laguerre polinomlari

1 d
L) (z) = ﬁexx”yD”[e’xx”ﬂ], D = e

Rodrigues formiilii ile tanimlanir. (Rasala, 1981)

(3.5)
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Dikkat edilirse, (3.4) ile verilen Laguerre diferansiyel denklemi,
zy" + (b —xz)y —ay =0 (3.6)
konfluent hipergeometrik denkleminin
a=-n, b=v+1 (3.7)
ile 6zel bir halidir. Ote yandan (3.6) konfluent hipergeometrik denkleminin bir ¢oziimii

y1(x) = 1Fi(a; by ) (3.8)

fonksiyonu olup Konfluent Hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir ve bu

fonksiyonun seri gosterimi

1F1(a; by ) = i (), @

— (b), n!

seklindedir (Rainville, 1960). Ote yandan (3.5) ile verilen Rodrigues formiiliinde

n

(3.9)

Leibniz kurali uygulanirsa

D"e "2"] = z <Z> DFe—rpn=kgnty, n=0,1,2,...

k=0
=y (Z) (—D)fe(n+y)n+v—1),....(y+k+ D" (3.10)
k=0
_ " F(n+~+1)
=e "z’ —1 k<n> — ¥
kz:%( ) k)T(k+~+1)
elde edilir. Bu esitlik (3.5) de yerine yazilirsa
1 & n\I'(n+~v+1)
L(x) = — —1)* e T A1
w(@) n! kz:%( ) <k> L(k+~v+ 1)93 G-11)

bulunur. Ayrica

1 (m\ITln+y+1) 1  nl Th+y+1) 1/ n+y (3.12)
nI\k)T(k+~v+1) nlkln—k)T(k+y+1) k\n—k '
oldugundan
n +,y l‘k
L) =S (=" T2 —0,1,2,... 3.13
n(x) k;o( ) (n_k:> k" n 07 ) 7 Y ( )

halini alir ki bu L) (z) ifadesinin gergekten derecesi n olan bir polinom oldugunu

gosterir. Ote yandan

() = S G C g1

n—k)!(y+ 1) n (y+ 1)
(3.14)
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oldugundan, Laguerre polinomlar1 (3.9) yardimiyla

n o k _
L%(r)z(wl)”Z Cne o0 (57 p (L) w=oven
n! = (v 1)k k! n v+1
(3.15)

biciminde ifade edilebilir. Bu ise Laguerre polinomlarinin Konfluent Hipergeometrik

fonksiyon cinsinden ifadesidir. Burada, z = 0 alinirsa

L2(0) = <"+7> _ (4 _Tln+y+1) —0,1,2,...  (3.16)

n nl all(y+1)°

olarak bulunur. Laguerre polinomlarinin bagkatsayisi k,,, (3.15) esitliginde x” li terimin

katsayist olup k = n igin

('Y"’l)n (_n)n 1

i = n (y+1,n!
=(—n)(—n+1)(—n+2)...(—n+n—1) (nl‘)2
1 (3.17)
= (=1)"n! TIE
e
n!
oldugundan
k, = (—n1')n’ n=0,1,2,... (3.18)

olarak bulunur. Ilk dért Laguerre polinomunun acgik gosterimi (3.5) Rodrigues

formiiliinden
LY (x) =1
LV (@) =—z+7+1
LY (z) = 5‘; v+ 2+ (v + 1)2(7 +2) (3.19)

vy 2 (v+3) (v+2(y+3)z | (v +1D)(v+2)(y +3)
L) = 5+ g - 2 " 6

seklinde elde edilir.

Teorem 3.5 (Bell, 2004) Genellestirilmis Laguerre polinomlari icin iirete¢ (dogurucu)

fonksiyon
0 . 1 s
n=0

seklindedir.
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Ispat. (3.15) esitliginin her iki tarafi t” ile carpilip k {izerinden toplam aliirsa

k

= iy s P F D s (1) @
;Ln(fff)t th(’;k!

k—0n—=0 (v+ 1) kin!
= (—at) & (14 k+ D
=2 L > 13 (3.21)

BRI R
ifadesine ulasilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur. U
Teorem 3.6 v > —1 i¢cin Laguerre polinomlari I = (0, 00) araliginda w(x) = x7e™™
agirlik fonksiyonu altinda ortogonal (dik) bir sistem olustururlar. Yani

= r 1
(Lins L) = / 2 " L0 (2) L] (z) da = Wamn = 126, (3.22)
0 n:

ortogonallik ozelliginin saglar. Burada h,, normalizasyon sabiti olarak adlandurilir.

Ispat. (3.22) de L (x) yerine (3.5) Rodrigues formiiliinden esiti yazilip

e 1 (o]
/ e VL (2) L) () dox = —
0

[ L(x)D et da (3.23)
n:.Jo

n defa kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

/ T L9 (@)D 2 di = (— / DL (z)e 2" d (3.24)
0

elde edilir ki bu m < n igin sifirdir. m = n igin ise

/Oo D"LY(z)e *a" ™ dx = k,n! /OO e 2" dr = (=1)"T(n+~v+1) (3.25)
0 0

oldugundan ortogonallik 6zelligi ispatlanmis olur. ([

Teorem 3.7 Genellestirilmis Laguerre polinomlart asagidaki rekiirrans (yineleme)

bagintilarini gergekler (Bell, 2004).
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i) Ly (&) + L3716 = L3(©)

i) (n+ 1)L () = @n+y+1=OL(E) — (n+7)L1_1(&)
i) €5 L3(€) =nLy(€) — (n+7) L3 (6)
i) GeL(€) = =S5 L)

v) ELUE) = —LiE(E)

vi) LiPHE) = 202 LY(€)

Ispat. 11k olarak (3.13) ifadesindeki kombinasyon terimi agilirsa

L)) = Z(—l)k(n —</<:)J!r(3)+ k)!i!, n=0,1,2,...,

k=0

halini alir. Burada n yerine n — 1

v = k (n—1+49)! ¢*
La®) = 2 (D) =5 k;)!(3+ WA

ve v yerine v — 1 yazilirsa

L) = an(—l)’“(n _(TZ;)T(Z: PJ'F k)!i!’ (k=0=n—1)

_ p (=D& (“D)"(n+y-1) &
—kz:%(_l) (n—k)!(’y—l—i-k;)!ﬁ—'—(n—n)!(’y—l%—n)!a

o by -1 g e
=21 (n—(k)!(fZ—1>—i— I

bulunur. Simdi (3.27) ve (3.28) serileri toplanirsa

Loa©)+ 170 = ;2(—1)’“(” A
+:Z;(_1>k(n —(Z)T(z: 111 k:)!ij * (_”nf:
buradan yardimla
= :2;2(—”“ (n— 1(:)};;1);{ = 1)!?2 [’y e k] R
= :z::;(‘”k (n1- é;@ }:/;7_)'1(;(; ?k)(n - k)é/: S

" K n+y)! 1% N
+ 2 (-1) (n—(k;)!(% o~ Lle)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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olup boylelikle ispat (7) yineleme bagintisi i¢in tamamlanmis olur.

Genellestirilmis Laguerre polinomu i¢in {irete¢ fonksiyonu (3.20) ile verilen

denklemde her iki tarafin ¢ degiskenine gore kismi tlirevi alinirsa

S Ly = (g + (1 — e - (1o LT EE
n=0 (1 _ t)2
) (3.31)

bulunur ve her iki tarafin (1 — ¢)? ile garpilip yeniden diizenlenmesiyle

o0

> LY (&t 12 Z nL) (" + i nL) ()" =y i LY (Ot —~ i LY (&)t

n=0 n=0

Z L€ Z L -3 e
" (3.32)

elde edilir. (3.32) denkleminde her iki tarafin da ¢" ile verilen katsayilar1 esitlenirse

(n+1)L51(§) = 2nL (&) + (n = 1)Ly (§) = YLA(E) — v Lo (8)
+L3(8) = nLy1(§) — ELY(E)

(3.33)

ifadesinin diizenlenmesiyle

(n+ 1)Ly (§) = @2n+vy+1=8LJ(E) — (n+7)L,1(8) (3.34)

(1) yineleme bagmtisi elde edilir. Simdi (3.20) denkleminin ¢ degiskenine gore tiirevi

alinirsa
o0 d ¢
Z di —t(]. — t)_v_ze_%
> d —t
— Lyé"
Sigtior - o
> d
(=13 SR =~
O d n+1 o7 n+1
= chL Z 3 Z LY (Ot =0
n=0
(3.35)
yazilabilir. Ikinci ve {igiincii toplamda indis degistirilip n yerine n — 1 yazilirsa
—L)( o L) t" =0 3.36
2 gelale ngnl O + 3 L) (3.36)

10
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olur ve 6te yandan

> |d d
Z digL;yL(§> - dfgLZfl(f) + LZJ(@ t"=0
n=0 q q (3.37)
= d?LZ(f) - dféLZ_l(f) =—L,1(8)
elde edilir. Buradan
d d
d?LZ_l(f) = dfgLZ(é“) + L 1(8) (3.38)
ifadesine ulagilir. Ayrica n yerine n + 1 yazilirsa
d d
— L&) = Ly (§) + L7 (€)
ddf dd€ (3.39)
= dfgLZH(é) = d?LZ(E) — L} (§)

ifadesi elde edilir. Ote yandan (3.34) ile gosterilen (74) bagintist

ELL(E) + (n+ 1) [Ly1(§) = LY = (n+ ) [L5() = L (] =0 (3.40)

formunda yazilabilir. Son esitligin ¢ degiskenine gore tiirevi alinip

d d d d d
LUOE LA+ 1) | Fe O — L6 =(04) | 120 = eTAn(9)] =0
(3.41)
(3.39) goz oniine alinirsa d%LZL(ﬁ ), LY(&) ve L) (&) arasinda
d
Sd?LZ(S) =nL;(§) — (n+7)L;-1(§) (3.42)

tig terimli (i77) yineleme bagintisi elde edilir. Simdi (3.20) ile verilen denklemde her iki

tarafin £ degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa

Ayrica n yerine (3.13) ifadesinin £ degiskenine gore tlirevinin alinmasiyla n =

1,2,3,...1¢in
d o d n+ v\ &
I L&) = dgkz:%(—l)k(n B k)k'
n n—|—7 gkfl
= kzl(_l)k(” B k) CE (3.43)
n—1 k
=S, 1T ) - e

tiirev bagintisina ulasilir ve (v) ispatlanmig olur. U

11
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(71) bagintisinda L) () yerine h,,1),, yazilirsa

(n + l)hn—i-ld)n—&-l = (2n +v+1- g)hn¢n - (n + ’7>hn—1wn—1 (3.44)

ulasilir ve (3.44) denkleminde her iki tarafin h,, ile boliintip gerekli ifadelerin yerine

yazilmasiyla

hy, hy, hy—
(n+1) =750 = 20+ +1 =63 0 + (0 +7) 701 =0 (345)

denklemine ulagilir ve bu denklem (3.22) yardimiyla yeniden diizenlenirse

= /(n+1)(n+7+1) (3.46)

(n+1)h”+1 _ (n+1)¢ I'(n+~v+2) n!

ha, (n+1)! Th+y+1)

Ve

(n+7) hz: =(n+ fy)\l F<§Ln_+1;!) T +n}y i vVn(n +7) (3.47)

ifadelerinin yerine yazilmasiyla

VO D)4y + Der — @4y + 1=+ n(n+ 1)1 =0  (3.48)

elde edilir. Benzer sekilde (7i7) i¢in de ayni islemlerin uygulanmasiyla

d
f@%bn = n, —\/n(n 4+ ¥)Y,—1 (3.49)

halini alir. O halde (3.48) ile gosterilen ti¢ terimli iligki (V. + 1). derece normalize

edilmis Laguerre polinomlarin = 0, 1, ..., NV icin homojen olmayan bir lineer denklem
sistemi
(&1 — R)yY = b, (3.50)

olup

41 —J7F1 0 o 0 ]

-7 +1 v+ 3 —/2(y + 2)
R— 0 —/2(v+2) 0
Y+2N -1 —/N(y+N)
0 0 —/N(y+N) ~vy+2N+1
) (3.51)

12
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burada R, (N + 1) x (N + 1) li¢ banth kdsegen bir matris, b vektori

T
b— {o,o,...,o, VIV E DN + 7+ Dby 1(9) (3.52)

sifir olmayan yalnizca bir bilesen olup, I birim matrisidir. Burada ¢y, 1(§) = 0
oldugundan dikkat edilirse (3.50) sistemi R¢ = ¢ bigiminde standart matris 6zdeger
problemidir. Dolayistyla 1y 1(&) polinomunun kokleri R matrisinin 6zdegerleri olur.

Bu yontem Golub-Welsch algoritmasi olarak bilinir. (Golub ve Welsch, 1969)

3.2. Sanki-spektral Yontemler ve Tiirev Matrisleri

Bu boliimde, birinci ve ikinci mertebeden sanki-spektral tiirev matrislerini
yazacagiz. Sanki-spektral yontemler bir y(¢) fonksiyonunun [Iyy(§) olarak

isimlendirilen ve N
Iny(€) = Pn(&) = > €nl&)Yn (3.53)
n=0

ile verilen N. derece polinom interpolasyonu iizerine kurulur. Burada 6nceden se¢ilmis
& =&, Yn = y(&,) degerleri y(&) fonksiyonunun n = 0, 1,. .., N noktalarindaki reel
degerleridir. Ayrica /,,(¢) fonksiyonlari

_ v Ly (€)
B A T Y R Ty [0} 1(8)] (39

biciminde tanimlanan Lagrange interpolasyon polinomlaridir.(Taseli ve Alici, 2007)

Burada v
Uni(§) =k T (€ —&m) (3.55)
m=0

kokleri reel ve birbirinden farkli (N + 1). derece polinomdur. (3.55) ifadesindeki
k sabiti teorik olarak bir anlam belirtmese de, niimerik yontemlerde énemli bir rol
teskil eder. Py () interpolantini tiirevleri yardimiyla y(&) fonksiyonunun tiirevlerini
de yaklasik olarak hesaplayabiliriz. Hatta y(¢) fonksiyonunun &, noktalarindaki 3% (&,,, )
tiirev degerleri y(&,,) = Pn(&y) fonksiyon degerleri tiiriinden belirlenebilir. {1k olarak

(3.53) ifadesinin k. mertebeden tiirevinin alinip x = z,,, noktalarinda hesaplanmasiyla
N
PPE) =S 9(€)y,, mynk=0,1,... N (3.56)
n=0
esitligi elde edilir. Simdi bu son esitlik

Dk — [d(k) } _ g(k)(fm) (3.57)
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olmak tzere

y®) = pkly (3.58)

matris-vektor formunda verilebilir. Burada y = [yo, y1, - - -, yN]T fonksiyon degerlerini
ve yb) = [P](Vk) (&), PP (&), ..., PW (fn)} tiirevlerini igeren (N + 1) boyutlu siitun
vektorleridir. (3.57) ile ifade edilen (N + 1) x (N + 1) boyutlu D) kare matrisine
“tlirev matrisi” denir. (Aytar, 2017)

Simdi (3.54) ifadesinin £ degiskenine gore tiirevi alinarak birinci tiirev matrisinin

elemanlarini hesaplanirsa

/ 1 ¢}v+1 (fm)
l = 2
n<£) gm - gn ¢N+1 <€n>

esitligi elde edilir. (3.49) denkleminde £ = &, ve n yerine (N + 1) yazilirsa

(3.59)

5md§¢w+1<§m> — (N 4+ Doy (€n) = IV + DN 47+ Diow(€n)  (3.60)

halini alir ki bu da (3.55) esitliginden ¢y 1(&,,) = 0 oldugu gz 6niine alinarak

VN +1)(N +7+1)

Vya1(€m) = — z U (€m) (3.61)
olur. O halde birinci mertebe tiirev matrisinin kosegen dis1 elemant
, 1 n m
0o (&m) = di), = Snlem) L, (3.62)

e — G Emn(6n)
olarak bulunur. Késegen elemanlart (m = n) ise { = ¢, durumundaki belirsizlikten
dolay1
dV = lim ¢ (¢) (3.63)

e,

limiti yardimryla bulunabilir. (3.63) ifadesinde belirsizligin giderilmesiyle

nn Eg?n 2 ¢N+1 (gn) 2 @Z)N+1 (gn) ( )

sonucuna varilir ve

d(l) _ l¢§({+1(§n)
" 29y ()
-1 N(fn)l (3.65)
_(_I—g_ﬁy)wN(fn)
1
= Zign(gn -7 - 1)

14
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elde edilir. Dolayisiyla birinci mertebe tiirev matrisinin elemanlari

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde Lagrange polinomunun ikinci mertebe tlirevinin

" B 1 @Dgfﬂ(g) B %\fﬂ(f) Yn11(§)
balln) = [(5 B B (N A (I E

¢ = &, noktalarinda (m # n) hesaplanmasiyla ikinci mertebe tiirev matrisinin kosegen

(3.67)

dis1 elemanlar1

1 (V+1=&)(N+1—7)

@ _
i _M¢ (&) [ (&m)2(&m — &) Y (Em)
n NASn
2N +1-7) ]
— 1 i N . 2 §n¢N(£m)
s [gm En=r =)= aj £t (£n)
(3.68)
Y] ) y
49 = tim ¢ (€) = tim S 80(8) LV () (3.69)

Etn 6 3041 (6)  3UNaa(6)
limiti ile de ikinci mertebe tiirev matrisinin kosegen elemanlar1 bulunmus olur. (3.4) ile

verilen Laguerre diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii olan (N + 1). derece Laguerre

polinomu

En 1 (©) + (Y + 1= OUn 1 (&) + (N + Doyy1(€) =0 (3.70)

oldugundan (3.70) ifadesinin ¢) degiskenine gore tiirevinin alinmasiyla

"

€N 41(6) TN 11() =1 (6) + (1 + 1= x4 () + (N + 1)ty 4(§) = 0 B.7D)
bulunur. Bu denklemin diizenlenmesiyle

@D%H(f) = (€=7- 2>¢X7+1§<§> _ Nw;\f—l-l(f)

elde edilir ve burada ¢ yerine &,, yazilarak (3.69) ifadesinde yerine konulmasiyla

(3.72)

o 111

15
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bulunur. Dolayistyla ikinci mertebe tlirev matrisinin elemanlari

— (&, = —1)— ’
dﬁﬁ% =3 (3.74)
+ i1 -2E -1, m=n
seklinde ifade edilir.

3.3. Yontemin Denkleme Uygulanmasi

(1.1) esitligi ile verilen radyal Schrodinger denkleminin 6zdegerlerini ve
ozfonksiyonlarmi matematiksel fizigin 6zel fonksiyonlar1 cinsinden belirleyebilmek
icin bagimli ve bagimsiz degisken iizerinde doniisiimler yapilarak denklem uygun bir

forma déniistiiriilecektir. i1k olarak bagimsiz degisken iizerinde

&=cr, ¢ € (0,00) (3.75)
dontistimii yapilirsa
da_ .4 (3.76)
dr — d¢ '
ve , )
d 5 d
— =" 3.77
arz — ¢ ae? (3.77)

operasyonel denklikleri elde edilir ve bunlarin (1.1) denkleminde yerine yazilmasiyla

B fic%(ﬁ +1)
2u &2

denklemine ulagilir. Son denklemin £ = 0 noktasindaki diizgiin tekilligi

2

2 .1
c“Y + 252

B —V(£/0) Y=0 (3.78)

(&) =& y(€), a€eR (3.79)

tipinde bir ¢6ziim aramamizi nerir ki bu da denklemdeki 1/£? ile orantili terimlerin yok
edilmesi i¢in esnek a parametrelerinin se¢ilmesine imkan tanir. Simdi (3.79) ifadesinde

her iki tarafin dogal logaritmasi alinirsa

() = nf¢%e*2y(€)], aeR (3.80)

ve bunun diizenlenmesiyle
Ine (€) = alné + Ine™/2 + Iny(€) (3.81)

16
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elde edilir. Bu ifadenin 1) degiskenine gore birinci ve ikinci tiirevlerinin alinmasiyla

vy a1
R T 3.82
¢y 2 (352
ve )
"y 2a y a*—a a 1
LA A e A 3.83
v y+<£ >y+ g i G-83)

esitlikleri bulunur. (3.78) denkleminde her iki tarafin ¢ ile bolinip (3.82) ve (3.83)

ifadelerinin yerine yazilmasiyla

yy”+ (25—1) Z+C’2€;CL—Z+;+;;[EM—V(§/C)]—£(£;1) —0 (3.84)
denklemine ulagilir ve bu denklem yeniden diizenlenirse
halini alir. Burada (&) fonksiyonunu
Q= Q€m0 B) = o (B — V(E/)] (3.86)

c2h?

seklinde tanimlayabiliriz. (3.85) denkleminde her iki tarafin £y ile genisletilmesiyle

2 _ 62 7
'+ Qa— €y + St Q)+ T y=0 (87
elde edilir. Simdi
ad—a—0—-0=0 (3.88)
yani a = —/( veya a = { + 1 segilirse 1/¢ ile orantili terim yok edilebilir. Aslinda

(3.88) denkleminin pozitif kokii
a=0+1 (3.89)

secilirse (3.87) denklemi

o e+ SO -+ D]y=0 G0
denklemin
y=20+1 (3.91)

oldugu 6zel halidir ve (3.90) denkleminde /¢ yerine WT_I yazilmasiyla

'O 1-9y+ [ g0 reo)i=0 G

17
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bulunur. O halde (3.86) ile verilen Q(£) fonksiyonunun (3.92) denkleminde yerine
yazilarak diizenlenmesiyle Schrodinger denklemi H¥Y = FE,,U esitligindeki gibi

matris-6zdeger problemi formunda

§ 1 20
iy +1=8y+ |1 -5+ 1) - 2ﬁgé“V(ﬁ/ )|y =~ gz Euly  (3:93)
olarak yazilabilir ve ¢ bir optimizasyon parametresidir. Burada (3.93) denklemi yeniden
diizenlenerek
&'+ (v + 1=y +QE)y =Xy,  £€(0,00) (3.94)

elde edilir ki bu da benzer olarak (3.93)’deki genellestirilmis Laguerre polinomlarina
karsilik gelen diferansiyel denklem olarak bilinir. Ote yandan Q(f) degistirilmis

potansiyeli, A ise 6zdeger parametresini temsil eder.

. 1
Q=0meh) =~ J(+1) ~ oev(e/o (3.95)
ve
A=A, e, k) = 3’7;15 (3.96)
oldugundan
2ﬁ2
B, =S (3.97)
B

ile verilen F,,, 6zdegerleri (enerjileri) kolayca goriiliir. Bir sonraki boliimde, Laguerre
polinomlar iizerine insa edilen sanki-spektral yontem anlatilip, dontistiiriilmiis (3.93)

denklemine uygulanacaktir (Taseli ve Alici, 2015).

3.4. Laguerre Polinomlar1 Uzerine Insa Edilen Sanki-Spektral Yontem

Bu bolimde (3.94) de verilen donistiiriilmiis (3.93) denklemine Laguerre
polinomlar1 iizerine insa edilen sanki-spektral yontem anlatilacaktir. Simdi (3.53)

ifadesinden yararlanarak yaklasik ¢6ziim olarak

N
Yy a(Oyn,  Yn=y(&) (3.98)
n=0

alinacaktir. (3.98) ile gosterilen yaklasik ¢6zlim (3.94) de yerine yazilip
N
EX L&y + (v +1 - Z 0ol Q) n(E)yn = Aeln(E)ym (3.99)
n=0

18
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cebirsel denklem sistemine ulasilir ve bu denklem sistemini diizenlersek

N N
S0 + (v + 1= 0, () + QOO v =AY €6y (3.100)
n=0 n=0

olur. Burada ¢ =¢,, m =0,1,..., N alinirsa

> {5052(50) + (7 + 1= &), (%) + @(fo)gn(ﬁo)} Yo = A Z_: €oln(80)yo

n

Il
o

N N
> [0 E) + ( + 1= &)6(6) + QE)G(E)] 1 = A Y- &lu(Em
n=0 n=0
N ., / A N
> [Envla(en) + (v + 1= &) (En) + QEWE(En) | yn = A Y Enlu(én)yn
"~ "~ (3.101)
ifadesine ulagilir. O halde £ = &, noktalarindaki denklem sistemi
N , / . N
D |&mln(En) + (v + 1= &n) 0, (En) + Q(Em)ln(Em) | Yn = A Y Enln(€m)Yn
n=0 P 5 n=0
(3.102)
seklindedir. (3.102) ile belirtilen sistem matris-vektor formunda yazilirsa
(K + Q)y = ABy (3.103)

elde edilir ki bu bir genellestirilmis matris-6zdeger problemidir. $imdi K matrisinin

¢ = &, noktalarinda (m # n) hesaplanmasiyla

Koo = [6nlo(En) + (7 + 1 = &) (6m))]

:gm[1<1 (fm_’y_l)_

2 ) gan(fm)]

Em — En \Em Em — &0 ) Emtin(En) (3.104)
1 &n(Em)
1 - m
O =) e (e
elde edilir ve bu matrisin en son hali
Kon = —26n Yn(En) m#£n (3.105)

<§m - gn)Q wN(fn) ,

19
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bigimindedir. Benzer sekilde K matrisinin m = n icin kosegen elemanlart

Kon = [l (&) + (7 + 1= &)1, (60))

~¢, [32 <;<fn—v—2>(fn—v—1>—fv>+<v+1—£n)2;(5n—v—1>
=§”_§Z_1E(fn—v—2)+;(v+1—§n)]—]§
REREFE

— GG+ g

I—G;[(ﬁn—vf—l}—g

(3.106)
bulunur. Dolayisiyla K matrisinin elemanlari

_ 2 ’
K, =1 (En = &0)* 9w &) (3.107)

m#n

6 1 )
seklinde ifade edilir. Ote yandan Q(f ) degistirilmis potansiyeli
A gn 1 2:“
Y 1) — == :

ile gosterilebilir ve buradaki V' parametresi (1.2) deki Deng-Fan-Eckart potansiyelini

temsil eder. B kdsegen matrisinin tersi

1
Bl = & Omn (3.109)

seklinde yazilabilir. Boylece (3.107) ve (3.108) ifadelerinin soldan B kdsegen

matrisinin tersi ile ¢arpilmasiyla

12 Pn(m) mtn
~ 1 1 (gm - gn)2 wN(gn) ’
I'=B"K)m=—¢ i (3.110)
o) e
veE
(B O) = (Lo 2
Q= (B™'Q)mn = <4 % +02ﬁ2V(§n/c)> S (3.111)

elde edilir ki bu da (3.103) ile verilen genellestirilmis matris-6zdeger problemini
(T+Q)y =Ny (3.112)
siradan matris-6zdeger problemine doniistiiriir.
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Tamum 3.8 A ve B, n x n bicimindeki kare matrisler olmak iizere
B =P AP (3.113)

olacak sekilde terslenebilir bir P matrisi varsa A ve B matrisleri benzerdir denir (Lord,

1999)
Teorem 3.9 Benzer matrislerin 6zdegerleri aynidir(Robinson, 2006).

Ispat. A ve B matrisleri benzer olsun. A matrisinin 6zdegerleri Az = Az esitligini
saglayan \ sayilaridir. Burada A yerine (3.113) ifadesinden PBP~! yazilabilir ve bu
esitligin soldan P~ ile garpilmasiyla

PBP 1z = Ax
BP 'z = \P 'z (3.114)
B(P™'z) = XP o)

olur. Yani z, A matrisinin )\ dzdegerine karsilik gelen dzvektorii ise P~ 'z vektorii,
B matrisinin ayn1 A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriidiir. Dolayisiyla A matrisinin
her 6zdegeri B matrisinin de 6zdegeridir. Bu islemlerde A ve B matrislerinin rolii
degistirilebilecegi i¢in, B matrisinin her 6zdegeri ayn1 zamanda A matrisinin de
0zdegerleri olur. Sonug olarak A ve B matrisleri benzer ise ayn1 6zdegerlere sahiptir.
O

Dikkat edilirse 7' matrisi simetrik olmadigi i¢in (3.112) lineer denklem sistemi
simetrik degildir. Fakat, bu teoremden faydalanarak uygun bir benzerlik doniisiimii ile

(3.112) lineer denklem sistemi simetrik hale getirilebilir. Eger P matrisi

P = diag [Li (%), LY (€0), -, LY (€w))] (3.115)

olarak segilip, P~'T P seklinde T matrisine uygulanirsa

1 .
,\ 1 (gm_gn)w
T =P 'TP = -5 (3.116)
;{; [(571_’7)2_1}—}_2N}a m=n

ifadesi elde edilir. Goriildiigi gibi 7" matrisi 75,,,, = T}, oldugundan simetriktir. Ayrica,

T matrisinde niimerik agidan fazladan hesap gerektiren ¢y (&) ve ¢ (£, terimleri de
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yok edildi. Dolayistyla
PYT+QP=P'TP+P'QP=T+Q (3.117)
oldugundan, (3.112) lineer denklem sistemi yerine
(T + Q)u = Iu (3.118)

simetrik lineer denklem sistemi alinabilir. (3.112) ve (3.118) lineer denklem
sistemlerinin katsayr matrisleri benzer matrisler oldugundan o6zdegerleri aynidir.
Dolayist ile simetrik olmayan ve fazladan terimler igeren (3.112) lineer denklem
sistemi yerine, simetrik ve daha sade (3.118) lineer denklem sisteminin 6zdegerlerini

hesaplamak niimerik a¢idan daha verimli olacaktur.

Ote yandan (3.112) lineer denklem sisteminin dzvektorleri ile (3.118) simetrik

lineer denklem sisteminin 6zvektorleri arasinda
y=Pu (3.119)
baglantisinin oldugu
(T+Qu= =P T +Q)Pu=u= (T +Q)(Pu) = \Pu) (3.120)

ifadesinden aciktir. Sonraki boliimde (3.118) lineer denklem sistemini Laguerre sanki-
spektral yontemiyle ¢6zerek niimerik 6zdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 elde etmeye

calisacagiz.
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4. BULGULAR

4.1. Niimerik Ozdegerler ve Sonuclar

Biitiin tablolarda n 6zdeger indeksini, N matris boyutunu, c,, istenilen
dogrulugun en kiiciik matris boyutunda elde edilmesi i¢in gereken optimizasyon
parametresinin degerini, £, , 6zdegerleri temsil etmektedir.

Cizelge 4.1. N = 60 Matris boyutunda c optimizasyon parametresinin Ey o 6zdegerinin yakinsamasina
etkisi.

Copt EO,O

1 5.5266

5 5.5267802

10 5.52678027
20 5.526780278
30 5.52678027802
40 5.5267802780
50 5.52678028
60 5.5267802

70 5.526780

80 5.5267

Cizelge 4.1., N = 60 matris boyutunda F| , 6zdegeri iizerinde c optimizasyon
parametresinin yakinsama tiizerindeki etkisini gormek i¢in verilmistir. Tablodan
goriildiigii tizere c,,; degeri 25— 35 aralifinda olup yontem optimizasyon parametresine
hassas bir sekilde bagl degildir. Yani, 25 — 35 aralifindaki herhangi bir deger
optimizasyon parametresinin optimum degeri olarak alinabilir. Aslinda optimizasyon
parametresi, grid noktalarini 6zfonksiyonun degerlerinin sifirdan uzak oldugu araliga
sikistirmaktadir. Boylece grid noktalar1 6zfonksiyonun sifira ¢ok yakin oldugu aralikta
zayi edilmemis olur ve matris boyutu sabit kalmasina ragmen daha yiiksek dogrulukta
sonuclar elde edilir (Bkz. Sekil 4.1.). Sekil 4.1., optimizasyon parametresinin, Vs
0zfonksiyonu tizerindeki etkisini gostermektedir. Parametre degerleri D, = 15, r, =
0.4, a = 0.05, h = p = 1 olarak alinmistir. Matris boyutu N = 60 degerinde sabit
tutularak optimizasyon parametresinin etkisi incelenmistir. Optimizasyon parametresi,
optimum degerinden ¢ok kiigiik oldugu zaman grid noktalarinin biiylik bir bolimii

ozfonksiyonun neredeyse sifir oldugu aralik olan (10, 240) araliginda zayi olmaktadir
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(Sekil 4.1.a). Optimizasyon parametresi, optimum degerinden ¢ok biiyiik oldugu zaman
ise O0zfonksiyonun sifirdan uzak oldugu bazi kisimlarinin elde edilmesi miimkiin
olmamaktadir (Sekil 4.1.c). Ote yandan, parametrenin optimum degeri ¢, = 20 igin

0zfonksiyon yliksek dogrulukta elde edilmektedir (Sekil 4.1.b).

0.8 T T T T 0.8
0.4 1 0.4 r
0.2 1 0.2
0 S ] 01
0.2 1 02t
-0.4 A 1 -0.4 r
-0.6 1 -0.6
0.8 : : : : 0.8 : : : : :
0 50 100 150 200 250 0 2 4 6 8 10 12
(ac=1 (b) copt =20
1 ‘ ‘ ‘ ‘
0.5 1
04
051
1 L L L L L
0 1 2 3 4 5 6
(c) c =60

Sekil 4.1. Optimizasyon parametresinin, ¥o o 6zfonksiyonu {izerindeki etkisini gosterir grafiklerdir.
Parametre degerleri D, = 15, r, = 0.4, a = 0.05, h = pu = 1 olarak alinmistir. Matris
boyutu NV = 60 degerinde sabit tutularak optimizasyon parametresinin etkisi incelenmistir.

Cizelge 4.2. optimizasyon parametresinin etkisini daha i1yi gorebilmek ic¢in
verilmistir. Grid noktalar1 6l¢eklendirilmediginde (¢ = 1) yakinsamanin ¢ok yavas
oldugu goriilmistlir. Nitekim, N = 70 ve N = 120 matris boyutlar1 arasinda
yakinsayan basamak sayisi agisindan bir fark bulunmamaktadir ve her ikisi i¢in de
4 — 5 basamak dogruluk elde edilmistir. Ote yandan, ¢ parametresinin optimum degeri
secildiginde (c,,r = 10), 4 — 5 basamak dogruluk sadece N = 10 matris boyutunda

elde edilmistir.
Biitiin ¢izelgelerde verilen sayisal 6zdegerler ardisik iki matris boyutu icin
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Cizelge 4.2. Optimizasyon parametresinin Ey o 6zdegerinin yakinsama hizina etkisi.

N (C = 1) EO,O N (C = 10) EO,O
70 5.52672 5 5.5266
80 5.52675 10 5.52677
90 5.52676 20 5.526780
100 5.526771 40 5.52678026
110 5.526775 60 5.526780276
120 5.526776 80 5.52678027765

karsilastrilmis ve sadece kararli basamaklar rapor edilmistir. Yuvarlamadan dolay1 son

basamak hari¢ hepsi dogrudur.

Cizelge 43., D, = 15, r. = 0.4, a = 0.05, h = p = 1 parametre degerleri
icin Deng-Fan potansiyelinin / = 1 durumunda ilk on 6zdegerini icermektedir. Bu
ozdegerleri ¢izelgede verilen dogrulukta elde etmek i¢in c,,; = 10 ve matris boyutunun
N = 120 alinmasi yeterli olmustur. Son iki siitun karsilagtirma i¢in literatiir sonuglarini
icermektedir. Cizelge 4.3.’den anlasilacag1 tlizere bu calismadaki sonuglar literatiir

sonugclari ile olduk¢a uyumludur.

Cizelge 4.3. D, = 15,7, = 0.4, a = 0.05, h = p = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin
E,,.1 6zdegerleri.

N Copt Eml Oyewumi ve Ark. (2013)  Oyewumi ve Ark. (2014)
120 10  7.860804466630 7.860804493 7.860804467
10.997762943920 10.99776305 10.99776302
12.497602157360 12.49760242 12.4976024
13.327798459761
13.833706868550
14.163507513689
14.389352489277
14.549790697778
14.666937615480
14.754217676197

O 0NN WND e~

Sekil 4.2., D, = 15, r. = 04, a = 0.05, A = pu = 1 parametre degerleri
i¢in Deng-Fan potansiyelinin / = 1 durumunda normalize edilmis Wy ;(r) ve W (r)

Ozfonksiyonlarini icermektedir.
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I 0.4
—— W (n) 0.3
05 f 02
0.1
0d 0
0.1
0.2
051 0.3
. : : : 0.4 ‘ ‘ ‘ :
5 10 15 20 0 10 20 30 40 50
(a) E2,1 = 12.497602157360 6zdegerine karsilik (b) Ey,1 = 14.754217676197 6zdegerine karsilik
gelen Uy 1 (r) 6zfonksiyonunun grafigi gelen Wy 1 (r) dzfonksiyonunun grafigi

Sekil4.2. D, = 15,1, = 0.4, a = 0.05, h = p = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin
£ =1 durumunda ¥, ; ve ¥y ; 6zfonksiyonlaridir.

Bu tezde 6zfonksiyonlar Ly(0, 00) anlaminda, yani
lwa I = [ Wiy =1, (.1
0

olacak sekilde normalize edilmistir. Burada Lo(0,00) karesi integrallenebilir

fonksiyonlarin Hilbert uzayini temsil etmektedir.

Cizelge 4.4. D, = 15,7, = 0.8, a = 0.05, h = p = 1 parametre degerleri i¢cin Deng-Fan potansiyelinin
L, 1 6zdegerleri.

N copt E,q Oyewumi ve Ark. (2013)  Oyewumi ve Ark. (2014)
100 10  4.140887222544 4.140887263 4.140887237
7.532791457425 7.532791561 7.532791535
9.613012874348 9.613013087 9.613013061
10.978932189767
11.922732348845
12.601046529019
13.103972739496
13.486318352710
13.782976152167
14.017016337570
14.204186927914

S0P TONUN AW = O[S

Cizelge 4.4. ise Deng-Fan potansiyelinin D, = 15,7, = 0.8,a = 0.05,A=pu =1
parametre degerleri i¢in baz1 6zdegerlerini igermektedir. Ozdegerleri, gizelgede verilen

dogrulukta elde etmek i¢in optimizasyon parametresi ¢ = 10 secildiginde N = 100
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matris boyutu yeterli olmaktadir. Son iki siitun literatiir sonuglar1 olup karsilastirma
amacli verilmistir. Bu ¢aligmadaki yontemin literatiir sonuglariyla uyumlu, hatta daha

yliksek dogrulukta oldugu soylenebilir. Sekil 4.3., D, = 15, r. = 0.8, a = 0.05,

1 : : : 0.8 . .
— Wi () 0.6 I —— Wy (r)| |
05 F 1 04

0.2 j§

01 04

0.2

0.5 F 1 04t
06
- : ‘ ‘ -0.8 : ‘ :
0 5 10 15 0 10 20 30 40
(a) E1,1 = 7.532791457425 6zdegerine karsilik (b) Es,1 = 12.601046529019 6zdegerine karsilik
gelen Wy 1 (r) 6zfonksiyonunun grafigi. gelen U5 1 (r) 6zfonksiyonunun grafigi.

Sekil4.3. D, = 15, r. = 0.8, a = 0.05, i = p = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin
Eq1 ve E5, ozdegerlerine karsilik gelen U 1(r) ve W5 1(r) ozfonksiyonlaridir. Matris
boyutu N = 100 ve optimizasyon parametresi c,,+ = 10 olarak almmistir.

h = p = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin £ ; ve Es ; 6zdegerlerine
karsilik gelen Wy 4 () ve W5 1 (1) 6zfonksiyonlarini igermektedir. Burada matris boyutu

N = 100 ve optimizasyon parametresi c,,; = 10 olarak alinmigtir.

Cizelge 4.5. D, = 15,7, = 0.4, a0 = 0.10, h = p = 1 parametre degerleri i¢cin Deng-Fan potansiyelinin
E,, o 6zdegerleri.

n N Cop E, 2 Oyewumi ve Ark. (2013)  Oyewumi ve Ark. (2014)
0 200 10 10.353536951957 10.35353947 10.35353916

1 12.285001289761 12.28500942 12.2850091

2 13.306777642000 13.3067969 13.30679659

3 13.907009810749 13.90704846 13.90704815

4 14.284749288270

5 14.533490379887

6 14.701855444088

7 14.817158348515

Cizelge 4.5., D, = 15, r. = 0.4, a = 0.10, A = p = 1 parametre degerleri i¢in

Deng-Fan potansiyelinin E, » 6zdegerlerini icermektedir. Olgeklendirme parametresi
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copt = 10 olarak alindiginda, ilk sekiz 6zdegeri tablodaki dogrulukta elde etmek i¢in

N = 200 matris boyutu yeterlidir.

0.8 ! ! ! ! 0.4

0.4 r

0.2 r

0

0.2

-0.2

0.4+
0.4 f

0.6
-0.6

-0.8

. . . . 08 . . . .
0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50

(a) F1,2 = 12.285001289761 6zdegerine karsilik (b) Es,2 = 14.701882204854 6zdegerine karsilik
gelen Wy o(r) 6zfonksiyonunun grafigi gelen W o (r) dzfonksiyonunun grafigi

Sekil4.4. D, = 15, r, = 0.4, a = 0.10, h = p = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin
£ = 2 durumunda V¥ 5 ve ¥g 5 6zfonksiyonlarini igermektedir.

Sekil 4.4. ise ayn1 potansiyel parametreleri i¢in £, 5 ve Fg o 6zdegerlerine karsilik
gelen normalize edilmis Wy 5(r) ve Wqo(r) Ozfonksiyonlarini icermektedir. Cizelge
4.6., D, = 15, r. = 0.8, a = 0.10, h = p = 1 parametre degerleri i¢cin Deng-Fan
potansiyelinin £, 3 sayisal 6zdegerlerini sunmaktadir. Son iki tablodan goriildiigii gibi,
bu ¢alismada insa edilen Laguerre sanki-spektral yontemi ¢ # 0 durumu i¢in de yiiksek
dogrulukta sonuglar vermektedir.

Cizelge 4.6. D, = 15,7, = 0.8, a = 0.10, i = p = 1 parametre degerleri i¢cin Deng-Fan potansiyelinin
E,, 5 6zdegerleri.

N copt E,3 Oyewumi ve Ark. (2013)  Oyewumi ve Ark. (2014)
110 10  7.586411730386 7.586418806 7.586418181
9.796641911629 9.796658033 9.796657408
11.244784180191 11.24481492 11.2448143
12.240734447925
12.951072423901

13.471820439794
13.861488502978
14.157377679290
14.384177790151

C0O~JN N AWM~

Cizelge 4.7., Deng-Fan potansiyel fonksiyonunun D, = 15, r, = 0.4, a = 0.15,

h = p = 1 parametre degerleri i¢in £, ; 6zdegerlerini icermektedir. Burada c,,; = 10
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alindiginda, cizelgedeki ilk alt1 6zdeger N = 100 matris boyutunda, son ii¢ 6zdeger ise

N = 200 matris boyutunda 10 — 12 basamak dogrulukta elde edilmistir.

Cizelge 4.7. D, = 15,7, = 0.4, a0 = 0.15, h = p = 1 parametre degerleri i¢cin Deng-Fan potansiyelinin
E,, 1 6zdegerleri.

N Copt Eml Oyewumi ve Ark. (2013)  Oyewumi ve Ark. (2014)

100 10  8.045097775166 8.04509987 8.045099635
11.324240817562 11.32424872 11.32424848
12.888327591942 12.88834813 12.8883479
13.742511899574
14.248618687569
14.562755107118

200 10 14.761229497880
14.884923702054
14.957327506524

001NN D WND~O3

Benzer sekilde, D, = 15, r. = 0.8, a = 0.15, h = pu = 1 parametre degerleri
i¢cin Deng-Fan potansiyelinin £, » 6zdegerleri Cizelge 4.8.”de sunulmustur. Yukaridaki
cizelgelerden de anlagilacag: ilizere, yontem Deng-Fan potansiyel parametrelerinin
farkli degerleri igin yiiksek dogrulukta sonuglar iiretmektedir. Ote yandan, De =
15, a = 0.15, A = p = 1 parametre degerleri i¢in, Sekil 4.5. ve 4.6. sirasiyla
re = 0.8 ve r. = 0.4 degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin bazi normalize edilmis
Ozfonksiyonlarini igermektedir.

Cizelge 4.8. D, = 15,7, = 0.8, a = 0.15, h = p = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin
L, o 6zdegerleri.

N Copt Emg Oyewumi ve Ark. (2013)  Oyewumi ve Ark. (2014)
110 10 5.950665807075 5.950678133 5.95067743
8.917778045988 8.917807599 8.917806896
10.798422095826
12.055358165325
12.927789856306
13.549469885844
13.999935502206
14.328887929071

NN WD~ O3

Simdi Deng-Fan-Eckart potansiyelinin CO, ScF, LiH ve ScH iki atomlu
melokiilleri i¢in sayisal 6zdegerlerini Laguerre sanki-spektral yontemi ile elde etmeye

calisalim. CO molekiiliiniin spektroskopik parametreleri D, = 11.2256 eV, r, =
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1.1283 A, a = 22994 A7l A = 1973.29 eVAve u = 6.8606719 x
9.31502 x 108 eV seklindedir (Edet ve Ark., 2020). Eckart potansiyel parametreleri
Vi = b5 ve V, = 5 olarak alindiginda ¢/ = 1 i¢in yaklasik &zdegerler
Cizelge 4.9.’da verilmistir. Program farkli iki matris boyutunda ¢alistirilarak kararl
yani yakinsayan basamaklar gozlemlenmistir. Dikkat edilirse son basamak harig
(yuvarlamadan dolay1) biitlin basamaklar aynmidir. Bu ise yontemin yakinsadigini
fakat rapor edilen dogrulugun Deng-Fan potansiyeline gore daha biiyiilk matris
boyutlarinda elde edildigini gostermektedir. Ote yandan, yine Deng-Fan potansiyeli
ile karsilastirildiginda 6lgeklendirme parametresinin optimum degerinin de oldukga

yiikseldigi goriilmektedir.

0.8 \ \ \ 0.4 ‘ ‘
0.6 —— W (| —— Wy (r)
0.2F |
0.4
04
0.2
0 1 0.2
0.2
0.4 F
0.4
0.6
0.6
-0.8 - - L 0.8 . . .
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
(a) E2,1 = 12.888327591942 6zdegerine karsilik (b) E'4,1 = 14.248618687569 6zdegerine karsilik
gelen Uy 1 (r) 6zfonksiyonunun grafigi gelen Wy 1 (r) dzfonksiyon grafigi
0.4 T T T 0.4 T T T
~— —wi]
0.2 5 (1 i 0.3 5 (1)
0.2
0
0.1
0.2 f 0
0.1
0.4 f
0.2
0.6 f
0.3
-0.8 ‘ ‘ : 0.4 ‘ \ ‘
0 10 20 30 0 20 40 60 80
(c) Es,1 = 14.761229497880 6zdegerine karsilik (d) Es,1 = 14.957327506524 6zdegerine karsilik
gelen Wg 1 (r) 6zfonksiyon grafigi gelen Wg 1 (r) dzfonksiyon grafigi

Sekil4.5. D, = 15, 7. = 04,a = 0.15, A = pu = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan
potansiyelinin E5 1,E4 1, Eg,1 ve Eg 1 6zdegerlerine karsilik gelen Wy 1 (7), Uy 1(7), Vs 1 (1)
ve g, (r)ozfonksiyonlaridir. Matris boyutu N = 100 ve N = 200, optimizasyon
parametresi cop¢ = 10 olarak almmistir.
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(a) Eo,2 = 5.950665807075 6zdegerine karsilik (b) B2 = 12.927789856306 6zdegerine karsilik
gelen Wy o(r) 6zfonksiyonunun grafigi gelen Wy o(r) dzfonksiyonunun grafigi

Sekil 4.6. D, = 15, r. = 0.8, a = 0.15, h = p = 1 parametre degerleri i¢in Deng-Fan potansiyelinin
Ey 2 ve E4o Ozdegerlerine karsilik gelen W o(r) ve Wy o(r) 6zfonksiyonlaridir. Matris
boyutu N = 110 ve optimizasyon parametresi c,,; = 10 olarak alinmistir.

Cizelge 4.10.°da ScF molekiiliniin ¢/ = 1 durumunda Deng-Fan-Eckart
potansiyeli altinda bazi yaklagik 6zdegerleri verilmistir. Bu molekiiliin spektroskopik
parametreleri ise D, = 5.85 eV, 7. = 1.794 A, a = 1.46102 A=, h = 1973.29 eV Ave
o= 13.358942 x 9.31502 x 10® eV seklindedir (Edet ve Ark., 2020). Potansiyel
siddetini temsil eden parametreler 1}, = .5 ve V, = 5 olarak alinmistir. Cizelgeden
anlasilacagi lizere, bu tezde kullanilan Laguerre sanki-spektral yontemi N = 400
matris boyutunda 6zdegerleri 13 — 14 basamak dogrulukta elde edebilmektedir. Bu
durumda dlgeklendirme parametresinin optimum degerinin c,,; = 200 civarinda oldugu

gozlemlenmistir.

Cizelge 4.9. CO molekiiliiniin Deng-Fan-Eckart potansiyeli altinda 6zdegerleri. Bu molekiiliin
spektroskopik parametreleri D, = 11.2256 eV, r, = 1.1283 A, a = 2.2994 A1,
h = 1973.29 eVAve u = 6.8606719 x 9.31502 x 10% eV’dir (Edet ve Ark., 2020).
Potansiyel siddetini temsil eden parametreler V; = .5 ve V5, = 5 olarak segilmistir.

n N Copt En,l N Copt En,l

0 300 200 0.534295347435141 305 200  0.534295347435140
1 0.815372295636478 0.815372295636507
2 1.092420575006037 1.092420575005931
3 1.365452585775235 1.365452585775129
4 1.634480668592699 1.634480668592796
5 1.899517104866792 1.899517104866793
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Cizelge 4.10. ScF molekiiliiniin Deng-Fan-Eckart potansiyeli altinda &zdegerleri. Bu molekiiliin
spektroskopik parametreleri D, = 5.85 eV, r. = 1.794A, a = 1.46102 A=, h =
1973.29 eV Ave 1 = 13.358942 x 9.31502 x 10® eVdir (Edet ve Ark., 2020). Potansiyel
siddetini temsil eden parametreler V; = .5 ve Vo = 5 olarak se¢ilmistir.

n N Copt En,l N Copt En,l

0 400 200 0.422370843022272 401 200  0.422370843022200
1 0.513521064331251 0.513521064331238
2 0.603842601762399 0.603842601762407
3 0.693337015958232 0.693337015958148
4 0.782005862962365 0.782005862962350
5 0.869850694236304 0.869850694236256
6 0.956873056675016 0.956873056674968
7 1.043074492623672 1.043074492623601
8 1.128456539893031 1.128456539892996
9 1.213020731775986 1.213020731775896
10 1.296768597063022 1.296768597063094

Cizelge 4.11. LiH molekiiliiniin / = 2 durumunda Deng-Fan-Eckart potansiyeli
altinda ilk bir ka¢ 6zdegerini igermektedir. Bu molekiiliin spektroskopik parametreleri
ise D, = 2.5152672118 eV, r, = 1.5956 A, a = 1.1280 A=, h = 1973.29 eV Ave u =
0.8801221 x 9.31502 x 10% eV seklindedir (Edet ve Ark., 2020). Potansiyel siddetini
temsil eden parametreler V|, = .1 ve V5, = 1 olarak se¢ilmistir. Kullanilan niimerik
yontem LiH molekiilii i¢in de yiiksek dogrulukta sonuglar vermektedir. Bu 6rnekte ilk
alt16zdegeri 13— 14 basamak dogrulukta elde etmek icin gerekli matris boyutu N = 200

ve optimum Ol¢eklendirme parametresi c,,; = 100 olarak bulunmustur.

Cizelge 4.11. LiH molekiiliiniin Deng-Fan-Eckart potansiyeli altinda &zdegerleri. Bu molekiiliin
spektroskopik parametreleri D, = 2.5152672118 eV, r. = 1.5956 A, a = 1.1280 A1,
h = 1973.29 eVAve u = 0.8801221 x 9.31502 x 10% eV dir (Edet ve Ark., 2020).
Potansiyel siddetini temsil eden parametreler V7 = .1 ve V5 = 1 olarak secilmistir.

n N Copt En,2 N Copt En,?

0 200 100 0.314318230664095 201 100  0.314318230664130
1 0.502400241314631 0.502400241314629
2 0.680732184394523 0.680732184394590
3 0.849532502144972 0.849532502144989
4 1.009012434356141 1.009012434356103
5 1.159376299885305 1.159376299885313
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Cizelge 4.12. ScH molekiiliinin Deng-Fan-Eckart potansiyeli altinda 6zdegerleri. Bu molekiiliin
spektroskopik parametreleri D, = 2.25 eV, r. = 1.776 A, o = 141113 A-1,
h = 1973.29 eVAve p = 0.986040 x 9.31502 x 10% eV’dir (Edet ve Ark., 2020).
Potansiyel siddetini temsil eden parametreler V; = .5 ve V5 = 5 olarak segilmistir.

n N Copt En,5 N Copt En,5

0 301 150 0.526174919629951 305 150  0.526174919629967
1 0.704945907449407 0.704945907449383
2 0.873291957282609 0.873291957282702
3 1.031337204589523 1.031337204589404
4 1.179203351298322 1.179203351298246
5 1.317009696421769 1.317009696421700
6 1.444873158750661 1.444873158750688
7 1.562908289015894 1.562908289015767
8 1.671227267520093 1.671227267520093

Son olarak, Cizelge 4.12. ScH molekiiliniin / = 5 durumunda Deng-Fan-

Eckart potansiyeli altinda 6zdegerlerini gostermektedir. Bu molekiiliin spektroskopik
parametreleri ise D, = 2.25 eV, 7. = 1.776 A, a = 1.41113 A=, h = 1973.29 eV Ave
= 0.986040 x 9.31502 x 10% eV seklindedir (Edet ve Ark., 2020). Potansiyel
siddetini temsil eden parametreler V; = .5 ve V, = 5 olarak sec¢ilmistir. Tezde
kullanilan niimerik sema, bu molekiil i¢cin de benzer yakinsama 6zelliklerine sahiptir.
ScH molekiiliiniin ¢/ = 5 durumunda ilk dokuz 6zdegeri 13 — 14 basamak dogrulukta,
copt = 150 segildiginde N = 300 matris boyutunda elde edilmistir. Olgeklendirme
yapilmadiginda (¢ = 1), N = 300 matris boyutunda yakinsama gézlemlenmemistir.

Bu ise dlgeklendirme parametresinin dnemini bir kez daha ortaya koymaktadir.
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5. TARTISMA

Bir dnceki boliimde arastirma bulgulari ¢izelgeler ve sekiller halinde rapor edilip

yorumlandigi i¢in bu boliimde bulgularin genel bir tartismasi yapilacaktir.

Bulgular boliimiinde, Schrodinger denkleminin Deng-Fan-Eckart potansiyeli
altinda yaklasik 6zdegerleri ve bunlara karsilik gelen Ozfonksiyonlar1 verilmistir.
Ozfonksiyonlar, karesi integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayinda L,(0, c0)
normalize edilmistir. Yaklagik o6zdegerler ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar, hem
merkezkag teriminin /(¢ + 1)/r? yoklugunda (¢ = 0), hem de varhgmda (¢ # 0)

hesaplanmistir. Her iki durumda da yiiksek dogrulukta sonuglar elde edilmistir.

Niimerik metot olarak, Laguerre sanki-spektral yontemi kullanilmistir. Fakat,
yontemi denkleme dogrudan uygulama yoluna gidilmemis, once denklem bagimli
ve bagimsiz degiskenleri lizerinde yapilan doniisimlerle daha kolay ele alinabilir
hale getirilmis, ardindan yontem doniistiiriilmiis denkleme uygulanmistir. Elde
edilen sonuglardan geri doniisiimlerle orijinal denklemin yaklasik 6zdegerleri ve
ozfonksiyonlarina ulasilmistir. Doniisiimlerle, denklemdeki 1 /72 ile orantili merkezkag
terimi denklemin i¢ine yedirilmis ve orijinal denklem niimerik agidan daha kolay

islenebilir bir hale getirilmistir.

Sonsuz ve yari sonsuz araliklarda tanimli problemlerde, 6l¢eklendirme doniistimii
(r = ¢£) araligi kendi tizerine gondermektedir. Bu doniigiimiin teorik agidan bir getirisi
olmasa da niimerik agidan faydali olabilir. Laguerre sanki-spektral yonteminde 1zgara
noktalar1 olarak derecesi N + 1 olan Laguerre polinomunun kokleri kullanilmaktadir.
Olgeklendirme parametresi ile bu noktalar, denklemin dzfonksiyonlarinin sifirdan uzak
oldugu araliga gonderilebilir. Boylece, kesme degeri N artirilmadan, 6zfonksiyonlari
niimerik olarak ¢dziimlemek igin yeterince nokta elde edilmis olur. iste bu degere,
olgeklendirme parametresinin optimum degeri denir. Olgceklendirme parametresinin
optimum degeri secildiginde, Ozgiftler istenilen toleransta miimkiin olan en kiiclik
N matris boyutunda elde edilir. Optimizasyon parametresinin yoklugunda (¢ = 1)
istenilen dogrulugu elde etmek i¢in gerekli matris boyutu ¢arpici bigimde artmaktadir
(bkz. Cizelge 4.2.). Optimizasyon parametresinin 6zfonksiyonlar {izerindeki etkisi

ise Sekil 4.1.’den acik¢a goriilmektedir. Olgeklendirme yapilmadigi zaman, 1zgara
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noktalar1 6zfonksiyonun sifira ¢ok yakin oldugu aralikta zayi edilmektedir (bkz.Sekil
4.1.a), 6l¢geklendirme parametresi ¢cok biiyiik oldugunda ise 6zfonksiyon tam olarak elde
edilememektedir (bkz. Sekil 4.1.c).

Cizelgelerde hem Deng-Fan hem de Deng-Fan-Eckart potansiyeli i¢cin 6zdegerler
verilmis ve miimkiin olan durumlarda literatiir sonuclari ile karsilastirmalar yapilmistir.
Miimkiin olmayan durumlarda ise ardisik iki matris boyutunda elde edilen sonuglar
karsilagtirilarak yakinsayan basamaklar rapor edilmistir. Tezdeki sonuclarin literatiir

sonuglari ile uyumlu hatta daha yiiksek dogrulukta oldugu goriilmiistiir.

Sonug olarak, bu tezde denkleme uygulanan bagimli ve bagimsiz degiskenler
tizerindeki doniisiimler ve ardindan dondsiitliriilmiis denkleme uygulanan Laguerre
sanki-spektral yonteminin problemin Oz¢iftlerini elde etmede oldukga verimli oldugu

gorilmistiir.
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6. SONUCLAR

Bu tezde Schrodinger denkleminin Deng-Fan-Eckart potansiyeli altinda
O0zdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 Laguerre sanki-spektral yontemi ile hesaplanmustir.
Bunun i¢in denklem 6nce bagimsiz ve bagimli de§iskenler tizerinde yapilan dontistimler
ile daha kolay ele alinabilir bir hale getirilmistir. Ardindan Laguerre polinomlar1 izerine
insa edilen sanki-spektral yontem kullanilarak 6zdeger ve 6zfonksiyonlar i¢in sayisal
sonuglar elde edilmistir. Sonuclar cizelgeler ve sekiller halinde sunulmustur. Literatiir
sonuclari ile yapilan karsilagtirmalar yontemin olduk¢a verimli ve kararli oldugunu

ortaya koymaktadir.

Bagimsiz degisken lizerinde yapilan 6l¢eklendirme doniisiimiiniin sonsuz aralikta
taniml1 ve ¢Oziimii listel olarak azalan problemler i¢in kritik 6neme sahip oldugu
goriilmiistiir. Olgeklendirme parametresinin optimum degeri girildiginde yontemin
cok daha hizli yakinsadig1 dolayisiyla yiiksek dogrulukta sonuglarin ¢ok daha kiigiik
matris boyutlarinda elde edildigi gozlenmistir. Bagimli degisken {izerinde yapilan
doniisiimiin ise denklemin ayrik sisteminin, orijinal denklemin ayrik sistemine gore
daha iyi kosullandirilmig olmasin1 saglamistir. Bu ise yontemin daha biiyiik matris
boyutlarinda da sorunsuz c¢aligmasini saglamis, dolayisiyla biiyiik indisli 6zdegerler

rahatlikla hesaplanabilmistir.
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7. ONERILER

Son olarak, yontem yar1 sonsuz aralikta Morse, Gaussian, Manning-Rosen ve
Rosen-Morse gibi potansiyellere de rahatlikla uygulanabilir. Bu ise ileriye doniik bir

calisma olarak diisiintilebilir.
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