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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GENELLESTIRILMIS LINEER POZITiF OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIKLERI
UZERINE

Mehmet OZBAY

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Dr. Ogr. Uyesi Doine KARAHAN DINSEVER
Yil: 2024, sayfa: 40

Bu tezde, g-Bernstein operatdrlerinin Kantorovich tipli bir genellemesi tanitilarak bu operatdrlerin
klasik ve istatistiksel yakinsama &zellikleri incelenmistir. Tez ¢aligmast, g-parametrelerine dayali olarak
gelistirilen bu genellemenin, [—1, 1] kompakt araliginda fonksiyonlarin daha esnek ve hassas bir sekilde
yaklasik olarak ifade edilmesine olanak taniryan ozelliklerini kapsamaktadir. Caligmada, g-analizden
faydalanilarak g-integral kullanimiyla genellestirilen bu operatorlerin siireklilik modiilii ve yakinsama
hizi1 gibi temel 6zellikleri detayl bir sekilde ele alinmuistir.

Ozellikle, istatistiksel yakimnsama kavrami iizerinde durularak g¢-Bernstein-Kantorovich
operatdrlerinin bu baglamdaki performans1 degerlendirilmistir. Ayrica, tezin son bdoliimiinde,
olusturulan genellemenin Riemann tipi g-integral ile genisletilmesi ve bunun sonucunda elde edilen
»Ikinci Tip ¢g-Bernstein-Kantorovich Operatorii”ne iliskin sonuglar tartigilmistir.

Bu tez, pozitif dogrusal operatorler ve yaklasim teorisi alanina katki saglamay1 hedeflemektedir. Elde
edilen bulgular, hem matematiksel teori hem de uygulamali alanlarda kullanilabilecek yeni yontemlerin
gelistirilmesine 151k tutmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: ¢-Bernstein operatérleri, Kantorovich genellemesi, istatistiksel yakinsama,
g-analiz, yaklagim teorisi.
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MSc Thesis

ON THE APPROXIMATION PROPERTIES OF GENERALIZED LINEAR POSITIVE
OPERATORS
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In this thesis, a Kantorovich-type generalization of ¢-Bernstein operators is introduced, and the classical
and statistical convergence properties of these operators are analyzed. The study covers the features
of this generalization, developed based on g-parameters, that allow functions in the compact interval
[—1, 1] to be approximated in a more flexible and precise manner. The properties such as the modulus of
continuity and the rate of convergence of these operators, generalized using g-integrals, are examined in
detail through the use of g-analysis.

Particular attention is given to the concept of statistical convergence, and the performance of ¢-
Bernstein-Kantorovich operators in this context is evaluated. Furthermore, in the final section of the
thesis, the generalization is extended with Riemann-type ¢-integrals, and the results related to the ”Second
Type g-Bernstein-Kantorovich Operator” are discussed.

This thesis aims to contribute to the field of positive linear operators and approximation theory. The
findings provide new insights that can be applied both in mathematical theory and in practical domains.

KEYWORDS: ¢-Bernstein operators, Kantorovich generalization, statistical convergence, g-analysis,
approximation theory.
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Bu calismanin her asamasinda bilgi ve tecriibeleriyle yol gdsteren, degerli zamanini
esirgemeyerek destek olan ve bana akademik hayatim boyunca rehberlik eden danigman hocam Dr. Ogr.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Simgeler Aciklama

L(h;€) Lh fonksiyonunun £ noktasinda aldigi deger

Bla, b] [a, b] araligindaki simirh fonksiyonlarin uzayi

Cla, b] [a, b] araliginda taniml ve siirekli fonksiyonlarin uzay1
L{a,b] [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1

12|l cla,b) Cla, b] fonksiyon uzay1 tizerinde tanimli norm

Bu(h;€) h fonksiyonunun Bernstein polinomu

h,=h h,, fonksiyon dizisinin h fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
w(h;v) h fonksiyonun siireklilik modiilii

K, (h;§) Bernstein-Kantorovich operatorii

dgh(§) h(&) fonksiyonunun g-diferensiyeli

I,(h;a,b)  h(€) fonksiyonunun [a, b] araligindaki g-integrali
Rq(h;a,b)  h(§) fonksiyonunun [a, b] araligindaki Riemann tipi g-integrali

B (h;q;€)  h fonksiyonun ¢-Bernstein operatdrii

Ki(h;q; €

Kyu(h;q:€

) g-Bernstein-Kantorovich operatorii

Tkinci tip g-Bernstein-Kantorovich operatdrii
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1. GIRIS Mehmet OZBAY

1. GIRIS

Pozitif lineer operatorler araciligiyla yapilan yaklasim calismalari, matematigin
farkli alanlariyla siki bir iliski i¢cinde olan bir konudur ve kokeni, Weierstrass’in
1885 yilinda ortaya koydugu temel yaklasima dayanmaktadir. Weierstrass, kompakt
bir bolgede siireklilik saglayan tiim fonksiyonlarin ayni bdlgede bir polinom
ile yaklastirilabilecegini kanitlamistir. Bu ¢ercevede, 20. yiizyilin baslarinda S.N.
Bernstein, Weierstrass’in yaklasim teoremini ispatlamak iizere, kendi adiyla anilan
ve “Bernstein polinomlar1” olarak bilinen yeni bir polinom sinifini tanimlamistir.
Baslangicta bu polinomlar, Weierstrass yaklagim teoreminin daha basit bir ispatina
olanak saglamak disinda fazla bir 6nem arz etmiyordu; Bernstein polinomlarinin,
Weierstrass yaklasim teoreminin ispatinda basit bir yontem sundugu anlasildiktan
sonra, bu polinomlarin daha genis bir kullanim alanina sahip oldugu 20. yiizyilin
ortalarna kadar fark edilmemistir. Ozellikle otomotiv ve endiistriyel tasarim
alanlarinda geometrik modelleme amaciyla Bernstein polinomlarinin kullanimi, bu

polinomlarin 6nemini ortaya ¢ikarmistir.

P. Faget ve P. Bezier gibi miihendisler, Citroen ve Renault gibi biiyiik
Fransiz otomotiv firmalarinda ara¢ govdelerinin hassas geometrik modellemesini
gergeklestirmek icin Bernstein polinomlarindan yararlanmislardir. Bezier, Bernstein
polinomlarii temel alarak gelistirdigi Bezier egrileri ile bilgisayar destekli tasarim
(CAD) ve bilgisayar grafigi alanlarinda c¢igir agmistir. Bu gelismeler, Bernstein
operatorlerinin yalnizca matematiksel bir ara¢ degil, ayn1 zamanda miihendislik ve

tasarim alanlarinda genis uygulama potansiyeline sahip olduklarini gdstermistir.

Bu baglamda, Bernstein polinomlar1 ve pozitif lineer operatorlerle yaklasim teorisi,
hem teorik hem de uygulamali matematik alanlarinda degerli bir arastirma konusu

olarak bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir.

Yaklasim teorisinin temel amaci, mevcut fonksiyonlardan daha kullanigli olanlar
bulmaktir; zira bu fonksiyonlar islem kolaylig1 ve hesaplamada sagladiklari avantajlarla
one cikar. Ozgiin fonksiyonlar, kimi zaman karmasik, dogrusal olmayan veya analitik
olarak ¢ozililemeyen yapilar sergiler. Bu gibi durumlarda, yaklagim teorisi sayesinde

fonksiyonlarin, polinomlar veya daha basit yapidaki pozitif lineer operatorlerle temsil
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edilen yaklasik degerleri hesaplanabilir.

Daha kullanighh hale getirilmis bu fonksiyonlar, o6zellikle hesaplamalarin
sikca tekrarlandigr miihendislik, fizik ve bilgisayar bilimleri gibi alanlarda onem
kazanmaktadir. Bu yaklagimlarin sagladig1 en 6nemli fayda; sayisal analiz, bilgisayar
destekli tasarim ve simiilasyon gibi alanlarda islem siiresini kisaltmak, hata oranini
diisirmek ve daha verimli sonuglar elde etmektir. Dolayisiyla, bu ydntemlerle
karmasik problemler daha basit ve islenmesi kolay fonksiyon dizileri tizerinden analiz

edilebilmektedir.

Yaklasim teorisi, pozitif dogrusal operator dizilerinin yakinsama o6zelliklerini
anlamada Bohman ve Korovkin’in katkilarindan biiyiik Olciide faydalanmistir.
Ozellikle Korovkin teoremi, siirekli fonksiyonlar {iizerindeki pozitif dogrusal
operatorlerin yakinsamasini belirlemek i¢in temel bir sonu¢ sunmaktadir. Korovkin
teoremi, bir fonksiyon uzayina etki eden pozitif dogrusal operatorler dizisinin, bu
operatorlerin kiigiik bir test fonksiyonlar1 kiimesi iizerinde yakinsamasinin yeterli
oldugunu belirtir. Kompakt bir aralikta tanimlanan fonksiyonlar i¢in bu test kiimesi
tipik olarak 1, ¢ ve t* fonksiyonlarindan olusur. Eger operator dizisi bu fonksiyonlar
tizerinde yakinsarsa, o zaman bu yakinsama araliktaki tiim siirekli fonksiyonlar

uzayinda gerceklesir.

Bohman’in calismasi ise, pozitif operatorler araciligiyla yaklasim gergevesini
genisleterek, bu operatorlerin salinim davranislarini kontrol etmek ve yumusatma
ozelliklerini incelemek i¢in teknikler sunmustur. Bu 6zellikleri ele alarak, Bohman
yaklasim i¢in daha derinlemesine bir inceleme yapilmasini saglamis ve arastirmacilara
daha genis bir ara¢ seti sunmustur. Bohman (Bohman, 1994) ve Korovkin’in (Korovkin,
1953) katkilar1 bir arada, yaklasim teorisinin gelisimini ilerleterek, hem teorik hem de
pratik baglamlarda verimli ve yaygin olarak uygulanabilen yaklagim semalarini analiz
etmek ve insa etmek icin temel araglar1 saglamistir. Bu ilerlemelerin sonrasinda, birgok
matematik¢i tarafindan lineer pozitif operatorlerin farkli versiyonlar: tanimlanarak
yaklasim 6zellikleri analiz edilmistir. Bu baglamda, Szasz operatorii, Meyer-Konig ve
Zeller operatorii, Bleimann-Butzer-Hahn operatorii gibi gesitli operatorler literatiirde
yerini almistir. Bu tiir operatorler, farkli ozellikler sergileyerek, ozellikle belirli
fonksiyonlarin yaklasik degerlerinin daha etkin ve hassas bir sekilde bulunmasina

olanak tanimakta ve yaklasim teorisinin pratik uygulamalarini genisletmektedir.
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Bernstein operatorleri, genellikle siirekli fonksiyonlar {lizerinde ¢aligirken, pratikte
bazi fonksiyon siniflarina, 6rnegin integrallenebilir fonksiyonlara ya da daha genis
fonksiyon uzaylarina uygulandiginda yetersiz kalabilir. Bu noktada, Bernstein
operatdrlerinin daha genis bir sinif tizerinde gecerli olabilmesi i¢in ¢esitli genellemeler
yapilmistir.Bu genellemeler integral tliriindeki versiyonlarmi igerir.Kantorovich,
Durrmeyer ve Derriennic gibi matematikciler tarafindan gelistirilmistir (Kantorovich,
1930), (Durrmeyer, 1967) ve (Derriennic, 2005) . Bu yeni genellemeler, operatorlerin
yakinsama Ozelliklerini incelemek i¢in kullanilan klasik yontemlere alternatif olarak,
fonksiyonlar iizerinde daha genel kosullar altinda g¢alisabilmelerine olanak saglar.
Integral tipli genellemeler, fonksiyonlarin daha genis bir yelpazede yakinsamasini
miimkiin kilar ve Bernstein operatorlerinin yalnizca siirekli fonksiyonlar tizerinde degil,

ayni1 zamanda integrallenebilir fonksiyonlar tizerinde de kullanilabilmesini saglar.

Bernstein operatorlerinin bir bagka 6nemli modifikasyonu, Kuantum analizi temel
alarak gelistirilmistir. 18. yiizyi1lda Euler tarafindan temelleri atilan Kuantum analizi 19.
yiizyilda oldukg¢a 6nemli ilerlemeler kaydetmistir. 20. ylizyilin ikinci yarisinda, g-analiz
hem matematik hem de fizik alanlarinda farkli uygulama alanlar1 bulmus ve bu siireg,
g-analize olan ilginin giderek artmasina neden olmustur. Giiniimiizde, klasik analizde
bilinen bir¢ok tanim ve teorem, g-analiz baglaminda yeniden ele alinmakta, ayrica baz

integral esitsizliklerinin g-genellestirmeleri iizerine yogun ¢alismalar yapilmaktadir.

Yaklasim teorisinde klasik yakinsaklik kavrami iizerine calismalar siirerken,
istatistiksel yakinsaklik kavrami son yillarda dikkat ¢eken bir aragtirma alani haline
gelmis ve bircok akademik calismaya konu olmustur. Ik kez 1950’lerde Gadijev
ve Orhan (Gadjiev ve Orhan, 2002) tarafindan Korovkin tiirii yaklagim teoreminin
gelismesini saglayan istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilmistir. Bu teorem
araciligiyla, pek cok operatoriin istatistiksel yaklasim 6zellikleri detayli bir sekilde
analiz edilmis ve bu operatorlerin yaklasim oranlar1 kapsamli bicimde incelenmistir.
Elde edilen bulgular, g¢esitli operator ailelerinin istatistiksel yakinsamasi hakkinda

onemli bilgiler sunmus ve yaklasim teorisinin gelisimine anlaml katkilar saglamistir.

Bernstein polinomlari genelde [0, 1] araliginda tanimli olsalar da, bu polinomlart
[—1, 1] araligina uyarlamak mimkiindiir. Bu, ¢g-analiz gibi modern yontemlerle yapilir

ve genellikle Bernstein-Kantorovich operatorleri gibi yapilarla birlikte ele alinir. Bu
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tiir operatorlerin calismalari, bu tezde iizerinde calisigimiz ikinci tip g-Bernstein-
Kantorovich operatoriiniin istatistiksel yakinsakligi konusu i¢in énemlidir, ¢linkii ¢-
parametreleri, [—1, 1] araligindaki fonksiyonlar1 daha esnek bir sekilde yaklagik olarak

ifade etmeye olanak tanir.

Bu tez, ¢-Bernstein operatorlerinin Kantorovich tipindeki bir genellemesi
tanimlanarak, s6z konusu operatoriin hem klasik hem de istatistiksel yakinsama
ozelliklerini inceleyen bes anaboliimden olusmaktadir. Tezin ilk bolimii giris
olmak iizere ikinci bolimi, konuya iliskin daha Once yapilmis arastirmalart ele
almaktadir. Ugiincii boliimde Materyal-yontemlere yer verilmis ve okuyucuya gerekli
altyapt sunulmustur. Dordiincii boliimde ise, [—1, 1] kompakt araliginda ¢-Bernstein-
Kantorovich operatoriiniin klasik yakinsama,istatistiksel yakinsama 6zellikleri igeren
yaklasim Ozellikleri incelenmistir.Ayrica ikinci tip Riemann integrali ile operatorii
yeniden tanimlayip yaklasim hizi incelenmistir. Son olarak besinci boliimde tezin

sonuglarindan ve gelecek caligsmalar i¢in 6nerilerden bahsedilmistir.



2. ONCEKi CALISMALAR Mehmet OZBAY

2. ONCEKIi CALISMALAR

Weierstrass, 1885 yilinda siirekli fonksiyonlara polinomlar kullanilarak
yaklasilabilecegini ispatlayarak yaklagim teorisinin temel taslarindan birini atmistir
(Weierstrass, 1885). Ancak, Weierstrass tarafindan verilen bu teoremin ispati,
doneminin matematikgileri tarafindan uzun ve karmasik bulunmustur. 1912 yilinda ise

S.N. Bernstein, kendi adiyla anilan

B, (h;€) = Z h (Z) (fj)&”(l —EFn, YueN, €€[0,1]

polinom dizileri yardimiyla siirekli bir 4 fonksiyonunun yakinsamasini saglamak iizere
daha kisa ve anlasilir bir ispat yontemi gelistirmistir (Bernstein, 1912-1913). Bernstein
operatorlerinin tanimlanmasinin ardindan, bu operatorlerin ¢esitli genellemeleri lizerine
cok sayida ¢alisma gergeklestirilmistir. Ozellikle, analizin temel teoremlerini kullanan
aragtirmacilar, Bernstein operatorlerinin integral tabanli genellemelerini tanimlamis ve
bu genellemelerin yaklasim 6zelliklerini detayli bir sekilde incelemistir ((Kantorovich,

1930), (Durrmeyer, 1967)).

Bu ¢alismalar sonucunda, Durrmeyer ve Kantorovich tipli genellemeler olarak
adlandirilan integral tabanli genislemeler, integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda
yakinsama gereksinimini karsilamak {izere gelistirilmis ve bu siiregte asagida

Bernstein-Kantorovich operatorii olarak bilinen yap1 tanimlanmustur.
Bu agiklamaya gore

M, : L'([0,1]) = C([0,1]) olmak iizere Vu € N ve V¢ € [0,1]
Kl

M) = (a4 1) S 7®) [ nit)a

K

k=0 p+1

seklinde tanimlanir. Burada
GE (‘;) (1 -

dir. Bu operatoriin her h € C([0,1]) i¢in, [0, 1] araliginda h fonksiyonuna diizgiin

yakinsamasi, Korovkin teoremi yardimiyla gosterilmistir (Altomare ve Campiti, 1994).
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Yaklasim teorisinde, son yillarda gerceklestirilen arastirmalarda, g-analiz pozitif
lineer operatorler iizerine uygulanmis ve g-analiz cercevesinde tanimlanan yeni
operatorlerin yaklasim o6zellikleri detayli bir sekilde incelenmistir. Bu g¢alismalar,

yaklasim teorisinin gelisimine 6nemli katkilar saglamigtir.

g-analizi temel alan bu operatorlerden biri, L. Lupas tarafindan tanitilmistir
(Lupas, 1987). Bunun yani sira, 1996 yilinda Philips, g-analiz altinda Bernstein
polinomlarin yaklasim 6&zelliklerini incelemis ve bu polinomlarin g¢-analiz
baglaminda uyarlanabilirligini analiz etmistir (Dokmen, 2009). Bu 6ncii ¢alismalari
takiben, g-analizin yaklagim teorisine uygulanmasi, pek ¢ok aragtirmacinin ilgisini

¢cekmis ve bu dogrultuda gesitli calismalar yapilmistir.

Ornegin, H. Orug ve N. Tuncer, 2002 yilinda gerceklestirdikleri arastirmada, ¢-
Bernstein polinomlarinin yakinsama o6zelliklerini detaylandirmis ve bu operatoriin
genellestirilmis bir versiyonunu ortaya koymuslardir. Bu tiir ¢calismalar, g-analizin

yaklasim teorisindeki yerini saglamlastirarak teorinin ilerlemesine katki sunmustur.

h: [0,1] — R olmak tizere

By (h; ¢;€) = i)h <L’jz> Z =g 2.1

seklinde tanimlanmis ve bu operatdriin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

1980 yilinda Blemann ve arkadaslari, Blemann-Butzer-Hahn operatoriinii ve bagka
bazi operatorleri tanimlamislardir. Bu operatorler, fonksiyon yaklasimi alaninda
bir¢ok dnemli genellemenin elde edilmesine olanak saglamigtir. Blemann-Butzer-Hahn
operatorii ve benzer yapilar, klasik yaklagim yontemlerinin yetersiz kaldigi durumlarda
daha esnek ve etkili ¢oziimler sunarak, fonksiyonlarin daha dogru bir sekilde
yakinsamasini miimkiin kilmistir. Bu tiir operatorler, matematiksel ve uygulamali

alanlarda yaklasim teorisinin gelistirilmesinde 6nemli bir rol oynamistir.

Abel (Abel, 1998) calismasinda, Kantorovich operatorlerinin asimptotik
yaklasimini incelemistir. Bu g¢alisma, operatorlerin uzun vadeli davraniglarin1 ve
yakinsama 6zelliklerini arastirarak 6nemli sonuclar elde etmistir. Ayrica, Kivinukk ve
Metsmagi (Kivinukk,Metsmagi, 2011) ise Kantorovich operatorlerini, sinirlt salinimlt

fonksiyonlar i¢in ele almis ve bu fonksiyonlarin salinim davraniglarini derinlemesine
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incelemislerdir. Bu ¢aligmalar, Kantorovich operatorlerinin 6zelliklerini ve uygulama

alanlarin1 daha iyi anlamamiza katk1 saglamistir.



3. GEREC VE YONTEM Mehmet OZBAY

3. GEREC VE YONTEM

Bu boliimde, Aragtirma Bulgulari ve Tartisma kisminda kullanilmak iizere,
caligmanin teorik zeminini olusturan temel tanim ve teoremler ayrintili bir sekilde
sunulmustur. S6z konusu tanim ve teoremler, ilerleyen asamalarda gerceklestirilecek
analizlerin metodolojik temelini teskil etmekte olup, tartigmalarin bilimsel dogruluk ve

tutarlilik ¢ergevesinde yiiriitiilmesine olanak saglayacak teorik altyapiy1 saglamaktadir.

3.1 Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y fonksiyon uzaylari olsun. L : X — Y doniisiimiine L operatorii denir.
Bu durumda, L operatorii X uzayinda tanimh her h fonksiyonuna, Y uzayinda bir Lh
fonksiyonu atar. Bu Lh fonksiyonunun £ noktasindaki degeri ise L(h;§) ile gosterilir.

Vh,g € X ve her o, 5 € R igin, L operatorii
L(ah + fBg,.) = aL(h,.) + fL(g,.)

kosulunu sagliyorsa, bu operator lineer olarak adlandirilir. Eger L operatorii, pozitif
bir h fonksiyonunu yine pozitif bir Lh fonksiyonuna doniistiiriiyorsa, bu durumda L

operatorii pozitif bir doniisiim olarak kabul edilir; yani,
h(.) > 0iken L(h,.) >0

saglaniyorsa, L(h, .) operatdriine pozitiftir denir.

3.2 Lineer Pozitif Operatorlerin Yakinsakhgi

Kapali bir [a, b] araliginda taniml ve siirekli olan tiim reel degerli fonksiyonlardan
olusan kiimeye, C|[a, b] fonksiyon uzay1 denir. h € C|a, b] olmak iizere, bu uzaydaki

norm
hllcias = max |h 3.1
Ihllcran = mavs 11(6) 6.
ile gosterilir. Eger her £ € [a, b] i¢in

lim ||, — h||clepn = lim max |k, (&) —h(§)] =0 (3.2)

B—00 H—30 £€(a,b]
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saglantyorsa, h,, dizi fonksiyonu h fonksiyonuna C|a, b] normunda diizgiin yakinsaktir

denir ve
h, = h
seklinde yazilir.

Yaklasimlar teorisinde diizgiin yakinsaklik kavrami, Weierstrass tarafindan ilk kez

asagidaki sekilde ortaya konulmustur.

Teorem 3.1. (Weierstrass, 1885) h(§) € Cla, b olsun. Ve > 0 igin

(&) = pu(E)] < &

olacak sekilde p,,(§) polinomu bulunur.

Sonug¢ olarak, kapali bir aralikta tanimli herhangi bir siirekli fonksiyonun, bu
aralik iizerinde kendisine diizglin yakinsayan bir polinom ile temsil edilebilecegi

gosterilmistir.

Bu temel teorem, ilk kez 1885 yilinda Weierstrass tarafindan ortaya konulmus ve
zamanla farkli yontemlerle ispatlanmistir. Bu ispatlar arasinda, 1912 yilinda Bernstein

tarafindan sunulan yaklagim, sade ve etkili bir yontem olarak 6ne ¢ikmustir.

Teorem 3.2. (Bernstein, 1912-1913) h : [0,1] — R olmak iizere h fonksiyonun

Bernstein polinomu
L K -
B = 3 () 5] e e 63)
k=0 K

ile tamimlanir ve h € C|0, 1] olmak iizere, Ve > 0 i¢in

’h(f) - Bu(h§€)‘ <eg

dir.

Bernstein, bu teoremiyle yalnizca [0,1] araliginda bir polinomun diizgiin
yakinsakligina isaret etmekle kalmamis, ayni zamanda bu polinomu agikca ifade
etmigtir. Boylece, Weierstrass’in yaklasim teoremi daha sade ve anlasilir bir bigimde

ispatlanmistir.

1953 yilinda Korovkin, lineer pozitif operatorlerin kullanimi yoluyla 5

fonksiyonuna yaklasim problemine iliskin kayda deger ve etkili bir teorem sunmustur.



3. GEREC VE YONTEM Mehmet OZBAY

Teorem 3.3. (Korovkin, 1953) h(§) € Cla, b] ve reel eksenin diger tiim noktalarinda
|h(&)| < My, olsun.L,(h) lineer pozitif operatér dizisi, her £ € [a,b] ve p; = t' olmak

tizere1 = 0,1, 2 icin
L.(pi;§) = 3
kosullarini sagliyorsa, bu durumda |a, b] araliginda

Lyu(h; §) = h(g)

dir.

Korovkin Teoremi, lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin
yakinsama oOzelliklerini ispatlamak i¢in oldukg¢a basit bir yontem sunmaktadir.
Bernstein polinomlartyla verilen (3.3) formiilii, [0,1] araliginda lineer pozitif
operatdrler oldugundan, bu operatérlerin [0, 1] araliginda siirekli olan h fonksiyonlarina

diizgilin yakinsadigi, Korovkin teoremi yardimiyla kolaylikla ispatlanabilir.

3.3 Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklasim Hizi

Yaklasimlar teorisinde 6nemli bir yere sahip olan ’diizgiin yakinsama’ kavramini

ele aldiktan sonra, simdi de ’yakinsama hiz1” kavramini incelemeye baglayalim.

Tamim 3.4. (h,(§)) fonksiyon dizisi

lim h,(¢) =0

U—>00
esitligini saglyorsa bu durumda (h,(§)) dizisine sonsuz azalan dizi denir.
Tamm 3.5. Her j1 € NT icin (o) ve (B,) dizileriyle ilgili olarak, o, < 3, ve p — 00

icin o, — 0 ile birlikte 5, — 0 kosullarini saglayan fonksiyon dizileri verilsin. Bu

durumda, (o) dizisinin sifira yaklasim hizi, (3,,) dizisinin hizindan daha hizhvdir denir.

Onceki bolimde, belirli kosullar altinda, lineer pozitif bir L,(h;&) operator
dizisinin, h () fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini ifade etmistik. Boyle bir durumda,
|L,(h) — h|| ifadesini, sifira yakinsayan bir dizi olarak kabul edebiliriz. Bu durumda

p — oo i¢in 3, — 0 iken,
[Lu(h) = bl < CB,

10



3. GEREC VE YONTEM Mehmet OZBAY

kosulunu saglayan (,) dizisi bulunabilirse, bu dizinin sifira yaklasma hizi, L, (h; )
nin h(§) ye yaklasma hizinin degerlendirilmesinde bize 6nemli bir yardimci olur.
Bu degerlendirme genellikle ’siireklilik modiilii’ ve ’Lipschitz siifi’ fonksiyonlari

kullanilarak yapilmaktadir.

3.4 Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Tamm 3.6. [ C R ve h, I kiimesinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere

w(h;v) = Sup, |h(&1) — h(&2)] (3.4)
AP

ifadesine, h fonksiyonunun I araliginda siireklilik modiilii denir.
w(h;v) fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglar.
1 w(h;n) >0
2. m < mpisew(h;m) < w(h;ng)
3. wlh+g;n) <w(h;sn) +wlgn)
4. c € Niginw(h;cn) < cw(h;n)
5. M € Rt iginw(h; \in) < (A + Dw(h;n)
6. [h(t) — h(§)| < w(h; |t —¢&])

7. 10(t) = h(©)] < (55 + 1) wlhsm)

1
Eger h € Cla, b ise,
lim w(hin) =0 (3.5)
dir.

11
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3.5 g-Analiz

Tamm 3.7. q pozitif reel sayilar olmak iizere, negatif olmayan bir k sayisinin q-

genellesmesi:

T g A1

K, qg=1

[Klg =

seklinde tamimlanmr. Ayrica q-binom katsayisi:

| - oeen

Burada |11\, ifadesi q-faktoriyel olarak tanimlanir:

1, k=20
[Klg! =
[klglk — 1] [y, K >1
Tamm 3.8. Herhangi bir h(§) fonksiyonunun q-diferansiyeli:
dgh(§) = h(q§) — (&)

seklinde tamimlanir. Ozel olarak:
de€ = (g —1)¢
seklindedir.
Tamim 3.9. (£ — a)* ifadesinin q-genellemesi:
1 =70

(€ —a)(€—qa)..(§-¢""a), p=>1
seklindedir.

Tanmm 3.10. 0 < a < bve 0 < q < 1 olsun. h(§) fonksiyonunun [0,b] araligindaki

q-integrali:

b g o
1,(h:0.0) = [ h(€)dy€ = (1= )b 3 hig'b)¢ (3.6)
=0
seklinde tamimlanir. Eger h(§) fonksiyonu [0, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ise,
b b
lim [ h(€)dy = [ h(e)dg 3.7)
q—17Jo 0

12
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esitligi saglanr.

h(§) fonksiyonunun |a,b] aralhigindaki q-integrali:

Lab) = [ n@dg = [ h@ g~ ["he)dgg

=(1-gq) th (¢’b) — ah(¢’a))q’

(3.8)

seklinde tamimlanir (Kac ve Cheung, 1953). Eger yukaridaki seriler yakinsak ise bu

durumda h fonksiyonu sirasiyla [0, b] ve [a, b] araliklarinda q-integrallenebilirdir denir.

Yaklasim teorisi alaninda ¢g-analiz kavraminin kullanim, ilk defa Lupas tarafindan
gergeklestirilmistir. Lupas, Bernstein operatorlerinin g-genellemesini tanimlamis ve bu
operatorlerin daha genis bir fonksiyon sinifi lizerinde uygulanabilirligini incelemistir.
Bu tanimlama, Bernstein operatdrlerinin daha genel bir bicimde ele alinmasini saglamis
ve Ozellikle g-analiz ¢ergevesinde, fonksiyonlarin ¢esitli 6zelliklerinin daha etkili bir

sekilde incelenmesine olanak tanimistir (Lupas, 1987).

Daha sonra, Ostrovska (Ostrovska, 2006), Lupas tarafindan tanimlanan bu ¢-
Bernstein operatorlerinin diizgiin yakinsama 6zelliklerini incelemistir. Ostrovska’nin
caligmasi, g-genellemesinin, oOzellikle diizgiin yakinsama bakimindan Bernstein
operatorlerinin standart formuna kiyasla sagladigi avantajlar1 ve farkliliklar1 ortaya

koymustur.

1996 yilinda Philips, Bernstein operatorlerinin bir genellemesini gelistirdi ve bu

yeni genellemeyi, 4 : [0, 1] — R olmak {izere:

£ [’f]q H K e s
Bu(h;q:§) =) h| 7 &I A=a%9) (3.9)
= \lue/ |k 5=0
q

seklinde tanimlamis ve bu operatdre g-Bernstein polinomu adini vermistir. Ilk {ic test
fonksiyonu i¢in:

By(po; ¢;€) = 1

Bu(p1;4;€) = &, (3.10)

Bu(pa; 4:6) = & + 5(1}—5)

Hiq

olarak elde edilmigtir. Operatoriin diizgiin yakinsaklig1 asagidaki teorem ile

incelenmistir.

13
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Teorem 3.11. (q,) dizisi 0 < q, < 1 olmak iizere, ji — oo i¢in q, — 1 sarti saglansin.
Bu durumda her h € C|0, 1] igin:

Bu(h;q.;§) = h(§) (£€[0,1], p— o0).

dir.

1997 yilindan itibaren, g-Bernstein polinomlar1 bir¢ok arastirmaci tarafindan
ele alimmis ve bu polinomlarla ilgili ¢cok sayida calisma gergeklestirilmistir. g-
Bernstein polinomlarinin incelenmesinin ardindan, baska bir¢ok operatoriin de ¢-tipli
genellemeleri lizerinde ¢alismalar yapilmis ve bu operatdrlerin yakinsaklik 6zellikleri

derinlemesine arastiriimistir.

Son yillarda, 6zellikle integral tipli operatorlerin g-tipli genellemeleri lizerinde
yogun ¢alismalar yiiriitiilmiistiir. Ornegin, Derriennic (Derriennic, 2005), Bernstein-
Durrmeyer operatorlerinin g-tipli bir genellemesini tanimlamis ve bu operatoriin
yakinsaklik 6zelliklerini detayli bir sekilde incelemistir. Ardindan Gupta ve Heping
(Gupta and Heping, 2008), farkli bir ¢g-genellemesi iizerinde calismalar yapmis, bu
caligmalar g-Bernstein operatorlerinin genisleyen alanini ve bu operatorlerle ilgili elde

edilen sonuclarin kapsamini daha da genisletmistir.

14
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4. BULGULAR

Bu boliimdeki temel hedefimiz, g-Bernstein operatdriiniin Kantorovich tiiriinde

yeni bir genellemesini insa ederek yaklasim 6zelliklerini analiz etmektir.

4.1 ¢g-Bernstein-Kantorovich Operatorii

h fonksiyonu, [—1, 1] {izerinde taniml1 g-integrallenebilir bir fonksiyon , Vi € N

ve ¢ € (0,1) olmak tizere,

1 " 25:11] -1
i) =P SE (L2 noae) || o op - o @

£=0 \’ far1] ! K
g-Bernstein-Kantorovich operatdriinii tanimlayalim (Karahan ve Ozbay, 2024).
Lemma 4.1. K;(h; q; §) operatdrii igin

K(po;q;6) =1 (4.2)

esitligi dogrudur.

Ispat. K 5+(h; q; §) operatériinde h fonksiyonunun yerine po(§) yazilirsa,

u 2nt1]
K (pos 4:€) = et > (/;*”1 ldqt> Mara+ora—gprr @3)

]
[n+1] K

elde edilir.
[k + 1] = [k] = ¢",
¢ =—— q€(0,1)
271

esitliklerinden

2[r+1] L 2[r+1] 2[k]

1 -1 -1
[u+1] (u+1] (u+1]
/2“ dqt:/ : dqt—/“ d,t
1 0 0

- —a-o (T )T -0 (P 1) e

[+ 1]

15
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bulunur.

|

Z; A+ —-h™=1 (4.5)
oldugundan (4.4) ifadesi (4.3) denkleminde yerine yazilirsa istenen elde edilir. 0

Lemma 4.2. K;(h; q; §) operatirii igin,

2 W2
PESORETESTP

K (p1;¢;€) = i £+ (4.6)

I
esitligi dogrudur.

Ispat. K »(h; q; §) operatériinde, h yerine p; (&) yazilirsa,

* [u+1] r 1 2£f+1] ! 'u —K K —K
K(pria;:€) = ZQ# </Mi’fu]1 tdqt> L A+ =L (47

elde edilir. (4.7) esitliginin sag tarafindaki intagral hesaplanirsa

2[k+1] 2[r+1] 2[k]

-1 2el g
[u+1] o (n+1] [u+1]
/ oyt = /0 tdt — /0 td,t

[e+1]
2k +1 1\’ 2[K]
o) -Gy ]Z
o Y= [R] (k1] + (K] 4
=00 ( IES) ) e
bulunur. Burada, [x + 1] = 1+ ¢[k] ve [k + 1] — [k] = ¢" esitlikleri dikkate alindiginda,

=(1-4q)

Tt Agr 4q"[x] 4q"
P ) e A S PR ) @9
elde edilir. Bu esitlik (4.7) de yerine yazildiginda
N /725 s | R | ,u( 4q" 44" K] 44" >
K - - _
P =T B H PITES R TR TR TR |2
xq "(1+8;1-89F™"
2 o1 |p
e 2 || @“9)
2] &K1 |u i1 e
MZEE PRI B
2 1 |p _
. . 1 K 1 _ H—K
[2];)2” } (1+&)5(1—¢);

16
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elde edilir. Burada

~ 81
2

k=0

Mla+era—grr= (4.10)
K

bulunur. Son olarak (4.5) ve (4.10) esitlikleri (4.7) yerine yazilirsa ispat tamamlanir. []

Lemma 4.3. K/(h; q; §) operatorii igin,

K} (p2; 4;€)
_ il 1 ( 2 al2llplle—1] | 200 +29)[p]  3[2][y] )5
[+ 1] [+ 1]2 [n+1J? Bllu+12  [B]lp+1]
L% qlp][p —1] N 2+49)[w 32 4
[ +61]2 [g +12 0 Bllp+12 [p+1B] 8]+ 12
-+

[+ 103 " 3]
4.11)

esitligi dogrudur.

Ispat. K »(h; q; €) operatériinde, h yerine py(§) fonksiyonu yazilirsa

1

K

% m+1] &1 P!
K (p2;¢;€) = 5 > on /m] £t
i

k=0 EST 1

] ¢ "(1+8)g(1=8)" (4.12)

olur. Son esitligin sag tarafindaki g-integral hesaplandiginda

2[k+1] 2[k+1] 2[x]

-1 -1
(n+1] [n+1] [n+1]
" tdgt= [ " t2dgt— "
2] g 0 0
I

2k +1] N\ (20 N
(e ) - (o Q]q
2 [4[/{ + 17 + 4]k + 1] + 4[] 6([x + 1] + [x])

1]

PESTE BT *4

1
t2d,t

elde edilir. [k + 1] = 1 + ¢[x] esitligi kullanilirsa

2[r+1]

ot ] _thd ;
e w1 3]+ 1]

[u+1]

n+12 [p+1]

8¢"[k]*  2¢"[x] <4(1+2Q) 6[2]>
(4.13)

2q" 4 6
*mm+u<m+uf‘m+u+%

17
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elde edilir. (4.13) integral hesabini (4.12) denkleminde yerine yazarsak

0

K

n
Ki(p2i :) = ﬂ+1 ZZ L+ -y

. (4[u](1+2q) B 6[u][2]1]> f) (%] (14651 — &L (4.14)

Bllp+12 Bllu+

4 6 3 e
+<[3][M+1]2_[3Hu+1]+[}>z (14851 = &)

elde edilir. (4.14) ifadesinin ilk toplaminda [x?] = [k] + q[r — 1][x] esitligi kullanilirsa

S [Li K k(1 _ u—n:<1+§)q Q[M_l](1+5)3
X::M s | (1+&)5(1 -6k ST T (4.15)

oldugu goriiliir ki son olarak (4.5), (4.10) ve (4.15) esitlikleri (4.12) da yerine yazilirsa

ispat tamamlanmis olur. ([l

Not: g-Bernstein-Kantorovich operatdriiniin diizgiin yakinsakligini Korovkin tipi
teorem yardimiyla gosterebilmek icin, operatoriin lineer ve pozitif oldugunu garanti
etmemiz gerekmektedir. g-integralin lineer oldugu bilindiginden, (4.1) operatorii de
lineerdir. Ayrica 0 < ¢ < 1 kosulu altinda, (4.1) operatoriiniin pozitifligi, g-integralin

pozitifligine baghdir.

Ancak, [a, b] arah@indaki g-integral, iki seri farki icerdiginden, A > 0 olmasina

ragmen

b
/ h(t)d,t > 0
kosulunun saglanmasi gerekmez. Bu durum, olusturulan operatdriin pozitif oldugunu

ifade etmemizi engellemektedir.

Lemma 4.4. a ve b pozitif sayilar, a < bve 0 < q < 1 olsun. h fonksiyonu |0, b]

araliginda monoton artan ise,

I,(h; a;b) = /b h(t) d,t

olarak tanmimlanan q-integrali, pozitif bir operatordiir.

ispat. h, monoton artan bir fonksiyon ve & > 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifade elde

edilir:

/abh(t)dqt:./Obh(t)dqt—/oah(t) —(1—-g) i(bh i) — ah(¢'a)) ¢’

18
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Yukaridaki esitlikte / pozitif kabul edildiginden V¢ € [0, b] alinmast durumunda i (&) >
0 olur. Ayrica, h monoton artan oldugundan, b > a durumunda her j = 0,1,2,... igin

h(¢’b) — h(¢g’a) > 0 olur. 0 < ¢ < 1 oldugundan

b
/ h(t)dgt > 0,

elde edilir. ]

4.2 g-Bernstein-Kantorovich Operatoriiniin Yaklasim Ozellikleri

Teorem 4.5. ¢ = (q,,) dizisi 0 < g, < 1 ve

1
lim g, =1 ve lim =0

o w5 i,
kosullarimi saglayan bir dizi olsun. h, |—1, 1] iizerinde tanimli ve siirekli, monoton artan

fonksiyon olmak tizere

lim ||K;(h; qu;-) = h(-)llcf-1,0) = 0

U—>00

esitligi dogrudur.

Ispat. Lemma 4.4 h fonksiyonunun monoton artan olmasi durumunda K ;(h;q;f)
operatoriiniin lineer ve pozitif oldugunu ortaya koymaktadir. (4.6) ve (4.11)

ifadelerinde, Teorem 4.5 kosullarini saglayan bir (¢,,) dizisi ve

[/“L+ 1]% -1

0 = [u] qu

esitligi kullanilirsa,

—1
hm [/"L]QM — 1 ve hm [N ]q;/, [ILL]QM

=1
oo [p+ g, oo [u+ 17

oldugu kolaylikla elde edilir. O halde buradan
K (po;qu;§) =1 (n— o0)

K (p15458) =& (10— 00)
K254 €) = € (1 — 0)

bulunur. Sonug olarak Korovkin teoreminden ispat tamamlanmis olur. [l
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Sonug 4.6. Lemma 4.1, Lemma 4.2 ve Lemma 4.3 te ¢ = 1 yazildiginda

K, (po;§) =1

N
Ku(plaf) = M+1§

. ~1 3+ 1
K (ps:€) = ‘(‘fbﬂ 1)2)52 + S r 1P

elde edilir. Bu ifadeler, klasik Bernstein-Kantorovich operatériiniin momentleridir

(Altomare ve Campiti, 1994).

4.3 ¢-BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATORUNUN ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, oncelikle istatistiksel yakinsaklik kavrami kisaca ele alinacak ve
(4.1) ile tanimlanan g-Bernstein-Kantorovich operatoriiniin istatistiksel yakinsaklik
ozellikleri arastirilacaktir. Ardindan, Marinkovic ve g¢alisma arkadaslarinin
(Marinkovic, 2008) tanimladigi “Riemann tipli ¢-integral” kavrami verilecek ve
bu kavrama dayali olarak (4.1) operatdriiniin, “ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich
operatdrii” olarak adlandirilan yeni bir formu tanimlanacaktir. Son olarak, bu yeni

operatoriin de yaklasim hizi siireklilik modiilii yardimiyla hesaplanacaktir.

4.4 Istatistiksel Yakinsakhik

C C Nolsun. 4 € N dogal sayist icin C, = {k € C : £ < p} altkiimesi

tanimlansin. $Simdi bu kiimenin yogunlugunu tanimlayalim.

Tanmmm 4.7. C' C N kiimesi icin

C
lim —| ’ |,
HU—>0O0 /JJ
limiti varsa, bu limit C kiimesinin yogunlugu olarak adlandirilir ve v(C) ile gosterilir.
Burada |C,,|, C kiimesinin p ile sinrlandirilmis elemanlarinin toplam sayisini ifade
eder. Yogunluk kavrami, C kiimesinin dogal sayilar kiimesi icerisindeki dagiliminin bir

olgtisii olarak kabul edilir.(Niven vd., 1980 )
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Tamm 4.8. & := (&) bir reel say1 dizisi olsun. Ve > 0 i¢in
v{k: | —¥l >} =0

sartim saglayacak bir { sayisi mevcutsa, bu durumda dizinin { sayisina istatistiksel

yakinsak oldugu séylenir ve

- Jim & = ¢
seklinde ifade edilir (Fast, 1951).

Yukaridaki tanimdan, ¢ sayisina istatistiksel yakinsak olan bir dizinin ¢ nin
¢ komsulugu disinda sonsuz sayida elemani olmasina ragmen indis kiimesinin
yogunlugu sifir olabilir. Dolayisiyla istatistiksel yakinsaklik kavrami klasik yakinsaklik

kavramindan daha genel bir durumdur. Yani klasik yakinsak olan her dizi ayn1 zamanda

istatistiksel yakinsaktir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.

Gadjiev ve Orhan (Gadjiev ve Orhan, 2002), lineer pozitif operatorler
icin istatistiksel yaklasimi saglayan Korovkin tipi teoremi asagidaki sekilde ifade

etmislerdir.

Teorem 4.9. (Gadjievve Orhan, 2002) A,, : Cla,b] — B|a, b] lineer pozitif operatirler
dizisi p;(£') = &', i =0,1,2 igin

st- lim. 1A (pis ) — pillclay =0
kosullarini saglyorsa h € C|a, b] fonksiyonu i¢in
st- lim_ [ Au(h;) = Hllegas) = 0

esitligi saglanir. Burada Bla,b), [a,b] araligindaki sinirly fonksiyonlar uzayin ifade

etmektedir.

4.5 g-Bernstein-Kantorovich Operatoriiniin Istatistiksel Yakinsakhig

Bu béliimde, (4.1) ile tanimlanan operatoriin istatistiksel yakinsama 6zellikleri

incelenecektir.
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Teorem 4.10. ¢ := (q,,) dizisi 0 < g, < 1 ve

1
st—liinq# =1 we st—Ilim

=0 4.16
" T, (4.16)

kosullarin saglasin. Bu durumda h fonksiyonu [—1, 1] araliginda siirekli ve monoton

artan bir fonksiyon olmak iizere, (4.1) operatorii igin
St- )grlgo 1K (hs s ) — h()ller-1,0 = 0

esitligi dogrudur

Ispat. K 5 (h; q; €) lineer pozitif bir operatér oldugundan, ¢ = 0, 1,2 igin
st-Tim [ K (0 43 +) = pillor-10) = 0

esitliginin dogrulugunu gostermek, Teorem 4.9 dan ispat i¢in yeterlidir. = 0 i¢in (4.2)

esitliginden
st —lim | K73 (po; g3 -) = poll -1 = O

oldugu agiktir. 7 = 1 i¢in (4.6) dan

ey (e [1g, 2 2
K2 (013 :€) — p(€) <m+u% Qf+m+u%+m+uuau e

yazilir.

[M] Qu 1 1

[PJ + 1]!1” - m QM[M + 1]qu
esitligini yukaridaki denklemde yerine yazip her iki tarafin £ € [—1, 1] i¢in maksimumu

alinirsa

1K (o1 @) — prllor-1) <
G- amm) s e )
4 qu[:u“‘l]qu [N"‘l]q# [Q]qu [,u—i-l]qu

T e )
§<;—1>+M+<1_[u+11]%> (qlu_P]Q)

elde edilir. Simdi verilen bir € > 0 i¢in asagidaki kiimeler tanimlansin.

M= {ml : HKr*nl(pl;Q; ) - ,01)Hc[_1,1] > 5}
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Mo {m (“wluqm) (JJ mim) - 3}'

Buradan M C M; U M5 U Mj oldugu goriiliir. Boylece

. 1 €
vf{my < s [[KG (1 @y -) — prller—10) 2 €} < o{mg < g (q - 1) >3
mi
+o{my < 1 €
vym . -
L=h Gy (M1 + 1] 3

Qmy

Cotm, < <1 1 ) 1 2 )>5}
VM : - — -
L=A 1+ g ) \ Gy 2l )~ 3

yazilabilir. (4.16) kosullarindan

. 1
st — lim (—1) =0,
v\ g

1
st — lim ——— =0,
H %[N"‘l]qu

o) ()

bulunur. Yogunluk tanimindan

oz (1))
v{mi < e %}:
(o -

1 €
m)>-
Qm,

st — liﬁn | K133 -) — prlle1 =0

| \/

le [ml + 1

vimy < g ( m+1>

dir. Boylece

oldugu goriiliir.

23



4. BULGULAR

Mehmet OZBAY

1 = 21i¢in (4.11) den

( P2; qw (5)
2 2[#]% qu [2](]# [N]qu [ — 1]qu 2(1 + QQu)[N]qu
- (% u+1 1>5+<m+ua+ ) A 7F ST )
3[2]4,. 14, ) ¢ 2[u]q, Qulg i — g, | (2+4qu) [,
3, W+U@ [+ 13, [0+ 113, [3]q, [+ 1]3,
3[2[pq, 4 6 3
- + - +

[+ 1]% [3]11“ [3] au [+ ng [+ 1]qu [3]% [3]%

yazilabilir. $imdi g-analiz yardimiyla

QM%M—H%__1<L_U+PM) 2lg, )

R A— +
oo+ 13 iy w+1g,  [p+1]7
[lu] du _ 1 1

w+1y,  a qulp+ 1,

(4.17)

(4.18)

esitlikleri (4.17) ifadesinde yerine yazilip & € [—1,1] i¢in maksimum alalim. Bu

durumda

15, (p2; @ ) — p2(E)ll ey <

e e

2[plq, [2]g,, . 1+ [2]g, [2]g,,
" [+ 17 +QZ<1[#+%H [+ 1]
201+ 2, _3m%<1_ 1
[3]% [M + 1] [3]% du  4u [,u + 1]qu
Q[M]qu l _ 1+ [2]% [Q]qu
T, %<l PESIMRNTEN)

(2 +49.)[1lg,  3[2, ( 1

Bloln+ 12, Bl \au  aulu+1]
. 4 - 6 L3

Blauw+ 105, [n+1q.Bls. 1B

<<1 1>+ 1 <2 4
~ \au +12, \a2  [3q,

)

:)
)
:)
)

+ 1 (4 + 4[3]qu - 6[2]‘1,u o (1 + [2]11“) . 6
[+ 1]qu qu [3]% Q,3 [3]%
2lg, +1  6[2, , 3

+ - +

qi qu[3] au [3] au
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elde edilir. Buradan

1
a, = < — 1)
qu

b_1<2_4_|_2>
ol +12,\2 Bl

(4.20)

- 1 <4+ 4[3]% B 6[2]61“ . (1 + [2]%) . 6 >

: [/”L + 1]% q,“ [3] 'm q,LQL [3]‘1u
2lg, +1 612, , 3
W= T, 3
qu qu[ ]qu [ ]Q,u
seklinde adlandirilirsa (4.16) sartlarindan
st — h;l;n a, = st — liin b, = st — lilgncu = st — hin d, =0 (4.21)

kolaylikla elde edilir. Tekrardan € > 0 i¢in
U= {2 1K (20w ) = pellcporn > ¢}
€
U, ::{/ﬁ:aﬁzll}
€
Ug:—{/ﬁ:bﬁzll}

Ug::{/{:cHZZ}

€
U4I:{K)Zd,€24}

kiimeleri tanimlansin. O halde (4.19) dan U C U; U Uy U U3 U Uy oldugu aciktir. Buna

gore

v{k < o |K5(p2s awi ) — p2llor-1n > €}
Sv{mﬁu:aﬁzZ}Jrv{/iSu:bHZZ}Jrv{/ﬁSu:cnZZ} (4.22)
+v{m§u:dnzi}

yazilir. Yukanidaki esitsizlik incelendiginde, sag tarafin sifira esit oldugu

gozlemlenmektedir. Dolayisiyla
st —lim || K5 (23 Gs -) = pellor-1y = 0
bulunur. Bu durumda, Teorem 4.9 1n kosullar1 saglanir ve ispat tamamlanir. O

Korovkin tipi teoremlerin, lineer pozitif operatorler tizerinde gecerlilik gosterdigi
bilinmektedir. Daha dnceki boliimde de ifade edildigi tizere, K;(h; ¢; ) operatdriiniin

pozitifligini saglamak amaciyla, h fonksiyonunu [—1,1] araliginda monoton artan
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olacak sekilde se¢mistik. Bu se¢imle birlikte, operatdriin hem klasik hem de istatistiksel
anlamda h fonksiyonuna diizgiin bir yakinsama gosterdigi, Korovkin tipi teoremler
araciligiyla ortaya konmustur. Yaklasim teorisinde, operatdrlerin yalnizca diizgiin
yakinsaklig1r degil, ayn1 zamanda bu yakimsamanin hizinin belirlenmesi de biiyiik
bir dneme sahiptir. Bu hiz, genellikle stireklilik modiilii ve Lipschitz sinifina ait
fonksiyonlar kullanilarak analiz edilmektedir. K7;(h;q;&) operatoriiniin g-integral
icerdigini hatirlatalim; bu nedenle yaklagim hizin1 degerlendirirken, g-integralle ilgili

bazi esitsizliklere ihtiya¢ duyulacaktir.
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5. TARTISMA

Klasik analizde integral esitsizlikleri uzun yillardir detayl bir sekilde incelenmis
ve Oonemli gelismeler kaydedilmistir. Bu tiir ¢alismalar, teorik matematikle birlikte
matematik ve fizik gibi ¢esitli uygulama alanlarinda 6nemli bir yere sahiptir. Ancak, ¢
analiz kapsaminda g-integral taniminin beraberinde getirdigi bazi zorluklar nedeniyle,
g-integral ile iligkili esitsizliklere olan ilgi nispeten yakin ge¢cmiste ortaya c¢ikmis
ve bu alanda yapilan aragtirmalar giderek artmistir. g-integralle ilgili bu zorluklar,
esasen [a, b] araliginda taniml g-integralin, [0, b] ve |0, a| araliklarindaki iki g-integralin
farki olarak tanimlanmasindan kaynaklanmaktadir. Dolayisiyla,[a, b] arahigindaki h
fonksiyonun g-integrali hesaplanirken sadece integral araligindaki noktalar1 degil,
aralik digindaki noktalar1 da kapsamaktadir. Bu sebeple, klasik integral i¢in gegerli olan

bazi esitsizlikler, [a, b] araliginda tanimli g-integral i¢in her zaman gegerli olmayabilir.

Bu zorluklar1 agsmak adina Gauchman (Gauchman, 2004) ve Marinkovic ve
arkadaslar1 (Marinkovic, 2008) iki farkli g-integral tanim1 sunmustur. Bu tanimlardan
ilki, [a,b] araligindaki g-integralin sonlu toplamlara sinirlanmasiyla elde edilen
“kisitlanmig g-integral”, ikincisi ise ayni araliktaki g-integralin tek bir seri seklinde
ifade edilmesiyle tanimlanan “Riemann tipi g-integral”’dir. Simdi bu iki kavram

uzerinde duralim.

5.1 Kisitlanmis ve Riemann Tipi q-Integralin Temel Kavramlari ve Ozellikleri

Tanim 5.1. a, b ve q reel sayilartigin 0 < a < bve q € (0, 1) olsun. Klasik g-integral

tammunda, a = bq" yazilarak G ,(h; a,b) kistlanmig q-integrali su sekilde ifade edilir:

b b
Colhiad) = ["he)dfe = [ h(e)de
5.

= (1—q)b>_ h(¢b).

J=0

Bu formiilasyon, b, q ve p parametrelerine bagh olarak tanimlanir ve bu parametreler

tizerinden integralin alinmasini saglar.
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Oncelikle, (5.1) ile tamimlanan integralin bazi temel dzelliklerinin belirtilmesi
gerekmektedir. Bu integralin, belirli kosullar saglandiginda kendine 6zgili nitelikler

tasidig1 goriilmektedir.

1. [a, b] arahiginda h(&) > g(&) saglaniyorsa, o halde

[ neyase> [ o(eage

seklinde ifade edilir.

2. a < 7 < b kosulunu saglamak iizere

/abh(é“) dg;&:/;h(g) df§+/Tbh(g) do¢

ozelligi gegerlidir.

Eger h(§) fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebiliyorsa,

b b
lim [ h($)dfs = [ h(E)ds

q—1Jq
esitligi saglanir.

Tamm 5.2. (Marinkovic, 2008) a, b ve q reel sayilar olup, 0 < a < bve q € (0,1)

kosullarimin saglandigini varsayalim. Riemann tipi q-integral

b © .
Rq(h;a,b):/ h(€) dfg = (1 — q)(b— a) Z (a+ (- a)d)e (5.2)

seklinde tanimlanwr. Bu tamim, klasik q-integral tanimindan farklidir; burada tanim tek

bir seri ile ifade edilmekte olup yalnizca integral araligindaki noktalar icermektedir.

Eger (5.2) ile verilen seri yakinsak ise, h fonksiyonunun [a,b] araliginda “qR-

integrallenebilir” oldugu séylenir.

Simdi hedefimiz, daha 6nce tammladigimiz K (h; ¢;§) operatdriinde, klasik
q-integrale alternatif olarak Riemann tipi g-integral kullanilmasiyla operatoriin yeni
bir tanimini olusturmaktir. Bu yaklasim sayesinde, yeni tanimlayacagimiz operatoriin
yakinsama hizini belirleme imkanma sahip olacagiz. Oncelikle, Riemann tipi g¢-

integralinden yararlanarak asagidaki lemmalar1 verelim.
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Lemma 5.3. R,(h;a,b) lineer ve pozitif bir operatordiir.

Ispat. (5.2) ifadesinden
b
Ry ((ah + Bg)(§);a,b) = /a (ah + Bg) (€) g€

=(1-¢q)(b—a) i[ah—l—ﬂg (a+(b—a)qj)] ¢

=(1-¢q)(b—a) i[ah(a—i— (b—a)q ‘)—i-ﬁg(a—i-(b—a)qj)}qj

Jj=0

a(l —q)( b—a)ih(a—k (b—a)g )q‘

Jj=0

+B0—a)0-a) > g (0 + 6 a') ¢

= aRq (h(f), a, b) + 6Rq (g(é)v a, b)

elde edilir. Yani R,(h;a,b) operatdriiniin lineer oldugu sonucuna varilmaktadir. Eger
h > 0ise, (5.2) ten R,(h;a, b) operatoriniin pozitif oldugu da agiktir.

Bu durumda, [a, b] araligindaki tiim ¢ degerleri igin,

h(&) = g(§) = Ry (h;a,b) = Ry (g;a,0)
ifadesi yazilabilir. O

Gauchmann (Gauchman, 2004), kisitlanmis g-integral tanimini gelistirerek, hem
klasik hem de giincel olan baz1 esitsizliklerin g-genellemelerini elde etmistir.

Lemma 5.4. (¢q-Holder Eysitsizligi) a ve b pozitif reel sayilar, a < bve 0 < q < 1 olsun.
a > 1ve 3 > 1 reel sayilart igin i + % = 1 kosulu saglansin. Bu durumda, |a, b

araliginda tamiml h ve g fonksiyonlari i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:

Ry(Ihgl:asb) < (Ry(h[°sa:0))* (Ry(lglsa:0))”

ispat. (5.2) ifadesinden
R(hglsaib) = [ h(€)g(e)| dfe
:<1—q><b—a>§\h(a+<b—a>qf)g(a+<b—a>qj)\qﬂ'
(1 (a+ - ) o)
< (g (a+ (- a)p) 0
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Yukaridaki esitligin sag tarafindaki toplam ifadesine Holder esitsizligi uyguladiginda,

Q=

Ry(lhgl;a;b) < (1 —q)(b—a) (i h(a+ (b— a)éﬂ)l“(f)

=0

x (i l9(a + (b— a)qj)lﬁqj>

J=0

\/
mx
~—
Q
L)
<.
N—
Q=

((1—(] )(b—a) Z (a+ (b—a)g

X ((1 —q)(b—a) i lg(a+ (b— a)qj)lﬂqj>

j=0

- ( |ad35)1 (/ b|g<§>\ﬂdfff>é

1
Ry(|h]*; a:0)% Ry (|g|"; a; b)

elde edilir. ]

5.2 1lkinci Tip ¢-Bernstein-Kantorovich Operatorlerinin Istatistiksel Yaklasim

Hizx

Bu c¢alismada, klasik g-integral yerine Riemann-tipi g-integral kullanilarak
olusturulmus olan ikinci tip g-Bernstein-Kantorovich operatorii” K u(h; q; €) seklinde
gosterilmistir (Cilo vd., 2012). Bu operatorde, her p € N ve ¢ € (0,1) i¢in h :

[—1, 1] — R araliginda ¢ R-integrali alinabilen bir fonksiyon olarak tanimlanmuistir:

I 2[k+1]
f@(h;q;&):“‘*”z(/;f] 1h(t)dfft> Ml —ora+orr. (5.3)

Bu boliimde, (5.3) ile tamimlanan ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich
operatoriinlin  istatistiksel yaklastm hizin1  siireklilik  modiiliinii  kullanarak
inceleyecegiz. Bunun icin Oncelikle Korovkin teoreminin sartlarinin saglandigini

gostermek icin K u(pizg;€),1 = 0,1,2 momentlerini hesaplayalim. Bu momentler
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hesaplanirken

q

q

2[k+1]

., q

[u+1]

8q2n

4
tdft =

TSP

/ it gy SO
2[k - 3
[+ 1]3(2]

PESEE

[+ 1°[3]

(5.4)

esitliklerinden yararlanacagiz. i1k olarak i = 0 i¢in (5.3) operatdriinden

Ku(ﬂO?QQ&) = [HJ

elde edilir. 7 = 1 i¢in,

K.(p1;q:6) =

[u+1]2“: 1

; _

~k=0

. | Ad"[H]

[1 4] [1 = ¢]

1+ 1= "¢"

1
p+ 1P
]

e

(1+& -1+

__[u] <1+q—1

S S (5.5)

(5.6)
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1 = 2 1¢in,
Ku(p2;¢:€) =
1] &1 |p . e —n | 8T[K]? 8¢°[K]
2 ;)7‘ K SR [+12 [+ 1]
2qn 16[K]q25 B 8q2m 8q3,‘£
S R TR e RS R e 113[3]]

+

e+ 12 [p+ 122 [+ 1

A2 8(g—D)u?  4(g— 1>2W]
]

Ay 8(q = D[p* | 4(q —1)*[y] > 3 []* 1

- (g e+ SRR

L8l A A= Dk 8lkl(g—1)
w+122] [p+1] [p+1]2] 0 [p+1]7[3]
<3 B | e o -
4 4 ho1 et evpen
’ (wuzm BT “)Ew o (s
(5.7)
elde edilip (4.5), (4.10) ve (4.15) esitlikleri (5.7) da yerine yazilirsa
KM(P%Q;S) =
Clulle =1 | 2¢*(q =Dl =1 | ¢*(g = 1)*[p)[p — 1] e
[+ 1]2 [+ 17[2] [+ 12[3]
o (Bl =) 2w Al 2q(q — 1)[p][p — 1]
[+ 1] (412 [p+ 172 [+ 1]
20 =D | Alg =Dl | glg = 1)*[p][p - 1][2)
[w+1[2]  [p+ 173 1+ 1]2[3] (5.8)

20u]  2(q —1)*[y]

qlp[p — 1] 2(p]
PESTRRTES A

[+ 12 [u+1]2

_ 2w AW 2= DiWle-1 4
[+ 1] [p+1]22] [+ 1]2[2] [+ 1][2]
~ 2(g = D[yl 4 Alg =Dyl | qlg = D*[plfp — 1]
[+ 1[2] [+ 123 [+ 123 [+ 1]2[3]
2=Vl _ 4
1+ 1]2[3]

elde edilir.
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¢*lp)[p — 1] g—1) (¢—1) 4[plq 2
O* T )‘m+um+gf

+ 7 [5]1]2 (mm —1]+2+ [42] +2q(q — )[p —1]
EUERETUEL L G ES U e U Y
qlplfp — 1] 2(¢—=1)  (¢g—1) 2[4 2 [2l(¢-1)
m+u2<“* CIRF) )*m+u2@*ﬂ%+ 3] )
i 4 11
m+mm+m+u<mm+u m)*L
(5.9)

Teorem 5.6. ¢ := (g,) dizisi 0 < ¢, < 1 ve (4.16) kosullarim saglasin. Bu durumda,

Vh € C[—1,1] i¢in,

1K, (hi ;) — ()|l ooy < 2w(him,)

esitsizligi saglanwr. Burada

(2 Y 12 2%
HM_M[Z] [+ 1] 1) SRR E ISk (5.10)

ispat. h € C[-1,1] olmak iizere, K, (h;q;€) operatorii lineer ve monoton artan

oldugundan

1K, (hi ;&) — h(€)] < Ku(|h(t) — h(&)]; ¢:€),

yani,

K (B q;€) = ME| =D Tumg

elde edilir. Burada,

p+1]1
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dir. Riemann tipi g-integralin monotonluk 6zelligi ve siireklilik modiiliiniin yedinci

Ozelliginden yararlanilarak;

-1

2[5:111]’1 | _§| R
| (hqlg |<ZT}LI€(] /Q[K] 1+ 77 (h777)dqt

[h+1]
1 & 2[['?11]]*1
m
{143 S @ ([27 e-elaze) b
=0 R

bulunur. ¢-Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulandiginda

=

|f(u(h55155) ( )| <W h, 77 {1+ Zruﬁq (/2[[:1] ( _€>2dft>

eit] 3
+
X 8 dft
2[k] 1 q
[n+1]

1 & 2{5:;}]_1 2 IR 2
b |1 LS () [0 €]
=0 b1] L

et 3

pnt R

X (rmmq (g) 2[k] dq t)
ES T

elde edilir. Klasik Cauchy-Schwarz esitsizligi toplam iizerinde tekrar uyguladiginda

asagidaki esitsizlik bulunur:

N |=

| K, (hs q;€) — ()<w(h?7{ (Zmﬁq /

1

(E o2y

w1ty ey %
=lh ) 13 (rnal®) [0 (= €Pdt)
Baska bir ifadeyle
- 1 -~ 1
Ro(h 0:6) — h(©)] < w(hn) {1 F LR (- €)% q;5>2} (5.11)

yazilir. Simdi Lemma 5.5 te verdigimiz K,((p; —€)?; ¢; €) ikinci momentin £ i terimin
katsayisin1 M ile gosterelim:

Pl —1] 20¢—1)  (¢—=1)*\  4[ulq
ERPESTE (” * ) TESE

2] 3]
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[ — 1] < [p] oldugu dikkate alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

M < (M _ 1)2 (5.12)
— \[2lp+1]
elde edilir. Benzer sekilde, £ nin katsayisini asagidaki gibi tanimlayalim:
_ 4
Vi U (= 2 g 2ata - D
LAa=1) Fale- 1)2[%0— 2] +2(g — 1)2> (5.13)
8[ulg 4
— — 2
ESIZ ey
N ifadesinde

W) =1 <@g+ 1) —1] (5.14)

<[2]q +2q(q— 1)+

ve [u] < [p + 1] esitsizlikleri goz oniine alnip denklemde kullanilirsa

12
N < EiE (5.15)

elde edilmis olur.

Son olarak sabit terimi ele alirsak;

_ qlpllp —1] <1+ 2¢-1) (q—1)2>

[+ 12 2] 3]
2[y] 2 [2[le—1)Y  4qy]
+ [+ 1]2 <1 + 9 + 3 ) ot 1 (5.16)

+ oo (e — ) !
pr ) \Ble+1 [

elde edilir. Son denklemde sag tarafta gerekli degerlendirmeler yapildiginda,

28
TR 617

bulunur. Elde edilen bu sonuglar (5.11) ifadesinde yerine yazilirsa

~ 1
1K (hs q:€) — h(&)ll 1,1 < w(h, ) [1 + i M+N+P|, (5.18)
burada
2[ 4] g, Qu )2 12 28
n:=mn, = —t— =1 + + . (5.19)
! \l ([2]‘1u [M + 1]¢]u [2L1u [M + 1]‘]u [2]¢1u [3]11“ [,u + 1]Qu
Boyleceo teorem kanitlanmis olur. 0
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6. SONUCLAR Mehmet OZBAY

6. SONUCLAR

6.1 Sonuclar

Bu ¢alisma kapsaminda, g-Bernstein-Kantorovich operatorleri, klasik Bernstein-
Kantorovich operatdrlerinin g-integral cer¢evesinde genellestirilmesiyle tanimlanmis
ve teorik Ozellikleri ile istatistiksel yakinsama davraniglart detayli bir sekilde analiz

edilmistir. Calismanin temel bulgular1 ve sonuglar1 asagida 6zetlenmistir.

g-Bernstein-Kantorovich operatorleri, su sekilde tanimlanmigtir:

1] & (o
K (hg;€) = 2t ]z( [ h(t)dqt> Lo en - e,

2 5 K

[n+1]

burada h, g-integrallenebilir fonksiyon ve ¢ € [—1, 1] dir (Karahan ve Ozbay, 2024).

Bu calismada yukarida tanmlanan g¢-Bernstein-Kantorovich operatdriiniin
yaklasim oOzellikleri, hem Korovkin tip teorem yardimiyla hemde istatistiksel
yaklagim yoOntemi kullanilarak incelenmistir. g-integral tanimindan kaynaklanan
farklilardan dolay1 klasik Korovkin tip teoremin kosullari lizerine yeni kosullar
konulmas1 gerektigine vurgu yapilmistir. Tezin ilerleyen bdoliimlerinde yukarida
tanimlanan operatdr gR-integrallenebilir (Riemann anlaminda g-integrallenebilir)
fonksiyonlar yardimiyla lineer ve pozitiflik 6zelliklerini saglayacak sekilde ikinci
tip g-Bernstein-Kantorovich operatorleri bigiminde yeniden tanimlanmistir. Ikinci
tip g-Bernstein-Kantorovich operatdrlerinin de yaklasim o6zellikleri incelenmis ve

stireklilik modiilii yardimiyla hiz1 hesaplanmustir.
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7. ONERILER

7.1 Oneriler

Bu tez ¢aligmasinda yeni bir g-Bernstein-Kantorovich operatorii tanimmlanmis
ve operatdr simetrik bir aralik iizerinde incelenmistir. Gelecek calismalarda operatoriin
tanimlandig1 fonksiyon uzaylari genisletilerek yaklasim hizi iyilestirlebilir. Bunun
yani sira Bernstein-Kantorovich operatorii tanimlanirken farkli kesir mertebe tiirev ve
integral tanimlarindan faydalanarak yaklasim 6zellikleri klasik ve istatistiksel olarak

ele alinabilir.
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