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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SZASZ-KANTOROVICH OPERATORLERININ BiR GENELLESTiRMESI

Shaymaa ZAINALABDIN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman : Prof. Dr. Aydin iZGi
Yil: 2021, sayfa:47

Bu tez bes boliimden yapilmaktadir. Birinci bolim giris kismina ayrilmistir.ikinci béliimde, temel
kavramlar ayrilmistir. Uciincii béliimde, daha énce yapilan calismalardan bahsedilmistir. Dérdiincii
bolimde de, Z, (j;s) operatériiniin Korovkin teoremi kullalanarak yaklagim ozellikleri incelenmistir.
Zy (j; s) operatoriiniin siirekli j fonksiyonuna diizgiin yakinsadig1 gosterilmistir. Z;, (j; s) operatorii igin
Voronowskaja teoremi benzeri bir teorem de ispatlanmustir. Zj, (j; s) operatdriiniin merkezi momentleri
bulunmustur. Agirhikli uzaydaki siireklilik modeli yardimiyla Z, (j;s) operatdriiniin yaklasim orani
incelenmistir. Lipschitz kosulunu ger¢ekleyen fonksiyonlar kullanilarak Z; (j; s) operatorii igin bir teorem
ispat edilmistir. Besinci boliimde de, sonuglar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer pozitif operatér - Szasz-Kantorovich operatorler - Agirlilikli uzay -
Siireklilik modiilii -Lipschitz smifi
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ABSTRACT

MSc Thesis

A GENERALIZATiON OF SZASZ-KANTOROVICH OPERATORS

Shaymaa ZAINALABDIN

Harran niversity
Gradate School of Natral and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Aydin iIZGi
Year: 2021, page:47

This thesis consist of five chapters. The (15%) chapter is devoted to some important introduction. The
(Q"d) chapters, basic ideas are given. The (3Td) chapter presents previous studies. In (4th) chapter some
important properties of approximation of the Z, (j; s) operator are tested using the Korovkin theorem. And
we have shown that the Z;, (j; s) operator convergent smoothly to the continuous j function. A theorem of
the Voronowskaja theorem type has also been proved for the Z;, (j; s) operator. The central moments of the
Zy (j; s) operator are found. The approximation speed of the Z; (j; ) operator is examined with the help
of the continuum model in weighted space. A theorem is proved for the Z,, (j; s) operator using functions
satisfying the Lipschitz condition. In the fifth chaptar, the results are given.

KEYWORDS: Linear positive operatosr - Szasz-Kantorovich operators -Weighted space -Continuity
module - Lipschitz class
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1. GIRIS Shaymaa ZAINALABDIN

1. GIRIS

Yaklasimlar teorisinin temeli 1885 yilinda K.Weierstrass tarafindan ispatlanan
bir teoreme dayanir. Bu teoreme “[c,e| kapali araliginda tanimlanan her siirekli
fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinomlarin dizisi karsilik gelir”. Weierstrass’in
bu teoremi ¢ok karmasik oldugundan bir ¢ok matematik¢i bu ispati daha basit ve
anlagilir kilmak icin ugragsmistir. Bu teoremin en basit ve etkili ispatin1 1912 yililnda
S.N.Bernstein vermistir. giinimiizde kendi adi ile anilan Bernstein polinomlarini
tanimlamis ve [0, 1] aralig1 tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlara bu polinomlarla diizgiin
yakinsakligini gostermistir. Bu operator dizileri lineer ve pozitif sinifina ait oldugundan,
bu konu matematikgiler tarafindan ¢ok 6nemli bir arastirma alani olmustur ve bu tipten
caligmalar giinlimiizde de popilaritesini korumaktadir. 1950’1 yillara gelindiginde ise
lineer pozitif operatorler ile fonksiyona yaklasimlar teorisi P.P.Korovkin’in ispatladigi
teoremle ivme kazanmistir. Kolay ve ugulanabilir kriterleri iceren ve lineer pozitif
operatdrlerle siirekli fonksiyona diizgiin yaklagimin sartlarin1 veren bu teoreme gore A,
operator dizisinin siirekli fonksiyona diizgiin yakinsamasi i¢in yakinsakhigin {1,¢,¢*}
fonksiyonlar i¢in saglanmasi yeterlidir, denilmistir. Bu teorem matematikgiler tarafindan
bir ¢cok agidan genislestirilmistir. Bu genisletmelerden bir teorisi de siirekli fonksiyonlar
izerindeki yakinsamanin integrallenebilen fonksiyonlar uzayina taginmasina imkan veren
bir genellesmedir. Bu yontem Bernstein-Kantorovich operatoriiniin tanimlanmas: ile
mimkiin olmustur. Bizim bu tezde inceleyecegimiz Szasz-Kantorovich operatorleri
ise sitirekli fonksiyonlar uzay1 yerine integrallenebilen fonksiyonlar uzay: iizerinde
caligmaya imkan verdigi gibi aym1 zaman da araliklar iizerinde c¢aligma imkani elde
edebilecegimiz bir genellestirmedir. i1k olarak bu operatdrlerin momentleri hesaplanarak
ve uygun siireklilik modelleri ile yakinsaklik hizlar verilecektir. Ayrica integrallenebilen

fonksiyonlar i¢in diizgiin yakinsakligin sartlar1 arastirilacaktir.

1.1. Temel Kavramlar

Bu biiliimde pozitif lineer operatdrlerin tanimi yapalacak ve sagladigi 6zelikleri ve
kullanacagimiz bazi tanimlu boliimde ¢alismamiz sirasinda, lineer pozitif operatdrlerin

tanve teoremler verilecektir.
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Tanim 1.1 Bos olmayan S C R kiimesi, j : S — R fonksiyonu ve o € S olmak iizere.
VE > 0veVs € Xigin|s—al <n=1j(s)—ja) < ¢ olacak sekilde & sayisina
bagh bir n = n (&) > 0 sayisi varsa, j fonksisyonu a noktasinda siireklidir soylenir

(Balct, 1999).

Tanm 1.2 S C R, j: S — R bir fonksiyon olsun. Y& > 0 sayisi [s1 — s3] < n =
|7 (s1) — 7 (s2)| < & olacak sekilde Vs, sy € S noktalart igin yanlizca § na bagili bir
n =mn(&) > 0 sayisi varrsa, j fonksiyonu S kiimesi iizerinde diizgiin siireklidir soylenir

(Balci, 1999).

Tamm 1.3 S C R, j: S — R fonksiyon olsun. Eger Vs € Sigin |j (s)| < G,G >0
olacak sekilde G € R sayisi varsa, j fonksiyonu S iizerinde simirlidr denir. (Musayev,

Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

Tamm 1.4 left(c,e C R agik bir aralik ve j de (c,e) den R ye bir fonksiyon olsun.
J@)—jls) _

— A(s) sonlu limiti varsa, bu A (s) sayisina
4i(s)
ds

i,s € (c,e) olmak iizere lim
1—S

J fonksiyonunun s noktasindaki tiirevi denir ve j'(s) (veyva Dj (s) yada ile

gosterilir. Bu durumda, j fonksiyonu s noktasinda tiirevienebilirdir (veya tiireviidir)

denir.(Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu,2007).

Tamim 1.5 j fonksiyonu c noktasinda igeren bir aralikta her mertebeden tiirevienebilir

diyelim.

n .k
J* (c) k
> (s
k=0
serisine c noktasinda j fonksiyonu tarafindan tiiretilen Taylor serisi denir.

Tanim 1.6 (Lipschitz sinifi fonksiyonlar) 0 < o < 1 olmak iizere,

7 () =5 (s)] <Gli—s|

sartimi saglayan fonksyonlar sinifina Lipschitz sinifi fonksiyonlar, G'ye de Lipschitz sabiti
adi verilir ve j € LipG (o) ile gosterilir.

Tanmmm 1.7 K bos olmayan bir kiime ve D kompleks cismi veya reel sayilar olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa K ye D iizerinde lineer uzay veya vektor uzayr ve

elemanlarina vektor veya nokta denir. Yani,
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i.) Her s,h € L igin s + h € Kdir (kapalilik ozelligi).

ii.) Her s,h € L igin s+ h = h + s dir (degisme 6zelligi).
iii.) Her s, h,z € K i¢in s+ (h+ z) = (s + h) + z dir (birlesme ézelligi).
iv) Her s € K igin s + 0 = s egitligini saglayan bir tek 0 € K vardwr.

v) Her s € K igin s + (—s) = 0 esitligini saglayan bir tek —s € K vardir (ters

eleman varlig).
vi.) Her c.s € K dir (skalerle carpmaya gore kapalilik).
vii.) Her s € L icin 1.s = s dir (Burada 1, D ’nin birim elemanidir).
viii.) c.(s + h) = c¢s + ch dir.
ix) (c+e).s=cs+esdir

x.) (c.€).s = c.(e.s) dir.(Bayraktar, 2006).

Tamm 1.8 N, D cismi ile bir lineer uzay olsun. |||| : N — R fonksiyonunun s deki

degerini ||| ile gosterelim. Bu fonksiyinu igin
ND|s]| =0 <= z=0
N2) |les|| = [e] |[s]| (¢ € D)
N3) ||s + k|| < ||s|| + ||h]| (ticgen esitsizligi)

sartlart saglyorsa |||| fonksivonuna N de norm denir. Normlu uzaylar genellikle

(N, ||l]) ile gosterilir. (Bayraktar, 2006).

Tamm 1.9 Bilindigi gibi fonksiyonu fonksiyona doniistiiren bagintilara “operatér”

denir.

Tanim 1.10 (Operatoriin lineerligi) S ve H fonksiyon uzaylar: olmak tizere;
K : S — H seklindeki K operatériiniin goz oniine alalim.

3
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Eger her j1,jo € Svecy,co € IR igin
K(cij1 + c22) = a1l K (j1) + 2K (j2)
kosulu saglaniyorsa ise K operatiriine lineer operator denir. (Gadziev 1976) .
Tamm 1.11 Eger bir K operatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli bir
fonksiyona doniistiiriiyor ise yani 7 > 0 oluyorsa K operatoriine pozitif operator denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarini saglayan operatorlere lineer pozitif operatorler

denir.

Tanim 1.12 K lineer operatorii S uzayinda H doniisiim yapiyorsa, K operatériiniin

normu; || K|| = ||K||¢_y = sup ||K(j)|, seklinde tanimlanir.

ll4]l.=1

Tamm 1.13 | = {K : Cc,e] — Cc, €] : K liner pozitif operator} , N = {1,2,3,...}
olsun K : N — [ seklinde tanmimli K fonksiyonuna lineer pozitif operator dizisi adi verilir

ve (K,) ile gosterilir K (N) = (T4, Ty, Ts, ...) seklindedir.
S ve H normlu uzaylar ve F' (K) C S olmak lizere K, F'(K) den uzayma lineer bir
operatdr olsun. Eger her s € F'(K) (F (K), K operatoriniin tanim bolgesi) i¢in

1K ()] < alls]]

olacak sekilde bir a sayist vasrsa, K operatdrne “smirli operatdor” denir. Bir K

operatoriiniin normu”

K (s
Kl = sup JEO
ser(r) I8l
s#0

veya
IK = sup [|K ()]
SEF(K)
llsl=1

seklinde tanimlanir (Kreyszig 1978)

Tanmim 1.14 , ((i — s)";s), {r =0,1,2,...} ifadesine (K,) operator dizisinin r-yinci

merkezi momenti denir.
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Tamm 1.15 (S, ||.||) normiu uzay iginde bir dizi (s;,) ve so € S olsun. Eger
lim [|sp — so]| =0
b—o0

ise (sp) dizisi (sg) noktasina yakinsiyor denir ve

sp — So (b — o0) veya blim sy = So olarak ifade edilir.
— 00

lineer pozitif operator 6zellikleri

Lemma 1.16 Lineer pozitif operatorler monoton azalmiyandrr. Yani;
J<q=K(j)<K(q)

esitsizligi saglanir.

Ispat.Kabul edelim ki j < ¢ olsun. Bu durumda ¢ — j > 0 olacagindan ve K operatdrii
pozitif oldugundan;

K(g—3j)=0 (2.1)

yazabiliriz. Diger taraftan L operatorii lineer oldugundan

K(q—J) = K(q) - K(j)

olup bunun (2.1) de kullanmastyla ispat tamamlanir. U

Lemma 1.17 K bir lineer pozitif operatér ise o taktirde
1K ()] < K (1j])

esitsizligi saglanr.

Ispat. Her hangi bir j fonksiyonu igin

—ll<i<lil (22

dir. K operatérii lineer oldugundan dolay1r monoton artandir. O halde (2.2) 'den;
K(=ljh) < K@G) <KD

5
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yazabiliriz. K lineer oldugundan;
K (=1j]) = =K (I5])
dir. Bu son esitligin, (2.3) de kullanilmasiyla
—K(j) = K@) <K (4

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. O

Teorem 1.18 Bir (j,) fonksiyonlar dizisinin j fonksiyonuna A |c,e] normunda diizgiin
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart, Vs € [c, €] i¢in

A 176 = Ml aje.e) = blggosrg[%é s =3 () =0

olmasidir. Diizgiin yakinsama 3, = j seklinde sembolize edilir.

Tanmm 1.19 X C R, f : X — N fonksiyonunu alalim, Pozitif her € sayisiveVx,, vo € X
i¢in |x1 — xo| < 0 almirsa |f (x1) — f (x2)| < € olacak sekilde yalnizca € 'na bagh

d = 0 (g) sayist meveut ise f fonksiyonu X iizerinde diizgiin siireklidir denir.

Teorem 1.20 (Ortalama Deger Teoremi) j : [c, e] — R fonksiyonu [c, €] tizerinde siirekli
ve (¢, e) ‘lizerinde tiirevlenebilir olsun. Bu durumda,
j(e)—jle)
(e—c)

olacak sekilde 3\ € |[c, e] noktast vardir.

=5\

Teorem 1.21 ( Minkowski Esitsizligi)

p > licin a1, as, ...a, > 0ve by, by, ...b, > 0 olsun. Bu taktirde

1= 7

saglar.

Teorem 1.22 ( Holder Ejsitsizligi) p > 0 veq > 0 reel sayilart

,_i_,:l
P q

6
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sartimi saglasin. a1, as, ...a, > 0ve by, by, ... b, > 0 olsun. Bu taktirde

o) < (Ene) ()
1=1 =1 =1

saglar. Hususi olarak Holder esitsizliginde p = q = 2 secildiginde Cauchy-Schwarz
Esitsizligi elde edilir.

1.1.1. Diizgiin yakinsaklak

Tamm 1.23 [a,b] kapali ve sonlu araliginda tammli ve siirekli fonksiyonlar uzayin
Cla, b] ile gosterelim. Cla,b] ,

) (f+9)(@)=[(x)+g(x)ve

ii) A € Rolmakiizere (\f) () = A\ f (x)

islemleri ile bir lineer uzaydur. Bu lineer uzay iizerinde bir norm, || f||¢(,,) = sup |f (2)]
’ a<z<b

biciminde tanimlanir.

Teorem 1.24 Bir (j,,) fonksiyonlar dizisinin j fonksiyonuna A|c,e] normunda diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart, Vs € [c, €] i¢in

Jm [l = i1l ey = Jim max [y — 7 (s)] = 0

olmasidir. Diizgiin yakinsama 3, = j seklinde sembolize edilir.

1.1.1.1. Lineer pozitif operatorler dizisinin yakinsakhik kosullari

Yaklasim teorisinin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha kolay, daha kullanigh olan
baska fonksiyonlar cinsinden bir temsilini elde etmektir. Boyle bir gdsterim fonksiyon

hakkinda bilgi elde etmenin daha basit bir yolunu verir.

1885 yilinda Weierstrass [c, e] araliginda siirekli her j fonksiyonuna bir polinomla
yaklagilabilecegini ifade etmistir.
Teorem 1.25 (Weierstrass Yaklasim Teoremi) j fonksiyonu [c,e| araligi iizerinde

stirekli fonksiyon uzayinda olmak tizere her £ > 0 i¢in |j (s) — P, (s)| < & olacak sekilde

7
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b. dereceden bir P, (s) polinom dizisi vardwr. Baska bir ifade ile [c, e] araliginda siirekli
her j fonksiyonu icin j (s)'e [c, €] araliginda diizgiin yakinsayan bir (P, (s)) polinomlar
dizisi vardw. Bu teoremin bir¢ok ispati bulunmaktadir. Bu ispatlardan birini de 1912
yilinda S.N.Bernstein (Bernstein, 1912) yaparak, lineer pozitif operatérler ile yaklasim
teorisinde onemli rol oynayan Bernstein Polinomlar:’ ni tamimlamistir. 1952 yilinda H.
Bohmann, toplam seklinde lineer porzitif operatérler dizisinin [0,1] araliginda siirekli

j (s) fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemistir.

H.Bohmann (Bohmann, 1952) gostermistir ki s € [0,1],0 < ay; < 1vel < rigin
) < oy, oldugunda

Ky (5;8) = j(awg) Pyi(s), Pyi(s) >0

1=0
lineer pozitif operatorler dizisinin, b — oo i¢in [0, 1] araliginda siirekli j fonksiyonuna

diizgiin yakinsak olabilmesi i¢cin gerek ve yeter kosul ii¢ tanedir. Bunlar:

Jim ([5G (158) = 1y = 0
i 4 55) sl agsy = 0

lim HKb <i2; s) — 82H =

b—o0 A[Ovl}

seklindedir.

Asikardir ki Bohmann’ in arastirdigi operatorlerin degeri, j fonksiyonunun [0, 1]

araligimin haricindeki degerlerinden bagimsizdir.
1953 yilinda Korovkin, H. Bohmann’ in teoremini daha genel bir halde vermistir.

Teorem 1.26 {K,} lineer pozitif operatirler dizisi olsun. oy, (s), By (s) ve v (s), [c, €]

de diizgiin olarak sifira yakinsayan diziler olmak iizere

Vs € [c, €] igin

Ky (1;8) = 14+ ap(s) (2.2.1)
Ky (i;8) = s+ 6p(s) (2.2.2)
K (iz; s) = 2+ y(s) (2.2.3)



1. GIRIS Shaymaa ZAINALABDIN

kosullart saglaniyorsa bu durumda K, (j; s) , [c, €] araligi iizerinde j (s) e diizgiin olarak

yakinsar. Burada j , [c, €] de siirekli, a da sagdan, b de soldan siirekli ve R de sinirly bir
fonksiyondur.

Ispat. j fonksiyonu reel eksende sinirl oldugundan tiim s ler icin

J () <G (2.24)

olacak sekilde G pozitif sayisi vardir. j € [c, €] oldugu i¢in V¢ > 0 sayisina karsilik

oyle bir n > 0 sayisi vardir kii € Rve s € [c, €] igin |i — s| < n oldugunda

i (5) =7 (s)] <€ (2.2.5)

saglanr.

i,s € [c, €] oldugunda (2.2.5) esitsizligi j fonksiyonunun [c, €] araliginda diizgiin
stirekli olmasindan dolayi gerceklenir. s € [c, €| 1 ¢ |[c, €] oldugunda ise (2.2.5) esitsizligi
J fonksiyonu c noktasinda soldan ve e noktasinda sagdan stirekli bir fonksiyon oldugu

i¢in gergeklenir. (2.2.4) ve (2.2.5) esitsizliklerinden dolayt her i € R ve s € [c, €] i¢in

) — () <€+ ff( gy (2.2.6)

esitsizligi gerc¢eklenir. Ciinkii |i — s| < n oldugunda |j (i) — j(s)| < & ayrica

n%(z — 8)? saglamr.
s)? > 2G saglamr. Bu

li — s| > n oldugunda ise (1;17‘29)2 > 1 olacagindan 3}—?(2 —

durumda £ > 0 igin (11) esitsizliginden
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(@) =3 () < 1@+ (s)]
< 2G
< 2::(@'—3)2 +¢ (2.2.7)

esitsizligi gergeklenir. Lineer pozitif operatorlerin ozelliklerinden

1K (758) = 5 () aeqg = 1Ko (G () =5 (8)58) +5(8) Ko (1;8) = 7 ()]l s
1K (5(8) = 5 (5) 3 ) aee) + 71, 155 (138) = L[ g
1Ky (17 (2) = 3 (5)]3 ) ae,e + 171 agee) 16 (158) = 1| g

IN

IN

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim (2.2.1) den dolayi sifira yakinsar.

Yani,

1711 aje.ep 18 (15:8) = Ll g1 g < Eo(b = 00 iken & — 0)

esitsizligini saglayan &, dizisi vardwr. O halde

1 (G0) = 3 (5): ey < K15 0) =5 () sl g +6 (228)

esitsizligi saglamr. Simdi birinci terimi hesaplayalim. (2.2.7)esitsizliginden ve

lineer pozitif operatoriin ozelliklerinden dolayt

10
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155 (17 (3) = 5 ()]59) | ajegg
2G .
< Kb<£+7]2(z—s) ,s>
- gKb(l;s)JrQnC:Kb ((i—9):5)
= g[Kb(1,s)—1]+g+f7§{[Kb(f;s)—32]—QS[Kb(z';s)—s]+s2[f<,,(1;s)—1]}

2G °G ., J 26
— §+<§—|—7723>[Kb(1;3)—1]+172[Kb<z ;s)—s}—?s[l{b(z;s)—s]

elde edilir. s € [c, ] oldugundan

( 2G2> 2G2<4G 4G>
§+—5s | <et+—e', | 5s< —e

Us 7 Us Us
dir. O halde
2G 9
Al = 726 ,AQ = 26141,143 = 5+A1€
n

esitliklerini kabul edersek

1556 (15 () = 5 ()] 5 5l
< ALK (%55) = 8| + Al (i ) = sl| + As |5, (1;5) — 1)

vazilabilir ve burada & > 0 istenildigi kadar kiiciik segilebilen bir sayidir. (2.2.1),(2.2.2)
ve (2.2.3) esitsizliklerinden yaralanarak

165 (558) = 5 (s)| = 0, (b — o0)
oldugu goriiliir. (Korovkin, 1953).
0
Tanmmm 1.27 K : X — Y lineer operator olsun. Eger Vj € S icin ||K (j)| g <
cl|lk (7)|| g esitsizligini gercekleyen bir a > 0 sayisi varsa, K operatériine sinirli operator

denir. Bu a sabitlerinin en kii¢iigiine K operatoriiniin normu denir ve ||K|| ¢, va da

| K || bigiminde gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Teorem 1.28 (Baskakov,1961) j € A|c, €] ve tiim reel eksende |j (s)] < G, (1 + s*)

olsun (Ky) lineer pozitif operator dizisi olmak iizere Vs € [c,e] ve b — oo igin

11
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Ky(l;8) =1

Ky (i58) = s

Ky (1% s) = s*

kosullarimin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart [c,e| 'da ve b — oo iken
Ky (j;5) = j (s) olmasidir.

Teorem 1.29 (Minkowski esitsizligi) p > 1 i¢in ci,co,...,cp > 0 ve ey, ea,...ep > 0
Olsun. Bu takdirde;

saglar.

Teorem 1.30 (Holder esitsizligi) 1 < p < oo ve g, p 'nin eslenigi olsun. cy, cs, ...c, ve

€1, €3, ...6p sayilart

b b 5 /b v
> lael < (Z\szp> <Z’€l\g>
=1 =1 =1

esitsizligini saglar.

Teorem 1.31 (Holder esitsizligi) 1 < p < oo ve g, p 'nin eslenigi olsun. Bir [c, €]

araliginda tamimly j , q siirekli fonksiyonlart

/u (3)] ds < (/m |pds)p(/€\q<s>|gds)g

esitsizligini saglar.

p = g = 2 halinde Holder esitsizligi Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligi
adint alir.
Siireklilik Modiilii

12
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Tamm 1.32 j € Alc,e] olsun. j fonksiyonunun siireklilik modiilii w (j,n) seklinde

gosterime sahip olup

w(jm) = sup  |j(s)—j(3)|

s,i€lc,e],|s—i|<n

seklinde tanmimlidwr. Siireklilik modiilii asagidaki ozellikleri saglar.

1.1.2. Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri

a)w(j,n) =0

b) 1 < n2 = w (j,m) < w (J, 1)

Q) w(j+m,n) <w(j,n)+w(mn)

d) w (4, 9n) = g.w (4, 1)

e) A€ R iginw (j,An) < (A+1) w (j,n)
Dw(fli—sl)=If(@)—f(s)|

)i —7(s) < ('l;—s‘ + 1) .w (J,n) . (Altomare ve Campiti,1994).

1.1.3. Agirhkh uzaylar

Siursiz aralikta tanimlanan lineer pozitif operatorlerin Korovkin teoreminin
kosullarii sagladig1 halde diizglin yakinsakligin saglanmadig1 goriilmiistiir. 1976’da A.

D. Gadjiev agirlikli uzay1 tanimlayarak bu problemi ¢ozmiistiir.

Tamim 1.33 Tiim reel eksende tamml ve |j(s)| < Gjp(s) kosulunu saglayan

fonksiyonlarin uzayina E, (R) fonksiyon uzayi denir. Yani

E,(R) ={j:lj(s)l < Gjp(s)}

13
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dir. Burada G;, j fonksiyonuna bagh sabit bir degerdir E,(R) uzayindaki
siirekli  fonksiyonlarin uzayima A, (R) fonksiyon uzayi denir. Yani A,(R) =
{j 5 € E,R) ve jsiirekli} dir. A, (R), E,(R) uzaylarmna agirlikli uzaylar denir.

Cy(R) C B,(R) oldugu agiktir ve bu uzaylardaki norm ||j||, = sup,cr %

seklinde tamimlanir.

Burada p(s) monoton artan, siirekli, p(s) = 1 ve limp(s) = oo
sartimi gercekleyen bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyona “agwrlik fonksiyonu” adi verilir.

(Gadjiev,1974).

Lemma 1.34 Vb € N ve Cy, lineer pozitif operatorleri igin

Cy: A, [0,00) — E, [0, 00) olmast i¢in gerek ve yeter sart

1Cy (p;s)],, < G, olmasidr.

Burada p (s) = 1+ s* ve Gp bir pozitif sabittir. (Gadjiev,1974).
Teorem 1.35 Vb € N i¢cin C, : A,[0,00) — E,[0,00) lineer pozitif operatorleri
verilsin. Eger p(s) =1+ s* olmak iizere (Cy) lineer pozitif operator dizisi icin

bli{?o HCb (Zvv 8) - SUHp =0v= 07 17 2

sartt saglamirsa bu durumda herhangi bir  j € AJ0,00) igin

blim 1Cy (5 :8) — 3 (s)ll, =0 olur. (Gadjiev,1974).
— 00

Tamm 1.36 j € A)[0,00) olsun. Herhangi bir 1) > 0 igin

, j(s+y)—37(s)
Qin) = sup
( 77) ly|<n,s€[0,ep) (1 + y2) (1 + 52)

seklinde tammli ) (j ;n) ifadesine j fonksiyonunun j € AY[0,00) uzayinda
agwrlilik siireklilik modiilii denir. (Ispir,2001).

1.1.4. Agirhkh uzayda siireklilik modiiliiniin o6zellikleri

j € AJ[0,00) igin agirhikli siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

14



1. GIRIS Shaymaa ZAINALABDIN

) Q@in) >0

i) m <npiseQ(j;m) < Q> im)

i) nlirg+9(j;n)=0

iv) g e N igin Q(j;91) <29(14+7°)Q(5;n)

v) Herhangi A >0 i¢inQ (5 ;M) <2(1+ XN (1+X)Q(5;n)
vi) [5() =5 ()] < (1492 (14— 9)°) Qi 5]i —s))

vii) [ (i) = j ()] < 2(1+72) (14 82) (14 220) (14 (i = )*) Q5 ; m)-(Ispir,2001).

1.1.5. Lipschitz sinifindan fonksiyonlar

Lineer pozitif operatorlerin bir j fonksiyonuna yaklasim hizin1 bulurken
fonksiyonun Lipschitz sinifindan olmas durumlarinida inceleyecegiz. O yuzden ilk olarak
bir fonksiyonun Lipschitz sinifindan olmasinin ne demek oldugunu verelim;Vi, s € [ i¢in
0 < o < 1 olmak tlizere

7 (1) = (s)] < MJi— s|”

kosulunu saglayan fonksiyonlar kiimesine Lipschitz sinifi fonksiyonlar denir. Burada M
ye Lipschitz sabiti denir ve bu kosulun saglanmas halinde f € Lipy («) yazilir. Bir
fonksiyon Lipschitz sinifindan ise sureklidir ancak bunun tersi dogru degildir. Dolayisiyla

Lipys (o) C C(1) yazilabilr. Tezde;
7 (1) = (s)] < MJi— s|”

seklinde tanimlanan Lipschitz sinifi fonksiyonlar kullanilacaktir. Ayrica0 < o < 1 olmak

uzere

f € Lipy () & we(d) < M.o"

oldugu bilinmektedir.

15
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2. ONCEKI CALISMALAR

Yaklagimlar teorisi esasinda fonksiyonel analizle ilgili bir konu olmakla birlikte
bu teorinin amaci nitelikleri az bilinen bir fonkdiyona 6zelliklerini iyi bildigimiz baska
fonksiyonlarla yaklasarak daha basit ve kolay sekilde hesaplanabilmesine yardimci
olur. 19.ylizyildan biigiine kadar ¢ok riyaziyeci(matematik¢i), calisilmas: sikintili olan
fonksiyonlara, vasiflari daha ¢ok malum yani calismasi daha basit olan, misalen
polinomlar gibi, daha kolay yapida olan fonksiyonlarla yaklasabilir miyiz ve bu yaklasimi
daha iyi nasil saglariz sorularina yanit aramislardir. Bununla alakali olarak 1800’lerden
su ana dek bir¢ok matematikc¢i, fonksyonlar teorisi iginde de genis uygulama alanina
sahib olan bu teori iizerinde arastirmarlar yapmustir. Ik olarak Rus matematikgiler P.L.
Chebyheyv, siirekli bir ;7 fonksiyonunun b dereceli (b yeterince biiyiik) bir B,

b
(s) = 3 ¢s' polinomu temsil edilebilir mi problem iizerinde ¢aligmalar yapmustir.
=0

Bu diisiinceden hareket ile 1885 yilinda Alman riayaziyeci Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass tarafindan ispatlanan bir teoreme dayanir. Bu teoreme ”[c, e] kapal1 araliginda
tanimlanan her siirekli fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinomlarin dizisi kariglik

gelir.(Pinkus, 2000).

Weierstrass’in bu teoremi ¢ok karmasik oldugundan bir ¢ok matematikg¢i bu ispati
daha basit ve anlasilir kilmak i¢in ugrasmistir. Bu teoremin en basit ve etkili ispatin1 1912
yilinda S.N. Bernstein vermistir. Glinlimiizde kendi adi ile anilan Bernstein polinomlarini
tanimlamis ve [0, 1] aralig1 tizerinde tanimli siirekli foksiyonlara bu polinomlarla diizgiin

yakinsakligin saglandigini gostermistir.(Bernstein, 1912).

Bu operator dizileri lineer ve pozitif sinifina ait oldugundan, bu konu matematikg¢iler
tarafindan ¢ok dnemli bir aragtirma alan1 olmustur ve bu tipten ¢aligmalar giintimiizde de

popilaritesini korumaktadir.
1930 yilinda L.V.Kantorovich K de olan j fonksiyonlar i¢in

16
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=0

Lin (o) = (m+ 1) S P (s) [ (w) du

operatorii incelemistir.

Daha sonra Durrmeyer K, olan j fonksiyonlar1 i¢in
1
Fy(G,s) = [ /() Ly (s,) du
0

operatdrleri incelemistir.

Burada

b
Lb (8, U) = (b + 1) Z Pb,l (S) Pb,l (U)

=1

ve buradan

dir.

1935 yilinda  T.Popoviciu tarafindan, j fonksiyonunun siirekli modiili

hesaplanmustir.

1950’1i yillarda gelindiginde ise lineer pozitif operatorler ile fonksiyona
yaklagimlar teoresi P.P Korovkin’in ispatladigi teoremle ivme kazanmistir.O
tarihten sonra hizli bir sekilde devam etmektedir.Egri ve yiizeylerden diizgiin
olmayanlardan, diizg olanlar1 elde etmek i¢in (Bernstein polinomlar: [0, 1] araliginda
iken) Szasz operatorleri ile pozitif yar1 eksende yaklasim yapilmaktadir. Bu tezde
Szasz operatorlerinin bir genellistirmesi olarak 1985 yilinda tanimlanan klasik

Szasz Kantorovich operatorleri calisacaktir. Szasz operatorleri

Sy (jis) = _gsf: (b;) j (é) . 0<s<oo (1.1)

1=0
seklinde olup ¢, e € Nve 0 < ¢ < e olmak lizere

17
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N, (559) —252 > j< EZIZ;>;0§5<OO (1.2)

operatorii Nairuz OUSMAN vyiiksek lisans tezi olarak ¢alisilmstir.

—bs (bs)”

7 olmak tizere

Klasik Szasz_Kantorovich operatérleri Sy ¢ (s) = e

v+1

W/ (s) = ue ™ i} /“ j(z)dx (uj)v ;u>0 (1.3)

sekiindedir. Bizde tezde klasik Szasz Kantorovich operatoriiniin bir genellestirmesi olan

(D @40

. bb+e) . (bs)
Zy(j;s) = (§7+c)) —b Z(fl) / Jj(i)di;0<s< o0 (1.4)
f=0 ’

(b+c)
(b+e)

SN

operatiirii calisacagiz. Buradac,e € Rve 0 < ¢ < e dir.

18
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Kiitiiphane de buldugumuz kitap, dergi ve internet ortaminda buldugumuz
caligmalar. Ayrica literatiir taramasinda c¢alismamizla ilgili makalelerden istifade

edilmistir.

3.2. Yontem

Calismamizda tanimladigimiz operatoriin daha oOnceki benzer operatorler ile
arasindaki farklar incelenmis. Mapple bilgisayar yazilim programinda bu operatdriin

stirekli baz1 fonksiyonlara yaklagim grafikleri ¢izilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

bu ¢alismamizda Klasik Szasz-Kantorovich operatorlerin bir genellestirmesi olarak
asagida tamimlanmis oldugumuz 7, (j ;s) operatoriin dizilerini inceleyecegiz. Once
operatdriimiiziin lineer ve pozitif oldugu gosterilmistir. Keyfi A > 0 icin [0, A] kapali
kopakt bolgesinde siirekli ve tiim reel eksende sinirli olan fonksiyonlar i¢in diizgiin
yaklagimlart incelenmistir. [0,00)” a genisleyen araliklar tizerinde , agirlilik uzaylarda
yaklagimlart ve yaklasim hizlart hesalanmistir. [0, 00)’ da tiirevlenebilen ve tiirevi Cg
[0, 00) da olan fonksiyonlar i¢in tiirevinin agirlilik stireklilik modiilii yardimiyla yaklagim

hiz1 hesaplanmustir.

Tanmm 4.1 cvee € N ve ) < c <e, 0 < s < oo olmak tizere

. e _SOO s)!
AGDES - V=

[y 4.1)

seklinde tanimli lineer pozitif operatore 7, (j ; ) operatorii denir.

Burada c = e segilirse Klasik Szasz-Kantorovich operatoriinii elde ederiz. Simdide

Zy (7 5 8) operatortiniin pozitif ve lineer oldugunu gorelim.

Va,B € R ve Vj,q € C|0,A] igin,

. Cbs 2 (bs)!
Zy((af + Ba) 3 @) = G e 2 G

0 () o O ben 2 (bs) .
=b(b+€) gy et S 08) g (1) di+ b((z:):c)) e ? Bfg % [ q()di

=a Zy(j;8)+ B Zy(q;s)olduundanZ, (f ; s)lineer bir operatordiir. Vs € [0, Al

-
\+

b )

(
igin. Eger j > 0= 7,(j ;) = Stde —bsz bs)f J g (i)dt > 0= Z,(j;s) >0
+

3}

w—\\
\‘L

oldugundan Z, (j ; s) pozitif bir operatordiir.

Lemma 4.2 Vi € Nicin ||Z, (i)|| < L.||i|| olacak sekilde bir L > 0 bir say1 vardir.
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Ispat.
5
, bb+e) . (bs) R
101 = e " [ i@
f=0 T f (o)
b (b+e)
f+1 (bt+e)
b (b+e)

bb+e) . (bs)!

< ey 5 (D) di 515 ()] < |1j] oldugundan
- ' b g
G+e)” = £ (bte)
b (b+e)
e
b(b+e) 4 (bs) T [ e & (bs)
< ety 17 (@) di; [e™™> ~—=—]=1
! |
(b+c) = [ L e =
b (bte)
St g
b(b . b(b ‘
o b+e) Idi ; (b+e) 1di | >0
(b+c) i (b+¢) e
b (b+e) b (bFe)

= L .||j|| (K =1) oldugundan
Zy (j) smurhdir.

t

Lemma 4.3 (4.1)’de tamimlanmis oldugumuz operator, Vs € [0, A] i¢in asagidaki

esitlikleri saglar.

1.Z,(1;s)=1
, (c—e) 1 (b+c¢)
2. Zy(i;s) = —
o (055) T ore T 2bhre)
2bc + ¢ — 2be — b+c) 1 (b+c¢)
3.Zb(i2;s):52+( cre 26 €>52+2( +C)25 - 2( +9) 5
(b+e) b(b+e) 3b2(b+e)

2 2 3 2 912, 3

4 Zb<i3;s) _ 83+(3bc +3b%c+ ¢ 31;6 3b%e 6)83
(e +0)

9 (b+o) 2 T (b+c)? L+

2 b(b+e) 202(b+e)®  4b

(b—i—c)
3(b—|—e)

5. Z(i':s) = '+ (4 + 4bPe + 61 + c* — dbe® — dbPe + 6b%” + ¢*)

(b+e)
b+c)t b+c)t b+c)t 1 (b+e)t
tg bt +C)4s3+1572( +9) L5 63( e )43 74( +C)4
b(b+e) b2 (b+e) b3 (b+e) obt(b+e)
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Ispat.
_ blbte) s "
1) Z,(1;s) = (b—i—c .
B b(b+e bs < i +c)>
B (b+c fO f' b(b+e)
~b(bte) (b+o) -
~ (b+o) 'b(b+e)(erl /)
=1 (4.2)
L blbte) o (bs) B
2) 2,(i35) = e fzo ; NZ)
b (bte)
IR P S i R <(f+1)2(b+c)2_(f)2(b+c)2
b+c) = f' 22(b+e) (b)? (b+e)>  (b)* (b+e)’
Cobbte) & (s) 1 (bt L, o
- S S e L (a1 )
_ bb+e) (b+o) }e_bs (bs)!
 (b+o) B2 (bte)?2 fzo @t
_ bt s (bs) 1 (b+c¢) _,. < (bs)! 1
BT R e A R AR s Sl Sy S
~ (b+o) 1 (b+c)
= 010 0o
B (b+c)x+1(b+c)
— (b+e) 2b(b+e)
B (c—e) 1 (b+¢
I s S YTy (4:3)
; S
2. _ b(b+e) = (bs) 2 7
3) Zb(z ,s) = 1o © Jé) i “Z) i*di
b (b+e)
_ blbte) 1( +1° f)3(b+0)3>
b+o ¢ fo f' 3 ) (b+e)?
_ b(b+€)e bs (bs) 1 (b+ ) 3 2 3
= a0 fz;) eI )(f +3f+3f+1—f7)
1 (b+c)2 obs — (bs) 2 L2 _
= 3R0re) ; 7 Bff+3f+1) s f=f(f-D+f
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(b+c)2 s (bs)f 2
R2hte)l fzo !
1, b+o® &), 1 (b+e® & (bs)
392 (b1 e) fzo A T 3R g e fZ; I

1
3

+

+
)2 o g1 )2
+0) R S R0

—bs
+b2(b+e)26 fzgf(f—l)! 302 (b+e)

_ (b+0)2 o s — (bs)f_2 )2 _
T R Aru-ng-m Uy
b+c)? e*“i (bs)! ! (bs) f + b+ ¢)? 1 (b+c)

+b2(b—|—e)2 o S =) ROhtel  31(bh+e)?
_ b+, bt (bt 1 (bt
T e b1 Thhre? 3R er
b+c)® 5 b+ 1 (b+o)

b+el’ " hbtel  302(bte)
_ g2 (2bc + ¢ — 2be — €) , 2(b—|—c)2 1 (b+e)

2 8 25 2 (4.4)
(b+e) b(b+e) 302 (b+e)

f+1
b

| b(b+e) g
4) Zb(23§5) = ((b+ce bfo f' /

(bte
=)

_ bbte) bsz<bs>f1<<f+1>< 2 (f)4(b+6)4>
(bte) = A0 O 0+ B b+e)

SN
o

Cbbte) (s 1 (b+o)
B (b-l—c)e fz:o !4t (b+e)
(b+o)

b
— b3(b+e)3€ fzo(;') 4(f +A4fP 67 +4f +1—f%)

(f+1)" =Y

T N U L B (R AN (S
B (b+e)? fzo o4 A b3 (b+e)® fzo J! 46f

0+ om0, 1 (040
4

o] bS)f
efbs ( 1
b3 (b+e)® = Sl 4 b (b+e) fz% 1!

Pr=ff=00=2)+3f(f-1)+3f—2f

03 e sf
= b?,(?;r)e)g@bs;(bﬂ) (f(F =D =2)+3f(f =D +3f =2f)
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(b+ 0)3 _
TBorer”
(b+e)’
Bt e
(b+c)?

bs
~
o0
3 e Z
f=1

o0

> (bs)’ 3
2
(bs)! ™!

fOf =1t

=D+

(bs) f +
(bs)!~*

3 e’ Z

b (b+e) =

(b—l—c)

[e.9]

+3

S =

D(F=2)(f-3)
(bs)"

efbs Z

b3 (b+ e) =

(b+c)®
b3(b+e
3 (b+¢)?
2b3(b+e
3 (b+c)?

f

o0

5
i

[e.9]

(f 1) (f=2)

fl
) )f_

ebs
3 fz%f

(b+

203 (b+e)
0"
b (b+e)’
(b+c)’
b+e’
(3bc* + 3b*c + ¢

1
4p3
9 (b+o)
2 b(b+e)

3

83

)
(bs)"
(f=1
o)’

(f =2)!

b (b+e)’

2

7 (b+c)?

(b+ 0)3
b3 (b+e)

1 (b+c)°

453 (b+ 6)3

(bs)* f (f —

D(f=2)

(bs)* f(f = 1)

o0

3 e Z

f=1

(bs)"™"
(=1

(bs) f

1 (b+c)®

202 (b+e)?

— 3be? — 3b%e — ¢*
e e e)ag3

(n+b)?

9 (b+c¢)®

7 (b
5 S
2b(b+e)

252 (

2

b(b+e

5)Z, <i4;3) (b+c

b(b+e)
(b+c)
b(b+e)
(b+c)

FP=f=0(f-2)+3f(f

fr=ri=-n-

1 (b+c)! .
504 (b+e)*

—bs Z

st

00 (bS)f

A

+ 0)3
b+e)’

S+l
b

bs

(
' /
fOf be
b

SN

~|

N

bs)' 1

1 (b+c)

463 (b+e)’

(f+1)° (b+c¢)

463 (b+e)’

(4.5)

[

5\ @)

F=0

= (bs)’1 (b+0)

e—bs Z

=5 (bt

— 1)+ 3f—2f

e)’

6)5

(b+

(fP+5f+5f+10f24+10f3+1—

2)(f—=3)+6f3+11f2+6f

(5(F (=D (F =2 =3)+ 6 + 115+ 61))

HI0(f(f =D =2)+3f(f =D +3f =2 )+ 10(f(f =)+ f) +5f +1

24
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Shaymaa ZAINALABDIN

U N (bs)""
S vy s LD Dl ey s Y
FU=1(f=2)(f —3) (bs)*

o o T LRI
A e U e
B L
g S Ebi;;g—wf ey
e (b+0)' & (b)) (URRD RIS S L) P

w

—bs
b (b+e) Jgf(f—l)!f(s>+6b4(b+e)4e Z‘;f(f—l)!
b+c)t , b+t b+o)t , (b+c)
bro” Tt T rero” TR 0re
MS (b+c) 21 (b+c) ) (b+¢)*
b (b+e)’ b2 (b +e)’ Bhte)  Bhte)

1S

- EZ J+r 3;2 4 Gb(?bicz; 4 2962( IZ: 2:;452 < b3( Iz; +C):)4S

R > 717 gy b0
35()@4([2; f)) fi 0] Ebi;:— gy =D
350 bilz;—i—ce i (bs)’~ — (bs) f
250 b4(12 b++c€ Ji (bs)’~ S (bs) f
e LERE

10 b+ & (bs)

Shbte) f(f oy )/
(b+o)" = (bs)! 1 (40" & (b))
s z_: )f+5b4(b+ sl g) 7l
P R0 M Gty M CAaat) YN G M
b(b+e) b2(b+e) b3 (b+e)’ b3 (b+e)’
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Shaymaa ZAINALABDIN

0+ 5 , 0+at b+t 1 (bt

2 (b+e)’ Bh+e)  (b+e)?  Sbt(b+e)
4 4 4 1 4

L - 2(b+c)4$3 g (b+c) 2 5((b+c) oyl (b+c)4
b(b+e) b2 (b+e) b3 (b+e) Sbt(b+e)

I, ve I, den

b+o)' 4, O+ 5 0+ 5 0+t 1 (b+o)
(b+e) b(b+e) b2 (b+e) b3 (b+e) obt(b+e)
Abc® 4 AD3 2.2 4 4ped — ApP 2 2 4
Zb(i4;s) _ S4+(bc+ b’c + 6b°c* + ¢ b4e b’e 4 6b%e +e)84
(n+b)

(b+c)* 5 (b+c)* 5 (b+c)* 1
8?15 s 4 G Tt -
b(b+e) b2 (b+e) b3 (b+e) 5b

(b+c)!

(b+e) (4.6)

Lemma 4.4 (4.1)’de tammladigimiz 7, (j ;s) operatérii i¢in merkezi momentlerin

bazilar séyledi.

1) Zb((z'—s)o;s) =1

(c—¢ 1+

bt+e)’  Whre

2) 2y ((i—s);8) =

, 9 ([ (2bc + ¢ — 2be — e) (c—e)\ ,
3)Zb((z—s) ,s) —< EPE _Q(b—i—e))S
(2 (b+c)’ (b+c)>8+1 (b+c)’

b(b+e)? blbte) 362 (b+e)’

(3bc? + 3b%c + ¢ — 3be? — 3b%e — €°)

92 (i-9" ) =

(b+e)?
(2bc + ¢ — 2be — e) (c—e)\ ,
T oty +3(b+e)> ’

(b+c)? (b+c)? 3 (b+c) 5
+<4b(b+e)3_6b(b+e)2 2b(b+e)) s

(7 b+ (40 ) ROk
202(b+e)®  B2(b+e)’ 403 (b+e)®

26



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Shaymaa ZAINALABDIN

3 3 22 | A Ap.3 _ Ap3 2.2 | 4
5)Zn<(t—x)4;x) _ ((4bc +4b’c + 6b°c” + ¢ 4[16 4b%e + 6b%e* + et)
(b+e)
_ (3be? + 3b%c + ¢* — 3be® — 3b%e — €%)
(n+0b)’
+6(21)04—0—266—6)_ 4(0—6))84
(b+e)* (b+e)
4 3 2
+<8 (b+c)4_16 (b+c)3+12 (b+c)2_2(b+c)>83
b(b+e) b(b+e) b(b+e) b(b+e)

b2 (b+e)’ 2b+e)?’ “02(b+e)

+<6(h+@4__(b+@3>8 1 (b+c)
Bb+e)' b(b+e) 50t (b+e)?

+

05(b+d4 Mﬁ@+cf +2(b+d2>82

Ispat. (4.2)’den

Zy ((i=9)"55) = Z,(1;8) = 1 (4.7)

oldugu acik.

Zy((i—s);s8) = Zy (z(, s) —)st (1;5() )
c—e 1 (b+c
= S+(b+e)8+§b(b—|—e)_8'l

(c—e) , 1(b+0)

- (b+e)5 2b (b +e) (4.8)
Zy((i—9)?:s) = Z(i?—2si+55s)
= 7y (i )—252;, (i;8) + s°Zy (15 8)
_ 82+(256+C—266 )S2 2(1)—1—70)228
(b+e)? b(b+e)

1 (b+¢) (c—e) 1 (b+c¢) 5

A G A T R
B (2bc+c—2be—e) _(c—e) 2
S i v b e B

b+0*  (b+o
_+@bw+@2_b@+@>s+

+
1
3

_ ((ch—i-c—Zbe—e) _2(C—€)>52
1
3

(b+e) (b+e)

b+0*  (b+o
+<zb<b+e>2_b<b+e>>8+ P (b+ o)
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Shaymaa ZAINALABDIN

Zy ((i—s)S ; s) = 7 <i3—35i2—|—3is2—53;s)
= 7y (3 )—33 Zb('2; )+382Zb(i;s)—532b(1;3)
(3bc* + 3b%c + ¢* — 3be?* — 3b%e — €?) ,
s
(b+e)’
9 (b+o) 2 7 (b+e)’ ) 1 (b+e)’
2 b(b+e)’  202(b+e)’  4W3(b+e)
2bc + ¢ — 2be — b+c)’ 1 (b+c)
_35<82+( cte—be—e)y bt 1 (4o 2)
(b+e) b(b+e) 302 (b+e)
- 1 (b+c¢)
342 (c—e) L .3
+os <S+(b+€)8+2b(b—|—e) S
5 (3bc* +3b%c+ ¢ — 3be? — 3b%e — )

34

Il
»

= s+
’ (b+te) ’
9 (bt 2 7 (b+o) y 1 (b+c)
2 b(b+e) 202 (b+e)® 403 (b+e)’
_353_3(2bc+0—2b€—6) 5 . (0+ ¢)’ 0+ o

(b+e)? b(b+e)

(b+0) 3 (c—€) 3 3(b+c) 5, 3
Rorey T +3(b+e)s Tk

r ((3602+Sb2c+63—3be — 3b%e — e3)

4 (b+e)®
_3(260+c—2be—e)+ (c—e)) E

b~|—e) (b+e)

(26 b+ e)® b(b+e)2 2b(b+e)
7 (b+c)’ B (b + c)? S+1 (b+c)’
202 (b+¢€)® B2 (b+e) 40 (b+e)

9 (b+c)° <b+c)2 3<b+c>> 2

_|_

(4.10)

Zb((i—8)4;$) = Zb
= 7

4 — 4si% + 65% 4s3i+s4;s)
it ) — 457, ('3 : ) + 6522, (i2 ;e) — 457, (i 5 8) + 5 Zy (15 8)
(4bc3 + 4b%c + 6b*c? + ¢t — 4be? — 4b3e + 6b%e? + €)

s

(
(i

4+

I
®

(n+1b)’
(b+e)* | b+ (b+c)! 1 (b+e)
vt T et Tt Tt e
s <53+ (3b02+3620+c3—31)3@2—31926—63)53
(n+ )
9 (b+¢)® , 7 (b+¢)’ 1 (b+c)
2 0(b1e)” 202 (hter 4b3(b+e)3>
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+65° <s2—i— (2b6+0_2b;_6)82+2 (b+c)228 1
(b+e) b(b+e)? = 3b
c—e b+c

_483<S+Eb+e§ +2béb—|—e;>+54
o (6 et 6 4t — dbed — abe 4 64 et)
(n +b)*
(bt 4 1 b+t 6M 1 (b+o"
boro”  Rbre”  BOrel 5o

#os)

+8

2 2 3 2 2., 3 3
_484_4(3bc + 3b*c+ ¢ 3636 3b%e 6)84—18(b+7c)353
(n+0) b(b+e)
b+ o (bte) . oa, oBheteZe—c),

b2 (b +e)? b3 (b+e) (b+e)
(b+c)2 B39 (b+c)2 52—454—4(6_6)54—2<b+c) 3

+12 % 4 s
b(b+e)? b2 (b+e) (b+e) b(b+e)
B <(4bc3—|—4b3c+66202—|—c4—4be3—4b36+66262—|—e4)
(b+e)’
_(3b02—|—3b20+c3—3662—3b26—e3)
(n+b)°
6(2bc+c—2be—e) B 4(6—6))84
b+e) (b+e)
(b b+ c)’ b+ c)? b
+<8 +o)' 150+ 12(+c)2_2<+c)>83
b(b+e) b(b+e) b(b+e) b(b+e)
3 2
+ (15 (b+c)* Y (b+c) 42 (b+c) ) 52
b? b+e b2 (b+e) b2 (b+e)
4
+<6 (b+c)* b+ ) )S 1(b+c)4 (4.11)
b3 (b+e)’ b3(b+e) Sbt(b+e)
U

Teorem 4.5 A > 0 olmak iizere j € C'|0, A] olsun ve biitiin reel eksende sinirli olsun.

Bu durumda
blggo Hij - jHC[O,A] =0

dir.

Ispat. 2.2)(Korovkin teoremi)’den yaralanarak n — oo igin
i) Z,(1:s)=1
i) Z,(i;s) = s
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Shaymaa ZAINALABDIN

iii) 7, (i? ;5) = s?

oldugunu gosterirsek ispati tamamlamis oluruz.

12y (155) = 1|4 =0 oldugu agiktir. O halde Z; (1 ;s) = 1

(4.3) ve (4.4)’de elde ettigimiz ifadelerini yerlerine yazarsak;

126 (255) = sllop.g = Joax |Za(iss) — s
B (c—e) 1 (b+c)
AT 00 T e

(c—e)A_{_i(b—i-c)

) % (b+e) buradan

o Qb(c—e)A_l_ (b+c)

ldug 7 (i
b~>oo|2b(b+e) 2b(b—|—6) — OOdugundan b(l,s)js

126 (1% 8) = 8[| oo, = max, 12, (i 5 5) — 7]

0<s<A

o (2bc+c—2be—e) 52 (b+c)? 1 (b+c)? )
= max, [* + GRS 1 20 s + Sty —
_ (2bc+c—2be—e) 52 (b+c)? 1 (b+c)
= ax, [GS 200 s + 5

(2bc+c— 2be (2bctc—2be—e) 42 (b+c)? 1 (b+c)?
= ‘ (b+e) AT+ 2b(b+ )2A + 3 b2(bte)?
lim %A2 (zic) <2A + 3 bg) — 0 oldugundan Z; (i% ; s) =

olur. Korovkin teoreminden dolay1 blim 1267 = 3l oo, = 0 yani Zy(j; s) = j(s)
—00 )

elde edilir. O
Teorem 4.6 j € C) [0, 00) olsun, bu durumda blim 1267 = 3l 10,000 = 0
—00 o)

Ispat. || Z,j — j|| pl000) = ES[lolp ) w olmak tizere; Teorem 1.1.4ten yararlanarak

Zy(1;s)—1
lim (| Zy1 — 1], g.00) = hm sup M:O
b—o0 p:[0,00)

b—=00 5¢[0,00) 1+ s?
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(4.3)” teki ifadeyi yerine yazarsak

‘ + (c— e)s_'_ 1 (b+c) 8‘

70— - (o) ® T 26 (b+e)
H b Hp,[[),oo) se[OIo)o) 14+ 22
2b(c—e (b+c)

)

S Whte) Wbte

. . . bc—e) | (b+o)
Jm (127 = sllp o) < E&( Whte) i)

(4.4)’teki ifadeyi de kullanirsak

(2bc+c—2be—e) 52 (b+c)? 1 (b+c)? W2
2 2 _ ‘ T Gty +2 bore)”® T 3R0re? °
Hsz —S H = sup
p510,00) s€[0,00) 1+ s?
‘ 3b2 (2bc+c—2be—e)+6b(b+c) >+ (b+c)?
= sup 3 (bre).
$€[0,00) 1+ s?
0 < 155 < 1 oldugundan
3b? (2bc + ¢ — 2be — €) 4 6b (b4 ¢)* + (b +¢)*
2 302 (b+e)?
3b2 (2bc + ¢ — 2be — €) + 6b (b +¢)* + (b + ¢)?
hmHsz'?_s?H _ 4l (2bc+c—2be —e) + 2( o)+t |
b—roo p,[0,00) b—o0 32 (b+e)
dolayisiyla Teorem 1.1.4’den
M (|25 = jll, =
elde edilir. 0

Teorem 4.7 (Yaklasim Hizi) j < C’g [0,00) olsun. Bu takdirde asagdaki esitsizligi

saglar.

135 = oy < M (j ; b)

burada M = 808 ’dir.

Ispat. Lineerlik ve monotonluk 6zelliginden;

Zy (38) =5 ()] < Z (5 (1) =5 ()] 5s)
olur.
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Lemma 1.1.1 de (vii) deki 6zellikleri kullanarak;

i@ =i < 2(1+5) (1+5) (1+'Z;f’)(1+<z‘—s>2)fz<j;nb>
G =) < 2(1+m) (1+5) Q0 sm) S (i 59)
Sy(is) = <1+’Z;bs|>(1+(z'—s)2)

dersek; buradan;

. 2(1+m) i = s| <
Sp(iss) < 2y li=s|* ~
2(L+mp) 5= 5 li—sl=m
ve boylece
Sy(iss) <2(1+n) l1+ “_Sq
b(38) > Ui -1
p 0
elde edilir.

1Zy (5 58) =3 ()] < Zo(l5 (i) —j(s)] ;)
<2(1+n7) (1+5%) Q0 sm) 2 (Sh(i55);9)

< A(14+m) Q0 m) (1+5) l1+nlgzb(z'—s)4;s]

(4.3),(4.4), (4.5) ve(4.6)’daki ifadelerini dikkate alirsak;
< ((4na3 + 4n3a + 6n%a® + a* — 4nb® — 4n3b + 6n3b* + b*)
- (n+b)*
(2na + a — 2nb — b)) A
5 x
(n+b)

(n+a)’ (n+a)”\ 4 (n+a)’ (n+a)* \ ,
" <8n(n+ o Tt b)2> v (37n2 b g b)2> v

+ (28(”+“>4> - <(”+a)4>
n3 (n +b)' 5nt (n +b)*
Zo((t—2)s2) = <<4b63 +40%c + 60c? + ¢ — 4be® — 4be + 60°e? + )
' | (b+e)!
(3bc + 3b%¢ + ¢ — 3be2 — 3b%e — €3)
(n+b)°

(2bc + ¢ — 2be — e) (c—e)\ 4
M 4<b+e)>8

+6
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(b+e)* b(b+e) b(b+e)? “b(b+e)
4 3 2

+<15 (b+c) 1 (b+c) - (b+c) 2>x2

B2 (b+ e) Rht+e’ Bb+e)
+<6 b+o'  (bto)’ )S 1 (b+¢)*

Bh+e)' b(b+e) 50 (b+e)!
((4bc3—|—4b3c—|—6b202—|—c4—4be3—4b3e+6b262+e4)

(b+e)!
6(2bc+c—21;e—e) A
(b+e)

+<8 (b+c)* 1o (b+c)2>33+<15 (b+c)* s (b+c)? >82

b(b+e) b(b+e) 2(b+e) “b2(b+e)

“(anea) - (wore)

(4bc3 +4b3c4-6b2 2 4-c* —4be3 —4b3e+6b%e2 4-e* ) +6(b+e€)? (2bc+c—2be—e) ) 4
S

Zo((i=9)"ss) < o

+<8b(b+c)4 60t (bt 2(b+c)>83

IA

N <8(b+c)4+12(b+e)2(b—|—c)2> $o (15(b+c)4—|—2(b+e)2(b+0)2> 2
b(b+e) b2 (b+e)’

6(b+c)' b+ c)*
A(Slra), (ool
b3 (b+e) 50 (b + e)
olur. Her iki tarafin [0,00) tlizerinde supremumu alinirsa ve negitif isiemeri

cikartarak

Z((i-9's) < (5b* (4be? + 4b%c + 6022 + c* 4 68%6? + e*) + 30b* (b+ €)* (2be + ¢) +40¢* (b+ ) + 60 (b+ €)* (b+¢)* + 18562 (b + ) + 1082 (b + ) (b + ©) + 140b (b + 0)' + (b + )*)
sup Zy((i—s) :s) < 5bA(bte)”
s€[0,00) b

¢ < e oldugundan c yerine e alinirsa

- (5b* (4be? + 4b%e + 12b%2 + 2¢!) + 306" (b + €)* (2be + €) + 400° (b + €)' + 60b* (b+ ) + 1850% (b + €)' + 100° (b + )" + 1406 (b+ ¢)' + (b + )")
< 56 (b+e)T

3

1
<100-  (4.12)

100 ———
(b+e)t — b

bulunur.

Buradan sup U2 ZIOL <4 (14 2) QG 3 m) [1 + ﬁfé]
5€[0,00)

elde edilir; 7, = \/% almirsa, 1, — 0 oldugundan belirli bir b den sonran, < 1

olur. Boylece M = 808 olmak lizere
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125 = 3l oy < M Q2 (551/3)

bulunur ve ispat tamamlanir. U
Teorem 4.8 j , [0, 00) 'da tiirevienebilir ve j' € C7) [0,00) olsun. Bu taktirde
o 2 (. |2
1267 = 3l 0,000 < L\[bQ (ﬂ ’\[b)

Ispat. j ,[0,00) ’da tiirevlenebilir ve j' € Cp[0,00) oldugundan i ile s arasinda

ortalama deger teoreminden

olacak sekilde bir v vardir. Esitligin sol tarafina —j' (s) + j' (s) eklersek

J(i) = j(s) = (i = 8)j" (u) + (i = 5) [ (u) — 5’ (5)] (4.13)

elde edilir. |[u — s| < |i — s| oldugunda Q (j;|u—s|) <Q(j;|i —s|) olur

Lemma 1.1.1 den;

@) =i () < 2(14np) (1+ ) (1+'“7;5')(1+<u—s>)mj';nb)
< 2(1+n) (1+57) <1+|Z7;)$’>(1—|—(z’—s)>Q(j’;nb)
= 2(14+5) (1+) [1+’Z;bs‘

+(i s)2+|i_3|(l_s)19(j’;m>
UL

elde edilir. (4.13)’den goriinen agagidaki ¢arpimi hesaplayalim.

i —s| 5" (w) = 5" (s)]
< 2(1+4m7) (145 [li— s

(i_S)Q . . 2
+1]i—s|(t—s)" +
YL o

+
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(4.13)esitligine operator uygulanirsa

Zy(jis) —3(s) =2 ((i = 5):8)J" (s) + Zo ((i = 8) [ () = " (s)] ; 9)

buradan

1Zy (5 58) =3 (8)| < Zo (i = s|;8) 5" ()] + Zo (i = s| [5" (u) — 5" (5)] ;)
Zy(|i = sl;8) 7 (s)| =1 ve Zy (|i — s|[j' (u) — 7' (s)];8) = I dersek

|Zy (j58) —7(s)] < I+ I

Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak

L= (i sl 17 6)] £ 2% (=5 8) 17 )] < VA )My (1+5)

burada M/, j' — ne bagl bir sabit ve

o - ()
)

dir. (4.14)’ dan;
Iy = Zy(li = s| [f'(u) =5 ()] 9)

< 2(10) (149 (2 (G- 9) 4 2 (G- 50)

Ul

W7 (=P (= 9s) LA a0 20w

b

Zy ((z —5)*; s) = By (s) dersek;
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(4bc® 4 4b3c + 6b*c® + ¢t — 4be3 — 4b%e + 6b%e? + )
By (s) =

(b+e)*
_ (3bc? + 3b%c + ¢® — 3be® — 3b%e — €%)
(n+b)’
+6(2bc+c— 2be —e) 4(0— e)) A
(
3

(b+ 6)2

+<8b<b+c>4_16 6+e |, 049 <b+c>)53

(b+e)' b(b+e) b(b+e)® “b(b+e)
+<15 (b+c) ” (b+c) 5 (b+c) )xQ

b2 (b +e)’ 2(b+e)’ “02(b+e)

b+o'  (b+o’ 1 (b+o)
+<6b3(b+e)4_b3(b+e)3>s B bt o)

I+ I < Ay ()M (1+ 82) +2 (1 +n2) (1 + s?) [w/Ab 1Ab )+ /Ay (8)y/ By (s) + Bb(s} "5 m)

boylece

G -I6 < AM)M‘+2u+m)[AM9+%A“@

1/ Ab (5)y/ By () + Bb } (7" m)

elde edilir.

Her iki tarafin [0, co) lizerinde supremumu alinirsa

| Zy (7 ;2) — 7 (s)] 2
su < su Ay ()M +2 (1 + { Ay (s
se[o,lzo) 14 s? sE[O,Io)o) b (£)A; ( nb) b (s)

+ Ab s) + /Ay (5)\/ By (s + Bb ] (7" )

(@M+c—2%—e) %c—@>§
)

sup Ap(s) = sup —
s€[0,00) b( ) s€[0,00 (b—|— 6)2 (b+ 6)

+<2 (b+c)? (b+c)>8+1 (b+c)?
b

(b+e)2_b(b+e) 302 (b+e)?
(2bc + ¢ — 2be — e) 5 (b+c¢)’ 1 (b+c)’

(b+e)? b(b+e)® 302 (b+e)
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¢ = e aillinrsa
6b(b+e)” + (b+e)

- 32 (b + e)?

2
sup Ay (s) < -
$€[0,00) b

daha 6nce elde ettigimiz (4.12) deki ifadeyi yerine uygularsak, sup B, (s) < 1005
$€[0,00)

sup RSOl < ((20g, 4+ 2(1+02) [ (/2 + 124+ /2,/100 + 21003] (5 ' m) ) (4.1)

s€[0,00)
1 /2 10 1 1
L+Vh++1m
mVb b o b

:a¢2(k@w+2(1+na

ny = \/% secilirse

7 (i) — i
N 12y (5 5 8) 2J(S)I <
s€[0,00) I+s

2 2
<Ly =554/~
cnfin )

elde edilir. Burada L = M, + 448 ’tiir. O

Q@G5 nb))

2
\/;(Mj/+4[1+1+10+100]9(j’;?7b))

Teorem 4.9 j fonksiyonu Lipschiz kosulunu saglhyorsa; 0 < o <1 olmak iizere

a/2
125 (G 38) = 7 ()llepo,a =0 <<§) )

dir.
Ispat.
s
bb+e) . (bs) v
Zy(1;s) = ey 1di
|
(b+c> =0 /! £ (b+c)
b (b+e)
=1
oldugundan ve operatoriin lineerliginden
126 (558) =3 ()| = [Z6(55s) —7(s) Zs(155)]
= [2(j5) = Z(j (5);9)]
2y (558) =3 ()] < (Zoli (i) =5 (s)];8) (4.15)
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j  fonksiyonu Lipschiz kosulunu sagladigindan ve
7 (i) =j (s)] < M i — s|* *den
i
: : b(b+e) o (bs)! S
1Zy (7 38) = j(s)] < <b+c)ebz 7 / M |i — s|™ di
=0 © o f (o)
b (b+e)
419
b(b < (bs)! ‘
< M (b+€)e_b52<8|) li — s|™ di
(b+c) f=0 1! f (bto)
b (b+e)
20
b(b < (bs) ‘
= M ([)4’6)6—1752(5') i — s|™ di
( + C) f=0 J! f (b+c)
b (b+e)
= MZ, (i —s|";s)
Holder esitsizliginden
a/2

olur. O halde;

zy(|i—s*55) < M (((

Zy (i = s|*55) < 2, ((i = 5)°; 9)

(2bc+c—2be—e) (c—e)) .2 (b+c)? _ (b+o) 1
(bte)? N 2(b+e)) 57+ (2 b(b+e)? b(b+e)) s+3
2 — 2be — 2 1 (b+¢)?
max(bc—l—c l;e 6)82 2(b+c)28 1 ( +c)2
0<s<A (b+e) b(b+e) 362 (b+e)
3b% (2bc + ¢ — 2be — ) 6b(b+c)’ (b+c)? )
3b2 (nb + e)? 302 (b+e)®  3b2(b+e)

3b% (2bc + ¢ — 2be — €) + 6b (b +¢)* + (b+¢)’

a = b alarsak

302 (b +e)’

IN

IN

IN

IN

IN

(b+e)?(6b+1)
302 (b +e)’
6(b+1)
302
2(b+1)
b2

(o)
b ?

S ks N
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O halde;

1z i< ()7

ve boylece;
. . 4N\ /2
120 G+9) = 3 (g < M ()

bulunur ve ispat tamamlanr. O

Teorem 4.10 j € [0, A| vey, ', j" fonksiyonlari [0, A] araliginda sinirly ise bu, takdirde;

lim (b+¢) (2, (j55) —j(s)) = (c+1—e€)j (c) + 5" (5)

b—o0

dir.

Ispat. j fonksiyonunun s noktasindaki Taylor acilimi;

1 "

§@) =5 (s) + 55" (s) (i — 8) + 45" (s) (1 = 8)° + 55" (5) (1 — 8)° + L5%(s) (i — 8)" + ...
i(@) =7 (s) =37 (s) (i —s) + 5J%$@—sf+@—sfu@—$

. " . . 4
p(i—s)= (33" (s) (i —s)°+ £ (s) i —s)" + ..)

Z,(j38) 3 ()= Zo((i— ) 19) 7' () + 32 (i = )% 1) 3" () + 2o ((i = 8 (i — )5 5)

son elde etigimiz esitlikte (4.2) ve(4.3) esitlliklerini yerine yazarsak;
N S ) () DR (s O AN
A O e e ) I
1 (2bc+c—2be—e) (c—e)\ ,
= -2 s
3 (b+e)’ (b+e)
(b+c)? (b+c) >
+ (2 -
( bbre)? bb+n))”
(b +c)?
2(b+e)’

it 6+ (1= 9) i = 5)35))

esitligin her iki tarafi (b + e) carpilirsa;

(b+e)  2b(b+e) 2
(((Zbc—i-c—Qbe—e) 2(c—e)> 2

(b+¢)(Z(j35)— i (s) — <b+e><(c‘e>s+”“C))j'<s>+1<b+e>

(b +e)? (b+e)
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(2 (b+c)? (b+c) ) 1 (b+c)?
b

(b+e? blb+n §b2b+e)

J(s)+b+e)Z (=) pi—s);s)  (4.16))

lim p (i — i) = 0 oldugundan p fonksiyonu sinirhdir.
1—S

(b+e)Zb((i—s)2,LL(z'—s);s) §\/(b—I—e)Zb((i—5)4;3)\/(b+e)Zb(,u(z'—s)Q;s)

Daha 6nce elde ettigimiz

4be? + AbPe + G2 + t — 4be® — 4Pe + 6b2e? + ¢
Zn((t—x)4;x) _ (( &+ 4b%c + 6b*c* + ¢ 46 e + 6b%e? + et)
(b+e)
B (3bc* + 3b%c + ¢ — 3be* — 3b%e — €%)
(n +b)°®
6(2bc+c—2be—e) 4(0—6))84

(b +e)? (b+e)
B 0 S U0 NP R0 & 2(b+c)>83
[

(b+e)* b(b+e) b(b+e)® “b(b+e)
+<15 (b+c)44_14 (b+c)33 ) (b+c)22>x2

2 (b+e) Rb+eP  B2(b+e)

(b+c)* (b+c)? 1 (b+o)
+<6b3(b+e)4_b3(b+e)3>s T Bb(bt o)

esitliginin her tarafini (b + ¢) ile carparsak;

4bc + 4bPc + 6622 + ¢t — 4be® — 4b%e + 6b%e? + et)

(b+e)Zn ((t—2)'52) = <(

(b+e)’
B (3bc* + 3b%c + ¢ — 3be* — 3b%e — €%)
(n+b)°
(2bc + ¢ — 2be — e) A
6 — 4(c—
+ b+e) (c—e)]s
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(b+e)? b(b+e) b(b+e) b
(b+c)* (b+c)? b+¢)?\ ,
" (15b2 (b+e)’ _14172 (b +e)? 252 (b+€)>$
b+ (bte’ 1 (bt
- (6173 bteP b3(b+e)2> S SR bt ey

<8b(b+c)4 B M (20 2(b+c)>83

olup blim (b+e)Z ((z —s)*; s) = 0 olacag1 agiktir. (4.16) esitliginin limiti alinirsa;
—00

lim (b+e€) (2, (§;8) =4 (s) = (c+1—=e)j (s) + 55" ()

b—o0
elde edilir ve ispat tamamlanir. U
Son olarak tizerinde ¢alistigimiz Z,(j; s) operatoriiniin farkli b degerleri i¢in
h(s) = sin (%) Vs  fonksiyonuna yaklagimmi gosteren grafikleri ve yaklagimin

niimerik degerlerini tablo halinde verelim. Burada S Szasz operatoriinii ve Z ise
tanimlamis oldugumuz operatorii géstermektedir.

Sekil 4.1. b = 10 i¢in h (s) fonksiyonuna yaklagim grafigi.
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Sekil 4.2. b = 20 i¢in h (s) fonksiyonuna yaklagim grafigi.

Sekil 4.3. b = 50 i¢in & (s) fonksiyonuna yaklagim grafigi.

_ |Wi(his) —h(s)
Zy (h; s) — h(s)

N (s)

Zy (h; s) ile W7 (h; s) operatorlerinin yaklagim orani N (s) seklinde tanimlanmak iizere ;
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Cizelge 4.1. Operatorlerin yaklagimlarin nimerik kargilagtrirlamlart
X

n

10 1,02755 | 0,99899 | 1,284817 | 0,92587

100 1,01513 | 0,96156 | 1,25418 | 0,97556

300 1,01415 | 0,95843 | 1,25139 | 0,98571

500 1,01397 | 0,9578 | 1,25085 | 0,98889

700 1,01392 | 0,95752 | 1,25072 | 0,99059

1000 1,01403 | 0,95732 | 1,25061 | 0,99208
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

(4.1)" de tanimlamis oldugumuz Z, (j ;s) operatdriiniin lineer pozitif oldugu
gosterilmistir. Ardindan 7, (5 ; s)operatoriin - sinirlt  oldugunu  gdsterilmistir.Sonra
Korovkin teoremi yardimiyla Z,, (j ; s)operatoriiniin j fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi

gosterilmistir.

Zy (j ; s) operatériiniin merkezi momentleri hesalanarak agirlilik uzadaki siireklilik

modiilii yardimiyla yaklasim hizi i¢in
126 = 3l 000 < M7 1 \/3)
burada M = 808 dir
esitsizligi elde edilmistir.
Lipstch sinifinida asagidaki sekilde ispatlanarak elde edilmistir.

12 (5 58) = 3 ()]l = O (Cﬁw)

Voronovskaya tip teoremi ispatlanarak asagdaki esitlik edle edilmistir.

lim (b+e) (2 (j:5) = j(s)) = (c+1—e€) 5 (s) + 55" (5)

b—o0
Zy (j ;) operatoriiniin A (s) = sin (%) /s fonksiyonuna yaklagimi Mapple

programi yardimiyla bazi “b” degerleri i¢in grafik ile gdsterilmistir.

Ayirca b = 10, 20, 50 i¢in yaklagimlar1 niimerik degerler hesaplanarak bir tablo

halinde verilmistir.

5.2. Oneriler

c ve e degerleri arasindaki fark kii¢iildiikge operatoriimiiz daha iyi sonug¢ verdigi

gorlmiistiir. Burada a ve b degerlerini degistirerek daha iyi bir yaklasim elde edilebilir.
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