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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GAUSS SAYISAL iINTEGRASYON YONTEMI

Emre SANIR

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman : Dog¢. Dr. Haydar ALICI
Yil: 2021, sayfa: 57

Bu tezde, niimerik integrasyon tekniklerinden biri olan Gauss sayisal integrasyon yontemi (Gauss
kuadratiirii) incelenecektir. Klasik ortogonal polinomlar (Jacobi, Laguerre ve Hermite) iizerine kurulan
Gauss kuadratiirii ve hata terimi elde edilecektir. Integrasyon noktalar1 yani klasik ortogonal polinomlarin
kokleri ve Gauss kuadratiiriiniin agirlik katsayilar1t Golub-Welsch algoritmasi kullanilarak hesaplanacaktir.
Gerekli bilgisayar programi GNU Octave dilinde yazilip 6rnek uygulamalar yapilarak yontemin verimliligi
tartisilacaktir.

ANAHTAR KELIMELER: Newton-Cotes formiilleri, klasik dik polinomlar, Gauss kuadratiirii, niimerik
integral.
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In this thesis, the Gaussian quadrature rule of integration based on the classical orthogonal (the Jacobi,
Laguerre and the Hermite) polynomials and its error term will be derived. Integration points which are the
roots of classical orthogonal polynomials and the weights of the Gaussian quadrature will be computed with
the help of so-called Golub-Welsch algorithm. Computer programs will be implemented in GNU Octave
programming language. Finally, the efficiency of the method will be discussed with the help of numerical
computations.
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1. GIRIS Emre SANIR

1. GIRiS

Alan hesabi, egri uzunlugu, kati cisimlerin yiizey alani ve hacimleri, yapilan
is, eylemsizlik momenti gibi birgok matematiksel ve fiziksel olgu bir belirli integral
hesab1 gerektirir. Ancak ortaya ¢ikan bazi sebeplerden dolayr zaman zaman integral
almak oldukga giiglesebilmektedir. Bu sebeplerden birincisi integrali alinacak fonksiyon
sadece belli noktalarda biliniyor olabilir. ikincisi integrali alinacak fonksiyon bilinse
bile, bu fonksiyonun anti tlirevini elementer fonksiyon cinsinden yazmak miimkiin
olmayabilir. Ornegin f(z) = e~ fonksiyonunun anti tiirevi elementer fonksiyon

cinsinden yazilamayan
f(z) = — / gy (1.1)
erf(r) =— [ e .
V7 Jo

seklinde tanimlanan “hata fonksiyonu”dur (Andrews, 1998). Bir iiciincii sebep de
fonksiyonun anti tiirevini bulmak miimkiin olabilir fakat yaklasik sonu¢ hesaplamak
anti tiirevini hesaplamaktan daha kolay olabilir. Ornegin, fonksiyonun anti tiirevi sonsuz
seri veya sonsuz carpim seklinde olabilir veya hesabr mevcut olmayan 6zel fonksiyon

gerektirebilir. Iste tiim bu sebeplerden dolay1 niimerik integral yéntemlerine basvurulur.

Niimerik integral, integralin sayisal degerinin nasil bulunabilecegi lizerine yapilan
bir calismadir. Bu konunun baslangici antik donemlere kadar uzanir. Bu duruma en
giizel ornek antik Yunanhlarin diizgiin ¢okgenlerin i¢ini ¢emberleyerek olusturduklari
yontemlerdir. Bu ¢alismalar daha sonra Archimedes’in 7 sayisinin alt ve {ist sinirlarini
kesfetmesine olanak saglamistir. Asirlar boyunca, 6zellikle de on altinci yiizyildan
sonra niimerik integral konusu yeni yontemler ve bulgular sayesinde biiyiik bir ilerleme

kaydetmistir (Davis ve Rabinowitz, 1984).

Niimerik integrasyon, belirli integralin degerine bir sonlu toplam ile yaklasmaktir
(Sekeroglu, 2003). Bu yoOntemlerde genellikle interpolasyon polinomu yardimiyla
¢Oziime ulagsilir. Verilen fonksiyon degerleriyle bu noktalardan gecen bir polinom elde

edilerek en yakin sonuca ulasilmaya ¢aligilir.

Niimerik integral yontemleri, nlimerik analizde kuskusuz ¢ok énemli bir konuma
sahiptir. Bu yontemlerin en popiiler olanlar1 ise Newton-Cotes formiilleri ve Gauss

kuadratiirleridir. Newton-Cotes formiilleri aralik boyu / olan esit aralikli noktalar iizerine

1



1. GIRIS Emre SANIR

insa edilir ve x; = ¢ + ih olmak lizere
b n
/ﬂmm~2wﬂm (1.2)
a k=0
seklindedir. Burada w; agirlik olarak adlandirilir ve f fonksiyonuna bagli olmayip sadece

x; noktalarina baghdir. Agirliklar, f fonksiyonunun Lagrange interpolasyon polinomunu

fﬂ@mw %>(m_l<2f%1 )

" (1.3)

EH: / w)de = f(z;)w;

k=0 k=0

kullanarak

seklinde elde edilebilir.

Newton-Cotes formiilleri kapali ve agik olmak {izere iki grupta toplanabilir. Sayisal
integrasyon yontemlerinden, yamuk, Simpson, Simpson—3/8 ve Boole kurallar1 kapali
Newton-Cotes formiillerine, orta nokta ve Milne kurali agik Newton-Cotes formiillerine

ornek olarak verilebilir (Stoer ve Bulirsch, 1980).

Keyfi bir n degeri icin Newton-Cotes formiilleri elde edilebilir, fakat biiyiik
n degerleri icin Newton-Cotes formiillerinde hata iistel bir artis gosterir. Bu durum
Runge olay1 olarak bilinir ve esit aralikli noktalarin kullanimindan kaynaklanir. Bundan
ka¢inmanin bir yolu bilesik Newton-Cotes formiillerini kullanmaktir. Diger bir yolu
ise esit aralikli olmayan noktalar kullanan Clenshaw—Curtis veya Gauss kuadratiirlerini
kullanmaktir. Bu yontemler daha kararlidir ve daha dogru sonuglar verir (Stoer ve

Bulirsch, 1980).

Gauss kuadratiirii ile integral hesabi yapilirken, agirlik katsayilariyla birlikte
integrasyon noktalar1 dedigimiz fonksiyon degerlerini belirten z- ekseni tizerindeki
noktalar da serbest secilir. Boylelikle iki kat serbestlik derecesine sahip olunmakta ve
Newton-Cotes formiillerine nazaran ayni sayida fonksiyon degerleri ile daha keskin

sonuglar elde edilebilmektedir (Teuokolsky ve ark., 2001).

Newton-Cotes formiilleri, f integrasyon araligini iceren daha biiyiik bir aralikta
analitik ise yakinsar. Fakat Gauss kuadratiirii herhangi siirekli bir f fonksiyonu i¢in
yakinsar. n + 1 nokta kullanan Newton-Cotes formiilleri derecesi n olan polinomlari tam
olarak integre ederken, n + 1 nokta kullanan Gauss kuadratiirii ise derecesi 2n + 1 olan

polinomlar1 tam olarak integre eder. Fakat Gauss kuadratiirii Newton-Cotes formiillerinin

2
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tek alternatifi degildir. Ornegin Clenshaw-Curtis kuadratiirii Newton-Cotes formiilleri
gibi derecesi n olan polinomlar1 tam olarak integre eder. Gauss kuadratiirii gibi herhangi
bir siirekli f fonksiyonu i¢in yakinsar. Dolayisiyla Clenshaw-Curtis kuadratiirii Gauss
kuadratiirii kadar giiclii ve verilen n i¢in uygulamasi daha hizlidir fakat verimi Gauss
kuadratiirliniin yarisidir. Sonug olarak her iki metot da esit derecede degerli olmakla
beraber Gauss kuadratiirii daha zarif, Clenshaw-Curtis ise daha pratiktir (Trefethen,

2008).

Newton-Cotes formiilleriyle Gauss kuadratiiriinii karsilastiran Sermutlu, her iki
yontemde de ayni sayida nokta kullanilmasina karsilik Gauss kuadratiiriiniin daha keskin
sonuglar verdigini gostermistir (Sermutlu, 2005). Trefethen de Gauss kuadratiiriiniin

Clenshaw-Curtis yontemine gore daha avantajli oldugunu gostermistir (Trefethen, 2008).

Goriildugi tlizere integral hesabinda Gauss kuadratiiriiniin diger yontemlere gore
basaris1 oldukca biiyiiktiir. Gergek integral degerine daha yakin sonug¢ veren bu
yontemdeki integrasyon noktalari ise klasik ortogonal polinomlarin (Jacobi, Laguerre ve
Hermite) kokleridir. Asagidaki alt baslikta Gauss kuadratiiriinde kullanilmak tizere klasik

ortogonal polinomlarin bazi 6zellikleri verilmistir.

1.1. Klasik Ortogonal Polinomlar ve Bazi Ozellikleri

Is1 iletimi, harmonik oskiilator, Coulomb potansiyeli ve daha bir ¢ok teorik, niikleer

ve matematiksel fizik problemi

w, T2, 0z
u —|—0<Z)u +02(Z)u—0, zeC (1.4)

bigimindeki diferansiyel denklem ile modellenir. Burada o(z) ve &(z) en ¢ok ikinci
dereceden polinomlar ve 7(z) de en ¢ok birinci dereceden polinomdur. Bu denklem

u = ¢(z)y doniisimii ve uygun ¢(z) degerinin se¢imi ile
o(2)y" +7(2)y + Ay =0 (1.5)

biciminde hipergeometrik tip diferansiyel denkleme doniisiir (Nikiforov ve Uvarov,
1988). Burada A sabit ve 7(z) en ¢ok birinci dereceden polinomdur. (1.5) denkleminin

iki lineer bagimsiz ¢oziimlerinden biri

1
A=)\, =-—n7’ — in(n —1)o” (1.6)
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ozel degeri i¢in n-inci derece P, (x) polinomudur (Nikiforov ve Uvarov, 1988). Asagida
(1.6) denklemindeki A\ 6zel degerleri icin (1.5) denkleminin ¢oziimleri olan klasik

ortogonal polinomlar tanimlanmis ve bu polinomlarin bazi 6zellikleri verilmistir.

Tamm 1.1 Her bir k = 0, 1,. .. igcin der(Py(x)) = k olmak iizere { P, (z)}°°, polinom
dizisi
/b P (2) Py (2)p(z)dz = h20mn = { 0, m#n (1.7)
a h: m=n
sartim sagliyorsa (a,b) araliginda porzitif ve siirekli p(x) agirlik fonksiyonu altinda
ortogonal polinom kiimesi olarak adlandwrilir. Burada h,,, P,(x) polinomunun normudur.

Bu durumda
b
<f,q >p::/ f(z)g(z)p(x)dx (1.8)
integrali f ve g polinomlarimin i¢ ¢arpumini ifade eder. (a, b) araligi ortogonallik araligi

olarak adlandirilir ve sonlu olmak zorunda degildir.

Teorem 1.2 (Aytar, 2017) P,(x) ortogonal polinomu derecesi n den kiigiik biitiin

polinomlara diktir. Yani m < n igin

/ o Py () pla)d = 0 (1.9)

esitligi saglanr.

Ispat. Derecesi m olan herhangi bir Q,,,(z) polinomu Py(x), P (z), ..., P, (x) ortogonal

polinomlarinin lineer birlesimi seklinde

Qm(z) = Z ChmPr(x) = comPo(z) + c1mP1(x) + . .. + Coun P () (1.10)
k=0
yazilabilir. Burada cy,,, kombinasyon sabitleri ortogonalligi kullanilarak bulunabilir.
b m b
/ Qu(@)Pi(2)p(x)dr = 3 Cim / Pu(z) P, (x)p(x)dx (1.11)
a p— a
olarak yazilabilir. Sag taraftaki integraller ortogonallikten k& # j iken sifir, sadece k = j
iken
b
2 2
/a P2(x)p(x)dz = h2 (1.12)
olur. Dolayistyla
b
/ Qu(@) Pi()p(x)dz = 0+ 0+ ...+ cjph + 0+ ... (1.13)

4
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yazilabilir. Buradan

1 b
im = 27 || Qu(@) Pi(a)pla)de (1.14)
ve j yerine k yazilarak
1 b
Chm = 75 Qm () Py(x)p(x)dz, k=0,1,...,m (1.15)
k a

bulunur. Simdi m < n olmak tizere Q),,(x) = 2™ olsun. O zaman (1.10) ifadesinden

A= Z Ckm Pr () (1.16)
k=0
olur ve boylece
b m b
| Pa@)am oy = Y- cin [ Pula) Pul@)p(a)dz = 0 (1.17)
a k=0 a
bulunur. Yani m < n i¢in
b
/ P (z)a™p(z)dz = 0 (1.18)

olur ki bu da P, () ortogonal polinomunun derecesi n den kii¢iik her polinoma ortogonal

(dik) oldugunu gosterir (Aytar, 2017). U

Teorem 1.3 (Nikiforov ve Uvarov, 1988) (a, b) araliginda p(x) agirlik fonksiyonu altinda
ortogonal olan { Py(z), Py (x), ..., P,(x), ...} polinom ailesi bir tanedir.

ispat. (1.18) esitligini saglayan {Py(z), Pi(z),..., P,(z),...} seklinde baska bir

polinom ailesi olsun. (1.10) esitliginden
Bo(2) = Y cpnPu(x) = conPo() + ... + conPu() (1.19)
k=0

seklinde yazilabilir. Burada ¢, katsayilar1 (1.15) esitliginden

1 b~
o = 32 | Pa@)Pia)pla)d (1.20)
seklindedir. P, (x) ortogonal polinomu derecesi n den kiigiik her polinoma dik oldugu i¢in

k < n igin ¢, = 0 olur ve buradan

() = conPa(x) (1.21)

olur. Yani { P,,(x)}°, ortogonal polinom ailesi { P, ()}, ailesinin sabit katindan baska

bir aile olamaz. U
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Teorem 1.4 (Nikiforov ve Uvarov, 1988) P,(x) = ap,a™ + b,z"~' + ... olmak iizere
{Py(x), Pi(x), ..., Py(x),...} ortogonal polinom ailesi

n bn bn n— h2
N = S (1.22)
Ap+1 ap Ap+1 Qp, hn—l
olacak sekilde
2Py (1) = anPoia (%) + BuPo(2) + 0 Pa(2) (1.23)

seklinde bir yineleme bagintisi saglar. Burada P_,(x) = 0 ve Py(x) = 1 dir.

Ispat. (1.10) esitliginden

n+1
zP,(x) = Z Cn Pr() (1.24)
k=0
yazilabilir. Burada
1 b
i = 32 | P@)aP@)p(e)da (1.25)

seklindedir fakat =Py (z) derecesi k& + 1 olan bir polinom oldugundan k£ + 1 < n igin

ckn, = 0 olmali. O zaman (1.24) esitliginden
2P, (z) = cho1.0Po-1(x) + cunPr(T) + i1 nPrgi1 () (1.26)

bulunur ki bu
Ch—1n = Tny Cnn = Bna Cn+1n = Qp (127)

olmak iizere (1.23) esitligindeki iligkidir. Simdi «,, £,, ve 7, katsayilarini belirleyelim.

k ve n nin yerleri degistirildiginde (1.25) esitligindeki integral ayn1 kalir ve buradan
R crn = h2cCpr (1.28)

bulunur. £ = n — 1 alinirsa
h2 Cnim =h2Chn (1.29)

bulunur. ¢;,—1 ,, = ¥, V€ €y n—1 = v—1 0ldugundan

h2
Tn = .
ha 1

Q1 (1.30)
olur. Ote yandan P, (z) = a,2" + b,2" ! + ... oldugundan (1.23) esitliginden
ananrl + bnfL'n +...= OénCanrlanrl + (Oénanrl + Bnan)xn +.. (131)

bulunur. Buradan

(1.32)
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b, by
B == — T (1.33)
Qp, An41
bulunur. O zaman (1.30) esitliginden
h2 Ap—1
= 1.34
elde edilir (Nikiforov ve Uvarov, 1988). U
Sonuc 1.5 Ortonormal polinom ailesi
P, h b b
On(T) = "(I), Ay = Dol g o On DnEl 2 0,1,2,. . (135)
hn An41 hn Qp Ap41
vep_1 =0, ¢pg = h%) olmak iizere
An¢n+1 (I) + (Bn - $)¢n($) + Anfl(lﬁnfl(x> =0 (136)
seklinde bir yineleme bagintisi saglar.
Ispat. (1.23) ifadesi
anPoii(x) + (Bp — 2)Po(x) + 4 Py_1(x) = 0 (1.37)
seklinde tekrardan yazilabilir. Burada her iki tarafin h,, ile bolinmesiyle
Poii() Py () P1()
—_— — = 1.38
0 (B = 2) 7 A = 0 (1.38)
ifadesi elde edilir. Burada P, (z) = h,¢,(x) yazilirsa
I, P —
O Gner + (By = 2) b + Yy — 00 =0 (1.39)
olur. Son olarak
hn—l—l Qp, hn+1
n = = A, 1.40
hn Qp+1 hn ( )
hn,1 Ap—1 h2 h/nfl Qp—1 hn
" = n = = A, 1.41
K hn Qp, h72171 hn Qn, hn—l ! ( )
gy=ln bt _p (1.42)
Qp, An41
oldugundan ispat biter. U
Teorem 1.6 (Aytar, 2017) (Darboux-Christoffel formiilii) { P (), Py(x), ..., P,(x),...}
ortogonal polinom ailesi
P, P,
ey = Tl Fra) (143)
k| Pe(z)  Piu(y)
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olmak tizere

| Ay (,y)
— Py(z)Py(y) = =222 (1.44)
k;o 2 k(@) Pely) = — — y
seklinde bir sonlu toplam formiilii saglar.
Ispat. (1.23) yineleme bagintisindan
1 o QU
ﬁxpk(x) FSPk+1<x) + ngk(x) + %Pk—l(x) (1.45)
k k k k
1 Qg B Q-1
ﬁyPk(y) ﬁpk—l—l(y) + ﬁPk(y) + ﬁpk—l(y) (1.46)
k k k k
yazilip ilk denklemi Py (y), ikinci denklemi Py (x) ile carpip taraf tarafa ¢ikarirsak
.I' R
0 P2 Puly) = —h(@,y) + s (,y) (147)
k
ifadesi elde edilir. £ lizerinden 0 dan n ye kadar toplarsak
— 1 1 = JZ{n T, Y) — o Y
> LB = 3 s (w.9)— (o) = LEI I () g
k=0 "k =Y =0 r=y

bulunur. Burada j7+ = 0 ve P_i(2)P_1(y) = 0 oldugundan .&/_;(z,y) = 0 oldugu
aciktir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur (Aytar, 2017). U

Teorem 1.7 (Aytar, 2017) P,(z) ortogonal polinomunun (a, b) araliginda n tane reel ve
birbirinden farkl kokii vardir.

Ispat. P,(z), (a,b) arahginda k defa isaret degistirsin. Actk¢a 0 < k < n olur. O
halde k£ = n oldugunu gostermeliyiz. z;, P,(x) polinomunun isaret degistirdigi noktalar

(kokler) olmak iizere
1, k=0
Qr(z) = . (1.49)
Hj:l(x_xj)u k#0
polinomunu tanimlayalim. Dikkat edilirse Q(z)P,(z) ¢arpimi (a,b) araliginda isaret

degistirmez. O halde

b

| Qu@)Pu@)p(e)dz 0 (1.50)
olur. Cilinkii integral altindaki fonksiyon pozitiftir fakat ortogonallikten £ < n icin bu
integral sifirdir. O halde £ = n olmak zorundadir (Aytar, 2017). U

Teorem 1.8 (Aytar, 2017) P,.1(x) polinomunun ardisik iki kokii arasinda P, (x)

polinomunun bir kokii vardur.
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Ispat. y — = durumunda (1.43) ifadesi

U Pa(@)Py(e) — P@)Phy(@)]  (LSD)

.0
lim —,(z,y) = R

y—x ay
elde edilir. Ote yandan limit durumda (1.51) esitliginin sol tarafi

= Pi(x)Pi(y) _ = Bi(z)

lim = (1.52)
bulunur. $imdi j =0, 1,...,n + 1 i¢in x; noktalar1 P, ;(x) polinomunun kokleri olsun.
(1.51) ve (1.52) esitliklerinden

/ 2 Qn . lg(xj)

bulunur. Yani esitligin sol tarafindaki ifadenin isareti sadece a,/a, . teriminin igaretine
bagl olup z; den bagimsizdir. Fakat P, ,(z) polinomu (z;,x;4,) araliginda yerel
maksimuma sahip oldugundan bu aralikta isaret degistirir. O halde sag tarafin isareti
degismediginden P, (z) polinomu da P, () polinomuyla birlikte isaret degistirmelidir.
Bu ise P, () polinomunun (x;, z,41) araliginda en az bir kokii oldugunu gosterir. Fakat
(a,b) araliginda (z;, z;41) seklinde n tane alt aralik oldugundan her bir alt aralik P, (x)
polinomunun en az bir kokiinii icerdiginden ve P, (z) polinomunun tam olarak n tane

kokii oldugundan her bir (z;,2;.;) araligt P,(z) polinomunun tam olarak bir kokiinii

igerir (Aytar, 2017). U
Teorem 1.9 (Alici, 2010) ¢, (x) = PZ—ELI) olmak tizere herhangi ardisik iki ortonormal
polinomn = 1,2, ... i¢in

1

(@)} (@) = | B == (n0" (@) +7(2)) [ (2) + An-16-1(@) (154

an C2n02n+1
esitligini saglar. Burada baskatsay: C,, = ’\7" seklindedir. Yine burada ¢_, = 0, ¢g = hio

olup A, ve B, baskatsayilari (1.35) esitlikleriyle verilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Hipergeometrik tip diferansiyel denklemin bir ¢éziimii olan klasik ortogonal
polinomlar niimerik yontemler ile kuskusuz yakin bir iliski igerisindedir. Bir ¢ok
arastirmaci tarafindan niimerik integral iizerinde derin caligmalar yapilmis, yeni
yontemler gelistirilmistir. Bunlardan bazilarini 6rnek verecek olursak; Evans ve Webster,
salimimli integrallerin hesabi i¢in var olan metotlar1 karsilastirmis (Evans ve Webster,
1999), Cole ve arkadaslar1 elastodinamikleri sinir integral denklemleri olarak formiile
edip bu denklemlerin bilinmeyen smir degerleri i¢in zaman adimli niimerik yontemler
ile ¢oziilebilecegini gostermis (Cole ve ark., 1978), te Velde ve Baerends elektronik
yap1 hesaplamalarinda periyodiklik bulunan tiim poliatomik sistemlere uygulanabilir
bir niimerik integrasyon teknigi gelistirmistir (te Velde ve Baerends, 1992). Clenshaw
ve Curtis, sonlu aralikta diizgiin fonksiyonlar i¢in yeni bir sayisal integral yontemi
onermislerdir. Bu yontemin 6zii integral altindaki fonksiyonu Chebyshev serisine agip,
terim terime integral almaktir (Clenshaw ve Curtis, 1960). Haselgrove, ¢ok kath
integrallerin niimerik hesabi i¢cin Diophantine yaklagimi iizerine kurulan bir sayisal
integral yontemi vermistir (Haselgrove, 1961). Boerrigter ve arkadaslari, tek elektronlu
operatorlerin matris elemanlari ve beklenti degerleri i¢in ¢arpim-Gauss integrasyon

kuralin1 kullanan bir yontem vermislerdir (Boerrigter ve ark., 1988).

Goriildigi iizere nlimerik integrasyon fizik ve matematigin en 6nemli konulari
arasinda yerini almakta, karsilagilan bir ¢ok problemin ¢oziimiinde klasik ortogonal
polinomlar ile birlikte kilit bir rol iistlenmektedir. Bu tez ¢alismasinda inceleyecegimiz
Gauss sayisal integrasyon yontemi (Gauss kuadratiirii) klasik ortogonal polinomlar
lizerine inga edilmistir. Sonraki boliimde mevcut sayisal integrasyon ydntemlerinden
Newton-Cotes formiilleri tanitilacak, ardindan Romberg integrasyon metoduna
deginilecek ve son olarak da Gauss sayisal integrasyon yontemi tiim detaylariyla

incelenecektir.

10
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde mevcut sayisal integrasyon yontemleri detayli olarak incelenmistir. Bir
fonksiyonun anti tiirevinin elementer fonksiyon cinsinden yazilamayis1 veya fonksiyon
integrallenebilse bile ortaya ¢ikan hesaplama zorluklari, niimerik (sayisal) yontemler
ile integral hesabin kuskusuz en 6nemli tercih sebeplerindendir. Dahas1 sadece bir kag
noktadaki degeri bilinen ancak kesin kurali tam olarak bilinmeyen bir fonksiyonun

integrali nlimerik yontemler ile kolayca hesaplanabilmektedir.

3.1. Newton-Cotes Formiilleri

Newton-Cotes formiilleri esit aralikli noktalar tizerine kuruludur. En bilinen sayisal

integrasyon yontemi Newton-Cotes formiilleridir.

% f(x)dz integralinin degerine 7, a;f(x;) toplamuyla yaklasmaya “niimerik
kuadratiir (kareleme)” denilmektedir. Bunun en basit 6rnegi; bir fonksiyonun [a, d]
araligindaki u¢ noktalarindan birisi i¢in fonksiyonun bu noktadaki degeri ile [a,b]

uzunlugunun ¢arpimi yaklasik olarak | ;’ f(x)dx degerine esittir. x = a i¢gin bu deger
b
| f@yde = f(@)b-a) 3.1
seklinde ifade edilebilir. (3.1) ifadesi ”dikdortgen kurali” olarak adlandirilir (Levy, 2010).

Sekil 3.1.°de goriildiigii iizere dikdortgen kurali, fonksiyonun grafiginin altinda

kalan gergek alan degerini vermekten ¢ok uzaktir. Bu yiizden daha keskin sonuglar

naj - - -

Sekil 3.1. Dikdortgen Kuralinin Grafikle Gosterimi (Levy, 2010)

11
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iceren bagintilara ihtiyag vardir. Bu nedenle yine aym sekilde [” f(x)dz integrali, f(z)

fonksiyonunun ug¢ noktasindan ziyade orta noktasindaki degerinin se¢imiyle

[ $@yiz = 0 - as(

yaklagimi olarak ifade edilebilir. (3.2) ifadesi “orta nokta kurali” olarak adlandirilir ve

a+b

) (3.2)

bu metot dikdortgen metoduna gore daha keskin sonuglar veren bir kareleme yontemidir
(Levy, 2010).

| o e e e e B e e e R s :*_*:’*"‘1"-——._,__7_7’

f(tasby2) - — — —

fix)

fca)———?-

1
a (a+b)2 b
x

Sekil 3.2. Orta Nokta Kuralinin Grafikle Gosterimi (Levy, 2010)

Orta nokta kuralinin hata fonksiyonunu belirlemek i¢in [a, b] araligindaki bir f(x)

fonksiyonunun orta noktasini

a+b
c=— (3.3)
olarak tanimlarsak f(z) fonksiyonunun = = ¢ noktasindaki teget dogrusu
Py(z) = f(c) + f(c)(x — o) (3.4)
olarak ifade edilir. Boylece
b b
/ fla)da ~ / Pi(x)dx (3.5)
seklinde bir yaklagim elde edilebilir. Burada
b a+b
| Pi@)de = (b= a)f(*5) (3.6)
oldugu agiktir. Orta nokta kuralinin hata fonksiyonu
b b a+b
B@) = [ [f@) =A@ = [ f@de—b-af(*) 6D

12
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olarak yazilabilir. f(z) fonksiyonunu x = ¢ civarindaki Taylor serisine agarak

f(x) = fle+ (z—c)) = fle) + f(c)(z — c) + ;f"(fx)(x —c)’, £€(ad) (38)

yazilabilir. Buradan

B) = [17@) - Peldz = [ 5€) e — o (3.9)

olarak ifade edilir. Burada [a, b] araliginda (z—c)? ifadesinin isareti degismez. Dolayisiyla

integraller i¢in ortalama deger teoreminden orta nokta kuralinin hata fonksiyonu

(b=a)’f"(€), €€ (a,b)
(3.10)

E(l-) _ /ab ;f”(fx)(fl?—c)2d$ _ ;f’l(ﬁ) /ab(w_c)de _ 214

olarak ifade edilebilir (Levy, 2010).

3.1.1. Interpolasyon Yardimiyla Sayisal Integral Hesabi

Bir fonksiyonun belirli bir aralikta integralini hesaplayabilmenin en verimli
yontemlerinden birisi de polinom interpolasyonunu kullanmaktir. Bu yontemde verilen
f(z) fonksiyonu yerine P,(z) n-inci derece interpolasyon polinomu alinir ve bu

polinomun integrali alinarak integralin yaklasik degeri hesaplanir.

Lagrange interpolasyon polinomu

Gla) =T[5, o0<i<n (3.11)
j=0 Yi — Ty
i#]

olarak tanimlanir (Burden ve Faires, 2011). Ayrica her bir i = 0,1,..., N igin ¢;(z)

fonksiyonlar1

.

wyii(x) =k || (z — z;) (3.12)

0

J

r=ux;, j=0,1,..., N noktalarinda reel ve birbirinden farkli (N +1). derece polinom

olmak tzere

() = — (@) (3.13)

(# — @)wiy 41 (7:)

seklinde de ifade edilebilir. Ote yandan bu polinomlar 4;; Kronoker delta olmak iizere

L, 1=

13
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seklinde bir 6zellik saglar. (3.12) denklemindeki x sabiti teorik bir anlam ifade etmez. Bu

ifade sadece niimerik yontemlerde dnemli bir role sahiptir (Dal, 2017).

Bir f(x) fonksiyonunun tanimli oldugu [a,b] araligni n esit pargaya bolecek

olursak
To=a x,=0b wve h:b;a (3.15)
olmak iizere integrasyon noktalari
ri=x9+1ih, i=0,1,....,n (3.16)
Py(x;) = f(z;), i=0,1,...,n (3.17)
olacak sekilde ve (3.11) lagrange interpolasyon polinomu yardimiyla
&mziﬂmmm (3.18)

seklinde P,(z) € II, polinomu elde edilebilir. Burada I, derecesi en fazla n olan

polinomlar kiimesini ifade eder. Boylece f(x) fonksiyonunun [a, b] araliginda integrali

/ab f(z)dx ~ /ab P,(x)dx = /ab <§f(;pz)fz(x)> dx

" ) " (3.19)
=S [ e =3 fae,
olarak elde edilebilir. Burada agirlik katsayilar1 olan w; degerleri
w; = /ab li(x)dx (3.20)
olmak tizere Newton-Cotes formiilleri
fﬂWM%iﬂMW (3.21)
olarak ifade edilebilir. Newton-Cotes formiillerinde hata fonksiyonu
R e A (CEEATs SO (.22)

seklindedir. Bu ise polinom interpolasyonunun hata teriminden yararlanilarak elde

edilebilir (Burden ve Faires, 2011).

n + 1 nokta kullanarak olusturulan kapali Newton-Cotes formiillerinde integrasyon
noktalar1 = = 0,1,...,n olmak lizere x; = x(y + ih olarak tanimlanir. Kapali Newton-
Cotes formiilleri denmesinin sebebi zy = a ve x,, = b olmak iizere bir [a, b] araliginin ug

noktalarinin da integrasyon noktalar1 olarak kullanilmasidir.

14
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n = 1i¢in bu yontem ”Yamuk (trapezoid) kural1” olarak bilinir ve asagidaki sekilde

hesaplanir.

x9 = a,r1 = bve h =b— aolmak iizere Lagrange interpolasyon polinomlar1

lo(z) = L= _ 2 =h (3.23)

To—x1 a-—0>b

ve
T — X r—a

/ = = 3.24
1(‘%’) T — To b—a ( )

olarak hesaplanir. Buradan agirlik katsayilari

b by —b h
woz/aéo(:v)dx:/a =3 (3.25)
Ve
b br —a h
_ [y d:/ " 3.26
w = [ b= [ T =7 (3.26)

elde edilir. Sonug olarak yamuk kurali

T 1 h
| F@)da = S wif () = 31 (o) + flan)] (3:27)
£0 i=0
ifadesiyle formiile edilebilir.

Yamuk kuralinin hatasi (3.22) esitliginden

1 o

B =5 [

(& = o) (x — 1) f"[§(2)]dx (3.28)

fonksiyonuyla verilir. [xg, 21| araliginda (z — z¢)(z — 1) ¢arpiminin isareti degismez.

Dolayisiyla integraller i¢in ortalama deger teoreminden hata fonksiyonu

1 2

B =30 [ - e —a)de =~ 1O, €€ wom)  (29)

olarak elde edilir.

Yamuk Kuralinin hata terimi f” fonksiyonunu ig¢erdiginden bu kural ikinci tiirevi
sifir olan herhangi bir fonksiyona uygulandiginda tam sonug verir, dolayisiyla yamuk

kuralinin derecesi en fazla bir olan her polinom i¢in tam sonug verdigi sdylenebilir.

n = 2 ic¢in kapali Newton-Cotes formiilii ”Simpson kurali” olarak bilinir ve

asagidaki sekilde hesaplanir.

15
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fil)

Jix)

fia)

X

Sekil 3.3. Yamuk Kuralinin Grafikle Gosterimi (Levy, 2010)

ro=a,ry=>b,h=(b—a)/2vex; = a+ holmak lizere Lagrange interpolasyon

polinomlari
r— T T — T2

bo(z) = (3.30)

(Eo—l‘l‘l‘o—xg

f(z)= 210 T % (3.31)

X1 — Ty T1 — To

ly(z) = 220 270 (3.32)

i) —1'0'1'2 — T

olarak yazilabilir. Agirlik katsayilar1 olan w; degerleri f fonksiyonuna bagli olmayip

sadece x degerlerine bagli oldugundan =y = 0, z; = h ve x5 = 2h olarak segilirse

2h h
wo = / lo(x)dx = — (3.33)

0 3

2h 4h
wy) = / b (z)de = — (3.34)

0 3

2h h
wy = / Oo(w)dz = 2 (3.35)

0 3

olarak hesaplanir. Dolayistyla Simpson kural
b h

| f@)de = S[f (o) +4f (@) + f(z2) (3:36)

olarak ifade edilir. Simpson kuralinin hatasi asagidaki teorem yardimiyla kolaylikla

hesaplanabilir.

Teorem 3.1 (Burden ve Faires, 2011) n + 1 noktali kapali Newton-Cotes formiilleri

> a;if(x;) olarak verilsin.

16
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ro=a, x, =bveh = (b— a)/n olmak iizere

n ¢ift sayist icin f(x) € C"+2|a, b] oldugunu varsayalim. Bu durumda

g s o) )
= AT (n+2)!

/"t?(t_ ... (t —n)dt
0
olacak sekilde bir £ € [a, ] vardir

n tek sayist icin f(z) € C"V|a, b] oldugunu varsayarsak bu durumda

n hn+2f(n+1)(f)

> aif (@ D /Ont(t—l)...(t—n)dt

olacak sekilde bir £ € [a, ] vardir

Dolayisiyla Teorem 3.1’den Simpson kuralinin hatasi
h5

B(f) = =51, €€ (w,)

olarak hesaplanir.

(3.37)

(3.38)

(3.39)

n = 3 i¢in kapali Newton-Cotes formiilii ”Simpson-3/8 kurali” olarak bilinir ve

asagidaki sekilde hesaplanir.

h=(b—a)/3 olmak lizere xg =a,r1 =a+h,xo=a+2h,z3=a+3h =10

olarak alindiginda Lagrage interpolasyon polinomlar1

r—T1 X —Tog T — T3

gol'): . .
( To— 1 o — T2 Tog — T3
r—Tyg X — Ty T — T3
glﬂf = . .
() L1 — o 1 — L2 L1 — T3
r—Tyg X— X1 T — T3
gg(l‘): . .
Tg —Xo T2 — X1 T2 — T3
r—Tyg X — X1 T — T2
l3(x) =

xT3 —1'0.1’3 —ZE1.I‘3 — X9

olarak yazilabilir. Burada xqg = 0, x; = h, xo = 2h , x3 = 3h olarak segilirse

3h
8

3h
/ l(x)dx = 9h
0

3h
wo :/0 lo(x)dx =

w1 = 3
3h

wy = / ly(x)dx = 9h
0 8

17
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3h 3h
wg = / ly(a)da = 22 (3.47)
0 8
olarak hesaplanir. Dolayisiyla Simpson-3/8 kuralt
b 3h
| Fl@)de ~ S 1f (o) + 3F(2r) + 3 (@) + fas) (3.48)
olarak ifade edilir. Simpson-3/8 kurali i¢in hata fonksiyonu Teorem 3.1°den
3h° @
E(f) = =55 70, €& (@) (3.49)

olarak hesaplanabilir.

Acik Newton-Cotes formiillerinde ise [a,b] araliginin ug¢ noktalar: integrasyon
noktalarina dahil degildir. Dolayisiyla z_; = a ve x,,; = b olarak tanimlarsak
integrasyon noktalar1 i = 0,1,...,nve h = (b — a)/(n + 2) olmak iizere x; = x¢ + ih

seklindedir. Buradan a¢ik Newton-Cotes formiillerini
b
w; = / li(x)dx (3.50)

olmak tizere
b Tn+1
| f@de = [ fa)de ~ 3 wif () (3.51)

olarak tanimlayabiliriz.

Ag¢ik  Newton-Cotes formiillerinin hatas1 asagidaki teorem yardimiyla

hesaplanabilir.
Teorem 3.2 (Burden ve Faires, 2011) n + 1 noktali acik Newton-Cotes formiilleri
> a;f(x;) olarak verilsin.

Ty =a, T, =bveh=(b—a)/(n+2)olmak iizere

n ¢ift sayist icin f(x) € C"+2)|a, b] oldugunu varsayalim. Bu durumda

prt3 f£(n+2) n
(J;me/IJRQ—U.“@—th (3.52)

b n
| f@)de =Y aif (@) +

a i=0
olacak gekilde bir & € [a, b] vardur.

n tek sayisi igin f(x) € C™"*Y|a, b] oldugunu varsayarsak bu durumda

b n prt2 £(n+1) n+1
/a f(w)dfﬂZZaif(xin/ :

Sy P B GO EE)
=0 : -

olacak sekilde bir & € [a, b] vardur.
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Asagidaki gizelgelerde f(x;) = fi, ¢ = 0,1,2,... olmak iizere yaygin olarak

kullanilan bazi agik ve kapali Newton-Cotes formiilleri verilmistir.

Cizelge 3.1. Yaygin kullanilan kapali Newton-Cotes formiilleri (Hildebrand, 1973)

Isim Derece Aralik Boyu Formiil

Yamuk n=1 h=b—-a %[fo—Ffl]—%f”(g)

Simpson n=2 h=1b¢ %[fo+4f1+f2]—%f(4)(f)

Simpson-3/8 n=3 h =1tz %[f0+3f1+3f2+f3]—%f(‘l)(g)

Boole n=4 b=t 2 (7f0 4+ 32f1 + 125 + 325 + Tfa] — 322 1) (¢)

Cizelge 3.2. Yaygin kullanilan a¢ik Newton-Cotes formiilleri (Hildebrand, 1973)

Isim Derece Aralik Boyu Formiil
Orta Nokta n=0 h =2 2hf0+%3f”(f)
Yamuk n=1 h= b_?“ %[fo+fﬂ+%f”(f)
Milne n=2 h= 1t %[2f0—f1+2f2]+%f(4)(5)
n=3 h=tge SR[11 fo + fu+ fo+ 11fs] + B2 r(4)(¢)

Ornek 3.3 Asagidaki tabloda kapali Newton-Cotes formiillerinin de yardimiyla bazi
f(x) fonksivonlar: icin [? f(x)dx degeri ondalik kismun virgiilden sonraki ilk ii¢

basamagina kadar hesaplanmistir.

Cizelge 3.3. Baz1 f(x) Fonksiyonlari i¢in f03 f(x)dx Degerleri

x
12 flz)da /(@) x3 \/xlﬁ COS T et
Tam degeri 20.250 2.000 0.141 19.085
Yamuk Kurali 40.500 2.250 0.015 31.628
Simpson Kurali 20.250 2.015 0.146 19.506
Simpson 3/8 Kurali 20.250 2.007 0.143 19.277

3.1.2. Bilesik Newton-Cotes Formiilleri

Newton-Cotes formiilleri genellikle bir fonksiyonun genis bir aralikta integralinin

hesaplanmasinda tek basina yeterli degildir. Ciinkii esit aralikli noktalar kullanilarak
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olusturulan interpolasyon polinomlarinin, ayni aralikta salinim yapan yiiksek dereceli
fonksiyonlarin integrali i¢in kullanimi, bu integralin gercek degerinden 6nemli Olgiide

sapma meydana getirir.

Bu bolimde yukarida bahsedilen durumdan kaginmak iizere tek bir aralik igin
uygulanan Newton-Cotes formiillerini, ayn1 araligin par¢alanmis her bir alt araligina
uygulayarak bu formiillerden bir bilesik kural elde edilecektir. Ustelik burada esit aralikli

noktalarin kullanimi da gerekli degildir.

Bir [a,b] arahigi a=zo<x;<w,< ...<x,=b seklinde n pargaya boliinmiigse, bu
durumda her bir alt araliga yamuk kuralinin uygulanmasiyla

n

/:f(x)dq; _ i f(@)da ~ ;Z@"i e D [f@) + f@)], i=1,....n
A y (3.54)

formiiliiyle bilesik yamuk kurali” elde edilebilir.
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Sekil 3.4. Bilesik Yamuk Kuralinin Grafikle Gosterimi (Levy, 2010)

Ozel bir durum olarak eger [a, b] aralig1 n esit pargaya boliinmiigse, bu durumda esit

aralikl bilesik yamuk kurali

he T L _atin (3.55)

olmak tlizere
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formunda yazilabilir. Burada 2" sembolii toplamdaki ilk ve son terimlerin yarisi

oldugunu belirtir (Levy, 2010).
Bilesik yamuk kuralinin hatasi asagidaki yontemle hesaplanabilir.

x9 = a,xr; = bve h = b — a olmak lizere (3.29) ifadesinden yamuk kuralinin

hatasinin 3
E(f) = —Ef"(f% § € (wo, 1) (3.57)

fonksiyonuyla verildigini biliyoruz. Buradan yamuk kuralinin her bir alt araligindaki hata

terimlerinin toplam1

n

Z——f”(&z -~ {n Zf” @} (3.58)
i=1
olarak yazilabilir. Burada &; notasyonunu i-inci araligin orta noktasini belirtmek i¢in

kullandik. Eger

1 n
M==3"f"(&) (3.59)
i=1
olarak belirtirsek
< < " '
xrg[g}ﬂf "(x) < M max f(x) (3.60)

oldugu agiktir. Eger f”(z) fonksiyonunun [a, b] araliginda siirekli oldugunu varsayarsak

(&) =M (3.61)

olacak sekilde bir £ € [a, b] noktasi oldugunu sdyleyebiliriz. Burada h = (b — a)/n
oldugundan hata fonksiyonu

(b — a)h?
12

E=- f”(f)a § € [Cl, b] (362)

elde edilir. Buradan ise bilesik yamuk kuralinin ikinci basamaktan kesinlige sahip oldugu

sOylenebilir (Levy, 2010).

Yine ayni sekilde bilesik Simpson kuralini elde etmek i¢in [a, b] araligini ¢ift sayida

n esit pargaya bolecek olursak,

b_
h=""2" s —a+ih, i=01,....n (3.63)
n

olacak sekilde her bir alt araliktaki integrallerin toplamini
n/2

/abf(:c)dx = [T f@de+ .+ /x_ fayde =Y [ flade (364

Zo =1 Y T2i-2
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seklinde gosterebiliriz. Dolayisiyla bu ifadeden (3.36) denkleminin yardimiyla

b h n/2
/ fl@)de~ 23 [f (i) +4f (@air1) + f(was)] (3.65)
@ i=1
denklemi elde edilir. Boylece
n/2 n/2

b h
[ @)de = 5| F@0) + 2% flana) + 43 foa) + fw)]  (366)
a i=2 i=1
formunda ’bilesik Simpson kural1” elde edilebilir (Levy, 2010).
Bilesik Simpson kuralinin hatas1 agagidaki yontemle elde edilebilir.

Her bir alt araliktaki hata terimlerinin toplamini (3.39) denkleminden yararlanarak

5 n/2 Ko 9 n/2
@g)=-—12 3.67
Zf (&) =553 P Zf (3.67)
sekline yazabiliriz. Dolayisiyla buradan
n/2
min fW(z) <= Zf(4) < max f )(x) (3.68)

z€[a,b] z€[a,b]

oldugu agiktir. Boylece bilesik Simpson kuralinin hatasi

B = g5/ 0 =L@, ey (3.69)

seklinde elde edilir. Bu ifadeden bilesik Simpson kuralinin dordiincii mertebeden

kesinlige sahip oldugu sdylenebilir (Levy, 2010).

Eger [a, b] araligin ¢ift sayida n esit pargaya bolecek olursak

b—a . .
h:n+2 . zj=a+(G+1Dh , j=-1,0,1,....n+1 (3.70)

olmak tizere (3.2) denkleminden orta nokta kuralinin her bir alt aralifa uygulanmasiyla

n/2

/f( dw—2hZf T25) (3.71)

formunda ’bilesik orta nokta kural1” elde edilebilir (Burden ve Faires, 2011).

Orta nokta kuralinin hatasin1 2 = (b — a)/2 olmak tizere

214(b_ () = Q). €€ (ah) (3.72)

B(f) = .
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olarak elde etmistik. Buradan bilesik orta nokta kuralinin hatasini her bir alt araliktaki

hata terimlerinin toplami olarak yazdigimizda

(n/2)+1 p3 , B h3 (n+2) 9 (n/2)+1 § - Wn+2) .,
JZ:; Ef <£j)_§ 2 {(n+2) ; f (fj)} —Tf (&)  (3.73)

olacak sekilde ¢ € (a, b) vardir diyebiliriz. Dolayisiyla h = (b — a)/(n + 2) oldugundan
bilesik orta nokta kuralinin hatasi

h2(b — a)
6

seklinde ifade edilebilir. Bilesik orta nokta kurali ikinci mertebe kesinlige sahiptir.

E= £'(€), €€ (a) (3.74)

3.1.3. Romberg integrasyon Metodu

Bu metot [’ f(x)dz integraline bir dizi yaklasim teknikleriyle daha iyi sonuca
ulagsmay1 hedefleyen bir ekstrapolasyon teknigidir. Ilk olarak 1955 yilinda Werner
Romberg tarafindan 6nerilen bu teknikte 6zellikle bilesik yamuk kurali kullanilarak daha

keskin sonug veren integral yaklagimlari elde edilmektedir.

Yaklasik degerini hesaplamak istedigimiz integral

b
1= [ f@)de (3.75)
olsun. Bu integrale esit aralikli noktalar kullanan bilesik yamuk kurali ile yaklasmaya
calisalim.
h—

fi=flatih) ve h= 2n“, n=1,2,... (3.76)

olmak iizere
IV =hy " fi=hlgho+ fit fot o faoa 5l (3.77)

=0

olarak yazilabilir. Burada (3.62) den bilesik yamuk kuralinin ikinci basamaktan kesinlige
sahip oldugunu biliyoruz. O halde I ve I”) integralleri arasindaki hata teriminin

yazilmasiyla

I =19 4 ¢h? + coh* + esh® + .. (3.78)

elde edilir. Benzer sekilde ayn1 metodu bu sefer az 6nceki yontemde kullanilan noktalarin

yarist kadarmni kullanarak uygularsak

IV, = 2h[;fo +foto A fuat ;fn} (3.79)
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elde edilir. Buradan

I =19, +¢1(2h) + c2(2h)* + ¢5(2h)° + . .. (3.80)

n

olarak ifade edilebilir. Boylece (3.78) ve (3.80) denklemlerindeki h? li terimin yok

edilmesiyle
41O — 1
I= % — 4egh® — 20e3h8 + .. (3.81)
elde edilir. Boylece bu ifade
I =10 4 ¢n* + e3h° + ... (3.82)

seklinde yazilarak hata terimi h* ifadesini igeren yeni bir integral elde edilmekte,
dolayisiyla hata teriminin mertebesi diisik oldugundan daha keskin bir sonuca

ulagilmaktadir (Young, 2014).

Yine ayni1 yontemler kullanilarak daha da keskin sonuglar elde etmek miimkiindiir.

(3.81) denkleminden

I = =l = o+ Afi + 2fe H Afs b4 2 A aca + ] (383)

yazilabilir. Dikkat edilecek olursa, bu ifade (3.66) denklemiyle verilen bilesik Simpson
kuralidir. (3.82) denkleminden

I =10 4 2,(2R)" + 25(20)° + . .. (3.84)

yazilabilir. Béylece (3.82) ve (3.84) denklemlerindeki h* lii terimin yok edilmesiyle

1610 — 1!

I T nl 4 ahS (3.85)

elde edilir. Boylece bu ifadeden

1610 — 1Y,

@ o ne (3.86)

yazilabilir. Genellestirecek olursak

41@](1471) _ I(k—l)
W = —n Y3 1"*1 (3.87)
olmak lizere
I =10 4+ O(h*+?), k=1,2,... (3.88)
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seklinde hata terimi 2k + 2 inci mertebe olan ¢ok daha keskin sonuglar elde etmek

miimkiindiir (Young, 2014).

1
hY
n" — Y
\ \ (3.89)
Y — B — 1
pN pN p
R N S

3.2. Gauss Sayisal integrasyon Yontemi

Asagidaki alt baslikta veri noktalarini polinom fonksiyonu olarak interpole etme

yontemi olan Hermite interpolasyon yontemi verilmistir.

3.2.1. Genel interpolasyon Problemi: Hermite interpolasyonu

Bazi durumlarda belli n + 1 tane ayrik noktada fonksiyon degerlerinin yanisira m.

mertebeye kadar tiirev degerleri de mevcut olabilir.

N=mn+1)+n ve ﬂ“:§j (3.90)
! dk| '
olmak iizere
(zi, f*¥),  i=0,1,....n  k=0,1,....m (3.91)
bicimindeki N + 1 tane veriyi ele alalim. Toplamda
(m+1(n+1)=mnh+1)+n+1=N+1 (3.92)
tane nokta oldugundan
@y =f®,  i=01,....n k=01,....m (3.93)

interpolasyon kosullarini saglayan N. derece bir hy(x) polinomu aramak akla yatkin
goriinmektedir. Bu genel problem Hermite interpolasyonu olarak bilinir. Su iki durum

dikkate deger:
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)

m = 0ve N = n. Budurumda hy(z), f(z;) = n(z;) i =0,1,...,n
interpolasyon kosullarini saglayan bildigimiz interpolasyon polinomu ¢y (x) ile
cakisir.

n = 0ve N = m. Yani elimizde {(xo, fo)s (o, £), -+ -y (o, fO(N))} seklinde bir

verl kiimesi var.Bu durumda
N

D

r=~k

hy(z) = Sl aa"

r!
(r —k)!

W (o) = k=W k=0,1,...,N (3.94)

kosullarin1 saglayan bi¢giminde bir polinom bulmaliy1z.

Burada a;, katsayilari

_1 Ty T} zd _ ao | _ Jo |

0 1 2z Nzt a; I

0o 0 2 N(N — 1)z : (3.95)
(N — 1) Nz I fN=

0 ... ... 0 N! I av | | £V ]

Teorem 3.4 (Hermite Interpolasyonun varligi ve tekligi) Keyfi

ticgensel sisteminin ¢oziimleridir. Katsay1 matrisinin kdsegen elemanlar1 pozitif
oldugundan tekil degildir. Bu durumda sistemin tek bir ¢éziimii vardir. Yani, ()
polinomu biriciktir. f(x) fonksiyonunun z = z, etrafindaki

N FO) (g
Tn(x) = Z / <' )(:v

=0 J:

) N fé]) )
o) =30 (o~ o)’ (3.96)
i=0 J°

Taylor polinomunun (3.94) ifadesindeki kosullar1 sagladig: hatirlanirsa, polinom

interpolasyonunun tekliginden
hx(@) = T (x) (3.97)

oldugu goriiliir.

X0,01,L2, ..., Ty, AYFIk

noktalar: igin (3.93) esitligindeki interpolasyon kosullarim saglayan bir ve yalniz bir

h(x) € Ilx polinomu vardur.

Ispat. h,(z) € Ty ve hy() € Ily interpolasyon kosullarim saglayan iki polinom olsun.

Bu durumda ¢(z) = hy(x) — ha(x) polinomu da en fazla N. derece bir polinom olur.

k=0,1,....,n i=0,1,...,n (3.98)
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oldugundan her bir x; kokii katlilig1 en az m olan birer katl kok olur. Bundan dolay1 ¢(z)
polinomunun en az (m + 1)(n + 1) = N + 1 tane kokii vardir. ¢(z) € IIy oldugundan
bu ancak ¢(z) = 0 durumunda miimkiindiir. Dolayisiyla h(x) = he(z) bulunur ki bu da

tekligi ispatlar.

Varlik kismi i¢in, Hermite interpolasyonunun
N
h(z) = ajx; (3.99)
j=0

seklinde oldugunu hatirlayalim. Burada a; katsayilar (3.93) kosullarina uygun olarak
(N 4+ 1) x (N + 1) tipinde homojen olmayan bir cebirsel sistemin ¢oziim vektorudiir.
Tekligin bir sonucu olarak, sistemin katsay1 matrisi terslenebilirdir. Yani teklik varlig

ima eder. Aksi durumda ya ¢6ziim olmazdi, ya da sonsuz sayida ¢6ziim olurdu. U

Pratikte Hermite interpolasyon problemi

hag) = flzx) = fr , W) = f(ze) = fi = g (3.100)

kosullarin1 saglayan h(x) polinomunu elde etme problemidir. Yani m = 1 6zel

durumudur.

Teorem 3.5 (Burden ve Faires, 2011) (Hermite Interpolasyonunun formulii)
birbirinden farkli n + 1 nokta olsun. O zaman (3.100) ifadesindeki 2n + 2 interpolasyon
kosulunu saglayan h(z) € 1,41 polinomu
N
h) = 3 [1eAele) + 0uButz)] (101
seklindedir. Burada (. (z) n. derece Lagrange polinomlari olmak tizere Ay (x), Bx(z) €

15,1 polinomlar

Ap(z) = [1 9w — xk)fﬁc(xk)}ﬁz(x) (3.102)
Bi(z) = (x — x3) 03 (z) (3.103)

seklinde tamimlanir.

Ispat. Teorem 3.4’den 2n + 1 interpolasyon kosulunu saglayan bir ve yalmz bir
polinomun varlig1 kesindir. Bu yiizden (3.101) ile tanimlanan A (z) polinomunun, (3.100)

interpolasyon kosullarini sagladigi gosterilmelidir.

27



3. MATERYAL ve YONTEM Emre SANIR

Aslinda j =0,1,...,ni¢in

NE

hzj) = ) [feAr(7;) + grBr(z;)]

B
Il
o

I
NE

{ [l = 2(x; — 2 O (@)]6()) + gila; — w) G (x)) }

k=0 (3.104)
= 3" {fell = 2(2; — )G (20))0k5 + gi(x5 — 24)0k5 }
k=0
= Jj
bulunur. Ayrica
Al() = 21 = 20 — ) () | () () — 24 () () (3.105)
Bi(w) = £(x) + 2(x — )b ()} () (3.106)
ve
AENELS (3.107)

oldugundan j = 0,1,...,n i¢in
W (xy) = D [fudi(xy) + geBr())] = [205(x;) — 205(x5)1f; + 95 =9;  (3.108)
k=0

bulunur. (]

Ote yandan Hermite interpolasyon polinomunun yapisal ispati su sekilde verilebilir;

(3.101) interpolasyon polinomunun (3.100) kosullarini saglanmasi i¢in

Ap(x5) = 0kj, Bi(z;) =0
A;(Z’j) :07 B];(.Z']) :5.14:]'7 k’,j :0,1,...,71

(3.109)

esitlikleri saglanmalidir. ¢, (x) Lagrange polinomunun derecesi n ve katsay1 polinomlari
Ag(x), Bg(x) € 13,41 oldugundan r ve s € II; olmak {izere
Ap(x) = me(2)i(x) ,  Bi(w) = sp(2)(v) (3.110)
seklinde alinabilir. (3.109) denkleminden
Oy = Ar()) = ri(a;) G (w5) = ri(;)dk (3.111)

yazilabilir. Buradan

re(zy) =1 (3.112)
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bulunur. Ayrica

0 = Ay () = () [0 ()] + 2 () O (25) 0, ()
= 14(75)0k; + 27k (25) 0, (25) O
0 = ry(zx) + 205 (zx) (3.113)

elde edilir. 7 (z) = ax + b lineer oldugundan (3.112) ve (3.113) esitliklerinden
ri(z) = [—20(zr)].2 + [1 + 22405 (21)] (3.114)
bulunur. Dolayisiyla
Ap(z) = [1+ 20 () (z — )]G (2) (3.115)

bulunur. Benzer sekilde yine (3.109) denkleminden
0= By(;) = s(x)0i(x;) = sr(x;)0n5 = sk (as) (3.116)
ve

Or; = By(;) = s3,(2;) 0 (25) + 28 (25) Ox (225 G (25)

= 83.(;)0n; + 281(25) 0, (25)01;

1= s (k) + 2s5.(xx) O, (k) (3.117)

yazilabilir. (3.116) ve (3.117) ifadelerinden
sk(z) =x — xp (3.118)

bulunur ki bu da
Bu(z) = (x — 2) & (x) (3.119)

oldugunu gosterir.

Teorem 3.6 (Burden ve Faires, 2011) (Hermite Interpolasyonunun hatasi) (3.101) ile

verilen Hermite interpolasyonunun hatast

n

wpt1(z) = [] (& — z) (3.120)

k=0

olmak tizere

B f(2n+2) (5)

2
= Gn @ G420

seklinde ifade edilebilir.
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Ispat. Bir z € [a,b] noktast alalm. Eger v = =z, k = 0,1,...,n ise (3.121)
ifadesinin her iki tarafi sifir oldugundan ortada ispatlayacak birsey yoktur. Dolayisiyla

x#xp, k=0,1,...,nolsunve
B = 1) - h(t) - S [1(@) - h(a) (.12
B w?(z) '
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun ¢ = x4, ..., x, ve t = x noktalarinda n + 2

tane kokii vardir. Rolle teoremini kullanarak E’(t) fonksiyonunun [a, b] kapali araliginda
t = z9,x1,...,7, ve t = x noktalarindan farkli en az n + 1 tane kokii oldugunu
sOyleyebiliriz. Ayrica (3.100) interpolasyon kosullarindan ¢ = z;, @« = 0,1,...,n
noktalarinin £’(t) fonksiyonunun kokleri oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla E'(¢)
fonksiyonunun [a, b] kapali araliginda en az 2n + 2 tane kokii vardir. Genellestirilmis
Rolle teoreminden E?"*+2)(¢) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a,b) oldugunu sdyleyebiliriz.
(3.122) ifadesinden

[wQ(t)](2”+2)
w?(x)

0= fe+3(g) - [f(z) — ()] (3.123)

yazilabilir. [(w?(t)]®"*? = (2n + 2)! oldugu hatirlanip, son esitlik f(z) — h(x) i¢in
¢oziiliirse (3.121) elde edilir. O

3.2.2. Gauss Kuadratiirii (Gauss Sayisal Integrasyon Yontemi)

Verimli ve etkili bir sayisal integrasyon yontemi olan Gauss kuadratoriiniin altinda

yatan fikri a¢iklamak i¢in dnce “dogruluk derecesinin tanimi ile baglayalim.

Tamm 3.7 Eger kuadratiiv formulii keyfi bir f(x) € Ily igin tam (hatasi sifir) sonug
veriyor fakat derecesi N + 1 olan en az bir polinom igin tam sonug vermiyorsa, yontemin

dogruluk derecesi N dir denir.

Lagrange interpolasyon polinomu

Fla) = 3 fubale) + ﬁﬂ”*”(@)wm (3.124)
k=0 .

kullanarak sayisal integrasyon formulii

n

15)= [ f@payiz = [ S 1felu(e) + Blpladds = 3 cufi+ B(f) 3125

k=0 k=0
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elde etmek mimkiindiir. Bu formiil

n

k=0
olmak iizere
I(f) = Qu(f) + E(f) (3.127)

seklinde de yazilabilir ve interpolasyon yardimiyla kuadratiir formulii olarak bilinir.

Burada agirlik katsayilari
b
Ck = / U (z)p(z)dz (3.128)

ve hata terimi

E(f) = /abE@)p(x)dx = /: w1 (z) fOD (&) p() dee (3.129)

(n+ 1!
seklindedir.

Hata terimine bakarak ),,(f) kuadratiiriiniin dogruluk derecesinin en az n oldugu
goriiliir. Bu ise ¢;, agirliklariin hesab icin bir baska ydntem belirtir. Integral alma islemi
lineer oldugundan Q,,(f) kuadratiirii 1, z, 22, .. ., 2™ polinomlarinin integralleri igin tam

sonug verir. Bunu kullanarak

I(f)=1") =Y qal =M, j=01,...,n (3.130)
k=0
biciminde n + 1 lineer denklem veya matris-vektdr formunda
11 1__00_ _MO_
To X1 ... Tp a1 M,
x% 3o xi cy | = | My (3.131)
x5t xn Cn, M,

sistemi elde edilir. Dikkat edilirse, katsayilar matrisi Vandermonde matrisinin devrigi olup

terslenebilirdir. Bu yiizden sistemi saglayan tek bir ¢ = [cics . . . ¢,]T vektorii vardir.

1814 yilinda tiim zamanlarin en biiyiik matematikg¢ilerinden biri olarak kabul edilen
Carl Frederich Gauss (1777-1855) su problemi ortaya atip kismen ¢ozmiistiir: (3.125)
ifadesindeki z; noktalar1 ve ¢, agirliklarini bilinmeyen olarak kabul edelim. Bu durumda
toplam 2n + 2 bilinmeyen olup, (3.130) ifadesinde j = 0, 1,...,2n + 1 i¢in 2n + 2 tane
lineer olmayan denklemden olusan bir sistem elde edilir. Bu durumda acaba bu sistemin

tek ¢6zimi var midir? sorusu giindeme gelir.
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Daha 6zelde temel amag f(z) = z°, i =0,1,...,2n + 1 igin tam sonug veren
Qu(f) = D Mef (k) (3.132)
k=0
biciminde n + 1 tane Onceden belirlenmemis nokta kullanan interpolasyona dayali
kuadratiir formulii aramaktir. (3.132) denkleminde A, agirlik katsayilar1 Christoffel

sayilar1 olarak bilinir ve ileride tanimlanacaktir.

Gauss p(z) = 1 ve x € [—1, 1] 6zel durumu igin bu lineer olmayan sistemin \j ve

xy, bilinmeyenleri i¢in tek ¢6ziimii oldugunu gdstermistir.

Diger bir soru ise acaba (3.132) kuadratiirii i¢in ulasilabilecek maksimum dogruluk
derecesi 2n + 1 degeri midir? Aslinda ele alinan bu problem Hermite interpolasyonu ile

yakindan ilgilidir. Kisaca hatirlamak gerekirse
Ap(w) = [1 = 2(z — z) b (a1) | G (2) (3.133)
Bi(z) = (x — x1)63(z) (3.134)

derecesi 2n + 1 olan polinomlar olmak iizere

n (2n+1)
f(z) =hz)+E(r) = ;[f(xk)Ak(x) + /(1) Bi(a)] + Wwi+l(x) (3.135)

esitligini saglayan tek bir h(x) € Il polinomu vardir. Buradan agirlik katsayilari
b b
= [ A@lp@)de = [ Bu@)p(a)ds (3.136)

olmak tzere Hermite kuadratir formuli

b n n
[ 1@ p@)de = 3" v flan) + Y e f (wr) + B(F) (3.137)
e k=0 k=0
yazilabilir. Hata fonksiyoneli ise ortalama deger teoreminden

(2n+2) .
BU) = g [ e @la)ds (3.139)

I(w} 1)
formundadir. Burada integrand pozitif oldugundan E'( f) hi¢ bir zaman sifir olamaz. Sonug
olarak Hermite kuadratiir formuliiniin dogruluk derecesi tam olarak 2n + 1 olur. Aksine
E(f) nin sabit kat1 olan I(w?, ;) degeri (3.125) ifadesinden hesaplanirsa Q,, (w2, ;) = 0
bulunur. Yani f(z;) = 0 oldugundan (3.125) denklemindeki biitiin agirlikli toplamlar

sifir olur. Fakat pozitif bir fonksiyonun belirli integralinin sifir olmas1 miimkiin degildir.
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Dolayisiyla, (3.125) veya (3.132) denklemindeki @), (f) derecesi 2n + 2 olan polinomlar
icin tam sonug veremez. Bu ise n+ 1 nokta kullanan bu kuadratiiriin dogruluk derecesinin

2n + 1 degerini asamayacagini gosterir.

Yukarida yapilan irdeleme, (3.136) denklemindeki 15, katsayilarinin yok edecek bir
yol bulunursa, dogruluk derecesi 2n + 1 olarak kalmak {izere Hermite kuadratiiriiniin
(3.132) benzeri bir kuadratiire doniisecegini gdstermektedir. 11 katsayilarini

= M [ @)i(w)ow)da (3.139)
seklinde yeniden yazip, w,,1(z) polinomunu ilgili ortogonal polinom ailesinin sabit bir
kat1 olarak alirsak (z; noktalarmi ilgili ortogonal polinomun kokleri olarak segersek)
biitiin 11, degerlerinin sifir oldugu goriiliir. Yani, { Py(x), P(x), ..., P,(z),...} kiimesi
(a,b) arahginda p(z) agirhigina gore ortogonal polinom ailesi olsun. Teorem 1.2’den
P,i1(x) = ap11wny () elemaninin derecesi kendisinden kiigiik her polinoma dik oldugu
biliniyor. Her bir ¢(z) Lagrange polinomunun derecesi n oldugundan xg,z1,...,x,
noktalar1 P, (z) polinomunun kokleri olarak segilirse

Mk:amﬂ#LWM)L%%H@W“wpwmx:O’ k=0,1,....,n  (3.140)

olur. Sonug olarak (3.137) denklemindeki Hermite kuadratiirii (3.132) denklemindeki
f)= Z e f (1) (3.141)
k=0

formuna indirgenir. iste dogruluk derecesi 2n + 1 olan bu ydntem “Gauss Kuadratiirii”

olarak adlandirilir.

Ayrica (3.133) denklemi (3.136) denkleminin ilk kisminda yerine yazilmasi ile

b

vy = / G (x)p(z)dz — 2¢] (xk)/ (7 — zp) 05 (2) p(z)da
pe
= [ Gw)pta)ds ~ 244w g (3.142)
=0
= [ s

bulunur. Gauss kuadratiiriinii (3.126) ve (3.128) formullerinin 6zel bir hali oldugundan
(3.128) ile verilen ¢ agirliklar ile (3.142) ile verilen agirliklarin ayni olmasi gerekir.

Yani
%:/@ M_%_/& Wy (3.143)
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olmalidir. Aslinda (3.126) ve (3.137) formulleri derecesi n olan polinomlar i¢in tam sonug

verdiginden f(z) = ¢;(z) alinirsa

/b li(z)p(z)dr = Zn) crli(zy) = ¢ = z”: veli(xr) = v; (3.144)
@ k=0 k=0

olur ve buradan ¢; = v; bulunur ki bu (3.143) esitligini dogrular. Ayrica (3.142)
denkleminden Christoffel sayilarinin pozitif oldugu goriiliir. Bu sayilarin agik temsili
(3.143) ifadesinde Lagrange polinomlar1

Pn+1($)
(x — ) Py (1)

Up(z) = Poii(x) = apriwny () (3.145)

formunda yerine yazilarak bulunabilir. Bunun sonucunda

. 1 b Pn+1(ZL')
= s / e (3.146)

ifadesi elde edilir. Ote yandan Darboux-Christoffel formulii olarak bilinen Teorem 1.6’da

y = xy almp P, (x) = 0 oldugu goz oniinde bulundurulursa

v 1 1 Qpn Pn+1(l'>
== ——0F, 3.147
Z:: h () = b2 ani (=) T — Tk ( )

ifadesi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin Py(x)p(z) = agp(x) ile ¢arpilip a dan b

ye integralinin alinmasiyla

b Pn+1($) Qp41 h2
_— dr = - 3.148
/a T — T plr)dz ap, P,(zy) ( )
esitligi bulunur. Burada FPy(z) = ap polinomunun & = 1,2,..., N i¢in Py(z)

polinomlarina dik oldugu ger¢egi kullanilmistir. Simdi (3.148) ifadesinin (3.146)
esitliginde yerine yazilmasiyla

An41 hi
3.149
i Plos (1) Po(r) G.149)

Wp =

Christoffel sayilarinin agik gosterimi bulunur. Ote yandan Teorem 1.9 ile verilen tiirevli

yineleme bagintisinda n = N + 1 ve x = x;, alinirsa C, ’\" oldugundan

an h%\/ 1 /\2N+2 1
P = + P 3.150
N+1<Ik) an+1 h?\[ (QN + 2) O'(l’k) N(xk) ( )

bulunur. Son esitlik (3.149) denkleminde yerine yazilirsa

Ay hy (2N +2) o(z)

2 12 2
ay hN+1 Aonto  Pr(zr)

(3.151)

Wy =
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Christoffel sayilar1 igin bir bagka temsil elde edilir. Ote yandan ¢y(z) = Z Z](f)
oldugundan wy, Christoffel sayilarini
2 2 (2N +2
wy = Ao I @GN +2) ofz) (3.152)

ay hi donge O (ak)
seklinde yeniden ifade etmemiz miimkiindiir. Cizelge 3.4.’de klasik ortogonal polinomlar

icin bu katsayilar, bas katsay1 ve L, normunun karesi verilmistir.

Ayrica klasik ortogonal polinomlarin Teorem 1.4’den bir ii¢ terimli yineleme
bagmtis1 sagladigim biliyoruz. Py () = apx”® + bpz*~* + ... olmak iizere burada gerekli

olan by, alt bagkatsayisi
by k<k —1)o’(0) + 7(0)
ap (k—1)o" + 1/
formiiliiyle hesaplanabilir. Ayrica bu bagintiy1 kullanabilmek i¢in ihtiya¢ duyulan Py(z)

(3.153)

ve Py (x) polinomlar:

B@=1 , P)=—(@-b) (3.154)

%)

seklindedir (Aytar, 2017).
Ornek 3.8 Uc noktal: Gauss-Legendre kuadratiiriinii elde ediniz.

Teorem 1.4’deki (1.22)-(1.23) ile (3.153)-(3.154) esitlikleri ve Cizelge 3.4.den

yararlanarak
1 1
Py(zr) =1, Py(z)=2, Pyz)= 5(3:52 —1), Py(x)= 5(5:c3 —3z) (3.155)

bulunur. P3(x) Legendre polinomunun koklerini xy = —\/3, 1 = 0ve xg = +\/§
olarak bulabiliriz. Christoffel sayilar1 ise (3.151) esitligini ve Cizelge 3.4.’1 kullanarak

Wy =g, W1 =

oot
©|oo

ve wy = 2 olarak bulunur. Dolayisiyla

/_11 f(z)dr ~ Zwkf(xk) = ; [5f( - ?) +8f(0)+5f (\/E)] (3.156)

kuadratiirii elde edilir.
Ornek 3.9 Iki noktali Hermite-Gauss kuadratiiriinii elde ediniz.

Benzer sekilde yine Teorem 1.4’deki (1.22)-(1.23) ile (3.153)-(3.154) esitlikleri ve
Cizelge 3.4.’den yararlanarak Hy(z) =1, Hy(z) =2z, Hy(z)= 42> — 2 bulunur.
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Cizelge 3.4. Klasik ortogonal polinomlar i¢in temel bilgiler (Nikiforov ve Uvarov, 1988).

p(x) o(z) 7(z) Ak aj, hi
Hermite )
e? 1 —2z 2k 2k 2k
x € (—00,00)
Laguerre o ) NP " (—1)k D(k+~vy+1)
z € (0,00) k! k!
Jacobi
a 1 T'(2k+a+p+1 208D (k4 a+1)T'(k+44+1)
re(=1,1) (1 —z)*(L+2)° 1—a? f-a—(a+p+2) k(k+a+6+1) P 1“((k+a+6+1)) k!(2k+a+(6+1)1“(3c+(a+6+1)
Legendre (2k)! 2
_ 72 _
e (1) 1 l—z 2z k(k+1) 2 (k1) Sy
Chebyshev 1 . ) 2 o k=0=m
—— - —r
x e (—1,1) V1—a? k#0=1T
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Dolayisiyla z;, noktalart Hs(x) polinomunun kokleri olan zy = —\/g ve 11 = %

noktalaridir. Agirlik katsayilart ise (3.151) ifadesinden wy = w; = @ bulunur. Sonug

/_O:O flx)e ™ de ~ \/; [f( - \/g) + f(\/i)] (3.157)

kuadratiirii elde edilir.

olarak

Ote yandan (3.138) ifadesinden

(2n+2) b
Blf) = gt || b @la)ds
2n+2)
- 2n—|—2'an+1/a nia (7 g
En(f) = SO i (3.158)

(2n +2)la? 4
bulunur. Dolayisi ile Gauss-Legendre kuadratiiriiniin hatasi £ € (—1, 1) olmak {izere

92n+3 Kn + 1)”4]47(271—1—2) (6)

ES) = —Gn 9ien o (3.159)
seklindedir. Buradan Ornek 3.8 icin hata terimi
By~ TETO© 0@ 6,160

7(6!)3 15750
olarak bulunur. Benzer sekilde Hermite-Gauss kuadratiirii i¢in hata terimi bir £ € R igin

2 (n+ DIVT (n+1)\V7

(2n + 2)1227+2 (2n + 2)127+1

Go(f) = FEm(E) = L frR)(¢) (3.161)

bigimindedir. Dolay1siyla Ornek 3.9°daki iki noktali Gauss-Hermite kuadratiiriiniin hatasi

|
2T poe) = YT 0 g (3.162

El(f) =

ile verilir. Sonug olarak (3.156), (3.157), (3.160) ve (3.162) ifadelerinden

1 (6)
/_1 F(a)da = ; [5]"( - \/g) L 8F(0) + 5f (ﬁ)] + 1157250) (3.163)
o0 g2 ﬁ 1 1
e ) A

yazilabilir.

VT )
+Ef4 (6) (3.164)
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3.2.3. Integrasyon Noktalarinin ve Agirhk Katsayilarinin Niimerik Hesabi

Bu bolimde bilgisayar programinda kullanilmak {izere klasik ortogonal
polinomlarin kokleri ve agirlik katsayilarinin nasil hesaplanacag lizerinde durulmustur.

[1k olarak Gauss kuadratiiriindeki integrasyon noktalarinin hesabiyla baslayalim.

Sonug 1.5’den ortonormal polinomlarin sagladig: ii¢ terimli yineleme bagintisinin

n=0,1,..., N igin yazilmasiyla, s(x) = —An¢n+1(x) olmak lizere
[ By—z A 0 0 [ @@ | [ o]
Ay B —=x Ay o1(x) 0
0 A, By—= : (3.165)
Ans on-1(z) 0
0 Ay Bo—z || on@ | | s@)
seklinde homojen olmayan (R—xz 1)t = b lineer denklem sistemi elde edilir. Eger z yerine
®n+1 polinomunun kokleri olan z;, ¢ =0,1,..., N degerleri alinirsa denklem sistemi

Rt = xt standart matris 6zdeger problemine doniisiir. Yani ¢y (x) dolayisiyla Py ()

polinomunun x;, ¢=0,1,..., N kokleri
By Ay 0 0 |
Ay By A
R=|0 A, B (3.166)
poo AN
0 .. ... Ava By |

simetrik li¢ koOsegenli matrisin 6zdegerleri olur. Bu ydntem Golub-Welsch

algoritmas1 olarak bilinir (Golub ve Welsch, 1969). R matrisinin bilgisayar
tarafindan hesaplanan k. oz vektori o* = [vf of, ..o 0k ok]T olup
th = [po(xr), d1(xr), ..., dn_1(zx)dn(xs)]T vektoriiniin bir katidir. Yani vf = a.t*

yazilabilir. ¢g(xy)

ho

elemanlarinin karsilagtirilmasiyla a = hov} olarak bulunur. Yani

¢o(wr)
o1 (Jik)

¢N71<xk)
On(zk)
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olur.

Cizelge 3.5. Klasik ortogonal polinomlar i¢in A,, ve B,, katsayilari (Alici, 2010).

A, B,
Hermite
B )
x € (—00,00)
Laguerre
—/(n+D)(n+y+1) 0 4+ 1
€ (0,00)
Jacobi 2 (n+1)(nta+1)(n+4+1) (n+a+p+1) B2—a?
(~1,1) 2n+a+ 542 (2n+a+B+1)(2n+a+B+3) (2n+a+p)(2n+atp+2)

Simdi de wy, agirliklarinin (Christoffel sayilarinin) hesabi igin bir yontem verelim.

on(z) = PZ—S” oldugundan (3.147) ifadesi

i ) ¢; (k) & o mww (3.168)

hN aAN+1 T — T

seklinde yeniden diizenlenebilir. (3.168) ifadesi © — xj, iken limit durumunda

i 2 an hN+1 /
Y o) = N (T1) Py (k) (3.169)
=0

aAN+1 h

elde edilir. ¢y, (xx) = Pynyi(2k)/hy41 oldugundan bu denklem (3.150) ifadesinden

yararlanarak

— "J a1 WA 2N +2 o(xy)  wg

seklinde ifade edilebilir. Burada (3.167) ifadesinden

1 al 2 1 al k\2
— =) ¢i(zy) = (v%) (3.171)
w ~ 20 = g 2
denklemi bulunur ki
N
Y@ =P =1, k=0,1,....N (3.172)
oldugundan wy, agirliklar
wy = (hovk)? (3.173)

olarak elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde klasik ortogonal polinomlar iizerine kurulan Gauss kuadratiirii
yardimiyla bazi fonksiyonlarin integralleri hesaplanacaktir. Bu hesaplamalar GNU
Octave programinda yapilmis, elde edilen sonuclar var olan sonuglarla karsilastirilmig
ve bu sayede yontemin verimliligi degerlendirilmistir. Gauss kuadratiiriinde kullanilan
klasik ortogonal polinomlarin kokleri ve agirlik katsayilart Golub-Welsch algoritmasiyla
hesaplanmis ve integralleri hesaplamak i¢im gerekli bilgisayar programi EKLER

boéliimiinde verilmistir.

Ornek 4.1 z € (—o0, 00) olmak iizere bazi f(x) fonksiyonlarinin

1(0@) = [ fa)eds (4.1

—0o0

seklinde goserilen integrallerini hesaplayalim.

Cizelge 4.1. x € (—00, 00) olmak iizere baz1 f(x) fonksiyonlari i¢in I(f(x)) degerleri

I(z?%)
(N=2-5)

I(cos )
(N =6-12)

I(e")
(N =6 12)

0.886226925452758
0.886226925452759
0.886226925452758
0.886226925452758

1.380388410050733
1.380388447754078
1.380388447031299
1.380388447043317
1.380388447043141
1.380388447043143
1.380388447043143

2.275875747617357
2.275875793567224
2.275875794453714
2.275875794468527
2.275875794468744
2.275875794468746
2.275875794468747

Cizelge 4.1., oldukea kii¢iik V degerleri i¢in baz1 f(z) fonksiyonlarinin (—oo, c0)
araligindaki integrallerini gostermektedir. Burada verilen fonksiyonlarin p(z) = e
agirhg altinda integralleri Hermite-Gauss kuadratiirii ile hesaplanmistir. i1k siituna dikkat
edilecek olursa, f(z) = z? fonksiyonu ikinci derece polinom oldugundan N > 2
degerleri i¢in Hermite-Gauss kuadratiiriiniin kesin sonug verecegi agiktir. Ciinkii NV nokta
kullanan Gauss kuadratiiriiniin derecesi < 2/N — 1 olan polinomlar i¢in tam sonug verdigi
bilinmektedir. Ote yandan f(z) = 22 fonksiyonunun (—oo, o0) arahginda p(z) = e=*’

agirhigr altindaki integrali kolayca hesaplanabilir. Bu hesab1 yapacak olursak
I(2?) = / 2e " dx = T(3/2) = 0.886226925452758 (4.2)
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bulunur. Tabloya baktigimizda, Hermite-Gauss kuadratiiriiyle bu integral 14— 15 basamak

dogrulukla hesaplamistir. Dolasiyla bu ve diger fonksiyonlarin integral hesabi i¢in

Hermite-Gauss kuadratiiriiniin dogrulugunun oldukga yiiksek oldugu sdylenebilir.

Ornek 4.2 z € (0, 00) olmak iizere bazi f(x) fonksiyonlarinin

10@) = [ fatedo

seklinde goserilen integrallerini hesaplayalim.

(4.3)

Cizelge 4.2. x € (0, 00) olmak iizere baz1 f(x) fonksiyonlari i¢in I(f(x)) degerleri

120.0000000000001
119.9999999999999
120

23.50000000004137
23.50000000001170
23.49999999999473
23.50000000000083
23.50000000000003

I(z>) I(cosx + %) I(sin 27)

(N =2—6) (N =17 — 23) (N = 61 — 67)

120 23.50000000155593 —3.200000000000110e — 02
119.9999999999999 23.49999999955197 —3.200000000000380e — 02

—3.199999999999995e — 02
—3.200000000000233e — 02
—3.200000000000019¢ — 02
—3.199999999999782e — 02
—3.200000000000003e — 02

Cizelge 4.2.°de (4.3) tipindeki bazi integrallerin Laguerre-Gauss kuadratiirii ile elde

edilen yaklagik sonuglar1 verilmistir. Agirlik fonksiyonu p(x) = x%e”

2, —x

mertebesi ¥ = 2 olan Laguerre polinomlart kullamlmigtir. Ote yandan f(z) =

fonksiyonunun (0, 00) araliginda p(z) = x%e”

hesaplanabilir. Bu hesab1 yapacak olursak

bulunur. Tabloya baktigimizda, Laguerre-Gauss kuadratiiriiyle bu integral tam dogrulukla

hesaplanmistir. Dolasiyla bu ve diger fonksiyonlarin integral hesab1 i¢in Laguerre-Gauss

0

/ e "dx = T'(6) = 5! = 120

agirhigr altindaki integrali rahatlikla

kuadratiiriiniin dogrulugunun oldukga yiiksek oldugu sdylenebilir.

Ornek 4.3 = € (—1, 1) olmak iizere bazi f(x) fonksiyonlarinin

1@ = [ f@) gt

bicimindeki integrallerini hesaplayalim.
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Cizelge 4.3. z € (—1, 1) olmak tizere baz1 f(x) fonksiyonlari igin I(f(x)) degerleri

I(z%)
(N =5-8)

I(e")
(N=9-12)

I(cosx)
(N =13 — 16)

0.981747704246810
0.981747704246811
0.981747704246809
0.981747704246810

3.977463260506419
3.977463260506416
3.977463260506422
3.977463260506424

2.403939430634412
2.403939430634412
2.403939430634415
2.403939430634412

Cizelge 4.3.°de (4.5) tipindeki baz1 integrallerin Chebysev-Gauss kuadratiirii ile
elde edilen degerleri verilmistir. Agirhik fonksiyonu p(z) = (1 — z)7V2(1 4 z)71/2
oldugundan, mertebesi («, 5) = (—1/2,—1/2) olan Jacobi polinomlar: (veya 1. tip
Chebysev polinomlart) kullamlmistir. Ote yandan f(z) = 2% i¢in (4.5) integrali rahatlikla

hesaplanabilr. Bu hesab1 yapacak olursak

5
/ = 2T (0.981747704246810 (4.6)

V1-— xz 16
bulunur. Tabloya baktigimizda, Chebysev-Gauss kuadratiiriiyle bu integral 14 — 15
basamak dogrulukla hesaplanmigtir. Dolasiyla bu ve diger fonksiyonlarin integral hesabi

icin Chebyshev-Gauss kuadratiiriiniin dogrulugunun oldukga yiiksek oldugu sdylenebilir.

Ornek 4.4 Bessel fonksiyonunun Poisson integral gosterimi, Re(v) > —1/2 olmak iizere

\/%(r?i);l) /_ 11(1 — 12)"~% cos(zt)dt 4.7)

seklinde tamimlanir (Abramowitz and Stegun, 1964). Gauss kuadratiirii yardimiyla bu

J,(z) =

fonksiyonun bazi noktalardaki degerlerini hesaplayalim.

(4.7) denkleminin hesabi i¢in Jacobi-Gauss kuadratiirii kullanilabilir. Dolayisiyla

bu denklem

(3 ! -1
T, (2) = m /_ (1— £2)"~% cos(zt)dt
( (4.8)
\/_ F(l/ + Z f(b)w
seklinde diizenlenebilir. Burada f () fonks1yonu
f(tx) = cos(zty) 4.9)

seklindedir ve ¢;, noktalari mertebesi (o, 5) = (v—1/2,v—1/2) olan Jacobi polinomunun

kokleridir. Agirlik katsayilart wy, degerleri ise (3.173) ifadesinden hesaplanabilir.
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Cizelge 4.4.”de bu fonksiyonun v = 4 i¢in baz1 z € [0,1] C R noktalarindaki
Ji(2) degerleri GNU Octave programi ile hesaplanmis ve sonuglar MATHEMATICA
programindan alian verilerle karsilastirilmistir. Oldukega diisiik N = 13 — 14 degerleri
icin 14 — 15 basamak dogruluk elde edilmistir. Burada Gauss kuadratiiriinde, mertebesi
(a, B) = (v—1/2,v—1/2) olan Jacobi polinomlar1 kullanilmistir. Agik¢a goriilmektedir
ki Jacobi-Gauss kuadratiirii (4.7) tipindeki integraller i¢in yiiksek dogrulukta sonuglar

vermektedir.

Cizelge 4.4. v = 4 igin baz1 z € [0, 1] C R noktalarindaki J4(z) degerleri

z N =13 N=14 MATHEMATICA verileri
0 0 0 0

0.1 2.602864854568405e — 07 2.602864854568405e — 07 2.602864854568403e — 07
0.2 4.158340274471934e — 06 4.158340274471935e — 06 4.158340274471932¢ — 06
0.3 2.099900591295839€ — 05 2.099900591295839¢ — 05 2.099900591295837e — 05
0.4 6.613510772909681e — 05 6.613510772909682¢ — 05 6.613510772909676e — 05
0.5 1.607364763642876e — 04 1.607364763642876e — 04 1.607364763642875e — 04
0.6 3.314703677802371e — 04 3.314703677802372e — 04 3.314703677802369e — 04
0.7 6.100970079583514e — 04 6.100970079583514e — 04 6.100970079583510e — 04
0.8 1.032984994207303e — 03 1.032984994207303e — 03 1.032984994207302¢ — 03
0.9 1.640552230973337¢e — 03 1.640552230973337¢e — 03 1.640552230973336e — 03
1 2.476638964109955e — 03 2.476638964109956e — 03 2.476638964109955e — 03

Ote yandan, Sekil 4.1°’de N = 40 ve u = 0,1,2,3,4,5 degerleri icin bazi
z € [0,10] C R noktalarinda .J,(z) fonksiyonlarinin grafigi verilmistir. Bu grafik, (4.7)
integrallerinin [0, 10] C R araliginda 0.1 adimlarla hesaplanmasiyla elde edilen niimerik

integral degerleri ile ¢izdirilmistir.

Ornek 4.5 Parabolik silindir fonksiyonunun integral gésterimi, Re(a) > —1/2 olmak

lizere

_1,2

e 4 0 1 1,2

U , _ 7/ ta—5 _Et —ztdt
(a,2) I'(3+a) Jo c

seklindedir (Abramowitz and Stegun, 1964). Gauss kuadratiirii yardimiyla bu fonksiyonun

(4.10)

bazi noktalardaki degerlerini hesaplayalim.

(4.10) integralinin hesabi i¢in Laguerre-Gauss kuadratiirii kullanilabilir. Dolayisiyla
bu denklem »
e /oo 2o 2t 2 gy
a) Jo

22 N

= 1> f(te)wx

a) =

(4.11)

—
N |+
+
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1.5 T T T
— Jo(®
= J1(x)
J2(x)
1 — 35(9|]
== J4(%)
J5(x)
0.5 J
Y N
; >
0.5 E
_1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

Sekil 4.1. N = 40 olmak {izere v = 0,1,2,3,4,5 ve baz1 z € [0,10] C R i¢in J,(z) fonksiyonlarmin
grafigi

seklinde diizenlenebilir. Burada f(¢;) fonksiyonu

2

_ (1)t
f(tk) —e 2 (4.12)

seklindedir ve ¢;, noktalari mertebesi v = a — 1/2 olan Laguerre polinomunun kokleridir.

Agirlik katsayilart wy, degerleri ise (3.173) ifadesinden hesaplanabilir.

Cizelge 4.5.’de bu fonksiyonun ¢ = 2 i¢in baz1 z € [0,1] C R noktalarindaki
degerleri, Laguerre-Gauss kuadratiiriiyle hesaplanmistir ve sonuglar MATHEMATICA
programindan alinan verilerle karsilastirilmistir. Burada Gauss kuadratiiriinde, mertebesi

~v = a — 1/2 olan Laguerre polinomlar: kullanilmistir.

Cizelge 4.5. a = 2 igin baz1 z € [0, 1] C R noktalarindaki U (2, z) degerleri

z N =90 N =091 MATHEMATICA verileri
0 0.810853476171679 0.810853476171679 0.810853476171680
0.1 0.702315455654097 0.702315455654096 0.702315455654096
0.2 0.607866882210139 0.607866882210138 0.607866882210138
0.3 0.525657986568045 0.525657986568044 0.525657986568044
0.4 0.454098735061240 0.454098735061240 0.454098735061239
0.5 0.391818529769774 0.391818529769774 0.391818529769773
0.6 0.337632697857989 0.337632697857989 0.337632697857989
0.7 0.290514572096641 0.290514572096641 0.290514572096641
0.8 0.249572183345391 0.249572183345391 0.249572183345391
0.9 0.214028762712587 0.214028762712587 0.214028762712586
1 0.183206394638938 0.183206394638938 0.183206394638937
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Tabloda goriildiigii gibi N = 90 — 91 nokta kullanarak yine 14 — 15 basamak
dogruluk elde edilmistir. Dolayisiyla bu fonksiyonun degerlerinin hesaplanmasinda da
Gauss kuadratiiriiniin verimi oldukca yiiksektir. Asagida N = 90 ve a = 0.5,2,3.5,5,8
degerleri igin [—3,3] C R araligindaki z noktalar: 0.1 artacak sekilde cizilen U(a, 2)

fonksiyonlarinin grafigi verilmistir.

3.5 T T
— U(0.5,X)
— U(2,X)
3r U(35,%) |
m— U(5,X)
e (8, X
25 L (8,X)
2 |-
15-r
l |
0.5 r
0 ‘
-3 2 1 0 1 2 3

Sekil 4.2. N = 90 olmak tizere a = 0.5,2,3.5,5,8 ve bazi z € [—3,3] C Rigin U(a, z) fonksiyonlarinin
grafigi

Ornek 4.6 Ikinci tip Legendre fonksiyonu Q" (z) ile Olver 'in Legendre fonksiyonu Q! (z)
arasinda
Qu(z) = "™ T(v + p+ 1)QY() (4.13)
seklinde bir iligki vardwr (Olver, 1974). Olver’in Legendre fonksiyonunun integral
gosterimi, v = n ve . = m negatif olmayan tamsayilar olmak iizere x € (1, 00) i¢in
e @=DE =gy
Q') = 2n+lp) /—1 (x — t)ntm+l dt (4.14)

seklinde tamimlamr (Dunster, 2010-2021 NIST). Gauss kuadratiirii yardimiyla bu

fonksiyonun bazi noktalardaki degerlerini hesaplayalim.

(4.14) ifadesi n = 0 i¢in

Qf' () = (2 1% /1 L (4.15)
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seklindedir. Bu integrali hesaplayacak olursak

~3n[zi), m=0
Q' (z) = (4.16)
@D [ —1)™ — (z+1)™], m=12,

esitligini elde ederiz.

Ote yandan (4.14) integralinin hesab1 i¢in Jacobi-Gauss kuadratiirii kullanilabilir.

Dolayisiyla bu denklem
my @ =1)% 1 (1)
Qn (l’) - 2n+1’l’L' /_1 (l’ o t)n+m+1 dt
eyt (4.17)
:L' —
S ont+lpl Z f tk
seklinde diizenlenebilir. Burada f(t;) fonksiyonu
1
f(tr) = (4.18)

(z — t)rmtl
seklindedir ve t;, noktalar1 mertebesi («, 5) = (n,n) olan Jacobi polinomunun kokleridir.

Agirlik katsayilar wy, degerleri ise (3.173) ifadesinden hesaplanabilir.

Q" (z) fonksiyonununn = 0 ve m = Oiginbazi z € (1, 2) noktalarindaki degerleri
Jacobi-Gauss kuadratiiriiyle hesaplanmis ve sonuglar Cizelge 4.6.°da gosterilmistir.
Burada dogal olarak mertebesi («, 5) = (n,n) olan Jacobi polinomlar1 kullanilmistir.
Cikan sonugclar, bu integralin gercek degeri olan (4.16) ifadesinden alinan sonugclarla

karsilagtirilmistir.

Cizelge 4.6.n = 0 ve m = 0 igin baz1 = € (1, 2) noktalarindaki QY () degerleri

T N =110 N =120 Gergek Degeri
1.01 2.651652454029446 2.651652454029536 2.651652454029537
1.11 1.476981430338848 1.476981430338849 1.476981430338848
1.21 1.176820131897166 1.176820131897167 1.176820131897165
1.31 1.004215253018324 1.004215253018325 1.004215253018324
1.41 0.885612433393174 0.885612433393174 0.885612433393173
1.51 0.796813653203730 0.796813653203730 0.796813653203729
1.61 0.726823271574691 0.726823271574691 0.726823271574691
1.71 0.669719471919193 0.669719471919193 0.669719471919193
1.81 0.621952757330654 0.621952757330654 0.621952757330653
1.91 0.581231880327321 0.581231880327322 0.581231880327321
Benzer sekilde Q7 (x) fonksiyonunun n = 0 ve m = 1 i¢in baz1 z € (1,2)

noktalarindaki degerlerini rahatlikla hesaplayabiliriz. Q}(x) degerleri Cizelge 4.7.’de
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gosterilmistir. Yine burada Q}(x) degerleri Jacobi-Gauss kuadratiiriiyle hesaplanmigtir
ve mertebesi (a, ) = (n,n) olan Jacobi polinomlari kullanilmistir. Cikan sonuglar, bu

integralin gergek degeri olan (4.16) ifadesinden alinan sonugclarla karsilastirilmistir.

Cizelge 4.7.n = 0 ve m = 1 igin baz1 = € (1, 2) noktalarindaki Q} () degerleri

T N =110 N =120 Gergek Degeri

1.01 7.053456158567111 7.053456158584738 7.053456158585978
1.11 2.075689697621009 2.075689697621013 2.075689697621008
1.21 1.467892379250259 1.467892379250259 1.467892379250257
1.31 1.181716128922779 1.181716128922780 1.181716128922778
1.41 1.006003635904912 1.006003635904913 1.006003635904911
1.51 0.883848951807802 0.883848951807802 0.883848951807801
1.61 0.792528390609124 0.792528390609125 0.792528390609124
1.71 0.720918516265345 0.720918516265346 0.720918516265345
1.81 0.662833318079882 0.662833318079883 0.662833318079882
1.91 0.614515454328551 0.614515454328551 0.614515454328551

Dikkat edilecek olursa, Cizelge 4.6. ve Cizelge 4.7.’deki x = 1.01 noktasi i¢in
Q" (x) degerleri 11 basamak dogrulukla hesaplanmistir. Bunun sebebi x degerinin
1 sayisimna ¢ok yakin olmasidir. Bundan dolay1 * = 1 degerine olduk¢a yakin
noktalarda N degerini artirmak gerekir. Ciinkii (4.14) ifadesindeki integral altindaki
fonksiyonun payda kisminda (z — ¢)"*™! vardir. Bunun digindaki diger noktalarda
Q7 (x) fonksiyonu Jacobi-Gauss kuadratiirii yardimiyla 14 — 15 basamak dogrulukla
hesaplanmistir. Dolayisiyla Olver’in Legendre fonksiyonunun integral gosterimi igin

Gauss kuadratiirliniin veriminin yiiksek oldugu sdylenebilir.

Ote yandan Sekil 43.°de N = 200, n = 2vem = 0,1,2,3 degerleri
icin, Qb'(z) fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir. Burada, fonksiyon degerleri (1, 8)
araligindaki x degerlerini 0.01 artirarak (4.14) integrallerinin Jacobi-Gauss kuadratiirii

ile hesaplanmasiyla elde edilmistir.

Ornek 4.7 Riemann-Zeta fonksiyonunun integral gosterimi, s # 1 olmak iizere

s—1

1 ©
<) = 1755 /0 s (4.19)

seklindedir (Abramowitz and Stegun, 1964). Gauss kuadratiirii yardimiyla bu fonksiyonun

bazi noktalardaki degerlerini hesaplayalim.

(4.19) integralinin hesabi i¢in Laguerre-Gauss kuadratiirii kullanilabilir. Dolayistyla
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Q3(x) Q3(x)

1 1.2 14 16 18 2 1 12 14 16 18 2

X X
2 3
Q2(X) Q2(X)
5 25
4 20
3 15
> >
2 10
1 5
0
1 12 14 16 18 2 1 12 14 16 18 2
X X
Sekil 4.3. N = 200,n = 2vem = 0, 1, 2, 3 olmak lizere baz1 z € (1,2) C Ri¢in Q*(z) fonksiyonlarinin
grafigi
bu denklem
1 oo g5l
d
) =15 / ™
1 N (4.20)
seklinde diizenlenebilir. Burada f(z}) fonksiyonu
s—1 err
flzg) =y, o1 (4.21)
seklindedir ve x; noktalar1 mertebesi v = 0 olan Laguerre polinomunun kokleridir.
Agirlik katsayilar wy, degerleri ise (3.173) ifadesinden hesaplanabilir.
Cizelge 4.8.°de bu fonksiyonun s = 2,3,...,10 degerleri Laguerre-Gauss

kuadratiirii yardimiyla hesaplanmis ve elde edilen niimerik sonuglar MATHEMATICA
programindan alian verilerle karsilastirilmistir. Burada mertebesi v = 0 olan Laguerre

polinomlar1 kullanilmigtir.
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Cizelge 4.8. s = 2,...,10 i¢in ((s) degerleri
N =80 N =281 MATHEMATICA verileri

= © 00 IO Ui WIN®

1.644934066848227
1.202056903159595
1.082323233711140
1.036927755143372
1.017343061984451
1.008349277381926
1.004077356197947
1.002008392826087
1.000994575127823

1.644934066848226
1.202056903159594
1.082323233711138
1.036927755143369
1.017343061984449
1.008349277381922
1.004077356197943
1.002008392826080
1.000994575127816

1.644934066848226
1.202056903159594
1.082323233711138
1.036927755143369
1.017343061984449
1.008349277381922
1.004077356197944
1.002008392826082
1.000994575127818

Cizelge 4.8.’dan goriilecegi tizere N = 80 — 81 nokta kullanarak ((s) fonksiyonu
Jacobi-Gauss kuadratiirii yardimiyla 14 — 15 basamak dogrulukla hesaplanmistir.
Dolayisiyla Riemann-Zeta fonksiyonunun integral gosterimi i¢in Gauss kuadratiiriiniin

veriminin yiiksek oldugu sdylenebilir.

Ornek 4.8 [kinci tip hiperbolik Bessel fonksiyonu, 0 < v < 1 ve x > 2 olmak iizere

ﬁ ey’ [ 3 V_% ml _;
K (z)=— YT ¢ / o4 1) pdetar 422

olarak tanmimlanir (Gautschi, 2002). Gauss kuadratiirii yardimiyla bu fonksiyonun bazi

noktalardaki degerlerini hesaplayalim.

Burada v, 0 ya da 1 degerlerine ¢ok yakin olursa (4.22) integralinin Gauss
kuadratiiriiyle hesabinda ¢ok fazla dogruluk kayb1 yasanmaktadir. Bu yiizden bu 6rnekte
0.05 < v < 0.95 alinacaktir. Bu fonksiyonun » = 0.5 i¢in baz1t x € (2,3]
noktalarindaki degerleri, mertebesi v = v — 1/2 olan Laguerre-Gauss kuadratiiriiyle
hesaplanip, Cizelge 4.9.’da verilmis ve ¢ikan sonuglar MATHEMATICA programindan

alman verilerle karsilastirilmistir.

Cizelge 4.9.’dan goriilecegi tizere N = 90 — 91 nokta kullanarak Ky 5(x)
fonksiyonu Laguerre-Gauss kuadratiirii yardimiyla 13 — 15 basamak dogrulukla
hesaplanmigstir. Dolayisiyla ikinci tip hiperbolik Bessel fonksiyonunun integral gosterimi

icin Gauss kuadratiiriiniin veriminin oldukga yiiksek oldugu sdylenebilir.

Ornek 4.9 Airy fonksiyonun integral gosterimi

™

Ai(z) = ~ /0 ~ cos (tg + act) dt (4.23)
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Cizelge 4.9. v = 0.5 igin baz1 = € (2, 3] noktalarindaki Ko 5(z) degerleri

T N =90 N =91 MATHEMATICA verileri
2.1 1.059087589969536¢e — 01 1.059087589969535¢ — 01 1.059087589969535¢ — 01
2.2 9.362692023167925¢ — 02 9.362692023167925¢ — 02 9.362692023167928¢ — 02
2.3 8.285499818361580e — 02 8.285499818361580e — 02 8.285499818361586¢ — 02
2.4 7.339180368364197¢ — 02 7.339180368364197¢ — 02 7.339180368364202¢ — 02
2.5 6.506594315400997¢ — 02 6.506594315400997¢ — 02 6.506594315400998¢ — 02
2.6 5.773080476413595¢ — 02 5.773080476413595¢ — 02 5.773080476413596¢ — 02
2.7 5.126051384233938¢ — 02 5.126051384233937¢ — 02 5.126051384233941¢ — 02
2.8 4.554664305820191e — 02 4.554664305820191e — 02 4.554664305820193¢e — 02
2.9 4.049551645342883e — 02 4.049551645342883e — 02 4.049551645342885¢ — 02
3 3.602598513176458¢ — 02 3.602598513176458¢ — 02 3.602598513176459¢ — 02

seklindedir (Moslehi ve Ansari, 2015). Gauss kuadratiirii yardimiyla bu fonksiyonun bazi

noktalardaki degerlerini hesaplayalim.

(4.23) integrali altindaki fonksiyon c¢ok salinimli oldugundan Laguerre-Gauss

kuadratiirii yakinsamamaktadir (Bkz. Sekil 4.4.).

Bu yiizden Airy fonksiyonu i¢in bir bagka integral gdsterimi kullanilacaktir. Airy

0 2 4 6

t3
Sekil 4.4. cos <§ + xt) fonksiyonunun grafigi

fonksiyonu, ikinci tip hiperbolik Bessel fonksiyonu ile yakindan iliskilidir. v = % icin K 1

ile Ai(x) fonksiyonu arasinda

(4.24)
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iligkisi vardir (Gautschi, 2002). ( > 2 olmak iizere K 1 icin (4.22) integralini (4.24)

ifadesiyle iliskilendirecek olursak

(4.25)

denklemi elde edilir.

Cizelge 4.10.’da bu fonksiyonun bazi x € (2,3] noktalarindaki degerleri,

mertebesi ¥ = —1/6 olan Laguerre polinomlarin1 kullanan Laguerre-Gauss
kuadratiiriiyle hesaplanmis ve sonugclar MATHEMATICA programindan alinan verilerle

karsilastirilmistir.

Cizelge 4.10. ¢ > 2 olmak iizere baz1 x € (2, 3] noktalarindaki Ai(x) degerleri

T N =90 N =91 MATHEMATICA verileri
2.1 2.995260211586653e — 02 2.995260211586651e — 02 2.995260211586652¢ — 02
2.2 2.561040442177322¢ — 02 2.561040442177319¢ — 02 2.561040442177321e — 02
2.3 2.183199318062263¢ — 02 2.183199318062260e — 02 2.183199318062263¢ — 02
2.4 1.855609362297546¢e — 02 1.855609362297545¢ — 02 1.855609362297546¢ — 02
2.5 1.572592338047049¢ — 02 1.572592338047048e — 02 1.572592338047048¢ — 02
2.6 1.328928252967148e — 02 1.328928252967147¢ — 02 1.328928252967148e — 02
2.7 1.119853545106588¢e — 02 1.119853545106586e — 02 1.119853545106588¢e — 02
2.8 9.410506914923967¢ — 03 9.410506914923955¢ — 03 9.410506914923962¢ — 03
2.9 7.886312304121228e — 03 7.886312304121219¢ — 03 7.886312304121230e — 03
3 6.591139357460718¢ — 03 6.591139357460711e — 03 6.591139357460719¢ — 03

Cizelge 4.10.’dan da gorildigi tizere N = 90 — 91 nokta kullanarak 14 — 15
basamak dogruluk elde edilmistir. Ancak bu sekilde bir doniisiim sayesinde Gauss
kuadratiiriiniin, Airy fonksiyonunun x > 2 noktalarindaki degerlerini hesaplamada

yiiksek verime sahip oldugunu soyleyebiliriz.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde diger sayisal integrasyon yontemlerine gore daha kararli olan ve yiiksek
dogrultuda sonuglar veren Gauss sayisal integrasyon yontemi (Gauss kuadratiirii) detayli
sekilde incelenmistir. Gauss kuadratiiriiniin diger yontemlere gore en biiyiik avantaji NV +1
nokta kullanarak derecesi 2N + 1 olan polinomlar1 tam olarak integre edebilmesidir.
Bundan dolay1 ortaya ¢ikan sonuglar diger yontemlere nazaran daha keskindir. Ancak
elbette Gauss kuadratiiriniin art1 yonleri oldugu kadar eksi yonleri de vardir. Airy
fonksiyonu buna 6rnek olarak verilebilir, ¢iinkii bu integral altindaki cosiniis fonksiyonu
cok salinimlidir. Dolayisiyla Gauss kuadratiiriiniin verimi oldukga diisiikmektedir. Boyle
bir durumda cok salmimli bu tiir fonksiyonlar i¢in Filon tipi integral yontemleri
kullanilabilir (Xu ve Xiang, 2014). Ancak yine de Gauss kuadratiiriiniin bir ¢ok

fonksiyonun integralini hesaplamada énemli derecede etkin bir rol oynadig1 sylenebilir.

Gauss kuadratiirii ayrica fizik ve miihendislik alaninin bir ¢ok yerinde kullanilan
klasik ortogonal (dik) polinomlar ile yakindan iligkilidir. Dolayisiyla bu g¢alismanin
fizik-matematik etkilesiminin bir nevi yansimasini gostermesinden dolayr bilim ve
teknolojilere 6nemli katkilar saglayacagi umulmaktadir. Ote yandan pratikte kullanmak
ve hesaplamalar yapabilmek ilizere bu yontem i¢in gerekli bilgisayar programi GNU
Octave dilinde yazilmis ve EKLER bdliimiinde verilmistir. Sayisal integral hesabi
yapmak isteyen arastirmacilara kaynak teskil etmesi agisindan bu programin kullanici

dostu olmasi planlanmaktadir.
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EKLER

EK 1: Klasik ortagonal polinomlarin koklerini ve Christoffel sayilarini, Golub-Welsch
algoritmasini kullanarak hesaplayan .m dosyasi.

% Bu fonksiyon klasik ortogonal P_(N+1) (x) polinomunun

% koklerini ve Gauss kuadratiriinin agirliklarini (Christoffel

% sayilarini) Golub-Welsch algoritmasi kullanarak hesaplamaktadir.
% GIRDI

% N+1 : 1,2,... polinomun dereceleri

% cop : 1 igin Hermite polinomlari

% 2 igin Laguerre polinomlari

% 3 igin Jacobi polinomlari

% gama : Laguerre polinomlarinin derecesi

% (a,b) : Jacobi polinomlarinin derecesi

% Eger cop ==1 ise gamma, a ve b degerleri 6mnemli degildir, bunlar igin
% rastgele bir sayi giriniz

% Eger cop ==2 ise a ve b degerleri dnemli degildir, bunlar igin

% rastgele bir sayi giriniz

% Eger cop ==3 gama degeri ¢6nemli degildir, bunun igin rastgele bir
% say1i giriniz

% GIKTI

% x : N+1 inci derece klasik ortogonal polinoma kargilik gelen kok
% gw : Christoffel sayilari ya da Gauss kuadratiri agirliklari

function [W,x,gw,R] = roots_weights(N,a,b,gama,cop)
if (cop ==1) %(-inf,inf), Hermite polinomlarinin kékleri
B =0;
A =[sqrt((1:N-1)/2)1;
hO =sqrt(pi);%Birinci Hermite polinomunu H_O(x) in L2 normunun karesi
elseif (cop ==2)7%(0,inf), mertebesi gama olan Laguerre polinomlarinin kékleri
B =[2.x(1:N)+gama-1];
A =[-sqrt(((1:N-1)) .*x((1:N-1)+gama))];
h0 =gamma(gama+1);%L" (gama) _0(x) fonksiyonunun L_2 normunun karesi
else Ysinirli aralik, mertebesi (a,b) olan Jacobi polinomlarinin kékleri
B =[(b-a)/(a+b+2) (b"2-a72)./((2.%(2:N)+a+b-2) .*x(2.*%(2:N)+a+b))];
A =[2/(at+b+2)*sqrt ((a+1)*(b+1)/(a+b+3))
2./(2.%(2:N-1)+a+b) . *sqrt ((2:N-1) . *((2:N-1)+a+b) .*. ..
((2:N-1)+a) .*((2:N-1)+b) ./ ((2.%(2:N-1)+a+b-1) . *(2.*(2:N-1)+a+b+1)))1];

if (atb ==-1) %P~ (a,b) _0(x) polinomunun L2 normunun karesi
hO =gamma (a+1)*gamma (b+1) ;
else
h0 =(27 (atb+1)*gamma (a+1)*gamma (b+1) )/ ((a+b+1)* (gamma (a+b+1))) ;
end
end
R =diag(A,1)+diag(B)+diag(A,-1);  %kosegenlestirilmig liggensel matris
[W,x] =eig(R); x =diag(x); %klasik ortogonal polinomlarin kékleri
gw =h0.*W(1,:).72; gw =guw'; %Gauss kuadratiri agirliklari.
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EK 2: Klasik ortagonal polinomlar iizerine kurulu Gauss quadratiirii i¢in .m dosyasi (EK
1’deki programa ihtiya¢ duymaktadir).

% Bu fonksiyon su tip integralleri hesaplamaktadir :

% eksi sonsuzdan sonsuza f(x)*e”~(-x"2)dx Hermite durumunda (cop ==1)
% 0 dan sonsuza f(x)*x~(gama)*e”(-x)dx Laguerre durumunda (cop ==2)
% -1 den 1 e £(x)*(1-x) a*(1+x)"b dx Jacobi durumunda (cop ==3)

% GIRDI

% N+1 : 1,2,... polinomun dereceleri

% cop : 1 icin Hermite polinomlari

% 2 igin Laguerre polinomlari

% 3 igin Jacobi polinomlari

% gama : Laguerre polinomlarinin derecesi

% (a,b) : Jacobi polinomlarinin derecesi

% Eger cop ==1 ise gamma, a ve b degerleri 6mnemli degildir, bunlar igin
% rastgele bir sayi giriniz.

% Eger cop ==2 ise a ve b degerleri 6nemli degildir, bunlar igin

% rastgele bir sayi giriniz.

% Eger cop ==3 gama degeri ¢6nemli degildir, bunun igin rastgele bir

% sayi giriniz.

% GIKTI
% int : Sonug alinmasi istenen integralin degeri.

% ORNEK GALISTIRMA

h 1)

% int = gauss(@(x)(x.72),1,5,0,0,0)

% eksi sonsuzdan sonsuza x"2 e~ (-x"2)dx integralini hesaplar ki

% burada cop =1 (Hermite-Gauss), N =5 tir. a =b =gama =0 alinabilir,
% cinki cop =1 oldugundan a,b ve gama hesaplamaya dahil degildir.

b 2)

% int = gauss(@(x)(x.72),2,5,0,0,.5)

% 0 dan sonsuza x"2*x”(.5)*e”(-x)dx integralini hesaplar ki

% burada cop =2 (Laguerre-Gauss), N =5, ve gama =0.5 dir. a =b =0 alinabilir,
% ¢lnki cop =2 oldugundan a ve b hesaplamaya dahil degildir,

% sadece gama degeri hesaplamaya dahildir.

% 3)

% int = gauss(@(x)(x.72),3,5,-0.5,-0.5,0)

% -1 den 1 e x72/sqrt(1-x"2)dx integralini hesaplar ki

% burada cop =3 (Jacobi-Gauss), N =5, a =b =-0.5 dir. gama =0 alinabilir,
% clnki cop =3 oldugundan gama hesaplamaya dahil degildir,

% sadece a ve b degerleri hesaplamaya dahildir.

function int = gauss(f,cop,N,a,b,gama)
[W,x,gw] = roots_weights(N,a,b,gama,cop);
int =sum(f (x) .*gw);
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