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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
ADOMIAN AYRISIM METODUNUN UYGULAMALARI
Esra CADIRCI AKSAN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Yil: 2019, Sayfa: 58

Bu tezde, Adomian ayrigim metodu kullanilarak lineer ve lineer olmayan bazi problemlerin ¢oztimleri
elde edilmistir. Bu tez besg bdliimden olugmaktadir. Birinci bdliimde, ele alinan problemlerin niye
calisilmas gerektigi iizerinde durulmustur. Tkinci béliimde, énceki ¢aligmalar iizerinde durulmustur.
Uciincii boliimde Adomian ayrisim metodu tanitilarak 6rneklere yer verilmistir. Dordiincii boliimde,

¥ +p(x)y = g(x), Y = px)y +qx)y* +r(x), ¥ =(ax+by+c)
Y’ +p(x)y = q(x)y", ¥+ px)y” + gq(x)y =0,
u2ux —uy =0, u3ux —uy =0

seklinde verilen belirli bir yapiya sahip denklemler Adomian ayrisim metodu ile yaklasik ¢oziimleri
icin gerekli teoremler formiile edilerek orneklerle izah edilmistir. Son boliimde ise Adomian ayrisim
metoduyla elde edilen sonuclar degerlendirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diferansiyel denklemler, Adomian ayrisim metodu, Taylor seri metodu



ABSTRACT

MSc Thesis
APPLICATIONS OF ADOMIAN DECOMPOSITION METHOD
Esra CADIRCI AKSAN

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Year: 2019, Page: 58

In this thesis, Adomian decomposition method is applied to spesific ordinary and partial differential
equations to obtain their solutions. This study contains five chapters. In the first chapter, the importance
of the problems taken into consideration are mentioned. In the second and third chapter Adomian
decomposition method and its history are introduced.

¥ +p(x)y = g(x), Y = p)y +q(x)y* +r(x), ¥y =(ax+by+c)
¥’ +p(x)y = q(x)y", v+ px)y” + g(x)y = 0,
u2ux —uy =0, u3ux —uy =0.

Theory of these specific first and second order linear and non linear ordinary and partial differential
equations similar to classical ones are formulated by Adomian decomposition method and also their
approximating solutions are obtained. Accuracy of obtained results is tested by examples.

KEY WORDS: Differential equations, Adomian decomposition method, Taylor series method
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TESEKKUR

Bu tezin calismasinda ve hazirlamasinda bana her tiirlii imkan1 saglayan, benden desteklerini
esirgemeyen, beni motive eden, bana her konuda yardimci olan, her diistiigiimde ayaga kaldiran ve bana
giivenen tez danismanim Sayin Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI hocama, tez jiirimde bulunmay1 kabul
eden hocalarima,

Hayatim1 diizene koyan ve daha da giizellestiren esime ve beni tiirlii fedakarliklarla yetistiren
aileme Ozellikle anneme ve babama tesekkiir ederim. Babam gorseydi gurur duyardi.

iii



1. GIRiS Esra CADIRCI AKSAN

1. GIRIS

Mekanikte, matematiksel fizikte ve diger uygulamali bilim dallarinda ve hatta
sosyal bilimlerde problemlerin ¢ogu lineer veya lineer olmayan yapidadir. Bu lineer ve
lineer olmayan problemlerin yaklasik veya tam ¢oziimlerini bilmek olduk¢a 6nemlidir.

Asagidaki diferansiyel denklemler Adomian ayrisim metodu ile irdelenmistir.

Y +p(x)y = g(x)

denklemi lineerdir. Bu lineer denklem Adomian ayrisim metodu ile irdelenerek klasik

coziimle karsilagtirilmastir.

Y = p(x)y + q(x)y* + r(x)

denklemi literatiirde Riccati denklemi olarak bilinmektedir. Klasik olarak ¢6zmek icin
denklemin bir 6zel ¢oziimiine gereksinim vardir fakat Adomian ayrigim metodu ile

cozmek icin 0zel bir ¢oziime gereksinim yoktur.
y' = (ax + by + ¢)?

denklemi lineer olmayan bir denklemdir. Klasik ¢oziime benzer olarak bu denklem

Adomian ayrisim metodu ile irdelenmistir.

Y’ + p(x)y = g(x)y"

denklemi Bernoulli denklemi olarak bilinir. Adomian ayristm metodu ile klasik ¢oziime

benzer olarak yaklasik bir ¢oziim verilmistir.

'+ px)y +g(x)y =0

matematikte, matematiksel fizikte ve mekanigin bir ¢ok alaninda 6nemli bir yere sahip

olan bu denklem Adomian ayrisim metodu ile ele alinmistir.

u2ux —uy =0
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ve
u3ux —uy =0

yar1 lineer kismi diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii Adomian ayrigim metodu ile elde

edilmistir.

Bu denklem ve benzerleri matematiksel fizikte bircok uygulama alanina sahiptir.
Bu denklemin degisik varyasyonu olan ve pratikte uygulamalara sahip olan ve simdiye
kadar Adomian ayristim metodu ile formiile edilemeyen problemler ele alinarak
irdelenmigtir. Diferansiyel denklemler teorisi dogada gercek hayat problemlerini
formiile eden en temel enstriimanlardan biridir. Dolayisiyla, yaklsik veya tam
cOziimlerini bilmemize yardimci olan ve olduk¢a 6nemli olan metotlardan bir tanesi

Adomian ayrisim metodudur.

Ayrica, mekanik, fizik ve diger sosyal bilimlerde de yaygin bir kullanima
sahiptir. Sistem konumun degisim orani ve konumu iceren bir denklem tarafindan
idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya bayag: diferansiyel denklemler
(BDD) ya da kismi diferansiyel denklemler (KDD) ile ifade edilir. Dolayisiyla,
matematiksel fizikte problemlerin ¢ogu ikinci mertebedendir. Bayagi ve kismi
diferansiyel denklemlerin uygulama alanlar1 oldukca zengindir. Bu denklemlerin
uygulama alanlar1 i¢in ¢esitli kaynaklar mevcuttur. Bunlardan birkaci (Davis, 1962;
Chandrasekhar, 1967; Richardson, 1921) olarak siralanabilir.

Bu denklem icin yar1 analitik ¢oziim sayilan metot: ilk kez 1970 yilindan 1990
yillarina kadar George Adomian tarafindan gelistirilmistir. Literatiirde kendi ismi ile
anillan Adomian ayristm metodu olarak bilinmektedir (Adomain, 1986). Degisik
uygulamalart ve bu metodun yakinsakli1 icin (Adomian, 1988; Adomian, 1992;
Adomian, 1994; Cherrault, 1989; Abbaoui ve Cherrault, 1994) calismalarina
bakilabilir.

Bu tez beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ele alinan problemlerin
niye calisilmas1 gerektigi iizerinde durulmustur. ikinci boliimde, dnceki ¢alismalar

iizerinde durulmustur. Ugiincii boliimde Adomian ayrisim metodu tanitilarak 6rneklere
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yer verilmistir. Dordiincii boliimde,

Y + p(x)y = q(x), Y = p(x)y + g(x)y* +r(x), ¥ =(ax+by+c),
Yy’ + p(x)y = q(x)y", '+ p(x)y" +q(x)y =0,

uzux —uy =0, ugux —uy =0

seklinde verilen belirli bir yapiya sahip denklemler Adomian ayrisim metodu ile
yaklasik ¢oziimleri icin gerekli teoremler formiile edilerek orneklerle izah edilmistir.

Son boliimde ise Adomian ayrisim metoduyla elde edilen sonuclar degerlendirilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bilim ve teknolojide bircok problemin modeli baslangic ya da sinir deger
problemi olarak bilinen bir kismi diferansiyel denklem veya genel olarak bir
diferansiyel denklem olarak ifade edilir. Bu modelize edilen problemin matematiksel
olarak bir anlam ifade edip etmedigini bilmek olduk¢a Onemlidir. Bu problemin
niimeriksel olarak matematiksel cikarsamalarini elde edebilmek i¢in cesitli metodlar
mevcuttur. Bu metotlardan bir kaci; Lineerlestirme, Ayriklastirma, Pertlirbasyon,
Diferansiyel doniisiim metodu, Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu, Homotopi
analiz metodu, Homotopi pertiirbasyon metodu ve Varyasyonel iterasyon metodu
seklindedir. Baz1 metodlar gibi pratikte kullanigli olan metodlardan birisi (Adomian,

1986) tarafindan gelistirilen Adomian ayrisim metodudur.

Literatiirde yar1 analitik metot olarak bilinen Adomian ayristm metodu ilk kez
George Adomian tarafindan gelistirilmistir. Literatiirde kendi ismi ile anilan Adomian
ayristm metodu olarak bilinmektedir (Adomain, 1986). Degisik uygulamalar1 ve bu
metodun yakinsaklhi§i icin (Adomian, 1988; Adomian, 1992; Adomian, 1994;
Cherrault, 1989; Abbaoui ve Cherrault, 1994) calismalarina bakilabilir.

Benzer problemlerin daha farkli metotlarla ¢oziimii i¢in (Tanriverdi, 2009; Tanriverdi
ve Mcleod, 2007; Agiragac, 2017; Tanriverdi ve Agiragag, 2018) c¢aligmalarina

bakilabilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, Adomian ayristm metodu tamtilacaktir. Ayrica, bu metot farkl
bir ve iki degiskenli fonksiyonlara uygulanarak karsilik gelen Adomian polinomlari
bulunmustur. Bununla birlikte, farkli bir cok bayag1 ve kismi diferansiyel denklemlere

Adomian ayrigim metodu uygulanmistir (Adomian, 1994).

3.1. Adomian Ayrisim Metodu

Sinir deger problemlerinin ¢ogu nonlineerdir ve nonlineer problemlerin ¢cogunda
analitik ¢6ziimii bulmak olduk¢a zordur. Bu nedenle problemin yaklasik ¢oziimii icin
yeni yaklagimlar gerekmektedir. Simdi bu yaklagimlardan Adomian ayristm metodu ele
alinacaktir (Adomian, 1994).

F(u) = g(1) (3.1)

denklemini goz Oniine alalim. Burada F lineer ve lineer olmayan terimleri iceren bir
diferansiyel operatordiir. L lineer operator olmak iizere Lu lineer terimi olsun. Bu
durumda L’nin tersi kolaylikla bulunabilir. Bu her zaman kargilastigimiz bir durum

degildir. L en yiiksek mertebeden tiirevin terimini gostermek iizere
Fu=Lu+ Ru+ Nu (3.2)

seklinde yazalim. L tiirev oldugundan tersi de integraldir. L’nin mertebesi n ise , L™
de n defa integraldir. Lineer operatoriin geri kalan kism1 da R dir. Nonlineer terimi ise

Nu tarafindan temsil edilir. Boylece (3.1) denklemini

Lu+Ru+Nu=g
Lu=g—-Ru—Nu (3.3)
L'Lu=L"'¢g— L '"Ru—-L"'Nu

biciminde yazariz. Baslangi¢ deger problemi icin L = d"/dt" ise L™!, 0 dan ¢ ye n defa
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ardarda integral alinmasi gerekir. Eger operator

d2
T anr

ise (3.3) denkleminin sol tarafi ele alinirsa

t t
L_lLu:/ / u” (t)dt.dt
0 J0

- [ 1w+ oplar
= /l(u’(t) +c—u'(0)—c)dt
0
= /0 (' (1) — u'(0))dt
= [u(t) -t (0)];,]
= u(r) — tu’(0) — u(0) — 0.u'(0))
L™ Lu = u — u(0) — 1/ (0)

bulunur. Bu durumda (3.3) denkleminin son hali

u=u(0)+tu'(0)+ L g — L7'Ru— L™'Nu

(3.4)

olur. Ayn1 operatdrii sinir deger problemi ile ele alalim. L~! belirsiz integral ve

u = A + Bt sartlar1 kullanilarak A ve B terimleri elde edilir. u = ), u, toplam

n=0

dekompozisyonunda ilk ii¢ terimi uy olarak tanimlanir. Nonlineerlik icin A, ler

Adomian polinomlarin1 gdstermek tizere

[oe)
Nu = Z A, (ug,ur,us, ..., uy)
n=0
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olsun. Burada Nu nun analitik oldugu kabul edilir. Bu A,, Adomian polinomlari

Ao = fla)
A = (| fao)

A=y o) flu) + (Z—?) (j—%) )

o =y o) 7)1 (j—%) fla) + (3—?) (j—gg) )

seklinde gosterilir. n > 1 olmak iizere

n

Ay = c(vm) ) uo)

v=1

seklinde bulunur. f(u#) = u olmasi halinde A,, u, e indirgenir. Aksi halde

A, = An(uO’ u, un)

olur.

fw) = u’
ise

Ag = ug

A1 = 2uguy

Ag = u% + 2140142

Az = 2uqug + 2upus . ..

olur. A, nin her teriminin iist indis ile alt indis ¢arpiminin toplami n ye esittir. ¢(v, n)

bileseni u olan v iist indislerin

toplamidir. Burada u# nun ist indis ile alt indis

carpiminin toplami n dir ve tekrar eden alt indisli terimin katsayisi tekrar edilen

sayimin faktoriyelinin 1 e boliinmesiyle bulunur. Sonug olarak c¢(1,3) sadece ug tiir.

c(2,3) ise ujus dir ve ¢(3,3) = (1/ 3!)u? dir. u ya gore lineer olmayan bir denklemde,
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f(u) = 3 A, seklinde yazilabilir. Bilindigi gibi A, polinomlar1 tek bir bicimde
n=0

yazilamaz.

) = u?
ise

Ao = u(z) s

A1 = 2u0u1 .

Ag = u% + 2140142

dir. Fakat burada A; = 2ugu; + u% seklinde de yazilabilir. Yani Ay nin ilk terimini de
icerebilir. Ciinkii s nin hesaplanabilmesi icin uy ve u; in bilinmesi gerekir. Nu i¢in

>, A, serisinin toplami genellestirilmis Taylor serisinin u#g(x) civarindaki toplamina
n=0

[Se]

esittir. ), u, serisi genellestirilmis Taylor serisinin u( fonksiyonu civarindaki toplamina
n=

esittir. m en yiiksek mertebeli lineer diferansiyel operatoriiniin mertebesi ise serilerin

toplam1 1/(mn)! e yakinsar. Yani bu sifira yakinsar. Bu seriler yakinsak oldugundan

n—-1
@n = 2, Ui, n. kismi toplami bu tez ve yapisi i¢in pratik bir ¢oziimii olarak alinabilir ve
i=0
lim ¢, =u
n—oo

dur.
F) =" Adlf(w)]

olsun veya daha basit bir ifadeyle
f (u) = Z Ap
n=0

olsun yani f(u) = uise u = ), u, dir. Burada
n=0

Ap=up, A1 =u

bulunur. Sonug¢ olarak ¢6ziimiin nonlineerligi s6z konusu oldugunda u ve f(u), A,
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terimleri cinsinden yazilir veya basitce u; lerin dekompozisyonu olarak yazilir. Yani n
n-1

terimli yaklasim ¢, = ), u; toplamindaki yaklagim n — oo icin
i=0

o0
=Dt
n=0

e yakinsar. Bu durumda ¢oziim

(o) o0

u:mu:u—L_lR u, — L7" A
Z n 0 Z n Z n
n=0 n=0 n=0

seklinde genel seri formu elde edilir ve benzer olarak acik bir sekilde

up = —L_lRuo - L_lA()
us = —L7'Ruy — L' Ay

Ups1 = —L 'Ru, — L7'A,, n>0

dir. Ag sadece ug a baglh oldugundan biitiin bilesenler belirlenebilir. Ay, ug ve u; e, Ao,
ug, U1, ug € baghdir ve digerleri de bu sekilde bulunur. Bir baska deyisle ayrigtirilmis

polinomlarin genel hali

d/ln (Z Ay

biciminde formiile edilerek (Adomian, 1994) ve (Seng ve ark., 1996) tarafindan

A, = ,n=>0

=0

literatiire kazandirilmistir. n terimli yaklasik pratik bir ¢oziim olarak ele alinir veya u

nun yaklasig1 olarak diisiiniiliir. (Bazen bu ¢, olarak ifade edilir.)

[y

u—

ing

8 T

Ui,

1

lim ¢, = E u =u
1=

olur. Burada yakinsaklik (Cherrault, 1989) da verilmistir. Bu konudaki daha ayrintil
calismalar i¢in (Gabet, 1962) ye bakilabilir.
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3.2. Dekompozisyon Esitligi icin Bir Baz

Yakinsakligin orani ve dogrulugu icin en alt basamagi ele alalim. u( baglangi¢
terimi ilk yaklagiktir. Burada ug sistem hakkinda bilgi veren en uygun yaklagiktir. Sonug

olarak
ug = o0 + L_lg

dir. g girdisi fiziksel sistem tarafindan tanimhidir ve ® nin icerdigi baslangic ve sinir
deger kosullar1 L® = 0 ¢oziimiidiir. Ustelik m, ¢, yaklasigindaki terim sayisi, n ise
L nin mertebesi ise yakinsama 1/(mn)! dir. Hatta m sayis1 kiiciik oldugunda da ¢,,
¢Oziimiiniin cogunu icerir. Bu konuda daha fazla bilgi i¢cin (Adomian ve ark., 1989) a
bakiniz.

A, polinomlar1 genellestirilmis Taylor serisinin baglangi¢ fonksiyonu civarindaki

formlarin1 olusturdugundan asagidaki sekilde yazilabilir.
S ) o 1
flu)= 3 Aw = fluo) +unf Do) + | 55 | fPuo) + 2 f V)
n=0 ’

+ u [P (uo) + wyua f P (ug) + ( )f(?’)(u )+

Bu denklem diizenlenirse

2

Fu) = Fluo) + (uy + g + ) fO(ug) + % gy + | FO ) + ..

L] )+ [ S

elde edilir (Adomian,1994).
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3.3. Adomian Polinomlari

Ag =

f(uo)

Ay = up fD(up)

= up [ (o) + ( 1 ) ui £ o)
s uo) + uruz f P (uo) + (%) i £ o)

g f O (up) +

(%) ui + u1u3] P (uo)

(21‘) ”1M2f(3)(u0) + (i') ulf(4)(u0)

As = us fD(uo) + [ugus + uyug] £ (up)

+

Ag = u fV(uo) +

+

—+

(8t 3

(51t ) + (3 )

1
(5) U + ustty + u1u5] A (uo)
(1 1

(3‘) us + ujuous + (2|) u%u4 f(3)(1/l0)

(%) % (%) 2 ( ;,) ulug] FD(ug)

i') utus fO (ug) + (61') 18 £ O (ug)

A7 = ur fOug) + [usuy + uzus + uyug] £ (ug)

—+

(1 1 1
(2') ugug +u (2‘) u§ + ujuouy + (2|) u u5] FO(up)

uj (;) 34 (21') u%u2u3 + (;‘) u1u4] f(4)(uo)

()t 5]+ (3] te] 0000

51,) wius fO (ug) + (7!) ui £ (uo)
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Diger polinomlar da benzer yolla olusturulabilir (Adomian, 1994).

Ornek 1 (Adomian, 1994)

f(u) = u? fonksiyonun Adomian polinomlarini bulunuz.

Coziim 1
A1 = 2u0u1

2
Ao = 2ugus + Uy

Az = 2ugus + 2uqus

Her «™ terimi m defa terimin ¢arpanidir. Her A, terimi ise 2 ¢arpana sahiptir, list
indislerin toplami m dir. (Bu durumda m = 2 dir). Bir terimdeki bir alt indis ile bir
tist indis carpiminin, bagka bir alt indis ile bir iist indis ¢arpimu ile toplami ise n i
verir. Ornek olarak, A3 iin ilk terimini ele alalim. 2ugus ve her bir u lu terimdeki alt
indis ile ust indis ¢arpilip biitiin terimler toplandiginda 3 i verir. Bu katsayilar1 gézden
gecirelim. Her katsay1 m! in, her bir terimin iist indislerinin faktoriyellerinin carpimina
boliinmesiyle elde edilir. Bunun sonucu olarak A3(?) in ikinci terimi

2!
[T

2
katsayisina sahiptir. Ayrica Ao nin ikinci terimine bakalim

2!

Tl

katsayisina sahiptir. A, ler bu sekilde devam edilirse u? in diger terimleri bulunur.

Ayg = 2uguy + u% + 2uqius

As = 2uous + 2uquy + 2ugus

Ornek 2 (Adomian, 1994)

f(u) = u? fonksiyonun Adomian polinomlarini bulunuz.
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Coziim 2

A= c(v,m) fuo)
v=1
Ao = f(uo) = ug
1

Ar= e Do) = e(1, 1) fPuo)

1

V=
1o 2 _ o2
uy.3uy = 3uguy
2

Ay = ) e 2 uo) = e(1.2)f Vo) + ¢(2.2)f P (wo)

Vv

1
1o 2 2 2 2
= uy.3uy + 2'u1.6u0 = 3ujug + 3uguy

3
A= ) c(v.3)f V(o) = c(1,3)f (o) + e(2.3) P o) + ¢(3,3)f Vo)
v=1
1
= uz.3ug + ujuy.Guo + gu‘%.G = u} + 3uluz + Guguius
4
Ay =) e, ) ug) = (1,4 fDuo) + c(2,4) f P (ug) + ¢(3,4) £ ¥ ()
v=1

+ (4,4 FD(up)
1 1 1
142 2, 1.1 2.1 4
= uy.3uj + (2!u2 + ujus).6ug + 2!u1u2.6 + 4!u1.0

= 3u%u4 + 314%1/!2 + 3u§u0 + Ouguius

Ornek 3 (Adomian, 1994)

f(u) = u® fonksiyonun Adomian polinomlarini bulunuz.

Coziim 3

n

Ay = crm) fuo)
v=1
Ao = f(uo) = u
1

A=) e, Do) = e(1,1) fDug) = bujun

v=1
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2

Az = ) e up) = e(1,2)f Vo) + e(2.2) P (wo)

v=1
Ay = 5uéu2 + 10ugu%

3
A= > cn.3)fVwo) = ¢(1,3) f Do) + e(2,3) £ (wo) + ¢(3,3) Do)
v=1

Az = 5u61u3 + QOugulug + 10u(2)u:1)’
4

Ay =) e D) Fup) = c(1,4) fDug) + o(2,4) f P (ug) + ¢(3,4) £ (u)
y=1
+c(4,4) £D(up)
Ay = 5uéu4 + 5uilu0 + 10u3u% + 20u8u1u3 + SOM%u%ug
5
As =Y c(1,5) M uo) = ¢(1,5)fP(uo) + ¢(2,5) £ (uo) + ¢(3,5) £ (uo)
y=1

+¢(4,5)f D (uo) + (5,5) f(uo)
_ .5 4 3 3 3 22
As = uy + dugus + 20uguiuy + 20uyuous + 20uiuous + 30ugusuy

+ SOu(Q)u%u;;
6
Ag= Y c(n6)f" o) = c(1,6)fV(uo) + c(2,6) fP(ug) + c(3,6) f(ug)

v=1
+ c(4,6) £ 4)(uo) + ¢(5,6) ™) (uo) + ¢(6,6) /(o)
Ag = 5uéu6 + 5u‘11u2 + 10u8u§ + 10u3u§ + 20u8u1u5 + 20u8u2u4
+ 20u:13u0u3 + 30u8u%u4 + 3Ou%u%u0 + 60u%u1u2u3

7
Az =) e, o) = (1,7 f Do) + ¢(2,7) fP(uo) + ¢(3,7) £ (uo)

y=1
+¢(d 1) Do) + ¢(5.7) f Do) + ¢(6.7)f Vo) + ¢(7.7) f T uo)
A7 = 5uéU7 + 5uilu3 + 10u:13u§ + 20u8u1u6 + 2Ou8’u2u5 + 20u8u3u4
+ 20u3u1u0 + 20u‘%u0u4 + 30u%u§u3 + 30u§u§u1
+ 3014%14%”5 + 60u§u1u2u4 + 60u%u0u2u3

8

Ag = ) c(r,8)fVuo) = e(1,8)f Do) + e(2,8) f P uo) + ¢(3,8) Do)

v=1

+¢(4,8) fW(up) + (5,8) f ) (uo) + (6,8) £ (up) + ¢(7,8) £ (up)
+¢(8,8) £ (ug)
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Ag = 5uéu8 + 5u§1u0 + 5u411u4 + IOMSMZ + 10u%u% + 20u(3)u3u5
+ 20upusug + 20uiuiuy + 20uSusug + 20uiusus + 30ususus
UpU2Ug Uiy Ujusug ujugu3 UglUaUg
+ 30u8u§u4 + 30u8u%u6 + 30ufu§uo + 60u%u2u4u0

+ 60u1u§u3u0 + 60u3u1u3u4

Ornek 4 (Adomian, 1994)

f(0) = sin 6 ise Adomian polinomlarini bulunuz.

Cozim 4

A= clv,m)F(60)

v=1
Ap = f(6) = sin b
1

A=) e, DfY00) = e(1,1) £ V(00)

v=1

= 61 cos by
2

Ay = ) c(r.2)f M (00) = c(1.2)fV00) + 2.2/ P(00)

v=1

=0} coso —19281n0
= Ug. 0 91 1 0

o] R,

) sin 8y + 62 cos 6y

c(v,3)f"(80) = (1, 3)fM(G0) + ¢(2,3) £ @ (B0) + ¢(3,3) fP(60)

M

Ag =

<
Il
—_

. 1
= Hé cos Oy + 9%0;(— sin 6g) + 59%(— cos 6p)

93
= - (El) cos 8y — 0162 sin 0 + 03 cos O

Ornek 5 (Adomian, 1994)

f(x) =sinh () ise Adomian polinomlarim bulunuz.
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Coziim 5

n

A= c(v,m) fV(x0)

v=1
Ap = f(xp) =sinh (%)
1
Ar= ) c(n1)f(x0) = e(1, 1) fP(x0)

) xicosh (%)
c(v,2)fM(x0) = ¢(1,2) f D (x0) + €(2,2) P (x0)
1 X0 1 ) 1 2 . X0
Xo cosh (5) + (5) Xy (5) .sinh (3)
X cosh(ﬁ)+ l x2 1 2sinh(x—0)
2 2 27112 2

c(1,3) " (x0) = c(1,3) fM(x0) + (2,3) P (x0) + ¢(3,3) £ (x0)

Il
—

1]
—_—
N | —

&
I
[

Il
—

SN~—

Il
— — <

NI~ N

'
I
NeR

Il
—_

2

1 1 1\
x%cosh(@)jtxllx% — sinh(x—)+ — xi)’+ — cosh(ﬁ)
2 2 2 3! 2 2
X0 1 2 X0 1 1 3 X0
— —_— ] — —_— 3 —_— —
)X3COSh(2)+(2) xlesmh(2)+(6)x1 (2) cosh(2)

4
Ar= ) ) fV(x0) = e(1,4) fD(x0) + e(2,4) F 2 (x0) + ¢(3,4) D (x0)

o

Il
— —— <

N = N

| |
b)) en () (3)

|

|
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Ornek 6 (Adomian, 1994)

m > 0 olmak iizere, f(u) = u™" fonksiyonun Adomian polinomlarini bulunuz.

Coziim 6

= > cr,m) o)
v=1
Ao = f(uo) = uy™
1

= Z c(v, 1) P up) = ¢(1,1) fD(up)
v=1

(m+1) —(m+1)
= —uimu 0 U, 78

2

Az = Y e(r.2)f o) = e(1,2)f Do) + (22 f P (uo)

v=1
9 1
= —u%muo(mﬂ) + 2—u1m(m + 1)u0(m+2)
1 _
= §m(m + 1)u0(m+2) % muo(m+1)u2
3
= > c(n.3) o) = e(1,3)fVluo) + c(2.3) P (wo) + ¢(3,3)f P (uo)
v=1
1
= —ugmuo(mﬂ) + uluzm(m + 1)u0(m+2) + 3‘u1[ m(m + 1)(m + 2)]uj —(m+3)
1
= —ém(m + 1)(m + 2)u0(m+3) 3+ m(m + 1)u0 D ugug - muguo(m+1)

Ornek 7 (Adomian, 1994)
v ondalik say1 olmak iizere, f(u) = u” fonksiyonun Adomian polinomlarin

bulunuz.
Coziim 7
=" c(rm) ) up)
v=1
A = f(uo) = u)

1

= e )Y ug) = (1 1)V (up)

v=1
1. v-1 y-1
= yujug, =7yuy Ui
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2

Az = ) e up) = e(1,2)f Vo) + e(2.2) P (wo)

v=1
= yu%ug_l + %u%y()f - l)ug_2
= yug_lug + %y()/ - 1)ug_2uf
Az = 3 c(v,3)f " (uo) = ¢(1,3) fD(ug) + ¢(2.3) f @ (uo) + c(3,3) P (uo)
v=1
= yuéug_l + u%uiy()f — l)ug_2 + %ui’y(y -1y - 2)ug_3
= yul " uz +y(y = Dul Cugus + éy(y ~ D(y - 20u)*u$
Ag= i c(r,4) 7 uo) = e(1,4) fDuo) + c(2,4) P uo) + ¢(3,4) fP (uo)
v=1

+c(4,4) fD(uo)

-1 1 —] 1 -3
= yuqu!  + (aug + u1u3) y(y — 1)ug + (Eu%u%) vy = D(y - 2)ug

() o - 0 - 20 =30

-1 1 _9
= yug ug+y(y —1) (éu% + ulug) ug

1 s 1 »
+ 5y =Dy = 25 iy + 277y = DOy = 2y =3 uy

Ornek 8 (Adomian, 1994)

k, p, g sabitolmak lizere

d2
ag—kx”u =g, u(l)=u(-1)=0

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metodu ile ele alalim.

Coziim 8 L = j—; ve L7! = fox fox(.)dx oldugundan verilen denklem
Lu=g+kx'u

olur. Her iki tarafa L' uygulanirsa

2

X
M0:C1+ng+g?
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olmak iizere, )’ u, yi ele alalim. Bu halde, m > 0 olmak iizere
n=0

Ume1 = L7 kxPuyy,]
yazilir. Boylece u seri ¢oziimii
u= Z(L_lkxp)’"uo
m=0
o (o] o 2
u= Z(L_lkxp)mcl + Z(L_lkxp)mczx + Z(L_lkx”)’"g%
m=0 m=0 m=0

u = c1¢1(x) + capo(x) + I'(x)

elde edilir. Burada

kmxmp+2

1O = ) e D 7D

& kmxmp+3
029= ) G+ 2 73)
00 1 m,.mp+4
y 58k™x™MP
F(x) = n;) (mp + 3)(mp + 4)

olur. u(1) = u(-1) = 0 oldugundan c; ve ¢ katsayilari
c1¢1(1) + caga(1) + I'(1) =0
c191(=1) + c2¢2(-1) + I'(-1) =0

sisteminden elde edilir.

3.4. Dekompozisyon Coziumlerinin Analitik Yaklagiklar:

u ¢Oziimiiniin m terimli ¢, yaklasig1 ¢,,[u] ile gosterilir. Bu ¢,,[u] ifadesi, ), u,
n=0
yakinsak serisinin u# ayrisim metodunu temsil eder. T,

d2

d
TS0+ () + A0
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operatoriinii temsil etsin ve
Tu = g(t)

denklemini ele alalim. Burada,

g =) gut"
n=0

olsun. Sadece m terim kullanilacagindan

ele alinir. Denkleme karsilik gelen u analitik ¢oziimiiniin yaklagig1

Coplu] = ¢m[g]

ile temsil edilir.

m — oo icin limit alinirsa ¢,,[g] yaklasig1 g ve o,[u] da u olur.

NOT: o0y+1[u] hesaplanan son yaklasig1 o,(u) ya esit oldugunda pc
hesaplamalarinda sikint1 olusabilir.

Kismi diferansiyel denklemler s6z konusu oldugundan u ¢Oziimiiniin analitik

yaklagiklar1 benzer olarak hesaplanir.

g(t,x) = i i gt X"

1=0 m=0

olmak tlizere,

Liowmlu] + Rioy[u] = ¢nlg]

yi ele alalim.
Verilen g yaklasiklari ve baslangi¢ kosullart i¢in o,(#) lar hesaplanabilir.
Nihayetinde katsayilar,

[ee] (o]
a(t,x) = Z Z apmt' x™

=0 m=0

20
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gibidir.

d2u N /
TSHu=g = e u0) = o, () = 1

denklemindeki asimptotik ayrisim i¢in (Adomian, 1986) a bakilabilir. Yine bu

asimptotik ayrisim metodu ile denklem

d?u

u=g(x)— T2

olarak yazilir. Bu halde,

up = g(x) = Z gnx"
n=0

ve m > 1ic¢in

d2
Unp = — (W) Um-1

yazilir. g yaklasig1 veya

)

yazilir. Analitik yaklasik o7, [u] seri olarak Z ( seklinde yazilir. Burada

n=0
o = pulg]
d?
0',(,'") = —ﬁo;(lmi (n>1)

d?
D" = = e

m—1
dir. Eger g nin tiimii kullanilmazsa ¢,, = >, u; de m — oo i¢in limit halinde u ya
i=0

21
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yaklagilir. Bu ise sadece o, [¢] mevcuttur. Ayn1 denklemde

d*u

u=g(x) - )
up = g(x)
d2

Um = _ﬁum—l

yazilirsa,

U = Z ag))xn
n=0

Uy = Z al™mx"
n=0

a" = ~(n+1)(n +2)a’";"

yazilir. Boylece,

u= ium iiaﬁlm)x":ix"ianm):ianx"
m

=0 m=0 n=0 n=0 m=0 n=0

bulunur. Burada

a, = Z al™
m=0

dir. Asimptotik ayristm (dekompozisyon) i¢in ¢6zim

(o]
u= Z amx™
m=0

ile verilir.

Burada alt1 ¢izilmesi gereken iki nokta vardir.
1) Bu metod, nonlineer denklemlerdeki nonlineer terimi de yukaridaki polinomlar
cinsinden ifade ederek aciklar.

2) Katsayilar1 singiiler olan bayag1 diferansiyel denklemler icin de bu metod, asimptotik

22
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ayrisimda hicbir giicliige sebebiyet vermemektedir. Ornegin,

d?u
(1—x)@+u:g(x)

2
u:g(x)+(x—1)%
up = g(x)

dir (Adomian, 1994).

3.5. Iki Degiskenli Fonksiyonlarda Dekompozisyon

Bu kisimda diferansiyel denklemler i¢in dekompozisyon metodunun nasil
kullanilacag1 iizerinde durulacaktir. Buradaki yaklasim da tek boyutlu yaklasimla
aynidir. Burada x ve t ye gore tiirevler sirasiyla, Lyu ve L,u ile gosterilir. Bu metodu

baz1 orneklerle izah etmeye ¢alisalim (Adomian, 1994).

fluw) = u’
olsun. Ayrisim metoduyla

ou

ou 1 1
E+£+f(u)_o, u(o,x)—ﬂ, u(t,O)——;

yi ele alalim.

__[9u 2
Liu = (ax) u

yazilir. Bu halde u = 3 u, ve u>? de u = Y, A, seklinde temsil edilir. Bu halde,

n=0 n=0
L = —(8/0x) Z Uy — Z Ap
n=0 n=0
u = ug —Lt_l(é?/@x)Zun —Lt_len
n=0 n=0

23
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yazilir. Sonug olarak,

1
uy = u(x,0) = o

_1AO

dug
0x
)

yazilir. A,(u?) degerleri yazilir toplanirsa,

1 + ! + t2 + ! +
u=— R JR— - e
2x  4x2  8x3  16x%

1 t 12
u=— |1+ —+—+---
2x 2x  4x?

elde edilir. Eger - < 1 ise geometrik seriden u = elde edilir. Tersine L,u ya gore

(2x 2x—1)
yiik problemi ¢oziiliirse,

Lot = (‘9”) fw)

o0 (o)

u=uy— L;'(8/0t) Z up — L' Z A,
n=0 n=0
uy = -1/t

d
w = —L;! (%) — LAy = —2x/1

olur veya

bu ise geometrik serlden < 1 olmasi halinde u = (2 ) olur. Netice itibariyle farkli
yakinsaklik bolgelerinde aynmi sonug elde edildi. Operator se¢imleriyle yakinsaklik
araliginin degisik oldugu goriildii.
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Ornek 9 (Adomian, 1994)

of ) _

ot 0

Up — Uxx T

denklemini ele alalim. f(u(x,t)) analitik bir fonksiyondur.

Coziim 9 Burada

82
L= 5o
(92
e

olsun. Dolayisiyla problem

9f(u)
ot

Ltu—Lxu =L

seklinde yazilir. Dekompozisyon metodu kullanilarak

0f(u
Liu=Lu- ](;(t )

0f(u
Lyu=Lu+ ];(t )

denklemlerinden herhangi biri ¢oziilebilir. Tersi alinirsa,

u==ao + Lt_leu - L,_1 (6];”)) veya
u==a, + L;lLtu + L;l (8];(tu))

elde edilir. Burada @, ve @, verilen baslangi¢ veya sinir deger kosullarindan elde edilir.

9f(u)
ot

oldugumuz yontemle elde edilir. Netice itibariyle ¢oziim f(u) ya ve yukarida verilen

Genel olarak @, ve ®, den herhangi biri kullanilarak ¢oziim elde edilir. alisik

baslangic kosullarina gore elde edilir. (Problemin anlasilabilirligi icin f(«) = 0 alalim.)
Yukaridaki problemi asagidaki gibi modifiye ederek ¢cozelim.
Uy — Uyy =0 u(0,x) =0, u(t,0) =0, u(n/2,x) =sinx, u(t,7/2) = sint

9 o°

L =— ve L, =—
" or2 T a2
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Esra CADIRCI AKSAN

olmak tizere yiik denklemi
L;u = Lxl/l
seklinde yazalim. Buradan,

u = crki(x) + coko(x)t + Lt_leu

u = c3ks(t) + cakyq(t)x + L;lL,u
coziimleri elde edilir.

O, = c1k1(x) + caka(x)t
O, = c3k3(t) + caky(t)x

olarak alinirsa

u=® +L 'L ve

u=0,+ L ' Lu

veya

elde edilir. ¢; in ilk yaklasi81 uy = @, ve iki terimli ¢ nin yaklasi81 ise ug + u; dir.

Burada u; = L' Lyug dir. t ye gore yukaridaki kogullar

$1 = up = crk1(x) + coka(X)t
icin uygulanirsa, bir sonraki terim icin

up = Lt_leuo = Lt_le[czt sin x|

elde edilir. Bu muhakemeye devamla us, us, ..., u, elde edilir. Dolayisiyla herhangi bir

n igin

up = (L7 L) 'ug = co(sin x)(=1)"t2"1 /(2n + 1))

yazilir. Dolayisiyla m terimli yaklasim

m—1
@,y = cosinx Z(—l)”t2n+1 /(2n + 1)
n=0

26
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ile ifade edilir. Ayrica,

D, (r/2,x) = sinx

oldugu gozoniine alinirsa

ciki(x) =0,
m—1
C9 sin x Z(ﬂ/2)2”+1/(2n + 1) =sinx
n=0

elde edilir. m — oo i¢in, c — 1 oldugu asikardir. Dolayisiyla ¢oziim u = sin x sin¢

dir. Bu yiizden elde ettigimiz yaklagik ¢6ziim tam ¢oziimii verir.

Ornek 10 (Adomian, 1994)
Uy — Uy =0,0<x<m,t20
denklemini
u(x,0) =sinx, u(0,t) =0, u(x,0) =0, uy(m,t) =0

ile cozelim.
Coziim 10 Dekompozisyon denklemleri

u = crki(t) + coko(t)x + L;lL,u ve

u = c3kz(x) + caka(x)t + Lt_leu

seklinde olur. Birinci denklemdeki ilk terimli yaklasik ¢1 = ug
ug = c1kq(t) + coka(t)x
seklindedir. Baslangi¢ sartlar1 kullanilirsa

c1ki(t) =0 coko(t)mr =0 ile birlikte ug =0
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olur. Bu durumda ¢6ziim hakkinda herhangi bir bilgi elde edilmez.

u = c1ki(t) + coko(t)x + L;lLtu

u = c3ks(x) + caka(x)t + L,‘leu

denklem sisteminin 2. denklemine
c3k3(x) =sinx, cgka(x)t =0
baglangic kosullar1 uygulanirsa

Ug = sin x
up = Lt_leuo = (-1?/2)) sin x

up = Lt_leul = (r*/4)) sin x

elde edilir. Buradan
u=(1-7r2/21+*/41 - ..)sinx = sin x cost

coziimii elde edilir.

Sonug olarak genel form incelenirse

0f(u
Lou=Liu+ ](;(t )
0f(u
Liu=Lu- ];(t )
veya
u= Clkl(l‘) + CQkQ(l)x + L;lLtu . L;l ((9];(;4))
u= C3k3(x) + C4k4(x)t + Ll_leI/t n Ll_l (8];(;!))

elde edilir. u = ) u, ve f(u) = ), A, oldugu goz Oniine alinarak sonuca gidilir. Eger
n=0 n=0
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f(u) =uise Ag = ug , A1 = uy, .., seklindedir. Yani

i An(u) = i Un
n=0 n=0

elde edilir ve dolayisiyla

00 0 ( 2 An)
u=uy+ L;lLt Z Uy + L;l ngo
n=0 !

. afia)
w=ug+ L7 Ly Y g+ L ”Bot

n=0

bulunur.

uw(0,t1) =0, u(x,0) = f(x), uy(0,¢) =0, u(x,0) =0
sartlart kullanilirsa

c1ki(t) = coko(t) = 0 ya da uy =0

bulunur. Dolayisiyla L1 ¢6ziim hakkinda bilgi edinmemizi saglamaz. Diger denklem

icin de

cskz(x) = f(x)  ve  caka(x) =0

dolayisiyla
up = f(x)
- _10Ap
up = L, 1Lxu0 - Lz IW
- _104A
U = Ll‘ leul — Ll 1?
n—-1
bulunur. Bu durumda ¢,, = >, u,, , n terimli yaklasimi m — oo icin u ya yakinsaktir.
m=0
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Ornek 11 (Adomian, 1994)
2

g = —sin” x sin(2¢) olmak lizere
N ou?
Uy — U — =
tt x ¥ 8

u(0,1) = u(m,t) =0, u(x,0) =sinx, u(x,0) =0
dalga denklemini ele alalim.
Coziim 11 Burada
ug = ki(x) + kao(x)t + Lt_lg
elde edilir. Benzer olarak
uo = ks(t) + ka(t)x — L;'g
elde edilir. u(x,0) = sin x , u;(x,0) = 0 kosullar1 altinda

ki(x) =sinx

kg(x) =0
ug = sin x — (sin® x)(¢/2 — 1/4 sin 2¢)

yazilir. n terimli ¢, yaklagimi

n—-1
n—1 0 ZoAm
— 7 — m=
Gn = ;(Lz "Loug— L' —a

ile verilir. Burada

Ao = uguyg,

A1 = upur+ = upiq, . . .

fizikteki giirtiltii terimini ifade eder.

Eger uy = sin x ise
up = (—12/2)) sinx , up = (*/4!) sin x
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boylece u = cost sin x olarak elde edilir. C6ziim

u = costsin x + diger terimler

dir. u = costsinx + N yazilirsa N = 0 yazilir. Dolayisiyla diger kalan terimler
birbirlerini yok eder ve u = cost sin x tam(dogru) ¢oziimdiir.

Ozet olarak,

0f(u)
Liu = Lyu—
U=g+ Lyu ar
Liu=-g+ Liu+ GJ;(u)

yazilir. L1 ilk denkleme L;! ikinci denkleme uygulanirsa

u=ki(x)+ko(x)t + L7 g + L' Lyu — L (a];(tu))
u = k3(x) + ka(t)x = L g + L' L+ L (%;(tu))

bulunur. Daha 6nceden oldugu gibi
u= Zun, f(u) = ZA”
n=0 n=0

kullanilirsa

o = ki(x) + ko(x)t + L 'g
BA,,)

Uni1 = L7 Lyu, — L7 ( -

veya

up = ka(t) + ky(t)x + L' g

0A,
ot

Upe1 = L7 Loy, — L1 (

elde edilir. Buradan da ¢6ziime katki yapan denklem belirlenir.
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Ornek 12 (Adomian, 1994)

af(

u
Up — Uxx T T) = g(x,t)
u(x,0) =sinx, u(x,0) = —sinx, u(0,¢) = u(m,t) =0
denklemini ele alalim.

Coziim 12 Burada
g= 2¢7! sin x — 2% sin x cos x , f(u) = uuy

olsun.

02
"= aa

olmak tizere

0 f(u) N 32_”
ot Ox2

Liu=g-

u= ) u,, f(u) = ) A, oldugu goézoniine alinirak 0 dan ¢ ye integral almak iizere
n=0 n=0
L7t uygulamirsa m > 0 igin ,

uy = u(x,0) + tu(x,0) + Ll_lg
1 [0Anm 1 [ 0%uy,
Un+1 = —L, ! (7) + L ! ( 92 )

elde edilir. Bu halde )’ u, serisi yakinsak oldugundan
n=0

kismi toplam aradigimiz ¢6ziimiin yaklagigidir.

2
t
—t
e =1-t+—
2
sinx = x
%2
cosx=1—-—
2
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g0z0niine alinirsa,
t2 x?
gz2(1—t+5)(x)—2(1—2t+2t2)x(1—?)
seklindedir. Bu halde L™'g ~ 0 olmas1 gerektiginden
uy = x —tx
_1 [0Ag _ 021/!0 xt?
=L =—|+L'—] ==
“ f(az) f(axZ 2
dir. Dolayisiyla iki terimli yaklasik,
12
P2 = ug + uy :x—tx+x§

2
! - A
:(1—t2+§)xze Tsin x

dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Esra CADIRCI AKSAN

4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

p,q,y ve y' € C* olsun. Bu halde,

Y+ p(x)y = q(x), y(x0) = A 4.1)
denkleminin gercek ¢oziimii klasik olarak

y=a" / Ag(x)dx +cA™', A= e P

oldugunu biliyoruz. Burada c sabittir. Simdi, bu denklemi Adomian ayrisim metodu ile

formiile edelim.

d .
se

L=—
ox !
X
L' = / (.)dx
0

olmak iizere (4.1) denklemine 6nce L ardindan L' uygulanirsa

(4.2)

Ly = q(x) — p(x)y
L7'Ly = L™ [g(x)] - L7 [p(x)y]
y(x) = A+ L7 q(x)] - L7 [p(x)y]

elde edilir. Buradan

Yo =A+ L q(x)]

4.3)
yo = =L p(xX)yn1]  n=1,2,...

iterasyonu bulunur.

Teorem 1 (4.1) denkleminin Adomian ayrisim metodu ile ¢oziimii (4.3) ile verilir.

Yani, ¢ozim

n— oo icin y:Zyn
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Esra CADIRCI AKSAN

ile verilir. Ayrica,
n— oo icin y = Z Y

y +p(x)y =qx)y" n#0,1 y(xo)=A
Bernoulli denklemine

u= yl—n
= 1-ny™"y

doniisiimleri uygulanirsa

' + (1 =n)p(x)y = (1-n)q(x)

lineer denklemi elde edilir ve bunun ¢oziimii ise Teorem(1) ile verilir.

Ornek 13 (Agiragac, 2017; Tanriverdi ve Agiragac, 2018)

y-y=0, y0)=1

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metodu ile inceleyelim.

Coziim 13 Bu denkleme ait tam ¢oziimiin

y=e

4.4)

oldugunu biliyoruz. Simdi verilen diferansiyel denklemi Adomian ayrisim metodu ile

ele alalim. (4.1) denkleminden

y =y(0)+ L7[y]
bulunur. Burada

yo=y0)=1

Yn = L [Vn-1]
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dir. Buna devam edilirse

elde edilir. Bu durumda ¢6ziim

i yn(x)]
n=0

Z yn+1(x) = L_l
n=0

kullanilirsa
y=yotyrt+y2t+tyz+ys+..
1 x2 k3 x4
y = + X + E ar ? + Z +
n— oo icin
y=e
bulunur.

Ornek 14 (Agiragag, 2017; Tanriverdi ve Agiragac, 2018)

Y-y=e, y0)=-1

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metodu ile inceleyim.

Coziim 14 Bu denklemin gercek ¢Oziimiiniin

oldugunu biliyoruz. (4.1) denkleminden hareketle

y=y(0)+ L7 [y] + L7[e"]
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bulunur ve buradan

yo(x) =e" =1

dir. Cozlime devam edilirse

yn(x) = L_l[yn—l]
olmak tizere

X
= Lyl =/0 (" —Ddx= e —x -1

X 2
y2=L_1[y1]:/ (ex—x—l)dx:ex—%—x—l
0

* 2 3 2
-1 X X X X X
L Tl R .
0 2 31 2
bulunur.
y=Zyn+1=yo+y1+y2+...+yn
n=0
oldugundan
Y=Yyot+tyr+y2+..+yu1
2 3 2
n—2 n-3
et - = . —.=-x-1
( n-2) (n-3)! )
2 n-3 n—2 n—1
X X X X
=ne*—|ln+(n—-x+(n-2)—+...+3 +92 +
e n+(n x+(n ' Y et
n ( )x + ( )21 N Tm=-2)" (n-1)

2 3 4 n-3
X X X X
:ne’“—n(1+x+?+...)+x+x2+3—+4—+...+(n—3)—

3! 4! (n-23)!
xn—2 xn—l
+(n- 2)—(n ~) +(n- 1)—(11 m
=n(e* —e")

37



4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
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n — oo icin O dir.

xQ x3 xn—2

l+x+—=+—+..+ ——
S RS TRRET (n—2)!

n — oo icin xe* dir.

Ornek 15 (Agiragac, 2017; Tanriverdi ve Agiragac, 2018)

y-xy=x, y(0)=0

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metodu ile ele alalim.

Coziim 15

y—xy=x, y(0)=0

diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimiiniin

x2

y=—-1l+e?

oldugunu biliyoruz. Simdi bu diferansiyel denklemi Adomian ayrisim metodu ile ele

alalim.

y =x+xy

Ly =x+xy
L'Ly = L7Yx] + L xy]
y(x) = L7 [x] + L7 [xy]

bulunur. Burada

x 2
yo(x) = L7 x] = /0 xdr ==

dir. Cozlime devam edilirse

Yo = L7 xy, 1]
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kullanilirsa
2 3 x .3 4
_ -1 N I :/ Y=
n=L ol =L i = 5| = [ =
4 5 x .5 6
=L! B S LR / g = 2
y2 [xy1] =3 ST
6 7 x 7 8
TN N :/x_d:x_
Y3 Lxyz] s T .| T ), 87T 3m

Y=Y tyrty2+...

x2n

x2 xt xf «B (7)
y==1l4+14+—+—=—+—=4+—+...+

2 8§ 48 384 n!

x2
y=—1l+e?z

elde edilir.

Ornek 16
y'+y=0, y0)=1, y(0)=0

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metodu ile ele alalim.
Coziim 16 Denklemin gercek ¢coziimii

. x2 .\ X4 s . (_1)nx2n
=cosx=1-—+—+...+——
Y ol T 4l (2n)!

dir. Bu denklemi Adomian ayristm metodu ile inceleyelim.

Y+y=0
Y ==y

2
L=

2
L_1:/ /(.)dxdx
0 0

olmak iizere denklemin her iki yanina L~ uygulanirsa
L7'L[y] = -L7'[-y]
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bulunur. Denklem ¢6ziilmeye devam edilecek olursa

y(x)=1-L

y—l—/ / y()dx

y=1 —/0 (x —1)y(t)dt

elde edilir.

—- [ = ear
0

oldugundan

/ (x —t)yodt = — /x(x — t)dt

x2

S B

_ _ _1 _ Y PR
/O(x )y dt 2/O(x 1)i3dt 2/O(xt 1°)dt

1 3 t4| 1 [x* x4
= —|lx— - — T | A

2173 017213 4
x4

1
- / oy =5 [ ot
/ (xt* = °)dt

3 . 1 X0 xO
-5 |3 6'0]-‘24 576
3 1 xO
T 2430

50
G
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Jim (yo + y1 +y2 + . yn) =y

1 x2 xt xO
2 24 720
x2 xt xS
1—- 42 2
20 4! 6!
n— o icin COS X
¢Ozlimdiir.
Ornek 17

y'+2y' +y=0, y0) =5, y(0)=-3

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metodu ile ele alalim.

Coziim 17 Bu diferansiyel denklemin tam ¢oziimiiniin

y=(5+2x)e™
veya
2 .3
X X
=5-3x+—+—=+...
Y T

oldugunu biliyoruz. Simdi de bu denklemi Adomian ayrisim metodu ile inceleyelim.

d2
L=—
dx?

L7 = /0 /Ox(.)dxdx

olmak iizere denklemin her iki yanina énce L ardindan L~ uygulanirsa

” _

y'i==2y'-y
Ly=-2y' -y

-1 — _or-1lp./7_7-1

L™ Ly =-2L""[y'] - L™ [y]
y=5-3x-2L""[y'] - L7'[y]
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elde edilir. Burada

yo=9—3x
1 |0yn= _
Yn = -2L ! [%] - L l[yn—l]
X
dir. Buna gore
1|0 _
y1:—2L1[%]—L1[yo]
X
522 x3  x2 X3
= 2L M-3]-L7'[5-3x]=3x> - =— + —=— + —
V1 [-3] [5—3x] =3x 5 555
1|0 _
)’2=—2L1[%]—L1[)’1]
X
32 xQ x3
=L M x+ = |-L'|=—+=
L * ] 2 "7
2 xt Xt X x> Txt x°

elde edilir.

y=Yotyrt+ty2+...

oldugundan

X X X X
s N T S YRR
X2 X3
=5—-3x+—+—+.
Y TR TG
elde edilir.
Ornek 18

Y +y+y =0, y0)=1

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metodu ile ele alalim.
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Coziim 18 Gergek ¢oziimiin

2y L
y+1 2

1 2 3
I PO
y+1 2 ol ~ 3l

oldugunu biliyoruz. Adomian ayristm metodu ile incelenirse

Y+y+y'=0

Y=y +y
denkleme 6nce L sonra L' uygulanirsa
Ly =-y-y*
L7'Lyl = -L7'[y] - L7'[y*]
y=1-L"y]- L[]

elde edilir.

yo =1

Yn = _L_l[yn—l] - L_l[yg_l] veya

Yn = _L_l[Yn—l] - L_l[An—l]
ve

Ag =y}

A1 = 2yoy1

Az = ¥} + 2y0y2

Az = 2y1y2 + 2y0y3

Ay = 2y0y4 + Y3 + 2y0y3

Adomian polinomlart kullanilirsa

Ag=yi=1
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olmak tizere

y1=-L""[yo] = L7 [Ap] = -L7'[1] - L7'[1] = —x — x = —2x

A1 =2yoy1 = 2.1.(=2x) = —4x

yo=—L7'[y1] = L7[A] = =L 7' [-2x] - L7 [~4x] = x* + 2x% = 3x7

Ag = yf + 2ypy2 = 6x% + 4x% = 10x?

10
y3 = =L [y2] = L7 [As] = =L 7'[3x*] - L7'[10x7] = —x® - gx?’
62
As = 2y1y2 + 2y0y3 = ‘3’“3
13 62 13
-1 L YA = L — 23 2243
V4 [y3] [A3] [ 3% 35| = 1o*
199
TR
bulunur.
y _ Yot Y1 +Yy2+y3+ys+
y+1 1+yg+yi+ys+y3+ys+..

1-2x+3x2— 13x3+199x4+...

— i 5 _ 133 199
2—2x+ 3x FTX+ G5 X . . .

elde edilir ve polinom bdlmesi uygulanirsa

11 +X2 x3+
= — - X -
Y=3 21~ 31

sonucuna varilir.

Ornek 19
Y==2-y+y*, yx)=2, y0)=0

denklemini Adomian ayristm metodu ile inceleyelim.

Coziim 19 Denklemin gercek ¢oziimiiniin

6
e3x + 92

y=2-
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veya

4x3  16x°
_—_2x+x2+x3___
Y 4 15

(4.6)

oldugunu biliyoruz. Bu denklemi bir de Adomian ayrisim metodu ile inceleyelim. (4.5)

denkleminin her iki tarafina 6nce L ardindan L~! uygulanirsa

Ly==-2-y+y
L'Ly=L"-2]- L7 [y] + L7'[y*]
y=-2x - L7 [y] + L7 [y*]

elde edilir. Burada

Yo = —2x
Yn = _L_l[yn—l] + L_l[yg_l] veya
Yn = _L_l[yn—l] + L_l[An—l]

veE

Ap = yS
A1 =2yon
A = yi + 2yo01

Adomian polinomlar1 kullanilirsa

Ag = yg = (=2x)? = 4x?

4
y1 = —L_l[yo] + L_I[Ag] = —L_l[—2x] + L_1[4x2] =x2+ §x3

4 16
Ay =2yoy1 = 2.(-22)(x" + 2x%) = —4x® - =i

+ L1 [—4x3 - ?xﬂ

4
y2 = =L yi1]+ L7 [A]] = -L7" | %% + gxg

—x3  —4x*  —16x°

3 3 15
elde edilir.

y=yotyrty2+...
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oldugundan

)’=—2x+x2+x3—%—16X5
3 15

bulunur.

Teorem 2

Y =(ax+by+c), yxo)=A

denkleminin Adomian ayrisim metodu ile & + 1 inci terimi

ile verilir. Dolaysiyla seri ¢oziim

k—>ooiginy=Zyk
k=0

Ispat 1 (4.7) denkleminde sag tarafin karesi alimirsa

y = a’x’ + be2 +c+ 2abxy + 2acx + 2bcy

elde edilir.
d

L=—
dx
X
L' = / (.)dx
0

4.7)

(4.8)

olmak iizere (4.8) denkleminin her iki tarafina 6nce L ardindan L~" uygulanirsa

Ly = a*x% + b*y? + ¢ + 2abxy + 2acx + 2bcy

L7'Ly = L7 [a?x*] + L7 b%y?] + LY c?] + L7 [2abxy] + L™ [2acx]

+ L7 [2bcy]
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y=A+ L7 [d®x*] + L7 b%y?] + LY c?] + L7 [2abxy] + L™ [2acx]

+ L7 [2bcy]
x3 x?
y=A+ aQE +cx + 2ac3 + L7 [2bcy] + L7Y[B?y?] + L7 [2abxy]

elde edilir. Burada

3 2
yo=A+ az% +x+ QaC%
dir.
Y = L7H2bcy,-1] + L [2abxy,—1] + L7 [B?y2 ] (4.9)

iterasyonu ile teskil eder. Ornek(1) deki A, ler Adomian polinomlari olmak iizere (4.9)

denklemi
Yo = L7H2bcyy-1] + L™ [2abxy,—1] + L™ [b*A,1]

seklinde yazilir. Buradan yq, y2, y3, ... bulunur. Dolaysiyla (4.8) denkleminin Adomian

ayrisim metodu ile ¢oziimiiniin (k + 1). terimi

y= Yk

M=~

k=0

ile verilir. Seri ¢oziim
koo =D
k=0
Ornek 20 (Agiragac, 2017; Tanriverdi ve Agiragac, 2018)

Y =(x+y)?, y0)=1 (4.10)

baglangi¢ deger problemini Adomian ayristm metodu ile ¢ozelim.
Coziim 20 Klasik olarak (4.10) denkleminin y(0) = 1 sartin1 saglayan ¢oziimii

1+ tanx

=——x
y 1—-tanx
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veya

83
y:1+x+2x2+%

oldugunu biliyoruz. Simdi de (4.10) denklemini Adomian ayristm metodu ile

inceleyelim.

Y = (x+y)?
denkleminde sag tarafin karesi alinirsa

y = x? + 2xy + y? (4.11)
elde edilir.(4.11) denklemine 6nce L ardindan L' uygulanirsa

Ly:)c2+2xy+y2

L'Ly = L7x?] + L7Y2xy] + L7'[y?]
x3 -1 2
y=1+ F 2L [xyn—1] + Lly;_;]

Burada
3
X
=1+ —
Yo 3
Yn = 2L [xy,m1] + L2 ]
veya

Yo = 2L xy, 1] + L7 A, 1]

veE

Ao =]

A1 = 2yon

Ay = y§ + 2y0y2

A3 = 2y1y2 + 2y0y3

Ay = 2y0ys + Y3 + 2Y0y3
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Adomian polinomlart kullanilirsa

3\ 2 3 6
X 2x X
Ag=vi=[1+=] =1+ +—
0= ( 3) 379
olmak iizere
y1 = 2L [xyo] + L7'[Aq]
4 3 .6
X _1 2x° X
=2l [x+ —|+L " [14+ — + —
Y1 [ 3] [ 3 9]
x° 2xt X7 5 x* 2x5 &7
yi=2 —+— +tlx+—+=]|=x+x"+—+—+—=
15 12 63 6 15 63
A1 = 2yoyn
14x°  x7  4x8  2x10
Al =2x+2x% + x4+ o —
LS A Ty YT T s T 189
y2 = 2L [xy1] + L7 [Aq]
5 6 .8
X 2x X
=L [P+ T
72 o+ 63]
14x5  x7  4x8  2x10
+L 2x+ 2% +xt — o
AR T T

2x3  xt X6 ax™  2x® L, 2xd x5 14x8 x® 4xd 2x!
yV2=—+—+—+—F+—+xX+—+—+ + =+ —+—
3 2 18 105 567 3 5 90 56 405 2079

y=y1+y2+tys+t...
83
y:1+x+2x2+%+...

elde edilir.

Ornek 21
u2ux —uy =0, u(x,0)= x1/2, u(1,0) =1

diferansiyel denklemini Adomian ayristm metoduyla inceleyelim.

Coziim 21 Verilen denklemin tam ¢oziimii

u
y
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dir. Simdi de bu denklemi Adomian ayrisim metoduyla inceleyim.

d -1 Y
Ly:E ve L= ; (.)dy

olmak lizere

_ .2
Uy = Ul

Lyu = uzux
L' Lyu = Ly [u?uy]
u = u(x,0)+ Ly_l[u2ux]
up = x2
Umsl = Ly_l[ 2 tm, |
Ums1 = L' [An]

ve
2
Ao = ugug,
Al = u%ulx + 2u0u1u0x
Ap = uguzx + 2uouy iy, + 2uouaug, + uiug,

A3 = 2uguiug, + 2uguguy, + u%ulx + 2uiusug,

olmak tizere

1
Ay = §x1/2
_ 11
up = Lyl[AO] = Ly1 l§x1/2] = %xl/z
ui, = %x_l/z
3
A = Zyxl/Q
_ 113 3
Uy = Lyl[Al] — Lyl Zyx1/2:| — §y2x1/2
_ 3 9 12
U, = 16y X
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Ay = %yzxm
uy = L;'[Ao] = L [1_(53);2)61/2] _ %y3x1/2
Ay = %gy:’)xm
ui = L;'[Ag] = L [1_2);3)61/2] _ %yz;xuz

bulunur. Bu durumda

U=ug+u+uy+uz+us+...
4

2 3
= U2y D2 B DY DY ap
2 8 16 32
3y? 5y byl

a2 (1422 2 2
= ( 2778 716 T 32

L \12

bulunur.

Ornek 22
u3ux —uy =0, u(x,0)= x1/3, u(1,0) =1

diferansiyel denklemini Adomian ayrisim metoduyla ele alalim.

Coziim 22 Verilen denklemin tam ¢Oziimii

x 1/3
u:
I-y

dir. Simdi de bu denklemi Adomian ayrisim metoduyla inceleyim.

d 1 Y
Ly:E ve Ly = ; (.dy

olmak iizere

_ 3
Uy = U Uy

Lyu = u?’ux
L Lyu = L [uPuy ]
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u = u(x,0) + Ly_l[ugux]
ug = x1/3
Un+1 = L;l[ gﬂmx]
Un+1 = L;l[Am]

ve
3
Ao = ugyug,
— 3 2
A1 = uguy, + 3uguiug,
-3 2 2 2
Ao = uyuo, + 3uguiur, + uguiug, + 3ugusug,

Az = 3u8u1ugx + 3u0u%ulx + 3u§u2u1x + 6upuquaug,

olmak tizere

1
A= L3
0= 3%
1
_ -1 -1 t.1/3] _ Y _1/3
up = Ly [Ao] = L lgx ] = 3x
_ Y -2/3
Ui, 9x
4
A = §yxl/3
_ 114 2
Uy = Lyl[Al] _ Lyl Zyx/3] = 22108
9 9
2 _
g, = oytx
14
Ay = 27y2x1/3
14 14
.| _ -1 2 1/3| _ 3.1/3
ug = Ly [A2] = L l27y X ] =300 %
9
Ag = 27y3x1/3
9 9
_7-1 -1 2 3.1/3 _ 2 4.1/3
uy = Ly [As] = L l27y X ] = 108y by

bulunur. Bu durumda
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U=ug+u+us+uzt+us+...

2 3 4
SR VE RS R VE B VARV S AR VT
3 9 81 108
2y2 14y 9y*
1/3(1+y Y +—y+L+...)

13 Y 1/3

u==x +...

3 9 81 108
X 1/3
u= x1/3(1 _ y)—1/2 — (1 )
-y

bulunur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Lineer olmayan problemlerin niimerik veya tam ¢oOziimii icin klasik olarak
Lineerlestirme, Ayriklastirma ve Perturbasyon metotlar1 kullanilir. Lineer olmayan
durumun olduk¢a kuvvetli (strong) olmast halinde bu metotlar tatmin edici sonuclar
vermemektedir. Daha tatmin edici sonuglarin elde edilmesi icin Taylor serisine
benzerlikleriyle 6ne ¢ikan Homotopi analiz metodu, Homotopi perturbasyon metodu,
Diferansiyel doniisim metodu, Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu,
Varyasyonel iterasyon metodu ve Adomian ayristm metodu gibi benzer metotlar

kullanilabilir.

5.1. Sonuglar

Burada Adomian ayrisim metodu yardimi ile asagidaki problemlerle ilgili

klasik formiillere benzer yaklasik ¢oziimler elde edilerek 6rneklerle sonuglar test edildi.

Y +p(x)y = g(x)

Y = p(x)y +q(x)y* + r(x)
y' = (ax + by + ¢)?

Y+ p(x)y = q(x)y"

Y+ p(x)y" +g(x)y =0
wlu, — uy =0

u3ux —uy =0

5.2. Oneriler

Burada elde edilen sonuglar asagidaki problemlerden daha farkh
problemlere uygulanabilir. Adomian ayrisim metodu yardimiyla elde edilen sonuclar
farkli yontemlerle 6rnegin, Diferansiyel doniisiim metodu, Homotopi analiz metodu,

Homotopi pertiirbasyon metodu, Varyasyonel iterasyon metodu ile mukayese
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edilebilir.

Y+ p(x)y = g(x)

Y = p(x)y + q(x)y* + r(x)
y' = (ax + by + ¢)?

Y+ px)y = g(x)y"

Y+ p(x)y" +gq(x)y =0
ulu, — uy =0

u3ux —uy =0

Bu yontemin dezavantajlarindan bir tanesi de bazi fonksiyonlarin Adomian

polinomlarin1 bulmak oldukc¢a yorucudur.
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