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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

PARASERBEST LiE CEBIRLERININ CARPIMLARI VE
PARASERBEST X- BY -Y LiE CEBIRLERI

Elif BESLI

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Do¢. Dr. Zehra VELIOGLU
Yil: 2022, Sayfa: 47

P karakteristigi sifir olan bir k halkasi iizerinde tanimli bir Lie cebiri ve A bostan farkli bir kiime
olsun. Eger P rezidiilii nilpotent ve A tarafindan iiretilen bir serbest Lie cebiri ile ayn1 alt merkezi
diziye sahip ise P ye A iizerinde paraserbest Lie cebiri denir. Bu tezde paraserbest Lie cebirlerinin
¢oziilebilir, nilpotent, abelyen ve metabelyen ¢arpimlart incelenmis ve bu ¢arpimlarin bazi 6zellikleri
ele alinmistir.Paraserbest Lie cebirlerinin metabelyen carpiminin verbal alt cebirlerle olan iliskisi
incelenmistir. Ayrica paraserbest merkezi-by-metabelyen Lie cebirleri arastirilmis ve bu cebirin alt
merkezi serisinin ikinci terimi ile olan boliim cebirinin paraserbest metabelyen oldugu gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Paraserbest Lie Cebirleri, Lie cebirlerin Carpimlari, X-by-Y Lie
Cebirleri



ABSTRACT

MSc Thesis

PRODUCTS OF PARAFREE LIE ALGEBRAS AND
PARAFREE X- BY -Y LIE ALGEBRAS

Elif BESLI

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Zehra VELIOGLU
Year: 2022, Page: 47

Let P be a Lie algebra over a ring k of characteristic zero and A be a nonempty set. The Lie algebra P
is called parafree over a set A, if P is residually nilpotent and has the same lower central sequence as a
free Lie algebra genereted by the set A. In this thesis, solvable, nilpotent, abelian and metabelian
products of parafree Lie algebras are examined and some properties of these products are discussed.
The relation of metabelian product of parafree Lie algebras with verbal subalgebras is investigated.
Moreover, parafree center-by-metabelian Lie algebras have been investigated and it has been shown
that the quotient algebra with the second term of the lower central series of this algebra is parafree
metabelian

KEY WORDS: Parafree Lie algebras, Products of Lie algebras, X-by-Y Lie algebras



TESEKKUR

IIk olarak iizerime gergekten emegi gegen, her animda yanimda olan, bigileriyle niime 151k
tutan ¢ok saygi duydugum ve onun gibi isine asik bir 6gretici olmak istedigim degerli danigsman
hocam Dog. Dr. Zehra VELIOGLU’na sonsuz sevgi, saygi ve tesekkiirlerimi sunarim. Harran
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’'ndeki diger tiim hocalarima bana
yardimlarindan ve her an bana yol gosterip yanimda olduklari igin tesekkiirlerimi sunarim. Bu
hayattaki en kiymetlilerim annem, babam, ablalarim ve abilerime sonsuz tesekkiir ve sevgimi sunarim.
Her adimimda emegi gecen bana yol gosteren daha adini sayamadigim tiim arkadaglarima ve

sevdiklerime tesekkiirlerimi sunarim.



SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

D Serbest ¢arpimin kartezyen alt cebiri

gft([V) V den V ye lineer doniisiimlerin kiimesi
gl(n, F) n X n tipindeki matrislerin cebiri

Kerp ¢ doniigiimiiniin ¢ekirdegi

L L Lie cebirinin komiitator altcebiri
sl(n, F) n X n tipindeki izleri sifir olan matrislerin cebiri
UM,) M,, metabelyen cebirinin evrensel enveloping cebiri
| J L, Lie cebirlerinin serbest ¢arpimi
I, L; L, Lie cebirlerinin direkt ¢arpimi
v (L) L Lie cebirinin alt merkezi serisinin k.terimi
om(L) L Lie cebirinin tiiretilmis serisinin m.terimi
A4,() L /] nilpotent olacak sekilde L’nin J ideallerinin bir kesigimi



1. GIRIS Elif BESLi

1. GIRIS

Calismamiz iki ayr1 boliimden olusmaktadir. Her bir bolimde asagidaki

calismalar yapilmistir.

Uciincii béliimde ¢alismamizda kullanilan temel tanim ve teoremlere yer

verilmistir (Baur, 1978; Bahturin, 1987; Kukin ve Bokut, 1994; Velioglu, 2013).

Dordiincli boliimde Paraserbest Lie cebirlerinin ¢oziilebilir ¢arpimi ele
alinmis ve reziduli o6zellikleri incelenmistir. Daha paraserbest Lie cebirlerin
nilpotent ¢arpimi1 ve bu c¢arpimin bir bazi iizerinde ¢alisilmistir. Bu boliimiin son
kisminda ise bu cebirlerin abelyen ve metabelyen carpimlari incelenmis ve
metabelyen ¢arpiminin 2-simetrik kelimelerle olan iligkisi incelenmistir (Velioglu,

2019; Velioglu, 2020).

Dérdiincii bolimiin ikinci kisminda paraserbest merkezi-by-metabelyen Lie
cebirlerine yer verilmistir. Bu cebirler ile ilgili onemli sonuglar incelenmis ve
Ozellikle bu cebirin alt merkezi serisinin ikinci terimi ile olan bolim cebirinin

paraserbest metabelyen oldugu sonucu incelenmistir (Velioglu, 2019).
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2. ONCEKI CALISMALAR

Alt merkezi serilerinin terimleri ile karakterize edilmeye calisilan serbest
gruplar, ek olarak yeni bir tanim olan paraserbest gruplarin ortaya ¢ikmasina yol
agmustir. Paraserbestlik kavrami ilk defa Baumslag tarafindan (1967) de giindeme
getirilmistir. “Paraserbest gruplar, bir serbest grup ile aynm1 alt merkezi diziye sahip,
rezidiilii nilpotent gruplar” (Baumslag, 1967). Sonrasinda paraserbest gruplarin
elementer Ozelikleri incelenerek serbest olma kosulunu saglamayan paraserbest
gruplara 6rnekler verilmistir (Baumslag, 1969). Serbest gruplar tizerinde ters limiti
incelenerek ele aliman ters limitin ne gibi kosullarda paraserbestlik 6zelligini
gosterecegini belirlenmistir (Baumslag ve Stammbach, 1977). Paraserbest gruplar ile
serbest gruplar1 karsilagtirilmig, bu iki grubun benzer ve benzer olmayan 6zellikleri
ortaya konmustur (Baumslag, 2005). Sonrasinda Baumslag ve Cleary, (2006) da
paraserbest gruplari ele alarak elde ettigi bir kisim sonuglar1 paraserbest gruplarin
tek bagintili olma kosulunu saglayan orneklerine uygulamaya calismiglardir. Grup
Teorisi’ndeki birgok c¢alismanin Lie cebirlerinde calisildigi gibi paraserbestlik
kavramiin da Lie cebirlerinde galisildigi goriiliir. Bu ¢alismalar iizerine ilk kez
paraserbest Lie cebiri gruplardaki paraserbest grup tanimina benzer sekilde
tanimlanmustir (Baur, 1978). “Paraserbest Lie cebiri, bir serbest Lie cebiri ile ayni alt
merkezi diziye sahip rezidiilii nilpotent Lie cebiridir” (Baur, 1978). Buna ek olarak
Baur, 1978 yilinda paraserbest Lie cebirlerine iliskin bir kisim ana tanim ve
kavramlardan bahsetmis, paraserbest Lie cebirlerinde evrensel enveloping cebirini ve
homolojiyi tanimlamistir. Sonrasinda bunlara ek olarak {i¢ iiretece sahip olup serbest
olmayan ve tek bagintili olan paraserbest Lie cebirine 6rnekler vermistir (Baur,
1980).

Paraserbest Lie cebirleri ile ilgili yeterli tiitkce kaynak olmayist bu
calismanin yapilmasinda 6nemli bir rol oynamistir. Bunun yanisira serbest Lie
cebirlerinin Carpimlar1 Lie cebirlerinde 6nemli bir yere sahip oldugundan bu
calismada paraserbest Lie cebirinde Carpimlar ile ilgili farkli ¢alismalar derlenip

incelenmistir. Diger yandan Lie cebirlerinin sahip oldugu bir¢ok 6zelligin X-by-Y
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Lie cebirlerine tasinabilir olmast nedeniyle bu siniflardaki Lie cebirleri c¢aligilan
o6nemli bir konu haline gelmistir. Bu ¢alismada paraserbest merkezi-by-metabelyen
Lie cebiri ele alinmistir. Boylece okuyuculara paraserbest Lie cebirleri ile ilgili temel
bilgiler veren ve bu Lie cebirinin 6nemli baz1 6zelliklerini bir arada inceleme olanagi

sunan bir tlirk¢e kaynak sunulmustur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal
3.1.1. Lie cebirleri

Tamm 3.1.1.1: A, bir F cismi iizerinde tanimlanan bir vektor uzay1 olsun.

AXA- A 3.1)
(3.1) de verilen doniisiim; F cismi {izerinde bir bilineer doniisiim olup, V(x,y) €
A X A igin x.y € A seklinde tanimlansin. A vektor uzayina, bu bilineer doniisiim ile

birlikte F tizerinde bir (asosyatif olmayan) cebir denir.

A bir cebir olsun Vx,y,z € A igin

x.(y.z) = (x.y).2z (3.2)
(3.2) kosulu saglanirsa A’ya bir asosyatif cebir denir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.1.1.2: L, bir F cismi {izerinde tanimli bir vektor uzay1 olsun. L iizerinde

(x,y) €L XL ig¢in
LI:LXL-L (3.3)

(3.3) doniisiimii tanimlansin. Bu doniisiim bir bilineer doniisiim olup, asagidaki iki

kosulu saglarsa bu doniisiime braket garpim denir.
(L1) Her x € Ligin [x,x] =0 (3.4)
(L2) Her x,y,z € L igin

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] =0 (3.5

(3.5) esitligine Jacobi Ozdesligi denir. L vektor uzayi, (3.4) ve (3.5) kosullarim
saglayan [,] braket carpimi ile birlikte bir Lie cebiri olarak adlandirilir (Velioglu,
2013).

(L1) kosulunu ele alalim. Buradan
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[x+y,x+yl=[xx]+[x,yl+[y,x]+[y,y] =0
= [x,y] = —[y,x] (3.6)

(3.6) esitligi elde edilir. Bu da braket carpimin antikomiitatif oldugu anlamina gelir.
Bu kosulu (L") olarak adlandiralim. Tersine, (L;") kosulunda; x = y alinirsa

[x,x] = =[x, x]

= 2[x,x] =0 (3.7)
olur. (3.7) esitligine gore F cisminin karakteristigi 2’den farkli ise (L1) saglanir. O
halde (L;)ve (L;)) esdeger olmasi i¢cin KarF # 2 olmalidir. Ikinci kosul
(Lp)asagidaki gibi yazilabilir:

[x, [y, 2] + [y, [z x1] + [2,[x,¥]] =[x, [y, 2] = [[z,x], ] = [[x,¥].2] = O
= [x, [y, zl] = [[x,¥], 2] + [[z x], ] (3.8)

(3.8) esitligindeki [[z x],y| ifadesi L’nin asosyatif olmasi onler. x,y,z keyfi

oldugundan asagida verilen 6nermedeki ifadeyi elde edebiliriz:

Onerme 3.1.1.1: L nin bir asosyatif Lie cebiri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[[L, L], L] = 0 olmasidir (Velioglu, 2013).

Tanmm 3.1.1.3: Bir F cismi tuzerinde tanimli L  Lie cebirini ele alalim. L Lie

cebirinin bir alt vektdr uzayr K ile gosterilsin. Her birx,y € K elemam igin

[x, ¥] € K kosulu saglanirsa K’ya L’nin bir Lie alt cebiri denir (Velioglu, 2013).

Tanmm 3.1.1.4: L, bir F cismi lizerinde herhangi bir vektor uzay olsun. Vx,y € L
i¢cin

[x,y] =0 (3.9)
Yukaridaki (3.9) kosulunu saglayan bir Lie cebiri abelyen Lie cebiri olarak
adlandirtlir (Velioglu, 2013).

Ornek 3.1.1.2: Kabul edelim ki; V, bir F cismi iizerinde herhangi bir vektdr uzay1
olsun. g#(V)’yi V’den V’ye biitiin lincer donisiimlerin kiimesi olarak
tanimlayalim. g€(V); x,y € g£(V) igin

[x,y] =x.y —y.x (3.10)
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(3.10) kosulu ile tanimlanan Lie braket carpimi ile birlikte g#(V) bir Lie cebirdir
(Velioglu, 2013).
Ornek 3.1.1.3: V = F™ vektor uzay: iizerinde g€(V) Lie cebiri, gf(n,F) seklinde
ifade edilsin. g€(n, F) n X n tipinde biitin matrislerin vektor uzayidir. Bu vektor
uzay1 x,y € gf(n, F) ve katsayilar1 F’den olmak tizere

[x,y]=x.y —y.x (3.11)
(3.11) komiitatoriiyle birlikte Lie braket ¢arpimi kosullarini saglar (Velioglu, 2013).
L) x=yicin[x,x]=x.x—x.x=0 (3.12)
(3.12) esitligi ile Lie braket ¢arpiminin ilk kosulu saglanmis oldu.
Ly) [x,[y.z]] + [y, [z x]] + [z [x, y]
=x,yz—zy]|+[y,zx—x2)]+][z,(x.y—y.x)]
=x.(zy—-y2)—(y—y.z2).x+y.(zx—x.2)— (z.x —x.2).y
+z.(x.y—y.x)—(x.y—y.x).z
=Xz2.y—XY.Z—2YyX+Y.ZX+Yy.Z.X—Y.XZ—ZX.Y+XZYy+ZX.Yy—
ZYy.X—XxYy.Z+y.X.Z (3.13)
yapilan islemlerle (3.13) esitligi elde edilir. (3.13) esitligindeki negatif ve pozitif olan
benzer terimler sadelesince
[x, [y, 2] + [y, [z, x]] + [z, [x,y]] = 0 (3.14)
(3.14) esitligi elde edilir. Yani Jacobi 6zdesligi saglanmis olur.
Boylece verilen g (n, F) vektor uzay1 bu braket carpimi ile birlikte bir Lie cebiridir.

Ornek 3.1.1.4: S£(n, F), izi 0olann x n tipindeki biitiin matrislerin kiimesi ve
St(n,F) € gft(n, F) (3.15)

(3.15) kosulu saglanir. x,y € S€(n, F), olmak {izere x matrisinin izi Tr(x) ile ifade

edilsin. Buna gore

DTr([x,y])) =Tr(x.y —y.x) =Tr(x.y) —Tr(y.x) =0

DTr(x+y)=Tr(x)+Tr(y) =0

3)Tr(a.x) =a.Tr(x) =0.

yukaridaki 1,2 ve 3. ozellikler saglandigindan S?(n, F), g€(n, F)’in bir alt Lie

cebiridir (Velioglu, 2013).
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Tammm 3.1.1.5: F bir cisim ve L bu cisim fiizerinde bir Lie cebiri olsun. V, F
tizerinde bir vektor uzayi olmak {izere L X V — V fonksiyonu tanimlanmis olsun.
Asagidakilerin saglanmasi durumunda V’ye L iizerinde bir modiil ya da L —modiil
denir (Velioglu, 2013).
Vx,y € L ve
LxXV >V (3.16)
(x,v) > x.v
(3.16) doniisiimii ele alinsin. V vektdr uzayindan alinan her v,w elemanlar1 ve
VA, u € F igin
M) (Ax + py).v = A(x.v) + u(y.v)
M) x. (Av + uw) = A(x.v) + u(x.w)
M3) [x,yl.v = x(y.v) — y(x.v)
dir.

Tamim 3.1.1.6: Kabul edelim ki; A, F iizerinde asosyatif olmayan bir cebir olsun.
6:A—- A (3.17)
(3.17) A iizerinde bir lineer doniisiim olarak tanimlansin. Her x,y € A igin
6(x,y) =6(x).y +x.6(y) (3.18)
(3.18) kosulu saglanirsa §’ya derivasyon denir.

A’nin tiim derivasyonlarinin kiimesi Der(A) ile gosterilir (Velioglu, 2013).

Onerme 3.1.1.3: Der(4), gf(A)’nn bir Lie alt cebiridir (Velioglu, 2013).
Ispat: Tanimda Der(A)’nin elemanlar: lineer déniisiim oldugu igin g#(A)’nim bir alt
vekor uzayi oldugu agiktir. Simdi Lie alt cebiri olma sartin1 sagladigini gdsterelim.
Yani;V§, B € Der(A) igin [, B] € Der(A) oldugunu gostermeliyiz. Her x,y € A
i¢in
[6, B1(xy) = [6, B1(x)y + x[8, B1(¥) (3.19)
(3.19) esitligi saglanir m1?
[6, B1(xy) = (68 — B&)(xy) = 6B(xy) — B (xy)
= 8(B(xy)) = B(S(xy))
= 8(B()y +xB()) — B(8(X)y + x86(1))
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=8(B)y) +6(xB(y)) —BEX)Y) — B(x5(y))
=68(B())y + B +8()BH) +x5(B()) — B(6(x))y —

§C)BWY) — B(x)S6(y) — xB(8(y)) (3.20)
(3.20) esitliginde gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
= 8(B(0)y +x8(B6) = B(8())y = xB(EX)) (3.21)

(3.21) esitligi elde edilir. Buradan,

=(8(B(x) = BS())y + x(6(BW) — B(6()) = [6,B1(x)y + x[5,81(y)  (322)
(3.22) elde edilir.

Tammm 3.1.1.7: I, bir L Lie cebirinin bir alt vektér uzayi olsun.[L,I] € I kosulu
saglanirsa I’ya, L’nin bir ideali denir. Diger bir ifadeyle; a € Lve x € I igin [a,x] €

I oluyorsa I’ ya L’nin bir ideali denir. I < L seklinde gosterilir (Velioglu, 2013).

Ornek 3.1.1.5: L bir Lie cebiri olsun. 0 ve L, her zaman L’nin idealleridir. Eger L

abelyen bir Lie cebir ise, L’nin her alt vektor uzayi bir idealdir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.1.1.8: ¢:L,; — L, lineer bir doniisiim olsun. Her x,y € L, i¢in

e([x,yD = [p(x), o()] (3.23)
(3.23) kosulunu saglayan ¢ doniisimiine bir Lie cebiri homomorfizmi denir
(Akdogan, 2014).

Tamm 3.1.1.9: L, ve L, Lie cebirleri {izerinde taniml1 ¢: L; — L, homomorfizmi ele
alinsm. ¢ homomorfizminin ¢ekirdegi

Kerp = {x € L: ¢o(x) = 0} (3.24)
(3.24) esitligi, goriintiisii ise
Imep = {p(x) € L: x € L} (3.25)
(3.25) esitligi ile tanimlanir (Akdogan, 2014).

Ornek 3.1.1.6: Her x,y € L icin adjoint homomorfizmi
ad:L - gl(L) (3.26)

x — adx
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(3.26) doniisimii ile ifade edilir ve (adx)y = [x,y] seklinde tanimlanir (Velioglu,
2013).

Tamm 3.1.1.10: L, ve L, iki Lie cebiri ve ¢:L; - L, homomorfizmi ele alinsin.
Eger ¢ birebir ve orten bir doniisiim ise ¢ homomorfizmine izomorfizm denir.
Boylece L, ve L, Lie cebirleri izomorf cebirlerdir ve L; = L, seklinde gosterilir.

L; = L, ise ¢ ye bir otomorfizm denir (Velioglu, 2013).

Tamim 3.1.1.11: Bir L Lie cebiri ele alinsin.
L' = [L,L] = sp{[x,y] : x,y € L} (3.27)
(3.27) esitligi ile verilen kiime tarafindan elde edilen alt cebir L Lie cebirinin

komiitator alt cebiridir (Velioglu, 2013).

Onerme 3.1.1.5: ¢:L — L bir Lie cebiri homomorfizmi olsun. Bu Lie cebiri
homomorfizminin cekirdegi L nin bir idealidir. Ayrica goriintii kiimesi L niin bir alt
cebiridir.

Tersine herhangi bir I € L ideali igin L/, bir Lie cebirdir. I, L - L/, bolim
cebirinin ¢ekirdegidir (Velioglu, 2013).

Ispat: x € Kerp ve a € L olsun. O zaman ¢ homomorfizm oldugundan

o([a,x]) = [p(a), p(x)] (3.28)
(3.28) esitligi saglanir ve x € Ker¢ oldugundan ¢(x) = 0 olup
[p(a), p(x)] = [p(a),0] =0 (3.29)

(3.29) esitligi elde edilir. Bu yiizden [a, x] € Ker¢ olur. Tersine, I c L bir ideal ve
a € L, x €] alinirsa
[(a+D,(x+D]<S[a,x]+[aI]+[,x]+][I] S [ax]+]1 (3.30)
saglanmis olur. Boylece, L/ 7 Uzerinde braket ¢arpimu iyi tanimli oldugundan

[¢(a), e(x)] = ¢([a, x]) (3.31)
ve

I = Kergp (3.32)

(3.31) ve (3.32) esitlikleri elde edilir.
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Ornek 3.1.1.7: L bir Lie cebiri olsun. L iizerinde bir Lie cebiri merkezi,

Z(L) ={x € L:Vy € L icin[x,y] = 0} (3.33)
(3.33) esitligi ile tanimlanir. Z(L), L’nin bir idealidir. Ayrica Z (L),
ad: L - gf#(L) (3.34)

(3.34) seklindeki adjoint takdiminin ¢ekirdegidir (Velioglu, 2013).
Tamm 3.1.1.11: [ < Lolsun. L/I = {x + I: x € L} kiimesi
x+D+@+D=x+y)+1 (3.35)
x+Ly+I]=[xy]l+I (3.36)
(3.35) ve (3.36) esitlikleri ile verilen toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte bir Lie

cebirdir. Bu cebire L nin [ ile bolim cebiri denir (Velioglu, 2013).

Teorem 3.1.1.1: L, ve L, iki Lie cebiri olmak iizere ¢:L,; — L, bir Lie cebiri
homomorfizmi olsun. O halde Kere L, Lie cebirinin bir ideali ve Im¢ L, Lie
cebirinin bir alt cebiri olur. Boylece

L,/Kerp = Imgp (3.37)
(3.37) de verilen izomorf olma durumu elde edilir (Velioglu, 2013).

Teorem 3.1.1.2: L bir Lie cebiri olmak tizere I ve J bu Lie cebirin idealleri olsun.

a+n/g=rany (3.38)
(3.38) seklinde izomorf olma durumu elde edilir (Velioglu, 2013).

Teorem 3.1.1.3: L bir Lie cebiri olmak tizere I ve J bu Lie cebirin idealleri olsun.
Ayrica I € J olmak tlizere /I boliim cebiri L /I boliim cebirinin ideali olsun.

L/D/yg/n =L/ (3.39)
(3.39) izomorflugu elde edilir (Velioglu, 2013).

Tammm 3.1.1.12: L tarafindan iiretilen ve abelyen boliim cebiri olarak bilinen cebir
L cebirinin en kiiciik idealidir. Bu ideal L niin tiiretilmis cebiri olarak adlandirilir.
L@ seklinde ifade edilir.
Benzer bi¢imde devam edilirse L) = L ve k > 2 i¢in

L) = [L(k—l),L(k—l)] (3.40)

(3.40) ta verilen kosul ile olusan

10
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LLO L& (3.41)
(3.41) seklinde devam eden
L2LW2 @ 2. (3.42)

(3.42) serisi yani L nin tiiretilmis serisi elde edilir. Eger en az bir m > 1 sayisi i¢in
LM =0 (3.43)

(3.43) esitligi saglanirsa L Lie cebirine ¢oziilebilir Lie cebiri denir. m sayisina L nin

tiiretilme sinifi denir. Ayrica bu tiiretilmis serinin terimleri

So(L) =L, 6;(L) =LD ... 8,(L) = LM (3.44)

(3.44) de verilen esitlikler seklinde de gosterilebilir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.1.1.13: Bir L Lie cebiri ele alinsmn. L' = L ve k > 2 icin
L¥ =L, L 1] (3.45)
(3.45) esitligi ile tanimlansin. Bu durumda L nin alt kiimelerinden olusan
L2I' 2?2 (3.46)
(3.46) seklinde ifade edilen L nin bir serisi elde edilir. Bu seri L nin alt merkezi
serisi olarak adlandirilir. En az bir m > 1 sayisi i¢in
L"m=0 (3.47)
(3.47) kosulu saglanirsa L’ye nilpotent Lie cebiri denir. Buradaki m sayisina L nin
nilpotentlik sinifi denir. Ayrica bu merkezi serinin elemanlari
Yo(l) =L, y1(L) = L', yo(L) = L7, e,y (L) = L™ (3.48)
(3.48) de verilen esitlikler ile de gosterilebilir (Velioglu, 2013).

Tammm 3.1.1.14: L Lie cebirinin polisentral serisi, her i = 1,2,3, ..., k, .. tamsayisi
icinn; = 1 kosulunu saglayan pozitif tamsayilarin {n;, n,,...,n;, ..} seklinde
verilen bir dizisine gore asagidaki gibi tanimlanabilir:

Ly, ; L Lie cebirinin alt merkezi serisinin n; —inci terimi

Ly, n,; L Lie cebirinin alt merkezi serisinin n, —inci terimi
seklinde devam etmek {izere

Loy ng,ominis = g ndngess Lny,..m; L Li€ cebirinin alt merkezi serisinin n; ;-

inci terimi olsun.

11
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Boylece
L2 Ln1 =2 Lnl,nz =2 2 Lnl,...,nl- = Lnl,...,ni,nl-H =E (3.49)
(3.49) daki gibi belirlenen seri L Lie cebirinin polisentral serisi olarak adlandirilir.

Eger Ly, n, = {0} ve n; elemanlarmin hepsi verilen esitligini saglayacak

Ni+1

sekilde en kiigiik pozitif tam sayilar olarak secilirse L ye {n;, n,,..,ng,..}

dizisine gore polinilpotent Lie cebiri denir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.1.1.15: Bir L Lie cebirini ele alalim. Eger
i. LJy,(L),L/ys(L),L/y4(L),... bigiminde verilen faktorler L Lie cebirinin alt
merkezi dizisi olarak adlandirilir. L Lie cebirinin her alt merkezi serisine yine
L Lie cebirinin bir alt merkezi dizisi karsilik gelir.
ii. L veF cebirleri seklinde herhangi iki Lie cebiri ele alinsin. Her k > 1 i¢in
L/yi(L) = F /[y (F) (3.50)
(3.50) ifadesi L ve F Lie cebirlerinin ayni alt merkezi diziye sahip oldugunu ifade
eder (Velioglu, 2013).

Tanmm 3.1.1.16: L bir Lie cebiri olarak alinsin. Birim elemanli ve birlesmeli U(L)
cebiri agsagidaki kosulart saglamasi durumunda L cebirinin evrensel enveloping cebiri
olarak adlandirilir.
1. Lden U(L) ye e:L - U(L) seklinde tanimlanan bir kanonik homomorfizm
vardir.
2. Bir K cismi iizerinde alinan birim elemanli her birlesmeli B cebiri ve ®: L —

[B] olarak verilen homomorfizm i¢in e = ¢ esitligini saglayan bir tek

Y: [U(L)] = B homomorfizmi tanimlanabilir.

KarF # 2 olmak tizere; A, F cismi lizerinde tanimlanmis herhangi bir
asosyatif cebir olsun. § doniisiimii; A cebiri tlizerinde tanimlanmig bir derivasyon
olsun. Bir k sayis1 icin 6% = 0 kosulu saglamirsa & nilpotenttir denir. Nilpotent
dontistimler tizerindeki braket carpimi, x ve y nilpotent doniisiimler olmak iizere;

X.y—Yy.X (3.51)
seklinde tanimlanir. §:A4 —- A bir derivasyon (ayn1 zamanda Der(A) C

g€ (A)oldugundan lineer bir doniisiim) olsun ve

12
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exp (8) = Y f (3.52)
(3.52) esitligi ile tanimlansin. Biz exp(d)’nin A da bir otomorfizm oldugunu iddia
ediyoruz. expd’nin lineer oldugu agiktir. exp (&) A lizerinde lineer olup otomorfizm
kosullarin1 saglar. exp (§) 1+ n formunda oldugundan n.dereceden nilpotenttir.

Boylece, tersine 1 — n + n? — --+ ile birlikte bir sonlu toplamdir (Velioglu, 2013).

Tammm 3.1.1.17: Bir Lie cebiri asagidaki denk kosullari sagliyorsa bu Lie cebiri
Hopfian olarak adlandirilir (Velioglu, 2013).

i.  Lie cebirinin kendisi ve sifir tarafindan olusturulan boliim cebirleri disindaki
boliim cebirleri 6z boliim cebirleri olmak iizere; bu Lie cebiri bu 6z bolim
cebirlerinin higbirine izomorf degildir.

ii.  Bu Lie cebiri iizerinde tanimlanan her 6rten endomorfizm ayni zamanda bir

otomorfizmdir.

Tanmm 3.1.1.18: L, K cismi ilizerinde verilmis olan bir Lie cebiri olsun. I, L nin bir
ideali olarak verilsin. InJ=0olup I®] =L ve J =L/l Kkosullarin1 saglayan L
nin bir J altcebiri varsa L Lie cebiri projektiftir denir (Velioglu, 2013).

Tanmm 3.1.1.19: (Rg)qe; , bos kiimeden farkli olup bir K halkasi iizerindeki
cebirlerin bir ailesi olsun. Kartezyen carpim, elemanlari, f(a) € R, olacak sekilde,
f:I >Uguer R, fonksiyonlart olan cebire denir. Kartezyen carpim, R =Q R,
seklinde gosterilir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.1.1.20: (G,)qe ailesi, bir K cebiri tizerinde tanimli olan Lie cebirlerin bir
ailesi olsun. Her a € I i¢in (X,/R,) kiimesi, G, cebirler ailesinin bir sunumu olarak
verilsin Oyle ki a # B olmak iizere X, N Xz = @ esitligi saglanr.

X =U,X,VeR =U, R, (3.53)
(3.53) esitlikleri saglansin. O halde G = (X/R) seklinde tanimlanan sunum (Gg) ger
cebir ailesinin serbest ¢arpimi olarak adlandirilir ve G = [[,¢;* G, seklinde ifade
edilir. I = {1,2, ..., n} seklinde sonlu bir kiime olmak tizere

G=G Gy *..xG, (3.54)

13
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(3.54) bigiminde ifade edilir. O zaman herhangi bir ¢ € I elemani i¢in bir I,: G, = G
homomorfizmi mevcuttur Oyle ki yukarida verilen bu homomorfizm X, = X

seklinde tanimlanan birim doniistimiin bir genislemesini ifade eder (Velioglu, 2013).

Tammm 3.1.1.21: (L,)qer, Lie cebirlerinin bir ailesi ve @ L, bu Lie cebirlerinin
direkt toplami1 olsun. e € L, olmak iizere
X:[aerLa =@ Lg (3.55)
x(e)—e
(3.55) seklinde bir epimorfizm tanimlansin. y epimorfizminin ¢ekirdegine (Lg)gqer

ailesinin kartezyen altcebiri denir (Akdogan, 2014).

Tammm 3.1.1.22: (R,)4er » bos kiimeden farkli olmak tizere bir K halkasi {izerindeki
cebirlerin bir ailesi ve R =@ R, kartezyen c¢arpim olsun. f €R igin f
fonksiyonunun suppf destegi, f (@) # 0 kosulunu saglayan biitiin @ € I indislerinin
kiimesidir. Elemanlar1 sonlu destege sahip fonksiyonlar olan S kiimesi; R (Ry)qer
ailesinin kartezyen ¢arpimi olmak {izere, R nin bir alt cebiridir. Bu alt cebire (R,) qer

ailesinin direkt ¢arpimi denir. S = [[,¢; R, seklinde ifade edilir (Akdogan, 2014).

Tanmm 3.1.1.23: F de L tarafindan tanimlann verbal altcebir,
V ={u(x,y):u(g,h) =0,vg,h € L} (3.56)
(3.56) da verilen kiime tarafindan iiretilen F’nin altcebirine denir. Bu cebiri V(L) ile

gosterecegiz (Velioglu, 2013).

3.1.2. Serbest lie cebirleri ve hall bazlar:

Tamm 3.1.2.1: X kiimesi bos kiimeden farkli olsun ve bir F Lie cebirii¢cini: X —» F
seklinde bir doniisiim tanimlansin. Ele alinan her A Lie cebiri ve f: X — A doniisiimii
icin f = goi olacak sekilde bir tek g: F — A seklinde tanimlanan Lie cebiri
homomorfizmi varsa F Lie cebiri X tzerinde bir serbest Lie cebiridir veya F ye
X tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri denir. Herhangi bir X kiimesi sadece bir tek

serbest Lie cebir iiretebilir ve bu Lie cebir F(X) = F seklinde ifade edilir.
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X kiimesi tarafindan iiretilen bir serbest Lie cebiri F(X) olmak iizere X kiimesi F (X)

serbest Lie cebirinin serbest iirete¢ kiimesi olarak adlandirilir (Akdogan, 2014)..

Tanmm 3.1.2.2: K cismi iizerinde alinan bir F serbest Lie cebiri ve serbest iireteg

kiimesi olan X i¢in bu serbest Lie cebirinin Hall kiimeleri

1. X kiimesine bir tam siralama verelim ve H; = X olsun.
2. H, = {(xy):x,y € H;,x,y € X,x > y} olsun.
3. m=1,2,..,n—1 i¢gin Hp,, kiimesi tanimlanmis ve uzunlugu koruma

Ozelligine sahip bir siralama verilmis olsun. Yani uq, u,, v4, v, elemanlart X
lizerinde asosyatif olmayan monomialler olmak iizere u = (uju,) ve v =
(v1v,) i¢in £(u) < £(v) ise u < v olsun. £(u) = #(v) iken u; < v; veya
uU; =u, Ve u, < v, ise u < volsun. n = 3 igin
H, = {((xy)z):x,9,2,(xy) € HHUH, U ..U H,_1,x > y,(xy) > z,y < z} (3.57)
(3.57) seklinde tanimlanir (Akdogan, 2014).

Teorem 3.1.2.1: Bos olmayan bir X kiimesi tarafindan tretilen bir F serbest Lie
cebiri ve n > 1 i¢in H,, bu serbest Lie cebirinin Hall kiimesi olarak tanimlansin. O
zaman H = Uj;~, H, kiimesi F serbest Lie cebirinin bir bazidir. H = Uj,-; H,

bazina F nin Hall bazi denir (Akdogan, 2014).

Tamim 3.1.2.3: L, X kiimesi tarafindan iiretilen bir Lie cebiri olsun (Velioglu, 2013).
a. Eger L = F/y,(F) ifadesini saglayacak sekilde X tarafindan iretilen bir F
serbest Lie cebiri varsa L Lie cebrine n —inci dereceden serbest nilpotent Lie
cebiri seklinde adlandirilir. Eger L = F/y,(F) ise L Lie cebirine serbest
abelyen Lie cebiri denir.
b. Eger L/F™ olacak sekilde X tarafindan iiretilen bir F serbest Lie cebiri
varsa L Lie cebiri m —inci dereceden serbest ¢oziilebilirdir denir.

Cc. Eger L=F/E, n,. n, ifadesi saglanacak sekilde X tarafindan firetilen

1,12,
serbest bir F Lie cebiri varsa L Lie cebirine { ny,n,,...,n;} dizisine gore
serbest polinilpotent Lie cebiri olarak adlandirilir. Eger L = F/F,, ise L

Lie cebirine serbest metabelyen Lie cebiri denir.
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3.2. Yontem

3.2.1. Paraserbest lie cebirleri

Tammm 3.2.1.1: P izomorfizm altinda degismeyen bir Lie cebiri 6zelligi ve L
herhangi bir Lie cebiri olsun. I L’nin herhangi bir ideali olmak iizere her 0 # x € L
icin x & I ve L/I boliim cebiri P 6zelligine sahip ise L’ye rezidili—P dir denir.
Ornegin; bir L Lie cebiri ele alinsin. Herhangi bir 0 # g€L icin L Lie cebirinden bir
N nilpotent Lie cebirine ¥4 (g) # 0 olacak sekilde bir 1», homomorfizmi varsa L
Lie cebirine rezidiilii nilpotent denir. Bu tanima denk olarak verilen asagidaki tanim
da kullanilabilir:

Bir L Lie cebirinin alt merkezi serisinin terimlerinin arakesiti sifira esit ise L Lie
cebiri rezidiilii nilpotent Lie cebiri olarak adlandirilir. Gergekten Ny—; ¥, (L) = {0}
saglaniyorsa herhangi bir 0 # g € L elemani i¢in g elemanini icermeyen bir n

tamsayisi igin ¥, (L) terimi bulabiliriz (Velioglu, 2013).

Tammm 3.2.1.2: F, X tarafindan tretilen serbest bir Lie cebiri olsun. Bir P Lie cebiri
icin eger asagidaki kosullar saglaniyorsa P paraserbest bir Lie cebirdir denir.
i. P rezidili nilpotenttir.
ii. Hern=>1igin
P/yn(P) = F [yu(F) (358)
(3.58) saglanir. Yani P ile F ayni alt merkezi diziye sahiptir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.2.1.3: P bir paraserbest Lie cebiri ve bir F serbest Lie cebiri ile ayn: alt
merkezi diziye sahip olsun. P paraserbest Lie cebirinin bir Lie alt cebiri H olarak
verilsin. Eger her n > 1 tam sayisi igin,

H/¥u(H) = K/ya(K) (3.59)
(3.59) ifadesini saglayan F serbest Lie cebirinin bir K alt cebiri mevcut ise H Lie

cebiri paraserbest Lie alt cebiri olarak adlandirilir (Velioglu, 2013).
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Tammm 3.2.1.4: Bir F serbest Lie cebiri ile ayn: alt merkezi diziye sahip bir P
paraserbest Lie cebiri ele alalim. P paraserbest Lie cebirinin bir Lie ideali I olsun.

Her n tamsayis1 i¢in

Iy = J/va() (3.60)
(3.60) ifadesi saglanacak sekilde sekilde F serbest Lie cebirinin bir J ideali mevcut

ise I ideali paraserbest ideal olarak adlandirilir (Velioglu, 2013).

Tamim 3.2.1.5: Y, bir paraserbest L Lie cebirinin alt kiimesi olsun. Eger Y, L’yi

¥, (L) modiiliine gore serbestge liretiyorsa, o zaman Y, L’nin paraiirete¢ kiimesidir

denir (Velioglu, 2013).

Not 3.2.1.1:L, bir Lie cebiri olmak tizere 4,,(L), L/J nilpotent olacak sekilde L’nin J

ideallerinin bir kesigimi olarak tanimlanir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.2.1.6: P bir paraserbest Lie cebiri olsun.
p) — P, p — [P, P], p@) — [p(l)'p(l)]’ pB) — [p(Z)’p(Z)]’ -

p® = [pl-D pk-D7 (3.61)
(3.61) olmak iizere,
P=P0)> P(1)DP(2)D: D P(k)D - (3.62)

(3.62) seklinde tanimlanan seri P paraserbest Lie cebirinin tiiretilmis serisi olmak
iizere herhangi bir k tam sayisi igin P~V /P®) seklinde verilen ifade P paraserbest
Lie cebirinin bir faktoriidiir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.2.1.7: Bazi m > 1 tam sayilart icin PU™ = {0} esitligi saglanirsa P
paraserbest Lie cebiri ¢oziilebilir paraserbest Lie cebiri olarak adlandirilir. Buradaki
m tam sayisina P paraserbest Lie cebirinin tiiretilme uzunlugu denir (Velioglu,
2013).

Tamim 3.2.1.8: P bir paraserbest Lie cebiri olsun.

Y1(P) = P, VZ(P) = [P,P], V3(P) = [PﬁVZ(P)]' ] )/k(P) = [P,)/k_l(P)],-- (363)
(3.63) olmak iizere,

P =vy1p) 2 ¥2(P) D y3(P) 2 - Dy (P) D - (3.64)
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(3.64) serisine P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisi denir. Bu serinin

k —yinci1 terimi bazen P, seklinde de gosterilebilir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.2.1.9: En az bir k tam sayis1 i¢in ¥, (P) = {0} ise P paraserbest Lie cebirine
nilpotent paraserbest Lie cebiri denir. y, (P) = {0} esitligini saglayacak sekilde
secilen en kiiciik pozitif k tam sayisina P paraserbest Lie cebirinin nilpotentlik
derecesi denir (Velioglu, 2013).

Tamm 3.2.1.10: i = 1,2,3,...,k, ... icinn = 1 olmak lizere pozitif tamsayilarin bir
P paraserbest Lie cebirinin polisentral serisi {n,, n,,...,ny, ...} dizisi ile birlikte
asagidaki gibi ifade edilir:

P,, ; P paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin n; —inci terimi

Py, n,s Pn, paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin n, —inci terimi

P = (Pn,, . .nni, Pn,,.n, Paraserbest Lie cebirinin alt merkezi serisinin n;-inci
terimi olsun. Boylece

PRB, 28, n, 2 2P, n 25, g, 2 (3.65)
(3.65) serisine P paraserbest Lie cebirinin polisentral serisi denir. Eger B, ..., =
{0} ve n,, n,,..,n, sayilan bu esitlik saglanacak sekildeki en kiigiik pozitif
tamsayilar ise P paraserbest Lie cebirine {n,, n,,..,ng,..} dizisine gore bir

polinilpotent paraserbest Lie cebiri denir (Velioglu, 2013).

Tanmim 3.2.1.11: P, ve P, bi¢iminde iki paraserbest Lie cebiri ele alinsin.

P = {(p1,p2):p1 € P1,p2 € P, } (3.66)
(3.66) kiimesi P; ve P, nin vektor uzayi olarak direkt toplami olsun. P iizerinde
[((P1,p2), (1, 82)] = [Pyt ) [p2 t2 ] (3.67)

seklinde ifade edilen garpim tanimlansin. (3.67) esitligi ile verilen bu g¢arpimla
birlikte P bir Lie cebiridir. Bu durumda P paraserbest Lie cebirine P, ve P,
paraserbest Lie cebirlerinin direkt toplam: denir. Buna ek olarak P = P, ®P,
seklinde gosterilir. Ayrica P = P; @P, olmast durumunda asagidakiler dogrudur
(Velioglu, 2013).

i) P = P, ®pP,’
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i) p € Pisep = py+p,, (p1 € Pyve p, € P,)olupP = P; + P, dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Paraserbest Lie Cebirlerinin Carpimlar:

Lie cebirlerinin herhangi bir M varyetesi i¢in i = 1,2, ...., m olmak {izere L;
Lie cebirlerinin M-garpimi1
MR, L (4.1)
(4.1) seklinde gosterilir. D, L; Lie cebirlerinin [];c, L; serbest ¢arpimin kartezyen
altcebiri yani [[;c,L; den & L; direkt toplamina olan kanonik homomorfizmin
¢ekirdegi ve V verbal altcebir olmak tizere L Lie cebirlerinin M-¢arpimi
MIIZ, L = (Ilies Li)/(D N V) (4.2)
(4.2) olarak tanimlanir (Akdogan, 2014).

Simdi M-carpimin farkl tiplerini inceleyecegiz.

4.1.1. Paraserbest lie cebirlerinin ¢oziilebilir carpimi

Tanmmm 4.1.1.1: L, * L, , L, ve L, Lie cebirlerinin serbest ¢arpimi1 ve D , Ly * L, nin
kartezyen altcebiri olsun. L; ve L, nin n.siniftan ¢oziilebilir ¢arpim1 Ly *5,; L, ile
ifade edilir ve

Ly %501 Ly = (Ly % L) /(6™ (Ly * Lz) N D) (4.3)
(4.3) seklinde tanimlanir (Velioglu, 2019).

Teorem 4.1.1.1: P; ve P, iki paraserbest Lie cebiri olsun. O halde P; « P, de
paraserbesttir.

Ispat: Ispat1 igin bakiniz (Baur, 1978).

Teorem 4.1.1.2: P; ve P, iki paraserbest Lie cebiri olsun. O zaman P; i, P, de
paraserbesttir (Velioglu, 2019).
Ispat: P = P, = P, olsun. Teorem 3.1.1 den P paraserbesttir. ilk olarak

Py x50y P, = (Py % P,) /(6™ (P, * P;) N D) (4.4)

(4.4) ifadesinin rezidiilii nilpotent oldugunu gostermek istiyoruz.
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we [ )re(P/6"(P) 0 DY)
k=1

olsun. O zaman her pozitif k tamsayisi igin ;
u €y, (P/(™"(P)ND)) = (vi(P) + (6™(P)ND)/(™(P) N D) (4.5)
(4.5) esitliginin saglandigr goéz oOniine alinsin. a € (y(P) + (6™(P) n D) olsun.
Boylece u = a + (6™ (P) n D) olur. O halde

a € Np=1 (v (P) + (6™ (P) N D) (4.6)
(4.6) oldugu agiktir. P rezidiilii nilpotent oldugundan « € §"(P) N D olur. Bu
yizden u = §™(P) n D olur. Bu nedenle

(rees6m )0y = 03

dir. Yani P; ., P, rezidilii nilpotenttir. Simdi P, *i,; P, ¢Oziilebilir ¢arpimi ile
ayni alt merkezi diziye sahip bir serbest Lie cebirinin varligini géstermek istiyoruz.
(P/(8™(P) N D)/y(P/(8™(P)N D) = (P/(6"(P) N D))/(vi(P)/(6™(P) N D))
(P/(8™(P) N D)/yi(P/(8™(P)ND) = P/y(P) (4.7)
(4.7) ifadesinin saglandigr goz oniinde bulundurulsun. P bir paraserbest Lie cebiri

olarak segildiginden

P/ye(P) = F/yi(F) (4.8)
(4.8) kosulunu saglayan bir F serbest Lie cebiri mevcuttur. Buradan
(P/(6"(P) N D)/yx(P/(6"(P)ND) = F/yy(F) (4.9)

4.9) elde edilir. Yani P; =L, P, paraserbesttir.
sol

4.1.1.1. Paraserbest lie cebirlerinin ¢oziilebilir carpiminin rezidiilii 6zellikleri

P; ve P, n.siniftan ¢oziilebilir iki paraserbest Lie cebiri olsun. O halde

5n(P1*P2)ﬂD = (Sn(Pl*Pz) (410)
(4.10) olur.Buradan
Py x5 Py = (Py * Py)/6™(Py * Py) (4.11)

(4.11) ifadesi elde edilir. Teorem 4.1.1.2 den P, *,, P, paraserbest bir Lie cebirdir.

P; ve P, ¢oziilebilir oldugundan
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o

()omr ot P2) = (0)

n=1
olur. Yani P, xy,, P, rezidilii ¢ozilebilirdir. Diger yandan Teorem 4.1.1.2 den

P, x¢,; P,’nin rezidili nilpotent oldugu goriilebilir (Velioglu, 2019).
Simdi P; =7, P, nin diger rezidiilii 6zelligini incelemek istiyoruz.

Lemma 4.1.1.1.1: F serbest Lie cebiri, bir Y kiimesi tarafindan y,(F) modiiliine
gore serbestge iretilsin. O halde n = 2,3, ... i¢in Y F’yi y,,(F) modiiliine gore de
serbestce liretir.

Ispat: Ispati icin bakiniz (Bokut ve Kukin, 1994).

Teorem 4.1.1.1.1: Bir paraserbest Lie cebiri sonlu rankli rezidiilii paraserbesttir.

Ispat: Ispat1 igin bakimiz (Baur, 1978).

Teorem 4.1.1.1.2: P, ve P, n.siiftan ¢oziilebilir iki paraserbest Lie cebiri olsun. P;
ve P, nin her biri birden fazla eleman tarafindan iretilsin ve M = P; L, P, olsun.
O halde M, 2-rankli rezidiilii paraserbesttir (Velioglu, 2019).
Ispat: P, ve P, coziilebilir iki paraserbest Lie cebiri oldugundan bu iki paraserbest
Lie cebirin serbest ¢arpimi olan M de ¢oziilebilirdir. Bu paraserbest Lie cebirleri
birden fazla eleman tarafindan iretiliyor oldugundan M serbest ¢arpimi da birden
fazla eleman tarafindan iretilir.
Teorem 4.1.1.2°den M paraserbest bir Lie cebirdir. Simdi M 'nin rezidiilii paraserbest
oldugunu gostermek istiyoruz. Teorem 4.1.1.1.1°den M sonlu n-ranklidir (n > 2).
a &€ M olsun. M paraserbest oldugundan bir k > 2 tamsayisi i¢in a & y; (M) vardir.
M [y, (M)’ nin serbest ¢oziilebilir ve nilpotent oldugu goériilebilir. N, M’nin a € N ve
Yk (M) € N ozelliklerini saglayan bir altcebiri olsun. O halde (M/y,(M))/(N/
Y (M)) boliim cebiri 2-rankli serbesttir. Serbest Lie cebirlerinin serbest projektif
oldugu bilinmektedir. Bu nedenle M /y, (M)’nin bir N /y; (M) ideali i¢in

M/y(M)) = (N/yi(M)) © (L/yi(M)),

(N/yie(M)) 0 (L/yi(M)) = 0O (4.12)
ve
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L/vi(M) = (M/yi(M))/(N/y(M)) (4.13)
(4.12) ve (4.13) ozelliklerini saglayan M /[y, (M) nin bir L/y, (M) altcebiri vardir.
Simdi M /y,(M)’yi ele alalim:

M/y2(M) = (M/y(M))/y2(M/ye(M)) (4.14)
(4.14) ifadesinin saglandig1 dikkate alinsin.
M/yie(M)) = (N/y(M)) © (L/yr(M)) (4.15)
(4.15) oldugundan
(M/yi(M))/y2(M/y,(M))
= ((N/yie(M)) © (L/vi(M)))/v2((N/yie(M)) © (L/yx(M))) (4.16)

(4.16) esitligi elde edilir. Simdi y,((N/yx(M)) @ (L/yx(M))) ifadesini incelemek
istiyoruz.
Y2((N/vie(M)) © (L/v(M)))

= [(N/yie(M)) @ (L/yi(M)), (N/yi(M)) D (L/y,(M))]

= (IN,N] ® [N, LI®LL, LD /v (M)

= (y2(N) @ [N, L] ® v2(L))/vr(M) (4.17)
(4.17) elde edilir. Buradan
((N/vie(M)) © (L/vie(M))/y2((N/ve(M)) © (L/vr(M)))
= ((N/yi(M)) & (L/yi(M)))/((v2(N) @ [N, L] @ v2(L))/vr(M))
= ((N/y(M))/((y2(N) @ [N, L] ® v (M)) /v (M)))
D (L/ve(M))/((v2(L) @ v (M) /v (M)))
= (N/(r2(N) @ [N, L] ® v (M) ® (L/(v2 (L) @ v, (M))) (4.18)
(4.18) olur. Boylece
M/y,(M) = (N/(r2(N) @ [N, L] @ v, (M))) & (L/(ro(L) By (M)))  (4.19)
(4.19) esitligi elde edilir. M /y,(M) bolim cebirinin n-rankli serbest abelyen oldugu
kolayca goriiliir. Diger yandan L’nin se¢iminden dolay1 L/(y,(L) @ y,(M)) bolim
cebiri 2-rankl1 serbest abelyen bir cebirdir. Buradan N/(y,(N) @ [N, L] @ y,(M))
boliim cebiri (n-2)-rankli serbest abelyendir. a4,a,,...,a,_, € N ve a,_;,a, € L
olsun, 6yle ki aq,a,,...,a,—; elemanlart L’yi y,(L) @ yx(M) modiiliine gore
serbestge tiretsin. Hopfianlik dan a4, a,, ..., a,, elemanlarinin M’yi y,(M) modiiliine
gore serbestge tirettigi goriiliir (Evans, T., 1969).
T, a4, ay, ..., a,_, elemanlari tarafindan iretilen bir ideal olsun. Yine Hopfianlik dan

N =T + y, (M) esitligini elde ederiz. Simdi
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57 = ) rm/m)
n=1

esitligini ele alalim. Biz a € | ve M /] nin paraserbest oldugunu gostermek istiyoruz.
a & N oldugundan a € J oldugu acgiktir. Bu nedenle M/ nin paraserbest oldugunu
gostermek yeterlidir. J nin tanimindan M /] cebiri rezidiilii nilpotenttir. Lemma
4.1.1.1 den a4,as,, .., a, elemanlar y,(M) modiiliine gore M’yi serbestge iiretirse
M’yi y,, (M) modiiliine gore de serbestge tiretirler. O halde M /(T + y,(M)) cebiri 2-
rankl1 serbest ¢oziilebilirdir. / , M /] rezidiilii nilpotent olacak sekilde T’yi kapsayan
M’nin en kii¢iik ideali olarak secildi. Bu nedenle J € (T + y(M)) dir. Buradan
M/(T + v (M) = (M/D /T + v (M) = (M/]) /v (M/]) (4.20)
(4.20) esitligini elde ederiz. M /(T + y,(M)) serbest olup boylece (M/])/yi.(M/])

serbesttir. Bu nedenle M /] paraserbesttir ve M rezidiilii paraserbesttir.
4.1.2. Paraserbest lie cebirlerinin nilpotent ¢arpimi

Tammm 4.1.2.1: L, ve L, iki Lie cebiri ve D, L; ve L, nin serbest ¢arpiminin
kartezyen altcebiri olsun. L; ve L, nin n.smiftan Nilpotent carpimi Lq %)\, L,
seklinde gosterilir ve

Ly *pi Ly = (L1 * L) /(¥a(L1 * L2) N D) (4.21)
(4.21) ile tanimlanir (Velioglu, 2020).

Onerme 4.1.2.1: P, ve P, iki paraserbest Lie cebirleri, sirasiyla X ve Y kiimeleri
tarafindan serbestce iiretilen iki serbest Lie cebiriyle ayn1 alt merkezi diziye sahiptir.
O zaman P; * P, bir paraserbest Lie cebirdir ve X UY tarafindan serbestge liretilen
bir serbest Lie cebiriyle ayn1 alt merkezi diziye sahiptir.

Ispat: Ispatiicin bakimiz (Baur, 1978).

Lemma 4.1.2.1: P; ve P, iki paraserbest Lie cebiri olmak iizere P; ve P, nin
n.siniftan nilpotent ¢arpimi paraserbesttir (Velioglu, 2020).
Ispat: P, ve P, paraserbest Lie cebirleri géz oniine alinsm. Onerme 3.1.2.1°den P =

P; * P, serbest ¢arpimi paraserbesttir. Simdi
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we [ )¥n(P/Gm(P) 0 DY)
n=1

olsun. O halde her n igin,

U € Ny Ya(P/((P) N D)) = (ra(P) + (rn(P) N DY)/ (y(P) N D) (4.22)
(4.22) esitligi saglanir. Varsayalim ki u = a + (y,(P) N D) olacak sekilde a €
Yn(P) + (¥ (P) N D) ele alinsin. Boylece

a €[ )on®) + () 0 DY)
n=1

dir. P rezidili nilpotent oldugundan o zaman a € (y,(P) N D) ve bu yiizden
u = (¥,(P) n D) dir. Boylece

N1 Yn(P/(ra(P) 0 D)) = {0} (4.23)
(4.23) elde ederiz. Yani P, *);, P, rezidiilii nilpotenttir. Simdi P/(y,(P) N D) bolim
cebiri ile ayni alt merkezi diziye sahip bir serbest Lie cebirinin varligin1 gostermek
istiyoruz. Simdi;
(1 (P) + (ya(P) N D)) /¥n(P/(¥a(P) N D)) = yn(P)/(vn(P) N D) (4.24)
(4.24) ifadesi goz oniine alinsin. Bu nedenle,

(P/(¥n(P) N D) /yn(P/(yn(P) N D))
= (P/(t(P) N D)/((1n(P) + (¥a(P) N D))/(¥a(P) N D)

= (P/(tn(P) N D))/ (¥n(P)/(¥a(P) N D)) = P/yn(P) (4.25)

(4.25) ifadesi elde edilir ve P nin bir paraserbest Lie cebiri oldugu bilindiginden
P/yn(P) = F/yn(F)

kosulunu saglayan F serbest Lie cebiri mevcuttur. Boylelikle

(P/(n(P) N D)/Yn(P/(¥n(P) N D)) = F [yn(F) (4.26)
(4.26) oldugu goriiliir. Bu nedenle P; *3;; P, nilpotent ¢arpimi paraserbesttir.

Tamim 4.1.2.2: L bir Lie cebiri olsun. L Lie cebirinin A altcebiri tarafindan belirtilen
minimal merkezi serisi L > 1 ve G herhangi bir Lie cebiri olmak tizere

OA == (A), ees LA == [G, L—lA] (427)
(4.27) formiiliiyle verilen ideallerin azalan serisidir. (A), L’nin A tarafindan iretilen

idealidir. Her k > 1 igin A, L’nin A tarafindan belirtilen minimal merkezi serisinin
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k. terimidir ve L’nin A tarafindan belirtilen k. minimal merkezi terimi denir. L’nin alt

merkezi serisi, L’nin minimal merkezi serisine bir 6rnektir (Velioglu, 2020).

Tanmmm 4.1.2.3: L, ve L, iki Lie cebiri, L = L; x L, ve L’nin [Lq,L,] tarafindan
belirtilen k.minimal merkezi terimi min;[L,, L,], seklinde gosterilsin. L, ve L, ’nin

[L4, L,] tarafindan belirtilen k.minimal nilpotent ¢arpimi1

Ly sllatal L, = L/(ming[Ly,L,];) (4.28)

nil

(4.28) esitligi ile tanimlanir (Velioglu, 2020).

Asagida verilen Onerme 4.1.2.2 ve Onerme 4.1.2.3 dnermelerinin ispat1 icin bakiniz
(Velioglu, 2013).

Onerme 4.1.2.2: Bir paraserbest Lie cebirinin boliim cebiri de paraserbesttir.
Onerme 3.1.2.3: Ele alinan herhangi iki paraserbest Lie cebirinin direkt toplami da

paraserbesttir.

4.1.2.1. Paraserbest Lie cebirlerinin nilpotent ¢carpiminin bir bazi

Lemma 4.1.2.1.1: P; ve P, iki paraserbest Lie cebiri olmak lizere P; *LP;}'PZ] P,
paraserbesttir (Velioglu, 2020).

Ispat: Varsayalim ki k = 0 olsun, 0 zaman miny [Py, P;1p = [P;, P,] olur. Béylelikle

Pyl Py = (P Py)/ [PLPo] = (P P)/D = P, @ P, (4.29)
(4.29) elde ederiz. Boylece, Onerme 3.1.2.2° den P, ve P, nin [Py, P,] tarafindan
belirtilen 0.dereceden minimal nilpotent ¢arpimi paraserbesttir. Simdi k > 0 olsun, o
Zaman

ming [Py, P,1p = [Py, [Py[... [Py, [Py, P2]P,] ... 1P2] P, ] (4.30)
(4.30) olur. Yukarida elde edilen cebir k.siniftan nilpotent altcebirdir. [P;, P,]®

seklinde gosterilir. Buradan,

Py,P
Pyl Py = (P % P)/([P1, P21 ™)
olur. Onerme 3.1.2.1°den P; * P, paraserbest olup bunun iizerine Onerme 3.1.2.3’ten

P, *E’PZ] P, paraserbesttir. Eger P; ve P, n.smiftan nilpotent paraserbest abelyen

Lie cebirleri ise 0 zaman
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D Nyn(Py % Py) = yn(Py % Pp) (4.31)
ve boylece
Py #ht 2 Py = (Py % Py) /Yu(Py % P2) (4.32)

(4.31) ve (4.32) esitliklerinin saglandiginmi not edelim. Simdi P; = ,,j} P, carpimi igin
bir baz kiimesi elde etmek istiyoruz. X = {x{,%3,...,x,} V& Y ={y1,¥5, ... ¥n}
kiimeleri g6z 6niine alnsin. Py, F(X) serbest Lie cebiri ile P,, F(Y) serbest Lie cebiri
ile aymi alt merkezi diziye sahip iki paraserbest Lie cebiri olarak alinsin. Diger
taraftan P, * P, = Lve F(X UY) = F olsun. Onerme 4.1.2.1°den

L/yn(L) = F/yn(F)
dir. X1 > Xy > > Xy, oOlmak  lizere  yi = Xpi1, Vo = Xpao, e Yn = Xop
indisleriyle birlikte X U Y kiimesini ele alalim.

p:XUY —>B (4.33)

X; = X;

(4.33) bijeksiyonu gbz Oniine alindiginda B, L nin bir irete¢ kiimesidir. @

bijeksiyonunu, iki lineer ¢: F = L epimorfizmine genisletelim. O zaman

(,,O\(X U Y) = {gﬁ(xl), @(xz): e (pb\(xZn)} = {XIIXZ' "'rJEZn} =B (434)
(4.34) elde edilir. Simdi F serbest Lie cebirinin Hall kiimelerini g6z 6niine alalim.
H,=XUY

H, ={xy:x,y € H;,x >y},

H, = {x = (ab)c:a,b,c,ab€ H; U ..UH,_;,a > b,b < c,¥(x) =n} (4.35)
(4.35) seklindedir. H = Uy~ Hy, F serbest Lie cebirinin Hall bazidir. @, ¢ nin X U
Y kiimesine kisitlanis1 oldugundan

o(H,) = p(H) =B (4.36)
(4.36) esitligi elde edilir. ¢@(H;) = H," seklinde gosterilsin.  Simdi asagidaki
kiimeleri
H,*=B
p(Hy) = Hy" ={@()@(): ¢(x), #(y) € Hy", ¢(x) > ()} ,

@(Hp) = Hy" = (X = (¢(@)@(1))P(c), p(a), p(b), p(c)e Hy" U ..U Hp_1",
@(a) > @(b), p(b) = ¢(c),£(x) = n}

27



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Elif BESLi

seklinde tanimlayalim. L paraserbest oldugundan, o zaman
P F [yn(F) = L/yn(L) (4.37)
X+ (F) = @(x) + ya(L)
(4.37) seklinde tanimli izomorfizmler vardir. Bu nedenle n =2 ve i € {1,2, ...,2n}
icin
@2:F[y2(F) = L/y,(L) (4.38)
x+v2(F) = ¢(x) +v2(L)
(4.38) elde ederiz. Varsayalim ki
B* ={p(x1) +v2(L), (x2) + v2(L), ..., 9 (x20) + v2 (L)}
= {¢(X1 + VZ(F)): ‘ﬁ(xz + )/Z(F))' e ‘ﬁ(xzn + )/z(F))}
olsun. Simdi B* kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gostermek istiyoruz. i €

{1,2,...,2n} ve a; € K igin

2n
Z ai‘ﬁz(xi + YZ(F)) =0
i=1
olsun. O halde
2 @a(aix; +v2(F)) =0 (4.39)
ve
2 (212:1(aixi + VZ(F))) =0 (4.40)
(4.39) ve (4.40) esitliklerini elde ederiz. ¢, bir izomorfizm oldugundan o zaman
2n
D (@i +72(M)) = 72(F)
i=1

olur. Eger a; # 0 ise, 0 zaman a;x; € y,(F) dir. Fakat bu imkansizdir. O zaman
a; =0 ve bu yilizden B* lineer bagimsizdir. @, lerin her biri bir izomorfizm
oldugundan , her n i¢in bir sonug elde ederiz. Yani,
{o(x1) + (L), 9(x2) + ¥n (L), .., 9(x2n) + ¥n (L)}

= {45(9& + Vn(F)); @(xz + Vn(F))’ e (ﬁ(xZn + Vn(F))} (4.41)
(4.41) kiimesi lineer bagimsizdir. Bilinen H kiimesi F i¢in bir Hall bazidir, boylelikle
{H, UH, U ..U H,_4}kiimesi F /y,,(F) i¢in bir bazdir. Simdi

P F [yn(F) = L/yn(L)

izomorfizmi goz Oniine alinsin. Boylece

L/va(L) = @n(F/va(F)) = @p(sp{H1 UH, U ..U Hy_4})
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= span{p,(H; UH, U ...U H,,_;)} (4.42)
(4.42) olarak aliriz. Boylelikle

@n(Hl V) HZ U..uU Hn—l) ES {Hl* V) HZ* U..U Hn—l*}
kiimesi L /v, (L) icin bir baz kiimesidir.

4.1.3. Paraserbest lie cebirlerinin abelyen ¢carpim

Tammm 4.1.3.1: L; ve L, iki Lie cebiri olsun. L; ve L, nin abelyen carpimini
Ly *4p Lo ile gosterelim. Buna gore,

Ly *qp Ly = (L1 * L2)/(D N (L1 * Lp)) (4.43)
(4.43) seklinde tanimlanir. Eger L, ve L, abelyen Lie cebirleri ise

DN (Ly*xLy,)=D
olup
Ly*qp Ly =(Ly*Ly)/D =L DL, (4.44)

(4.44) esitligi elde edilir (Akdogan, 2014).

Onerme 4.1.3.1: A ve B iki paraserbest Lie cebiri olmak iizere bu iki cebirin serbest
carpimi P ile gosterilsin. O zaman

P/y2(P) = A/y,(A) © B/y,(B) (4.45)
(4.45) esitligi saglanur.
Ispat: Bu 6nermenin ispati i¢in bakmniz (Velioglu, 2013).

Onerme 4.1.3.2: Iki abelyen paraserbest Lie cebirinin abelyen carpimi da
paraserbesttir.

Ispat: P, ve P, iki paraserbest Lie cebiri olmak iizere L, = P;/y,(P;) ,
L, = P,/y,(P,) olsun. Simdi L; *,, L, nin paraserbest oldugunu gosterecez.

Tanimdan L, ve L, abelyen oldugundan

Ly *qp Ly =Ly @ Ly = P/y2(Py) @ P2 /y2(P2) (4.46)
(4.46) olur. P, P; ve P, nin serbest ¢arpimi olsun. O halde Onerme 4.1.3.1°den
Py/y2(Py) @ P /y2(P2) = P/y2(P) (4.47)

(4.47) elde edilir. Bu durumda L; *4, L, nin paraserbest olabilmesi igin P/

¥2(P) nin paraserbest oldugunu gostermek yeterlidir.
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Iki paraserbest Lie cebirinin serbest carpimi da paraserbest oldugundan (H.
Baur’un tezinden) P paraserbest bir Lie cebirdir. Amacimiz P /y,(P)’nin paraserbest

oldugunu gostermek. P, bir paraserbest Lie cebiri ve y,(P), P’nin idealidir. Bir

we [ )rmP/rae)
n=1

alalim. Her n i¢in

U € Npz1 Ya(P/y2(P)) = (Yu(P) + v2(P))/v2(P) (4.48)
(4.48) olur. a € (y,(P) + y,(P)) olmak iizere u = a + y,(P) olsun. Agiktir ki

a €[ )on®) +7(P)
n=1

a kesisimin elemanidir. P bir paraserbest Lie cebiri olup rezidiilii nilpotent 6zelligi
saglandigindan a € y,(P) olur. Buna gore u = y,(P) esitligi saglanip
Nn=1¥a(P/v2(P)) = {0} (4.49)
(4.49) elde edilir. Boylelikle P/y,(P) bolim cebirinin rezidiilii nilpotent oldugu
gosterilmis olur. Simdi P/y,(P) bolim cebiri ile ayni alt merkezi diziye sahip bir
serbest Lie cebir varligin1 gostermek istiyoruz. Bunun i¢in (P /y,(P))/vn(P/y2(P))
cebirini ele alalim.
(n(P) +v2(P))/v2(P) = ya(P)/v2(P) (4.50)
(4.50) oldugunu biliyoruz. O halde
P /v2(PY) [Ya(P[72(P)) = (P/y2(P))/( (ra(P) + ¥2(P)) /v2(P))
= (P/y2(P))/(va(P)/7v2(P))
= P/ya(P) (4.51)
yukaridaki iglemlerle (4.51) de oldugu gibi ele aliman boliim cebirinin P/y,(P)

ifadesine izomorf oldugu goriiliir. P bir paraserbest Lie cebiri oldugundan

P/yn(P) = F[yn(F) (4.52)
(4.52) kosulunu saglayan F serbest Lie cebiri mevcuttur. O halde,
(P/y2(P))/Yn(P/y2(P)) = F/yn(F) (4.53)

(4.53) elde edilir. Boylece P/y,(P) cebiri paraserbest bir bolim cebirdir. Yani,
P, /y.(P) @ P,/y,(P,) paraserbesttir. O halde L, *,, L, abelyen g¢arpiminin

paraserbest oldugu gosterilmis oldu.
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Onerme 4.1.3.3: Serbest abelyen Lie cebirlerinin abelyen garpimi da paraserbesttir.

Ispat: K, ve K, iki serbest abelyen Lie cebiri olsun. Bu durumda

K =Ky *ap K; (4.54)
(4.54) ifadesi bir serbest abelyen Lie cebirdir. Simdi de K’nin paraserbest oldugunu
gosterelim.
v2(K) = [K, K] = {0} (4.55)
(4.55) ifadesi saglanir.

(0 =
n=1
olur. Boylece K rezidiilii nilpotenttir. K serbest abelyen oldugundan
K = F/y,(F)
ifadesini saglayan bir F serbest Lie cebiri mevcuttur. Her n > 2 igin y,,(K) = {0}
oldugundan

K/va(K) = (F/v2(F))/Va(F [v2(F)) = F [y (F) (4.56)
(4.56) elde edilir. O halde K Lie cebiri paraserbesttir.

4.1.4. Paraserbest lie cebirlerin metabelyen ¢arpim

Bu boliimde verecegimiz her cebiri K cismi iizerinde birer cebir olarak

diisiinecegiz.

Tanim 4.1.4.1: P, ve P, iki paraserbest Lie cebiri ve bu paraserbest Lie cebirlerinin
serbest ¢arpimi P = P, * P, seklinde gosterilsin. D, P’nin kartezyen altcebiri
olmak tizere P, ve P, paraserbest Lie cebirlerinin metabelyen ¢arpimi

P *met P, =P/(P" N D) (4.57)
(4.57) ifadesi ile tanimlanir (Velioglu, 2019).
Teorem 4.1.4.1: Sonlu ranka sahip paraserbest Lie cebirlerinin sonlu sayidaki
serbest carpiminin da paraserbesttir.

Ispat: Ispat1 i¢in bakiniz (Baur, 1978).
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Teorem 4.1.4.2: P, ve P, iki paraserbest Lie cebiri ve P = P; x P, olsun. D, P’nin
bir kartezyen altcebiri olsun. Bu durumda P/(P" n D) cebiri paraserbesttir
(Velioglu, 2019).

Ispat: P, ve P, iki paraserbest Lie cebiri olmak iizere P = P, = P, bu iki Lie cebirin
serbest ¢arprmu olsun. O halde Teorem 3.1.4.1 den P paraserbest bir cebirdir. Ik
olarak P/(P" N D) bolim cebirinin  rezidiili nilpotent 6zelligini sagladigini

gosterelim. Bir u € N;~; ¥n(P/P" N D) alalim. Bu durumda her n igin

we ﬂyn(P/(P" N D)) = (1 (P) + (P” N D))/(P" N D)
n=1

olur. Her n tamsayisi i¢in u = a + (P"' N D) olacak sekilde a € y,(P) + (P n D)
eleman1 alimsin. Bu durumda
a€ Ny=1¥n(P) +(P" ND) (4.58)
(4.58) oldugu agiktir. P paraserbest olup rezidiilii nilpotent oldugundan a € (P"' N
D) oldugu goriilir. Bu durumda u = (P" N D) esitligi saglanip
Nn=1¥a(P/(P" 0 D)) = {0} (4.59)
(4.59) ifadesinin saglandigi rahatca goriiliir. O zaman P/(P" n D) cebirinin rezidili
nilpotent oldugu gosterilmis olur. Simdi P/(P" N D) bolim cebiri ile ayni alt
merkezi diziye sahip bir serbest Lie cebirinin mevcut oldugunu gosterelim.
(ta(P) + (P" N D))/(P" N D) = y,(P)/(P" N D) (4.60)
(4.60) oldugu biliniyor. O halde,
(P/(P" N D))/yn(P/(P" N D)) = (P/(P" N D))/((¥a(P) + (P" nD))/(P" N D))
= (P/(P" N D))/(yn(P)/(P" N D)) = P/y,(P) (4.61)
(4.61) olur. P serbest ¢arpimi paraserbest olma 6zelligini sagladigindan
P/yn(P) = F [yn(F) (4.62)
(4.62) izomorflugunu saglayacak sekide bir F serbest Lie cebiri bulunabilir. Bu
nedenle,
(P/(P" N D))/yn(P/(P" N D)) = F/y,(F)
elde edilir. Sonug olarak P/(P" N D) boliim cebirinin paraserbest oldugu goriiliir.

Tamm 4.1.4.2: P; *,,.; P, metabelyen carpimi paraserbest oldugundan bu ¢arpim
ayni zamanda paraserbest metabelyen carpim olarak da adlandirilabilir. {x,y}

kiimesi F serbest Lie cebirini iiretsin ve L herhangi bir Lie cebiri olarak verilsin.
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[x, y] tarafindan tretilen F'/F", U(F/F'")-modil olup K[x,y] polinom halkasinin
F'/F" cebiri tizerindeki etkisi

x"y*[x,y] = [[lx, y]lx] ... 1x] y]...1y] (4.63)
r—defa s-—defa

(4.63) seklinde ifade edilir. Buradan F'/F"' boliim cebirine [x, y] ¢arpimu tarafindan
tiretilen K[x,y]-modil yapisi kazandirilmig oldugu gorilir. O zaman her F'/F"
boliim cebirinin bir u elemani, a(x,y) € K[x, y] olmakiizere

u=a(xyxyl]
Formundadir (Velioglu, 2019).

Tanim 4.1.4.3: u(x,y) € F olsun. Eger Vg, h € L igin u(g, h) = u(h, g) ise u(x, y)

elemanina L’nin F igindeki 2-simetrik kelimesi olarak adlandirilir (Velioglu, 2019).

Not 4.1.4.1: F/V (L) ranki 2 olan goreceli serbest Lie cebiri olsun. u(x,y), L’nin F
deki 2-simetrik kelimesi ise

u(x,y) = u(y,x) (modV(L)) (4.64)
(4.64) ifadesi saglanir (Velioglu, 2019).
Simdi Fox tiirevlerini tanimlamak istiyoruz (Fox, 1953).
{x1,%5, ..., x,} kiimesi tarafindan iiretilen sonlu n rankli bir serbest Lie cebiri F,
seklinde gosterilsin. A,, = F,/F',, ve M, = F,/F",, olsun. Herhangi bir v € E, igin
v ve ¥ ile v nin swrasiyla F, > A, ve E, - M, scklinde verilen dogal

homomorfizmler altindaki goriintiilerini gosterelim.

i=1,2,..,ni¢in her @i, 7 € U(M,,) elemanlar1 ve 9; Fox tiirevi ifade etmek {lizere

1. 0;(T+ ) = 0;(@W) + 9;(D),

2. ai(x,-) = &,

3. 9,(1L.7) = ud;(P) + e(¥)9; (%),
olacak sekilde U(M,) den U(A,) e olan lineer bir fonksiyondur. Burada §;;
Kronecker delta ve e:U(M,) - K her i=12,..,n i¢in €(x;) =0 esitligini
saglayan bir homomorfizmdir. W € M,, ve 1 € U(4,,) ise

0;(AW) = 20;(W)

esitligi elde edilir (Bryant ve Roman’kov, 1999).
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Simdi genellestirilmis tiirevler ve Smel’kin gdmmesini incelemek istiyoruz
(Smel’kin ve Syrtsov, 2005).
Ay, Ay, ..., A, serbest abelyen Lie cebirleri sifirdan farkli olarak alinsin. A = A; *
A, x ...x A, sebest abelyen Lie cebirlerinin serbest ¢arpimi olmak tizere H = A/A’
ve G = A/A" seklinde iki cebir ifade edilsin.
Her g € U(A) i¢in g ve g ile g nin U(A) - U(H) ve U(A) - U(G) kanonik
homomorfizmleri altindaki goriintiilerini gosterelim. T bir baz1 {t,...,t,} olan

H 0

T 0) formundaki matrislerin

matrislerin kiimesi olmak tizere M(H,T) , yani (

cebiri

4 0
M(H,T) = {(d‘j‘ti o): a, €A,i=12,..,1}

seklinde tanimlanir. Bu cebir U(H)-modiil olarak alinsin. Bununla birlikte i =

_)(c_li 0)
4= \at, 0

olarak tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun ¢ekirdegi A" olup bir : A —
M(H,T) homomorfizmini belirler. Boylelikle A/A" bolim cebiri, M(H, T) cebiri

1,2, ...,nve a; € A; olmak lizere

icine gdmiilebilir. Bu sekilde verilen gomme Smel’kin gdmmesi olarak adlandirilir.

Herhangi bir @ € A/A" elemani i¢in

o@= (g, n@e o) (4:65)

(4.65) esitligi gbz oniine alinsin. (Burada her i = 1,2, ..., n i¢in D; seklinde gosterilen
ifade genellestirilmis tiirevlerdir.)

D;:U(G) » U(H) (4.66)
(4.66) dontisiimii ile birlikte genellestirilmis tiirevleri asagidaki kosullar1 saglayan
fonksiyonlardir.
1) D;(ii + ) = D;(&) + D;(¥), 1,7 € U(G)
2) Di(@1.©) = uDy(¥) + e(@)0;(D),
3)D;(i)) =u, wUEAise
4) D;(@) =0, i € Ajvei + jise
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Burada €: U(G) — K, herhangi bir g € G elemani i¢in €(g) = 0 esitligi saglanacak
sekilde bir homomorfizm belirtir. Fox tiirevlerinde de oldugu gibi W € G ve 1 €
U(H) elemanlart i¢in

D;(AW) = AD;(W) (4.67)
(4.67) esitligi gegerlidir.

4.1.4.1. Verbal altcebir ve 2-simetrik kelimeler

P,, ..., B, paraserbest abelyen Lie cebirleri olsun. P = P; * ... B, ise verilen

paraserbest Lie cebirlerinin serbest ¢arpimi seklinde ifade edilsin.

Teorem 4.1.4.1.1: L = P/P" ise K cismi lizerinde L tarafindan tanimlanan verbal
altcebiri; F bir serbest Lie cebir olmak iizere, F'' tiiretilmis cebirine esittir. Yani
V(L) = F"esitligi elde edilir (Velioglu, 2019).
Ispat: F' tiiretilmis cebirinin V(L) tarafindan kapsandig1 kolayca goriilebilir. Simdi
ise V(L) c F" oldugunu gostermemiz gerekiyor. u(x,y) € V(L) olsun.
F'(modF'), [x,y] braket ¢arpimi tarafindan iretilip U(F/F")-modiil oldugu
bilindiginden her bir w € F'(modF'") ve a(x,y) € U(F/F") elemanlari igin
w = a(x,y)[x, y](modF') (4.68)
(4.68) formundadir. Bu durumda
u(x,y) = ax + by + a(x,y)[x,y](modF'"),a,b € K
oldugunu kabul edebiliriz. Her ¥, ¥, € L i¢in u(¥;,7,) = 0 esitliginin saglandigi
tanim gbz Oniine alindiginda kolayca goriilebilir. Bunun {izerine ¥; = &; # 0 olup
7, = 0 olacak sekilde ele alalim. O halde
u(é;,0) =a.c; =0 (4.69)
(4.69) esitligi elde edilir ve bdylece a = 0 oldugu goriiliir. Buna benzer olarak ¥, =
0 ve ¥, = ¢, # 0 segilirse
u(0,é,) =b.c, =0 (4.70)
(4.70) esitligi elde edilir ve b = 0 bulunur. Buradan
u(x,y) = a(x,y)[x,y] (modF")
yani u(x,y) € F' bulunur. Simdi v, = ¢; € P;,v, = ¢, € P, alalim. ¢; # 0,¢, # 0

dir. O zaman
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u(6y, &) = a(éy, 6)[6,,6,] =0 (4.71)
olur. (4.71) ifadesinin ¢; elemanina gore genellestirilmis tiirev alalim. Bulunan
tiirevin degeri U(F/F") cebirinde olup

—a(¢y, )86, =0 (4.72)
(4.72) esitligi bulunur. U(F/F") evrenselenveloping cebiri bir tamlik bolgesi olup
a (¢, ;) = 0 esitligi elde edilir. Her bir ¢; € P; ve ¢; € P; eleman igin a(é;, Ej) =0
esitligi saglanip a(x,y) = 0 elde edilir. Sonug olarak u(x,y) € F'' elde edilir ve

boylece V(L) = F" oldugu goriiliir.

Sonu¢ 4.1.4.1.1: Py, ..., P, paraserbest abelyen Lie cebirleri olmak tizere M, bu Lie
cebirlerin metabelyen ¢arpimi ise V(M) = F" esitligi saglanir (Velioglu, 2019).
Ispat: M = P/(P" N D) seklinde tamimlanmak tizere her i =1,2,..,n igin P;
paraserbest Lie cebirlerinin abelyen oldugu bilindiginden
P"nD=P"

saglandig1 goriilebilir. Boylelikle M = P/P" esitligi elde edilmis olur. Teorem
3.1.4.1.1 goz 6niine alindiginda V(M) = F"' esitliginin saglandigi goriiliir.

Simdi F tizerindeki 2-simetrik kelimelerin V(M) verbal altcebiri tarafindan

nasil belirlendigini gérmek istiyoruz.

Teorem 4.1.4.1.2: u(x,y), M cebirinin F tizerindeki 2-simetrik bir kelimesi olarak
tanimlansin. O zaman u(x, y),
u(x,y) = Ax + y + a(x,y)[x,y] (modF")

formundadir. Burada a(x,y) € U(F/F") ve a(x,y) =—a(y,x) dir (Velioglu,
2019).
Ispat: u(x,y), M’nin F’deki 2-simetrik bir kelimesi ise u(x,y) = u(y,x) dir.
U(F/F"-modiil olan F'/F" cebiri ele alindiginda u(x,y), v € F" ve a(x,y) €
U(F/F") elemanlar1 goz 6niinde bulundurulursa

u(x,y) =ax+ by +alx,y)[x,yl+v (4.73)
(4.73) seklinde yazilabilir. ¥ = x + F"', ¥ =y + F"' oldugu goz 6niine alinirsa

u(X,y) =ax + by + a(x,y)[x, ¥] (4.74)
(4.74) saglandig1 agiktir. u(X, ¥) = u(¥, X) esitligini goz oniine alalim. Buradan

ax + by + a(x,y)[X, V] = ay + bX + a(y, %) [V, X] (4.75)
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ve
aX + by = ay + bx (4.76)
(a@9) +a(y,2) = [£,7] (4.77)
(4.75), (4.76) ve (4.77) esitlikleri elde edilir. Verilen (4.76) esitliginden a = b
oldugu goriiliir. O halde (4.77) esitliginin ¥ elemanina gore genellestirilmis tiirevini
almak istiyoruz. Bu tiirev alindiginda
—(a(x,y) + a(y,%)y.x =0, (4.78)
(4.78) esitligi bulunur. U(F/F") evrensel enveloping cebiri bir tamlik bolgesi olma
ozelligini sagladigindan
a(x,y)+a(y,x) =0 (4.79)
(4.79) oldugu goriiliir. a = b = A seklinde adlandiralim. O halde ele alinan u(x,y)
elemani
u(x,y) = Ax + Ay + a(x, y)[x, y](modF'")
a(x,y) = —a(y,x) (4.80)
(4.80) formundadir.

Sonug¢ 4.1.4.1.2: u(x,y), M’nin F’deki 2-simetrik kelimesi ise u(x,y) —u(y,x) €
V(M) dir (Velioglu, 2019).
Ispat: u(x,y), M’nin F’deki 2-simetrik kelimesi olsun. Teorem 3.1.4.1.2. den
ulx,y) =Ax+ Ay + alx,y)[x,y] +v
a(x,y) € U(F/F"),v € F"

formundadir. u(x, y), 2-simetrik oldugundan u(x,y) = u(y, x) olup

u(x,y) —uy,x) =v(x,y) —v(y,x) =0 (4.81)
(4.81) esitliginin saglandigi goriiliir. O halde her g, h € M igin
u(g,h) —u(h,g) = v(g,h) —v(h,g) = 0 (4.82)

(4.82) olur. Yani u(x,y) —u(y,x) € V(M) dir. w e V(M) ise her g,h € M igin
w(g,h) = 0 olup w(g, h) = w(h, g) dir. Yani w(x,y) € F", M’nin F’deki 2-
simetrik bir kelimesidir. Diger taraftan

u(x,y) = ax + by + a(x, y)[x,y] (modF')
a(x,y) € U(F/F") ve a(x,y) = —a(y,x), ise w € F"" herhangi bir eleman olmak
lizere

u(x,y) =ax + by + alx,y)[x,yl +w (4.83)
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(4.83) ifadesinin M’nin F tzerindeki 2-simetrik kelimesi oldugu goriiliir. Buradan
acikca gortlebilir ki 2-simetrik kelimeler V(M) tarafindan miikemmel bir sekilde

belirlenir.

Ornek 4.1.4.1.1: a(x,y) = x?y — y?x polinomunu ele alalim.
—a(y,x) = —y*x + x%y
olup a(x,y) = —a(y,x) dir.
u(x,y) =ax + by +alx,y)x,yl] +w, weF",
M nin F deki 2-simetrik kelimesidir. Gergekten
u(x,y) =x+y+ (x*y —y*0)[x,y] (modF")
=x+y+ [[[[x, y]x]x] y] — [[[[x, y]y]y] x] (modF')

ve

u(y,x) =y +x+ [[[[y, xly]y] x] - [[[[y, x]x]x] y] (modF")

olup u(x,y) = u(y, x) dir (Velioglu, 2019).
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4.2. Paraserbest X-by-Y Lie Cebirleri

Tamm 4.2.1: Gruplar i¢inde X ve Y saglanan iki 6zellik olsun. Eger bir G grubu H €
X ve (G/H) €Y olacak sekilde bir H normal alt grubuna sahip ise G’ye X-by-Y grup
denir (Akdogan, 2014).

X-by-Y Lie cebirleri de gruplarda oldugu gibi tanimlanur.

Tamm 4.2.2: Bir G Lie cebiri, merkezi H ve G/H metabelyen olacak sekilde bir H
idealine sahip ise G’ye merkezi-by-metabelyen Lie cebiri denir (Akdogan, 2014).

Tanmm 4.2.3: Z(L), L Lie cebirinin merkezi olsun. Eger, L/(Z(L)) bolim cebiri
metabelyen ise, L merkezi-by-metabelyendir denir. Buna esdeger olarak; L’nin ikinci
dereceden tiiretilmis cebiri L’nin merkezi tarafindan kapsanir denir. Yani

[L,L"] =0 (4.84)
(4.84) kosulu saglanirds L merkezi-by-metabelyen dir (Velioglu, 2019).

4.2.1 Paraserbest merkezi-by-metabelyen lie cebirleri

Bu boliimde, biitiin Lie cebirlerini karakteristigi sifir olan bir cisim iizerinde ele
alacagiz. P bir paraserbest Lie cebiri olmak iizere, o zaman P/[P",P] seklinde
tanimlanan cebir bir merkezi-by-metabelyen Lie cebirdir. Bir paraserbest Lie
cebirinin bolim cebiri de paraserbest oldugundan (Velioglu, 2013), P/[P",P]
cebiride paraserbesttir. P/[P",P] cebiri paraserbest merkezi-by-metabelyen Lie
cebiri olarak adlandirilabilir (Velioglu, 2019).

Teorem 4.2.1.1: P, paraiirete¢ kiimesi X olan bir paraserbest Lie cebiri olsun. O
zaman X kiimesi bir serbest Lie cebiri iiretir.

Ispat: ispat1 icin bakimz(Velioglu, 2013).
Lemma 4.2.1.1: Y, F serbest Lie cebirini y,(F) modiiliine gore serbestge iiretsin. O

zaman Y, F’yiher n = 3,4, ... i¢in Y, modiiliine gére de serbestce iiretir.
Ispat: Ispat1 icin bakimiz (Kukin ve Bokut, 1994).
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Lemma 4.2.1.2: Eger bos olmayan bir X kiimesi bir T paraserbest Lie cebirini
¥2(T) modiiliine gore serbestce iiretirse, 0 zaman y,, (T) modiiliine gére de serbestce
iretir (Velioglu, 2019).

Ispat: T, bos olmayan bir X kiimesi tarafindan y,(T) modiiliine gore serbestce

tiretilen bir paraserbest Lie cebiri olsun. T /y,(T) cebiri ele alinirsa;

T/y2(T) = (T/vn(T))/ 2 (T /vn(T))
= (T/va(T)/((r2(T) + ¥a (1)) /va(T))

= (T/vn(T))/ 2 (T)/vn(T)) = T/ya(T) (4.85)
(4.85) elde edilir. Hipotezden X, T’yi T /y,(T) modiliine gore iretir, 0 zaman X

kiimesi T’nin tiiretilmis cebirini T /¥, (T) modiiliine gore serbestce liretir. Boylece

Lemma 4.1.1.1°den X kiimesi T /y,, (T)’yi serbestce iiretir.

Lemma 4.2.1.3: P, paraiirete¢ kiimesi X olan merkezi-by-metabelyen Lie cebiri ise,
0 zaman X icinde uzunluklar1 n den kiiciik olan sol normlu baz komiitatorleri
bagimsizdir (Velioglu, 2019).
Ispat: P, paraiireteg kiimesi X olan merkezi-by-metabelyen Lie cebiri ve |X| = |Y]|
olacak sekilde F bir Y kiimesi tlizerinde serbest Lie cebiri olsun. Boylece Teorem
4.1.1.1°den, X bir serbest merkezi-by-metabelyen Lie cebiri iiretir. Bu serbest Lie
cebiri H ile gosterilsin. O halde
H=F/[F" F]

olur.

H/H" = F/F" (4.86)
(4.86) oldugundan H/H'"" bir serbest metabelyen Lie cebirdir. a; € H oldugunda a; =
a; + H' , H/H" iginde bir baz komiitatorii olsun. Varsayalim ki «; F/F'’niin
evrensel enveloping cebiri U(F/F'") niin elemanlar1 oldugunda

aaq + aza, + -+ aya, =0

seklinde bir toplam H i¢inde mevcuttur. O zaman

a a; + aza; + -+ aza, =0, a0y + @ya; + -+ apa, =0
olur. Serbest metabelyen Lie cebirlerinin sol normlu baz komiitatorlerinin bagimsiz
oldugu biliniyor. Buradan

ve a; elemanlar1 H i¢ginde bagimsizdir.
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X paraiireteg kiimesi ile bir paraserbest merkezi-by-metabelyen L Lie cebiri goz
Online alinsin. Teorem 4.1.1.2°nin ispati asagidaki lemmalar kullanilarak elde

edilecektir.

Teorem 4.2.1.2: L, bir paraserbest merkezi-by-metabelyen Lie cebiri olsun. O zaman
A, (L/L") = {0} dir (Velioglu, 2019).

Lemma 4.2.1.4: Bir paraserbest merkezi-by-metabelyen Lie cebirinin merkezi, L’nin
ikinci siniftan tiiretilmis cebiri L' diir (Velioglu, 2019).
Ispat: Lemma 4.2.1.4’ ii ispatlamak icin ilk olarak Z (L) nin L" niin bir alt kiimesi
oldugunu gostermeliyiz. Lemma 4.2.1.3’ten L’nin X i¢indeki sol normlu baz
komiiatorleri bagimsizdir. Buna karsin X L i¢in bir iirete¢ kiimesi degildir. X, n =
1,2,3, ... icin L/y,41(L) cebirini iirettiginden her p € L eleman y,,, (L) modiiliine
gore X igindeki baz komiitatorlerinin bir toplami seklinde yazilabilir (Lemma 4.1.2).
Buradan, y,41(L) modiiline gore g;, i = 1,2, ...,n igin i agirligimin X igindeki sol
normlu baz komiitatdrlerinin bir toplami ve h X igindeki L” den almman baz
komiitatorlerinin bir toplamiolmak iizere her p € L elemani
g1+g,+-+gn+h (4.87)
(4.87) formunda yazilabilir. L rezidili nilpotent oldugundan ) ,(L/yn(L))
seklindeki sonsuz direkt toplamin icine bir direkt toplam olarak gomiilebilir
(Paraserbestlik tamimindan). Yani; €, x € y,,.,1(L) kosulunu saglayan en kii¢iik
tamsay1, g; X i¢indeki i agirliginin sol normlu baz komiitatorlerinin bir toplami ve h;
X i¢indeki merkezi baz komiitatorlerinin bir toplam1 olmak {izere x € L i¢in
D:x = (x+y(L),x +y3(L), ... x + (L), ...)
=(0,0,...,0,g,+ hp, gs + Gps1 + hps1s -r) (4.88)

(4.88) esitligi elde edilmis olur. Not edelim ki; eger her i i¢in g; = 0 olursa 0 zaman
x € L" dir. Varsayalim ki ¢ € Z(L) olsun ve @(c) goz 6niine alinsin. Farzedelim ki
J» gi # 0 kosulunu saglayan i degerlerinin en kiigligli olmak tlizere g;, biitiin
agirliklar1 j olan sol normlu baz komiitatorlerinin bir toplami olsun.

B(c) = (0,..,0,hp, hpy1, . g, + 1 g + Gp41 + Py, o)
olur. x € X olsun. [c, x]’in @ altindaki gériintiisii goz Oniine alinsin.

0 =[c x]
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@(0) = o([c,x])
(0,0,..,0) = (0,0, ..., [hg, x], [hps1, X, .. [g, + Ry x], [g) + Gj41 + Byr X)) )

dir. Her n = 1,2,3, ... i¢in h,, merkezi oldugundan

,0,...,0,..) = (0,0, ..., [g],x], [g] + g]+1,x], ") (4.89)
(4.89) ifadesini elde ederiz. [g;,x] € yj4+1(L) gozlemlenirse, boylece j. girdisi
[9,x] =0 (4.90)

(4.90) ifadesindeki gibi olur. Simdi (j + 1). girdi [g, + g,+1, %], L/¥j+2(L) nin

i¢indedir.

[9)+ 941, x] = [9,,x] + 941, x] = 0 (4.91)
(4.91) seklinde alinsin. Dolayisiyla m—,ﬂ € ¥j+2(L) Ve g; € yj41(L) olur. Fakat g;,
uzunluklar1 j olan bagimsiz sol normlu baz komiitatérlerinin toplami oldugundan
uzunlugu j + 1 den biiyiik sol normlu baz komiitatorlerinin bir toplami olarak

yazilamaz (Lemma 4.2.1.3). Bu nedenle
[g j,x] = 0 olur, ki bu da g; nin paraiirete¢ kiimesinin biitiin elemanlari ile degismeli

oldugunu ifade eder. Simdi, L paraserbest oldugundan her n = 1,2,3, ... i¢in

L/Yn+1(L) = F/yn41(F)
dir. F/y,+1(F), serbest merkezi-by-metabelyen Lie cebirdir ve bu cebirin merkezi

(F" + ¥ (F))/Yn4+1(F) dir. Boylece L/yn1(L) nin merkezi (L + ¥, (L))/¥n+1(L)

dir. g; sol normlu baz komiitatorlerinin bir toplami ve higbiri L' niin i¢inde
olmamasina ragmen biz n =1,23,. i¢in g; € y,(L) alahm. n = j + 1 olsun; o
zaman g; € y;4+1(L) olur. Fakat gj € vj+1(L) dir. Bu nedenle n = 2,3, ... i¢in
gn = 0 ve boylece Z(L) = L" olur.

Lemma 4.2.1.5: Eger bir T Lie cebiri rezidiilii nilpotent ise T/Z(T) cebiri de
rezidiilii nilpotenttir (Velioglu, 2019).

Ispat: T bir rezidiilii nilpotent Lie cebiri ve

we ((|ma/zam

olsun. O zaman her n tamsayisi i¢in
u € yn(T/Z(T)) = (va(T) + Z(T))/Z(T)
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dir. u = a + Z(T) olacak sekilde a € y,,(T) + Z(T) olsun. Ag¢iktir ki

ae€ Yn(T) + Z(T)

dir. T rezidiilii nilpotent oldugundan, o zaman a € Z(T) ve wu=Z(T) olur.

Dolayisiyla T /Z(T) cebiri rezidiilii nilpotenttir.

Teorem 4.2.1.2°nin Ispati: Lemma 4.2.1.4’ten ;
L/Z(L) =L/L" (4.92)
(4.92) ifadesini elde ederiz. Lemma 4.2.1.5’ten, L/L" rezidiili nilpotenttir.
Dolayisiyla
A, (L/L") = {0} (4.93)
(4.93) esitligini elde ederiz (Velioglu, 2019).

Teorem 4.2.1.3: P, K cismi iizerinde paraserbest bir Lie cebiri olsun. O zaman
(P/P'"/4,,(P/P'™) bolim cebiri paraserbest metabelyen Lie cebirdir.
Ispat: Ispat1 icin bakimiz (Velioglu, 2019).

Sonug 4.2.1.1: L paraserbest merkezi-by-metabelyen Lie cebiri olsun. O halde L/L"
cebiri paraserbest metabelyendir (Velioglu, 2019).

Ispat: L bir paraserbest Lie cebiri olsun. O zaman Teorem 4.1.1.3’ten, (L/L")/
A,,(L/L") cebiri paraserbest metabelyen Lie cebirdir. Hipotezden L paraserbest
merkezi-by-metabelyen Lie cebirdir. Bu ylizden Teorem 4.1.1.2°den 4,,(L/L") =0

elde ederiz. Bu nedenle L/L" cebiri bir paraserbest metabelyen Lie cebirdir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tez calismasinda paraserbest Lie cebirlerinin tanimi1 ve bazi temel 6zellikleri
verildi. Bu cebirin nilpotent, abelyen, ¢6ziilebilir ve metabelyen carpimlari ve bu
carpimlarin  bazi Ozellikleri tizerine ¢alisildi. Ayrica paraserbest merkezi-by-
metabelyen Lie cebirleri ve bu cebirler ile ilgili 6nemli baz1 sonuglar incelendi.
Ozellikle bu cebirin alt merkezi serisinin ikinci terimi ile olan béliim cebirinin

paraserbest metabelyen oldugu sonucu incelendi.

5.2. Oneriler

Bu tezde ele alinan c¢aligmalarin 1s18inda hala paraserbest Lie cebirlerinde
calistilmamis birgok konunun var oldugunu gozlemlemekteyiz. Ornegin Lie
cebirlerinde ¢alisilmis olan nilpotent-by-abelyen 6zelligi veya gruplarda caligilmis

olan 6zellikleri paraserbest Lie cebirlerinde ¢alisilabilir.
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