T.C.
HARRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

UCUNCU MERTEBEDEN KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMIN
KALANLI KUVVET SERIiSI METODU iLE COZUMU

Habibe GOKSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

SANLIURFA
2022



ICINDEKILER

Sayfa No

O Z T e i
ABSTRACT .o, ii
TESEKKUR ...ttt iii
CIZELGELER DIZINT ... e iv
L G RIS e 1
L.1. Temel Kavramlar...........o.ooioii e e 1

2. ONCEKI CALISMALAR ... e, 10
3. MATERYAL Ve YONTEM ...t 12
3.1. Kalanli Kuvvet Serisi Metodunun Incelenmesi................ooveeeieeeeueeeiieiiiiiiieeieeeeeeeee 12

3.2, YaKiNSama ANALIZI .........o.iuireii et 21

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA ..ot 25
5. SONUCLAR ve ONERILER .........oouuiiiiiiiiiiii e 33

KAYNAKLAR ..ottt e 34



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

UCUNCU MERTEBEDEN KESIiRLi DIFERANSIYEL DENKLEMIN KALANLI KUVVET
SERIiSI METODU iLE COZUMU

Habibe GOKSU

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman : Do¢. Dr. Mahmut MODANLI
Yil: 2022, sayfa: 36

Bu ¢alismada, iiclincii mertebeden kesirli kismi diferansiyel denklemin baslangi¢-sinir deger problemi
ele alindi. Bu denklemleri uygun baslangic ve smir kosullariyla birlikte sayisal olarak ¢dzmek igin
Laplace doniisiim metodu ve kalanl kuvvet serisi metodu kullanildi. Kesirli kismi diferansiyel denklemin
tam ¢6ziimil i¢in Laplace metodu, yaklasik ¢6ziimii i¢in ise kullanislt bir metot olan ” kalanl kuvvet
serisi metodu (KKSM)” kullanildi. Bu denklemlerin baslangi¢ ve smir kogullariyla birlikte niimerik
¢oztimlerini bulmak i¢in, (KKSM) detayl1 olarak incelenerek verildi. Secilmis 6rnek problemlerin sayisal
¢Oziimii iki farkli yontem kullanilarak karsilagtirildi. Bulunan yaklasik ve tam ¢oziimler i¢in hata analiz
tablosu verildi. Burada bahsedilen yontem, yaklasik ¢6ziimleri (KKSM) ile bulmak ve halihazirdaki
yontem araciligi ile elde edilen ¢dzlimleri tam ¢6ziim ile karsilastirarak hassasiyeti, giivenilirligi ve hizli
yakinsama yetenegini algilamak maksadiyla tasarlandi.

ANAHTAR KELIMELER: Kesirli diferansiyel denklem, Kalanli kuvvet serisi metodu, Laplace
doniisiimii metodu, Tam ¢6ziim, Yaklasik ¢6ziim



ABSTRACT

MSc Thesis

THIRD-ORDER FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION SOLUTION WITH
RESIDUAL POWER SERIES METHOD

Habibe GOKSU

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Mahmut MODANLI
Year: 2022, page: 36

In this study, the initial-boundary value problem of the third-order fractional partial differential equation
is discussed. Laplace transform method and residual power series method were used to solve these
equations numerically with appropriate initial and boundary conditions.The Laplace method was used
for the exact solution of the fractional partial differential equation, and the “’residual power series method
(RPSM)”, which is a useful method for its approximate solution, was used. In order to find the numerical
solutions of these equations with initial and boundary conditions, (RPSM) is given by examining in
detail. Numerical solutions of selected sample problems were compared using two different methods.
The error analysis table is given for the approximate and exact solutions found. The method mentioned
here is designed to find approximate solutions (RPSM) and compare the solutions obtained by the current
method with the full solution to detect sensitivity, reliability and fast convergence ability.

KEYWORDS: Fractional differential equation, Residual power series method, Laplace transform
method, Exact solution, Approximate solution
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1. GIRIS Habibe GOKSU

1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemlerin ve kesirli diferansiyel denklemlerin tam ve
yaklasik ¢oztimleri i¢in pek ¢ok farkli niimerik metot vardir. Bu denklemleri baslangic-
siir deger kosullariyla beraber niimerik olarak ¢dzmek i¢in Fourier doniistimleri
ve Fourier seri ¢6ziim metodu ile Laplace doniisiim metodu kullanilmistir. Ayrica
kesir mertebeden tiirevlere bagli Griinwald, Letnikov, Liouville ve Riemann detayl
arastirmalar yapmistir (Saldir, 2018). Kesir mertebeden tiirevli adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleriyle ilgili genel bir yontem olmamasina ragmen bu alandaki
caligmalar stirmektedir. Kesirli kismi diferansiyel denklemlerin pek ¢ok uygulama alani
vardir. Mithendislik, kontrol teorisi, fizik, akiskanlar dinamigi, akiskanlar mekanigi,
dinamik sistemler, 1s1 transferi ve petrol sanayi gibi pek ¢ok bilim dalinda yapilan
kesir mertebeden modellemelerin adi tiirevli modellemelere gore daha iyi sonuglar
verdigi gorilmiistiir (Modanh ve Akgiil, 2019). Cesitli fiziksel, kimyasal, biyolojik
veya cevresel siireclerin matematiksel modelleri genellikle klasik olmayan kosullar
icerir. Bu kosullar, genellikle yerel olmayan sinir kosullar1 olarak tanimlanir ve tanim
kiimesindeki verilerin dogrudan oSlglilemedigi veya sinir kosullarin tanim kiimesine

bagli oldugu durumlar yansitir (Ashyralyev ve Yildirim, 2021).

Uygulamali problemlerin yorumlanabilmesi i¢in de kesirli tiirevlere ihtiyag
duyulmustur. Uygulamali bilimlerde bu tiirevler viskoelastisite, elektrot-elektrolit
polarizasyonu, 1s1 iletimi, elektromanyetik dalgalar, diflizyon denklemi ve benzerleri
Oonemli uygulama alanlarinda bulunan cesitli sistemleri modellemek icin kullanilir

(Modanli ve Akgiil, 2019).

1.1. Temel Kavramlar

Tamm 1.1 “Gamma fonksiyonu N z € R* i¢in
(z) = /e—eez—lde (1.1)
0

’

olarak tamimlamr.’

(Podlubny, 1998)
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Tamm 1.2 “S,ne N, n—1<a <nvef > [|a|] olmak iizere

2P

D = e

T(8+1) (1.2)

olarak tanimlanir.
(Podlubny, 1998)

Tamm 1.3 “Zamana bagh «. dereceden D2 u(z, 0) Caputo kesirli tirevin—1 < a < n

icin

Dlu(z,0) = 0"u(z,0) T —a) / L Otulp, 8)8]7 (1.3)

aza / a n+1 apa

vea=n¢€ N icin

0%u(z,0)  0"u(z,0)
0z2  Ozn

Du(z,0) = (1.4)

olarak tamimlamr.”
(Podlubny, 1998)

Tanim 1.4 “Kesirli tiirevin Laplace doniistimii igin verilen formiil

o0

n—1
[ D) = P () = S0 DI e, (n-1<a<n) (1)
r=0

0

seklindedir.”
(Podlubny, 1998)

Tanmm 1.5 “u > —1, u(z,0) € C,(I x RT) ve a« > 0 olmak iizere Riemann Liouville

kesirli integral operatorii;

Jiu(z,0) = (O‘
u(z,0), a=0

O —7)tu(z,r)dr, a>0, zel, 6>71>0,

OHCD

seklinde tanmimlanir.”

(Podlubny, 1998)
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Tamm 1.6 “/3. mertebeden Caputo kesirli uzaynin tiirev operatoriiy

JrB(2Ey oy 1< B<n, neNt, o
Bng(zﬁ) wemn (1.7)

Diu(z,0) =

’

olarak tamimlamr.’
(Chen ve ark. , 2018)

Tamim 1.7 “Bir kuvvet serisinin sembolik formu

o0

Z CT(Q — Qo)ra =y + 01(9 — 90)a + 02(9 — 90)2a + ... (18)

r=0
0y civarinda bir kesirli kuvvet serisi olarak adlandiriliv. Burada 0 bir degisken ve c,. ler

serinin katsayilaridwr.”
(Chen ve ark. , 2018)

Teorem 1.8 Diyelim ki [ in 6y noktasinda kesirli bir kuvvet serisine sahip formu

o

FO) =S (60— 00), 6y <60<6+R (1.9)

r=0

olsun. Burada R kesirli kuvvet serisinin yakinsama yaricapidir. Dp*
Dy.Dg.Dy...Dy olmak iizere;

o — D5 f(0)]o=0,
" I'(ra+1)

olarak verilir. Burada Dy f(0) € c(0y, 00 + R) igin, r = 0, 1,2, ... olmak iizere; c, ler

(1.10)

serinin katsayilaridir.

Simdi verilen problemin tam ¢Oziimii i¢in Laplace doniisiim metodunu

kullanalim.

Ornek 1.9 Asagidaki kesirli diferansiyel denkleminin

3y(z,0 %y (z,0 0%u(z,0 0?u(z,0)
azéa L+ 822((’ L+ 8z(” } — 822 L= f(2,0)
o 6237304 62,37204 623704 3
f(z,0) = (r(4—3a) + Fiza) T ey T4 1) cos @
0<f0<3,0<z<1,0<a<l (1.11)

u(0,0) = —cos 0, u,(0,0) = u,,(0,0) =0

u(2,0) =u(z,5) =0

tam ¢oziimiinii bulalim.
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Her iki tarafin Laplace doniigiimii alinirsa

() () ()

Oz 02 0zo

~2 (P =2 (o)

bulunur. (1.11) denklemindeki f(z, #) fonksiyonu yerine yazilirsa

Pu(z,0) 0?u(z,0) 0%u(z,0)
o (Pe0) g (P (2 s
0*u(z,0)
(%)

62’3_3a 623—2a 623—a
=Y # —1)cosf
<<F(4—3a)+f‘(4—2a) Traa tF e )

denklemi bulunur. Burada gerekli islemler yapilirsa

s*u(s, ) — s**1u(0,0) — s> u,(0,0) — s >u..(0,0) (1.13)
+5%u(s, 0) — s2*1u(0,0) — s** 2u,(0,0)

6I'(4 — 3a)
s1=3eT'(4 — 3a)
6I'(4 — 2 I'4 — 1

(4 — 20) 6F4—a) 6 }COSQ

+SQU(8, 9) e s"‘_lu(O, 8) — ’LLQ@(S, 9) = {

si=20[(4 — 2a)  s47oT'(4 — «) * st s
bulunur. (1.13) denkleminde baslangic deger kosullari yerine yazilir ve denklem

diizenlenirse

s°u(s, 0) + s°* ! cos O + s> u(s, 0) + s> cos 6 (1.14)

+5%u(s, 0) + s* ' cos ) — ugy(s,0)

6 6 6 6 1
:{ + —i——}cos@
s

84—304 84—204 S4—a 84

elde edilir. (1.14) probleminin ¢oziimiinii

u(s,0) = u(s,0) +uP(s,0) (1.15)
olarak arayalim.

(s3a + 8% + s“) u(s,0) + (871 + 827+ 5% ) cos O — uga(s,0) =0

denkleminin homogen kismi1

(33a + 82 4 sa> u(s,0) — ugg(s,0) =0 (1.16)
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olur. Bu denklemin ¢6ziimii igin

u’(s, ) = ce™

(1.17)

alinip (1.17) denkleminin 6 ya gore kismi tiirevi (1.16) denkleminde yazilirsa bu

denklemin karakteristik denklemi
(83 + 5% 4 5% (ce™®) — m?*ce™ =0

olur. Bu denklemin kokleri:

my = \/83a+820¢ + 5o

my = _\/53a + g2 ¢ go

olarak bulunur. Buradan (1.17) denkleminin ¢6ziimii
U5, 0) = ¢ PVITITIT | o o0V
seklindedir. (1.14) denkleminin homogen olmayan kisminin ¢oziimii i¢in
uP(s,0) = A(s) cos b

seklinde seg¢ilip tiirevleri alinarak (1.14) denkleminde yerine yazilirsa

s**A(s) cos @ + s°* ! cos @ + s**A(s) cos O + s** ! cos )
+5*A(s) cos + s* tcosh + A(s) cos
6 6 6 6 1
= { + + +—= - } cos 0

S4—3a S4—2a S4—a 54 S

olur. Bu denklem duzenlenirse

1
(530‘ + 8% + sa) A(s) cosf + (530‘ + 8% + sa) 5 oos 6+ A(s) cosd

6 3a 2a a 6 1
:g(s + 5 +s)cos€+<s4—8)0089

bulunur. Burada gerekli esitlikler kurulursa

1 6
(sga + 5% + sa) cos O(A(s) + =) = — (s> + 5°* + s%) cos §
s’ s

Ve

6 1
A(s)cosf = <s4 - s> cos 6

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)
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denklemleri bulunur. Her iki denklemden

6 1
A =81 1.24
()= - (1.24
olur. Bulunan A(s) degeri yerine yazilirsa

uP(s,0) = (E - l) cos 6 (1.25)

st s

denklemi elde edilir. (1.20) ve (1.25) denklemleri (1.15) denkleminde yerine yazilirsa

u(s,0) = u(s,0) + uP(s,0) (1.26)

3a 2a a
:Cleevs 482245

+626—9\/53 +s2atg + (7 _ 7) cos O
S S

olarak bulunur. (1.11) denklemindeki sinir deger kosullar kullanilirsa c¢; ve ¢
degerlerinin 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla

u(s,0) = (2 = 1y coso (127)

st s
¢Oziimii elde edilir. Bu denklemde Laplace doniisiimiiniin tersi alinirsa

u(z,0) = L uls,0)) = 25 — Lycost) = (55 = 1) cos o (1.28)

st s
tam ¢6ziimi bulunur.
Bir bagka ornek olarak asagidaki problemin tam ¢oziimiinii Laplace doniisiim

metodu ile bulmaya ¢aligsalim.

Ornek 1.10 Asagidaki kesirli diferansiyel denkleminin

83%u(z,0 9%%u(z,0 0%u(z,0 0%u(z,0
8z§°‘ Lt 822(0‘ L+ az(oc = a§2 b= f(=.0)
o 623—3(1 Zl—3a 623—2a Zl—2a 623_0‘ zl—a
f(z,0) = (1"(47304) T T(@3a) T T(d—2a) ~ T(@=2a) T T(1=a) ~ T(@=a)
-2+ z2—1)e7?, (1.29)

0<f0<3,0<z<1,0<a<l
u(0,0) = e u.(0,0) = —e % u..(0,0) =0

tam ¢oziimiinii bulalim.

Her iki tarafin Laplace doniistimii alinir;

&z (aga“<z’ 9)) 7 (aM“(Z’ 6) ) .7 <80‘u(29)> (1.30)

Oz 0z2a 0z“

6



1. GIRIS Habibe GOKSU

_ @ (82u(z,9)> — 2 (f(2,0))

002
ve (1.29) problemindeki f(z, ) degeri yazilirsa
D3u(z,0) 0% u(z,0) 0%u(z,0)
0?u(z,0
(%)

623 3a Zl—3a 623—204 =
=7 + - +
F(4 30) I(2—-3a) T(A—-2a) T(2—2a) TL(4-a)

R Brz—1))e®
['2—a)
denklemi bulunur. Burada gerekli islemler yapilip baslangi¢ deger kosullar1 kullanilirsa
s*u(s, ) — s> 1u(0,0) — s u(0,0) — s**Pu..(0,0) (1.32)
+5%u(s, 0) — s> 1u(0,0) — s** 2u.(0,0)
+5%u(s, 0) — s*u(0,0) — ugy(s, 0)
[ 6I'(4—3a) ['(2 — 3a) 6I'(4 — 2a)
C |43l (4 - 3a)  s23eT(2—3a)  st20T(4 — 2a)
['(2 - 2a) 6I'(4 — ) I['2—a) 6 N 1 1]
= - ——=+=—-;e
§2720T(2 - 2a) st T(d—a) s> °T(2—a) st s s
elde edilir. (1.32) denklemini
s*u(s, 0) + s**u(s, ) + s“u(s, ) — uge(s, ) (1.33)
3a—16—0 o 83@—26—9 + S2a_16_6 o SQa—Qe—H + Sa—le—Q
+$473a6 o 5273016 gi—2a - 5272046
+S4—ae T g2t T gt T 326 T 5°
seklinde diizenlersek
s%u(s, 0) + s**u(s, ) + s“u(s, 0) — ugs(s, ) (1.34)
Y T s I
o S 52 S g2 S gd—3a  g2-3a
6 1 6 1 6 1 1
+S4—2a 220 | gd—a g2-a T $2 s}
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denklemine ulasiriz. Buradan
s*u(s, 0) + s**u(s, 0) + s“u(s, 0) — ugg(s, 0) (1.35)

:e9{864(530‘—#52“4—86“—1)—;(S3a+s2a+sa—1)

—l—i <s3a + 8% 4 5% — 1)}

bulunur ve son olarak

(330‘ + 8% 4 5% — 1) u(s, 0) (1.36)
6 1 1
—0 3a 2c «
= S T e
c (S e ) {34 52 + 8]

ikinci mertebeden lineer olmayan homojen denklemi bulunur. (1.34) denkleminin

¢Ozimunt;

u(s,0) = u(s,0) + u(s,0) (1.37)
olarak arayalim. Bu denklemin homogen kismi

<s3a + 82 + so‘> u(s,0) — ugg(s,0) =0 (1.38)
olur. Bu denklemin ¢6ziimii igin

u’(s,0) = ce™ (1.39)

alinip (1.39) denkleminin 6 e goére kismi tiirevi (1.38) denkleminde yazilirsa, bu

denklemin karakteristik denklemi
2 L s L s —m?P=0 (1.40)

olup bu denklemin kokleri:

my = \/830‘4—8204 + g

(1.41)
My = —/83 + 520 | go
olarak bulunur. Buradan (1.39) denkleminin ¢éziimii
UC(s,0) = efVITEIIRST | o0V Y (1.42)
seklindedir. (1.34) denkleminin homogen olmayan kisminin ¢6ziimii i¢in
uP(s,0) = A(s)e™® (1.43)
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seklinde seg¢ilip tiirevleri alinarak (1.34) denkleminde yerine yazilirsa

A(s)e (% 4+ 2 + 5%) — A(s)e™? (1.44)
6 1 1
-0/ 3o 2a o
- N P
e (s + 55+ 5 ){34 s2+3]

ve son olarak

A(s)e (53 + 2 + 5% — 1) (1.45)
6 1 1
—0/ 3« 2c «
= B N
e (s + 5"+ 5 ) {34 2 + S]

bulunur. Bulunan bu denklemde gerekli sadelestirmeler yapilirsa

A =S 141 (1.46)

st 52 s

olur. Bulunan A(s) degeri (1.43) denkleminde yerine yazilirsa

uP(s,0) = (6 _3 + 1) e”? (1.47)

st s2 s
uP(s,0) = (22 — 2+ 1)e”’ (1.48)
denklemi elde edilir.

(1.39) ve (1.47) denklemleri (1.37) denkleminde yerine yazilirsa

u(s, ) = u(s,0) + u(s,0) (1.49)

3a 2a @ _ 3a 2a oY
:Clee\/s 482245 + coe 0V 8304524 4-s

olarak bulunur. (1.29) denklemindeki sinir deger kosullar kullanilirsa ¢; ve ¢

degerlerinin 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla

6 1 1
u(s,0) = (4 -+ ) e’ (1.50)
st s s
¢ozliimii elde edilir. Bu denklemde Laplace doniistimiiniin tersi alinirsa
u(z,0) = L (u(s,0)) = 3_1(<6 L + 1) e (1.51)
’ ’ stos? s
= (22— 24+ 1)’

tam ¢Oziimii elde edilir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢esitli yerel olmayan baslangic ve sinir deger
problemleri bircok arastirmaci tarafindan kapsamli bir sekilde incelenmistir. Kismi
diferansiyel denklemlerin ve kesirli diferansiyel denklemlerin yaklasik c¢oziimleri
icin, homotopi pertiibasyon yontemi (Modanli ve Akgiil, 2021), Laplace doniisiimii
esdizimi, degistirilmis kuintik B-spline Crank-Nicolson esdizim yontemi (Tamsir ve
ark. , 2021), Daftar-Gejii -Jafaris yontemi (Modanli, 2019), sonlu farklar yontemi
(Modanli ve Eker, 2019), Adomian ayristirma yontemi (Yavuz, 2018) incelenmistir.
Kismi diferansiyel denklemlerin ve kesirli diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimil i¢in
Laplace doniisiim yontemi (Kexue ve Jigen, 2011), Fourier serisi yontemi (Danchin,
2005) ve kuvvet serisi yontemi (Alquran, 2014) kullanilmistir. Son olarak, kismi
diferansiyel denklemler (Modanli ve ark. , 2021) i¢in kalanli kuvvet serisi metodu
sunulmustur. Tam ¢6ziim ve kararlilik tahminleri teoremi, tigiincii mertebeden kesirli
kismi diferansiyel denklemler i¢in ispatlanmistir. Bu yontemlerle ii¢lincii mertebeden
kesirli kismi diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin o = 0.1,0.5,0.9 kesirli dereceleri
icin Caputo kesirli tiirevi hesaplanmistir (Modanli, 2019). Ancak tigiincii dereceden
kismi diferansiyel denklem i¢in yerel olmayan sinir deger problemleri genel olarak iy1
arastirilmamistir. Bu aragtirmalardan biri Atangana-Baleanu tiirevi ile Caputo kesirli
tiirevi ile tanimlanan iiclincli mertebeden kismi diferansiyel denklemdir (Modanl ve

Akgiil, 2019).

Kesirli diferansiyel denklemlerin pek ¢ogunun tam ¢oziimii bulunamadig icin
yaklagik ya da sayisal ¢oziimleri i¢in farkli metotlar incelenmistir. Bunlardan birisi de
bu calismada ele alinan ” Kalanli Kuvvet Serisi metodu (KKSM)” dir. KKSM esasen
artik hata fonksiyonu olan Taylor serisinin genel formiiliine dayanir. Bununla ilgili
yeni bir analitik ¢6zlim yolu arastirilmaktadir. KKSM; yaklasik ¢oztimleri bulmak ve
elde edilen ¢ozlimleri tam ¢ézlim ile karsilastirarak hassasiyeti, glivenilirligi ve hizl

yakinsama yetenegini algilamak maksadiyla tasarlanmistir (Modanli ve ark, 2021).

Bu ¢aligmada, ii¢lincli mertebeden kismi diferensiyel denkleminin baglangig-sinir

10



2. ONCEKi CALISMALAR Habibe GOKSU

deger problemi

3oy (z 20 (z Yu(z 2u(z
6 azfga’e) + 6 aZQ(aﬁ) + 6 820}9) - a 8é2=9) - f(Z, 0), 0 < 0 < _[/7
0<z<T O0<a<l1
u(0,6) = v1(0),u.(0,0) = v2(0),u..(0,0) = v3,0 <0 < L,
u(z,0) =k1(2),0 <z <T,u(z,L) =ke(2),0< 2 <T

(2.1)

ele alinmistir. Burada f, vy vy ve vs bilinen siirekli fonksiyonlar ve u(z, #) bilinmeyen

bir fonksiyondur.
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3. MATERYAL ve YONTEM Habibe GOKSU

3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Kalanh Kuvvet Serisi Metodunun incelenmesi

Kalanli kuvvet serisi metodunun temel semasini olusturmaya baglayalim. (2.1)

probleminin yaklasik ¢6ziimiinii bu yontemle vermeye calisalim. Coziimiin
u(z,0) = 3 fr(=)0" 3.1)
r=0

seklinde oldugunu kabul edelim. r = 0, 1, 2, ..., oldugu durumlarda u(z, f) ¢éziimiiniin

k. terimi uy(z, 6)

k
up(z,0) = > fr(2)0" (3.2)
r=0

olarak alimir. & = 1,2,3, ..., oldugu durumlarda u(z, 8) agik bir bigimde ilk sartlari
kargilamaktadir. Bundan dolay1 u(z, #) denkleminin sifirinct kalanli kuvvet serisinin

baslangi¢ deger kosullarina bagli yaklasik ¢oziimiinii

u(2,0) = v1(2) = fo(2), ue(2,0) = va(2) = f1(2), uge(2,0) = v3 = fo(2)  (3.3)

alarak baslayalim. Ote yandan, (2.1) denklemindeki ilk kosul saglanmistir. Bundan

sonra u(z, §) kalanli kuvvet serisi metodunun ilk yaklagik ¢oziimleri

ui(z,0) = foz) + f1(2)0 + fa(2)6? (3.4)

olmalidir. Bundan dolay1, (3.1) formiiliiniin agilim1 k£ = 3,4, 5, ..., oldugu durumlarda
daha sonradan kalanli kuvvet serisi metodunun katsayilarinin degerini bulmak amaciyla
fr(2),7 =3,4,5,..k olarak

k
up(z,0) = fo(z)+f1(z)9+f2(z)92+ZfT(z)9r (3.5)
r=3
seklinde yeniden formiile edilebilir.

(2.1) denklemin ¢6ziimiiniin a¢iliminda kalanli (rezidiiel) fonksiyonlar:

Pou(z,0)  0%u(z,0) 0%u(z,0) O*ul(z,0)
FED R = S I AN

Resu(z,0) = (3.6)

olarak tanimlanmalidir. Bundan dolay1 k.terimin kalanli (rezidiiel) fonksiyonlar,

Resu(z,0), (Abu Arqub ve ark. , 2013 ; El-Ajou ve ark. , 2015 ; Komashynska ve

12



3. MATERYAL ve YONTEM Habibe GOKSU

ark. , 2016) calismalarinda gosterildigi gibi £ = 1, 2, 3, ..., oldugu durumlarda

Pup(z,0)  0?up(z,0)  0%u(z,0)  0*up(z,0
Resug(z,0) = 825’(’0‘ )—i- 8250‘ )—i— 5:5& )— géz )—f(z,G) (3.7)

olur. z € [0,Z] ved > 0igin Resu(z,0) =0 velim, . Resuy(z,0) = Resu(z,0)
oldugu agiktir. Bu ylizden # = 0 ve s = 0, k£ oldugu durumlarda

S

00s

Resu(z,0) =0 (3.8)

dir. f.(2) katsayilarini elde etmek i¢in = 2,3, 4, ..., k degerlerini alinir. Ardindan su

islemler uygulanir:

(3.1) denklemindeki » = 3,4, 5, ..., k degerleri i¢gin

0° Resu(z, 0)

g =0 (3.9)

tiirev formiilii uygulanip, ¢ = 0 ifadesini yerine yazilir. Son olarak katsayilar i¢in bu

denklem ¢oziiliir:
Resug(z,0) =0,0 =0,s =2,3,4,,,,k (3.10)
Bu sekilde kuvvet serilerindeki tiim katsayilar bulunabilir.

Degisken katsayil1 herhangi mertebeden zaman uzay kesirli diferensiyel denklem
icin kuvvet serisi ¢ozlimleri elde etmek icin, genel bir kesirli kuvvet serisi verilmelidir.

Analitik u(z, §) fonksiyonu asagidaki

u(z,0) => u.(2,0) =Y c.(2)0, 2 € I CR% 0] < R. (3.11)
r=0 r=0

seklinde genisletilebilir. Burada R kesirli kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapidir.
Baslangi¢ kosullari (3.11) denkleminde yerine yazilirsa a,.(z) = C,.(2)['(ra+ 1),r =
0,1,...,m — 1igin

a,(2)

up(z,0) = Cp(2)0" = Tra+1)

0 r=0,1,...m—1 (3.12)

olur. Boylece u(z, 6) in ilk tahmini yaklagimi

ubaslon’bgzc(z7 0) — Uo(Z, Q) + ul(z7 9) + UQ(Z, 0) + ...+ um_l(z7 9) (313)
a;(2) An1(2) o)
— — 4 . grme

13



3. MATERYAL ve YONTEM Habibe GOKSU

dir. Kesirli kuvvet serisinin k. kesik yaklasik ¢6ziimiinii tanimlayan dizi

uF(z,0) = ub*lm9e(z, 0) + Z ()0 k=m,m+1,m+2,. (3.14)

r=m

seklindedir. Genel kalanli kuvvet serisini ¢cozmek icin, 6nce asagidaki formiildeki gibi

bazi notasyonlarin

Res(u, z,0) = Dy*“u(z,0) + P(2)G(u) — F(z,0) (3.15)
verilmesi gerekir. k. kesilmis yaklagik ¢dziimleri u*(z, §) denkleminde yerine yazilirsa
Res®(u, z,0) = Dy**u®(2,0) + P(2)G*(u) — F(z,0) (3.16)
k. artik fonksiyonu elde edilir. Burada

G*(u) = G(u*, Dyu", ..., Dém_l)auk, Dflnuk, ey Dfdlduk, s Dfl”uk, ey Dfdlduk)

olur. Bu durumda,

(1 I}Lrlélouk(z, 0) = u(z,0)
(2) Res(u,z,0) =0

(3) lim Res®(u,z,0) = Res(u, 2,0),z € I CR%, |0] < R elde edilir.
00

Kabul edelim ki
D(Sk_m)aResk(u, 2,0)])o=0 =0 (3.17)
olsun. O halde
D™ Resk (u, z,0)|g—o = Ci(2)T(ka + 1) (3.18)
+Dy ™™ [P(2)GM(u) = F(=,0)],_,

olmak tizere

D™ [P(2)GE(u) — F(2,0)]

C == k= 1 2, ... 3.19

k(z) F(ka+1) Y m7m+ 7m+ ) ( )

yazilabilir. Aslinda bu kural genel kalanli kuvvet serisinde temel bir kuraldir. Boylece
m—1

0) = baslangic C tra — o 320

u(z,0) =u (2,0) + Z rgo F (ra + 1) (3.20)

o0

+Zf‘ra+1)9
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3. MATERYAL ve YONTEM Habibe GOKSU

olur. Burada
fu(2) = =Dy [P(2)GHu) = F(2,60)]_ k=mm+1,m+2,.. (3.21)
olur. Kalanli kuvvet serisinin temel mantig1

Dy®u(z,0) + R[z]u(z,0) + N [z] u(z,0) = g(z,6),0 >0,z € R, (3.22)

n—1<na<n

lineer olmayan kesirli diferansiyel denkleminin

fo(z) = u(2,0) = f(2), fu1(2) = Dy Vu(z,0) = h(2) (3.23)
baslangi¢c kosuluna bagli olmasidir. Burada Dy® = 599%, R|z] z e bagl genel bir

lineer operator, N [z], de z e bagl genel lineer olmayan bir operatdr ve g(z,0) ise
stirekli fonksiyondur. Kalanli kuvvet serisi yontemi; (3.22) ve (3.11) denklemlerindeki
¢Oziimiiniin # = 0 baglangi¢ noktasi etrafindaki seri agilimini kesirli kuvvet serisi olarak

ifade edilmektir. Coziim a¢ilim formunu

u(z,@):ifr(z)%,0<a§1,z€I,O§0<R (3.24)
seklinde alir. Bir sonraki adimda u(z, 6) in k.kesik serisi olan uy/(z, ) belirlenmelidir.
Yani

k gro
ug(z,0) = ;fr(z)m,o <a<l,zel,0<O<Rk=1,23,... (3.25)

bigiminde ifade edilir. Agiktir ki, (3.11) denklemindeki u(z, ), (3.23) denklemindeki
baslangi¢ kosulunu saglar. u(z,0) = fo(z) = f(2) esitligi elde edilir.

(3.25) denkleminde, u(z, 6) in ilk kalanli kuvvet serisi yaklagik ¢6ziimii
_"

I'l+a)

olmalidir. Sonug olarak, (3.11) denklemindeki u(z, 0)

u1(z,0) = f(2) + f1(2)

«a k gro

0
0) = = r\Z) w0 2
0<a<l,zel,0<0< R, k=23,4,..
seklinde yeniden formiile edilebilir. ilk olarak, artik fonksiyonu

Res(z,0) = Dy*u(z,0) + R[z]u(z,0) + N [z]u(z,0) — g(z,0) (3.27)
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3. MATERYAL ve YONTEM Habibe GOKSU

olarak verilsin ve stil formunun £. artik fonksiyonu da

Resp(z,0) = Dy*ui(z,0) + R [z] ug(z,0) + N [z] ug(z,0) (3.28)
—9(2,9),/{5 = 1,2,3,4,

olarak tanimlansin. (Abu Arqub, 2013 ; El Ajou ve ark. , 2015) g¢aligmalarinda
aciklandigi gibi, Res(z,0) = 0 oldugu acgikti. Her = € [ ve § > 0 ig¢in
limg_oo Resk(z,0) = Res(z, 0) esitligi saglanir. Aslinda bunlarr = 1,2, 3,4, ..., kigin
Dgﬂfl)aResk(z, 0o),r = 1,2,3,4, ..., k kesirli tiirevinin sifir olmas1 demektir. Ciinkii
Caputo anlaminda sabit bir fonksiyon sifirdir. Bu arada § = Over = 1,2,3,....k

olmak iizere Res(z, 6) ve Resy(z,0) igin DY ™ kesirli tiirevi
Dér_l)aRes(z, 0) = Dér_l)aResk(z, 0)

ile eslesir. » = 1,2, 3, ..., k olmak lizere f,(z) katsayilarini elde etmek i¢in agagidaki

prosediir uygulanabilir:

(3.28) denklemindeki u(z, §) fonksiyonunun r. kesik dizisi degistirilir, DéT_l)a
kesirli tiirev formiilii uygulanir, asagidaki formiilde r = 1,2, 3, ..., k igin Resy(z, 6) de
6 = 0 yerine yazilir, denklem sifira esitlenir ve sonunda gerekli katsayilarin formunu

bulmak igin elde edilen algoritmik denklem ¢oziiliir. Yani
D™ Resy(2,0) =0,0<a<1,z€[,0<0<Rr=123,..k (3.29)

algoritmik denklemini ¢6zmek gerekir. Bu yontem (3.22) ve (3.29) denklemlerindeki
keyfi sayida kesirli kuvvet serisinin katsayilarim1 elde etmek ig¢in tekrarlanabilir.
Ayrica, daha yiiksek dogruluk, ¢coziimiin ek bilesenini degerlendirerek elde edilebilir.
Dogrulugunu ve verimliligini géstermek i¢in onerilen sayisal teknik, (Zhang ve ark. ,
2008 ; Rady ve Khalfallah, 2010 ; Chen ve Li, 2006 ; Wang ve ark. , 2011) ¢alismalar1

ile
o 1
Dyu — §vz + 2uu, =0 (3.30)
1
Dgv — o lszz +2(uw), =0,0 >0,0<a<1

baslangic kosullar1 (He, 2003) ¢aligmasi ile

k k —kz—1Inb
u(z,0) = % + % tanh(#

k? kz+1nb
v(z,0) = Y sechZ(Z—i_in

(3.31)
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a = 11g¢in, (3.30) denkleminin tam ¢odziimleri (He, 2003) tarafindan verilir.

ck ck ck*t —kz —Inb

u(z,0) = 5 + 5 tanh( 5 ) (3.32)
k2 —ck*t +kz+1Inb
v(z,0) :—gsechQ( ‘ +22+ 1 )

Baslangi¢ fonksiyonundan baglayarak kalanli kuvvet serisini metodu kullanilirsa

ck ck —kz —1Inb

fol2) = ul.0) = 5+ 5 tanh(—5 =
k? kz+1nb

9o(z) = v(2,0) = g sechQ(Z—;n)

) (3.33)

olur ve k. ve ko. artik fonksiyonlari i¢cin Boussinesq—Berger denklemleri:

@ 1
Res). (2,0) = aagoljl B 23511;1 + Qu/,ﬁau;“7 ki=123, .. (3.34)
v, 1Pup, - O(Up,yvr,
Restu(:0) = 52" — 535 +2 ( oy ) k= 1,23,

olur. Ek olarak, (3.26) denkleminin temelinde fy(z) ve go(z) bigimleri goz Oniinde
bulundurarak, u(z, 6) ve v(z, §) nin § = 0 civarinda genislemesi olmak tizere, k. kesik

coklu kesirli kuvvet serisinin serisi sirasiyla

Ja k gro
r=2
o k o
0(2,0) = 9(2) + 912+ () = 2,34, .

I'l4+a) %Z I'(l+ra)

olmalidir. Tlk bilinmeyen katsayilari belirlemek igin, (3.34) formiilinde Res%(z,6) ve
Resy(z,0) yielde etmek igin, 1. artik fonksiyonlar u; (2) ve vy(2) (3.35) formiiliiniiniin

agthiminda f;(2) ve g1(2), 1. kesilmis seri ile degistirilmelidir.

80‘u1 1 81)1 8“1

Res{(z,0) = 500 29, + 2u1§ (3.36)
o* 108 0
ey = T 10l

Fakat o zaman

Qa

u(z,0) = f(2) + fl(Z)m (3.37)
vi(z,0) = g(z) + gl(z)r(lej_a) (3.38)
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olur. Daha sonra (3.36) formiiliinden asagidaki

0(9(2) + 91(2) v 7a
Rest(:,6) = () - S g;>< )

+2(f(2) + fl(Z)F(l—T—Oz)
of(2) + fi(2)F 1+a))
% 0z

9 () e
Res{(2,0) = g1(z) — ; S )—l_afzi ) )

() + F () ) (9(2) + 01 (2) o)
0z

(3.39)

)

+20

sonucuna ulagilir. O halde, (3.29) formiiliiniin sonucuna bagli olarak n = 1 i¢in, § = 0

civarinda (3.39) formiili araciligiyla

kz+1nb

1
filz) = Elﬁ sec h3( 5
kz+1Inb

x (4c? COSh(T) + (1 — 4c?)

) (3.40)

« gl 10 Zh‘b))

k Inb
g1(2) = —ck*cosech®(kz + Inb) Sinh‘i("“d;n)

yazilir. Bu nedenle, (3.30) formiiliiniin 1. kalanli kuvvet serisi yaklasik ¢oziimii;

k  ck kz—1Inb
uy(z,0) = %+% anh(%

16
kz+1nb
x (4c? cosh(z—;n) + (1 — 4c?)
k‘z—l—lnb))) 0
2 I'l+a)

2
1
v1(z,0) = —]; sec hQ(kz—;nb) — (ck*cos ech®(kz + Inb)

kz—l—lnb)) g«
2 I'(l1+a)

kz+1Inb

) ok seen® (-

) (3.41)

x sinh(

x sinh*(

seklinde ifade edilebilir. Ayni sekilde, ikinci bilinmeyenin bigimini 6grenmek i¢in f5(2)
ve go(2) katsayilari, (3.34) formiilinde

_ 0% 10v ou 9% 1
Resy(2,0) = G52 — 552 + 2up 52 ve Resy(z,0) = G52 — 555

icinde ve (3.35) denklemindeki
uz(z,0) = f(z) + fi(z )p(1+a) + fa(z )p(fiaga) ve (2, 0) = g(2) + 91(2’)% +

2

0
92(2) T2y
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kesik serilerinde yerine yazilir ve asagidaki

Resy(z,0) = f1(2) — ;9'(2) £ 26 ()F () + (2(2) = 29(2) + 2 () f1(2) + ()

2

+2f1(2) f'(2)) r(lejr a) <_;g;(z) FELE T2 AE)
2L @) fia 2a) T R +21R()fi(2)) meiaga)
RO

Resi(210) = () — 117(2) + 20 ) + (0:2) — L2
+(2£(2)g1(2) + 2f1(2)g(2)') mei o)
Hogh (2) + QDo) + 20 (2) + 22 (2)g(2) miaz@
+(2/1(2)g2(2) + 2f2(2)91(2))’r<19f3a) + 2f2(z)92(z)r(19im)

farkli formu elde edilir. (3.42) denkleminde Dj operatdriinii uygulayarak Resy(z,6)

ve Resy(z, 0) nin o. mertebeden kesirli tiirevi

Dy Rest(z,6) = (=) — 501(2) + 20(2) () + 2(2)7'(2) (3.42)
H304(2) + 20 () 3() + 2R(2)F(2)

() () + (2RI

IEYAEYAC)
(1 + 40)6>
T(1+3a)

Dy Resy(z,0) = ga(2) — ;f{"(z) + (2f(2)g1(2) + 2f1(2)g(2))
Hog o (2) + (21()aa(e)

+2f1(2)g1(2) + 2f2(2)g(2))")

+2/f2(2) f5(2)

90&
I'(l+ a)

(92(1
I'(1+2a)

+(2£1(2)g2(2) + 2/2(2)91(2))

(1 + 4a)6%
I'(1+ 3c)

+2/2(2)92(2)
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bulunur. (3.29) denkleminde n = 2 ve (3.42) denkleminde de 6 = 0 alinirsa

fa(z) = 3120k3 sec h5(kz—;1nb) x (3(=1+ 4c?) cosh(kz—;hlb) (3.43)
+(1 — 4¢%) cosh(W)(?) — 8¢+ (=1 + 8%
x cosh(kz + Inb)) sinh(kzzlnb))

g2(2) = —2;)61436 sec hﬁ(w)@? — 120¢* 4 (—22 + 80c?)

x cosh(kz + Inb) + cosh(2kz + In b))

formiiliine ulagilir. Bu nedenle 2. kalanli kuvvet serisi yaklagim ¢6ziimii (3.30) formiili

seklinde olacaktir.

¢k ck —kz —Inb i 5, kz+1nb
1
x (4c? cosh(kz—gnb) + (1 — 4¢c?)
kz 4+ 1nb 0
inh
X sinh( 5 )))F(l—l—a)
1 | 1
—|—(§ck3 sec }f)(M)(g(_l + 4¢?) cosh ik, Y
1
+(1 — 4¢?) cosh W
x (3 — 8¢ + (=1 + 8c%) cosh(kz + In b))
kz+1Inb 62
inh
X =) F i 20y
k? kz+1nb
vo(z,0) = —g sec h2(2+2n) — (ck* cosech®(kz + Inb)
kz+1Inb 0« 1 kz+1Inb
x sinh’( crm + (— ===k sec hG(Hin)

2 ))F(l +a) 256 2

x (27 — 120¢* + (—22 + 80c?) cosh(kz + In b)
2a

h(2kz 4+ 2Inb)) =———

+cosh(2kz +21n ))F(1+2a)

Benzer sekilde, ayni prosediir n = 3,4 i¢in uygulanarak f3(2), g3(2) ve fi(2), g4(2)

elde edilir. Son olarak, dordiincii dereceden kalanli kuvvet serisi yaklasik ¢oziimii (3.30)

denkleminde oldugu gibi

wi.0) = )+ (56 = 2 O ) + (G94C) ~ 20 ()
2R ) iy gy H G2 (VA2 A -2 i 53
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+(19§,(2) —2f(2)f3(2) — 2/1(2) f2a(2) = 2f2(2) f1(2) — 25(2) f'(2)) -

2 [(1 +4a)
ve
1 , 0> 1
va(2.0) = 9(2) + (5 (2) = 2(f(2)9(2)) )m +(5h (2) = 2(f(2)an(2)
, 92a 1 ., , 03(1
—f1(2)g(2)) )m+(§f2 (2)=2(f(2)g92(2) = f1(2)g1(2) = f2(2)g(2)) )m
1 9404

"‘(5 5 (2) = 2(f(2)g3(2) — f1(2)g2(2) — fa(2)g1(2) — f3(2)9(2))")

I'(1+ 4a)
olarak yazilabilir. Ayn1 sekilde, n > 5 i¢in; f,(2) in geri kalan bilesenleri ve g, (z)

tamamen elde edilebilir. En sonunda, (3.30) denkleminin ¢oziimleri

o0 QTCY
u(z,0) = Z f,,(z)r( (3.45)
r=0

1+ ra)
() = X o) e

olarak verilir.

3.2. Yakinsama Analizi

Teorem 3.1 6 > 0 olmak iizere herhangi bir >~ c¢.0" kesirli kuvvet serisi i¢in
r=0

(@) 0 > 0 olmak iizere eger > 0" kuvvet serisi 0 = 0, e yakinsarsa, |0| < |01|
r=0

olmak iizere, tiim gergek 0 ler i¢in seri yakinsaktir.

(b) 0 > 0 olmak iizere eger § e, 0" kuvvet serisi 0 = 0 de wraksaksa, |0| > |6, |
r=0

olmak iizere, tiim gergek 0 ler i¢in seri wraksaktir.

Ispat.

(a) 0 > 0 olmak tizere § c,07% kuvvet serisi 6 = 0, noktasinda yakinsak olsun.
r=0
O halde lim, _,ooc,0™ = 0 dir. Yakinsak olan {c,0"*} say1 dizisi sinirhidir. Bu nedenle

3 a pozitif gercek sayilar1 K dyleki
T T T 9 T 9 T
|01 < K VneN,| 0= — "< K|—|
01 01
saglanir.
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o0
| % |< 1 olmak tiizere tiim 6 ler i¢in, > | % | serisi pozitif gergek sayilar
r=0
o0
kiimesinde yakinsaktir. Karsilagtirma testi ile Y ¢,.0"“ serisi || < |6,| i¢in yakinsak
r=0

olur. Bu nedenle seri yakinsaktir.

(b) |61] < |c| ve 8 = c igin kesirli kuvvet serileri yakinsak olsun. # = ¢ ve
|01] < |c| i¢in seri yakinsak ve yukaridaki duruma gore, seri § = 6, igin yakinsak
olacaktir ki bu bir ¢eliskidir. Bu |#| > |0;| olmak iizere serinin tiim gergek 6 ler i¢in

raksak oldugunu kanitlar. 0

Lemma 3.2 Egerr — 1 < a <r,r € N ise o zaman

Dy Jg' f(0) = f(0) (3.46)
ve

m—1 ek
ﬁiﬁﬂmszy—EjEf®m+%e>o (3.47)
olur.

Lemma 3.3 Diyelimki0 <r —1 < a <r olmakiizere j =0,1,2,.... N + 1 igin,
u(z,0) € C([R, 0 x [R,00 + R]), Dj*u(z,0) € C([R, 8] x [R, 0 + R]) olsun. O
zaman

DénJrl)au(Z’ 8)

J(n+1)aD(n+1)oz 0) —
0 0 U(Z, ) F((n—l—l)a—l—l)

(0 — o) (") gy < e <O <by+ R

olur.

Teorem 3.4 (Yakinsama Teoremi)
Varsayalmkir = 0,1,2,... N+1 ve0 <m—-1<a<m igin; u(z,0) € C([R, 0]
X|R,00+ R]), Dp* € C([R,0] x [R,0y + R]), m — 1 kez 6 ya gore tiirevlenebilir

olsun. O zaman

m—1 N

u(z,0) = Z Z Uptra(2)(0 — 00)" (3.48)
p=0 r=0

Burada
B Dg—i—ra

Up—l—ra(z) = mu(z, 60) (349)
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dir. Ayrica, 0 < e < 0 olan bir € degeri vardir. Boylece Ry(z,0) hata terimi

m—1 D(N+1)a+pu(z’ 5)9(N—|—1)oz-l—p

Rn(z,0)|| = su 0
1B (0l = sup D | =W a7 i 1

seklinde olur.

ispat.Ogm—l < a < migin
PtngrrozDg«H“au(Z’ 6) Pp+(r+1)aDp+(r+1 (Z (9)
= Py (D5 u(z,0) — B (DY u(,0))]
= Py | Dy u(z, 0) — Dy u(z, 0) + Dy u(z, 6o)|
= Py [ Dy u(z, 6o) |

(3.47) formiili kullanilirsa

(6 — Gp)Ptre
I'(p+ra+1)

pra(2) (6 = )"

= Dy u(z, 6o)

bulunur. Simdi, u(z, @) i¢in N. dereceden yaklasiklik;

m—1 N
UP-‘rToc(Z) (0 - 00)p+ra
p=0 r=0
m—1 N
_ Z(Pep-l-raDg—i-rau(Z’g) Pp+(7‘+1) Dp+(7“+1 u(z,0))
p=0 r=0
m—1
=u(z,0) = > [Py DET Ny (2, )]
p=0 ~
m—1 [ 6 p+(N+1)a T
Dy u(z,¢€)
=u(z,0) — X / dr
) _F( a+p , ( 1 (p+(N+1)a ]
m—1 Dp+(N+1 0 T
=u(z,0) — x/
U(Z ) = F(N+1 OZ—Fp ) —(p+(N+1)a)

seklinde bulunur. Integral ortalama deger teoreminin uygulanirsa

m—1 |:Dp+(N+1)a (2’5)6.((N+1)a+p)]

Z_: LN +1a+p+1

p=0

olur. Oyleyse

m—1

N
Z Up—&-roz 9 0 pra + Z
r=0

m—1

Dp+(N+1) u(zjg)(g((N—H)a-&-p)

(N+1Da+p+1

p=0

23



3. MATERYAL ve YONTEM Habibe GOKSU

dir. Dolayisiyla hata terimi

m—1 N

1Ry (2,0)l = ||u(z,0) = >_ D Upsra(2)(0 — o)
0

p=0 r=0

m—1 [Dng(NJrl)a u(z, &)f((N+Da+p) ] H

(3.50)

=% T(N+1a+p+1

p=0

olur. Bu su anlama gelir, eger N — oo, ||Ry|| — Oise

m—1 DéN+1)a+Pu(z7 6)Q(N+1)oz+p

'(N+1Da+r+1 3-5D)

1B (z,0) = sup

6€(0,T] || p=0

dir. (3.51) denkleminde verilen hata terimi ile u(z, 0)

m—1 oo m—1 N

Z Z Up-i-ra 9 9 po o Z Z Up-i-?“oz 9 9 )p—H"a

p=0 r=0 p=0 r=0

seklinde yaklasiklastirilabilir. O

Sonug 3.5 Bir sabit m = 1 ise, u(z,0) in 0y civarinda geniglemesini takiben seri

gosterimi (3.48) formiilii
Z Ura(2)(0 — 6)" (3.52)

denklemine indirgenebilir. Burada U,,(z) = %u(z,ﬁo) dir. Elde edilen
genellestirilmis Taylor serisi formiilii ile aymdir. Sonug olarak hata terimi R, (z,0)

genellestirilmis Taylor serisini de saglar.

(Odibat ve Shawagfeh, 2007)
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde kesirli mertebeden problemin yaklasik ¢6ziimii ig¢in kalanlh rezidii

metodunu bir 6rnek problem iizerinde uygulayacagiz.

Ornek 4.1 Uciincii mertebeden kesirli kismi diferansiyel denklemini

8%u(z,0) 9%u(z,0) 0%u(z,0) 0%u(z,0) _ [ 62373 623 2a
Hz3 + Hz2 + oz T T 802 T (F(473a) + I'4—2a)
—i—rﬁ(z :) — 23+ 1) cosf
0<0<3,0<2<1,0<a<l 4.1)
u(0,0) = —cos b, u,(0,0) = u,.(0,6) =0
u(z,0) = u(z,5) =0
kalanli kuvvet serisi metodu ile ¢ozelim.
Ilk olarak
, 4.2
Z 10 (ar + 1) (4.2)

formiiliinii alalim. Bu durumda (4.2) denkleminin 6 ve z ye gore tiirevleri alinirsa

ou(z,0) L K Of(0) 2

50 = ug(2,0) = ;) 00 T'(ar+1)’
W D2uf Z (0 a+1 )ggzz ; 3
W D2 Z 1:(6 QH >F§ZZ : 3
8”15(;) — D% Z (@ a::a_ a) EEZZ 1 3

olur. Simdi r = 0,1, 2, ... igin u(z, ) in k. terimi

ar

Z 1+(0 C(ar+ 1) (4-3)
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seklinde alinabilir. O halde, (4.3) denkleminin tiirevleri

L Lan0) e
up(z,0) = 2 90 T(ar+1)’

T

Zk: 82fr<9) ar

Il
=)

ugg(2,6) = 290 T(ar+1)
D3%u(z,0) = ifr(e)r(a:j_jgi 3a) §EZZ i 37
D**u(z,0) = ifr(e)r(a:jfi 20) §EZZ i 37
D%u(z,0) = iﬁ«(@) F(a;:a_ Q) ?EZZ i B

olarak bulunur. u(z, #) in sifirici kalanl kuvvet serisinin baslangi¢ kosullarma bagh

¢Ozliimiinilin

u(0,0) = —cos = fo(0) (4.4)
u..(0,0) = 0 = f,(0)

oldugu agiktir.

uo(z,0) = fo(0) = — cos 0 yazilirsa

ZO{

ui(z,0) = fo(0) + fl(e)m

(4.5)
olur. (4.4) denklemindeki baslangi¢ degerleri, (4.5) denkleminde yerine yazilirsa
u1(z,0) = —cos b

bulunur. Benzer sekilde

a 2

m+f2(9)

uy(z,0) = fo(0) + f1(0) F2a+ 1) (4.6)

olur. (4.4) denklemindeki baslangi¢ degerleri, (4.6) denkleminde yerine yazilirsa
ug(z,0) = —cos b

olur. O halde

a 2 3a

i f2(0)I‘(20z 0 f3(9)r(3a +1)

us(z,0) = f,(0) + fl(e)m

4.7)
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olup (4.4) denklemindeki baslangic degerleri (4.7) denkleminde yerine yazilirsa

3o

us(z,0) = —cosf + f3(9)m

olur. u3(z,0) degerini bulmak i¢in f3(0) degerini bulmak gerekir. Kalanh rezidii
iterasyon yonteminde r = 0, 1,2, ... alindiginda

r—3a

Resuy(z,0) = <§_jg f?"<9)r(rj1—3a)r(r + 1)) (4.8)

Zr—?oz

n (z FO a0+ D)

3 P
(SO )

3 82fr(9)z7"
(&%)

623—304 6Z3—2a 6Z3—a

a3 TTa—m) TTa—a =2 +1)cosf =0

elde edilir ve bu ifade agilirsa

(e

f3(0) + fa(0) + fs(@)m
2° 22
+f1(0) + f2(0)m + f3(9)m
_<82f0(9) n 0*f1(0) = 0*fo(0) =™ *fs(0) 2> )
062 00 T(a+1) 062 T2a+1) ' o T@Batl)
623_3a 623—2a 623—11

(T —30) VT —2a) T Ta—a) ° T80 =0

olur. (4.4) ifadesindeki formiiller kullanilip degerler yazilirsa
« 2

f3(0) + f3(9)r<(j+1> —cosf + fg(H)L + cos 6
82f3(9) Z3a

(20 + 1)
902 T(3a+ 1)
623—304 623—204 623—a

3
- B4
Fd—3a) " Ta—2a) " Ta—a) = Floost

olup z = 0 alinirsa

0%cosl
f3(0) + e cosf =0

olup gerekli islemler yapilirsa
f3(0) = 2cosb
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bulunur. (4.4) denklemindeki baglangic degerleri, (4.7) denkleminde yerine yazilirsa
Z3a
U3(Z, 0) = — COSQ + 2COS em

bulunur. £ = 4 i¢in uy(z, #) degerini yazalim:

ug(2,0) = fo(0) + fl(e)m + fz(e)m
+f3(9>m+f4<0)m

Simdi f4(0) y1 bulmak igin fo(0),f1(0),f2(0) ve f3(0) degerlerini yerine yazarsak

2
0

f1(6) — 902 +2cosf =0 (4.9)

olup

fa(0) = —2cos @ (4.10)

bulunur.Bu durumda

3a Z4oz

uy(z,0) = —cos 6 + 2co80— QCOSGF

I'Ba+1) (da+1) @1

bulunur. (4.1) denkleminin kalanli kuvvet serisi yardimiyla bulunan yaklasik ¢oziimii

3o ¥i¥eY

— 2cos
cos ¥

= — 2 _—
u(z,0) cos 0 + 2 cos QF ot 1)

(B3 +1)

3a z4a

= (COS@)(_l + 2F(3Oé + 1) B F(40€ + 1))

olarak elde edilir.

Cizelge 4.1 de Ornek 1.8 deki tam ¢dziim ve Ornek 4.1 deki yaklasik ¢dziimler

karsilastirilarak hata analizi olusturulmustur.

Ornek 4.1 igin farkli o, z ve @ degerleri igin hata payr Matlab programu ile
hesaplanarak verilmistir. Tabloda da goriildiigii gibi o nin ayni degerlerine bakildiginda

z sayisinin degeri azaldik¢a hata pay1 da azalmistir.

Ayricaa = 1, z = 0.1, 60 = {5 degerleri igin hata pay1 en kii¢tik degerini

almustir.
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Cizelge4.1.0 <0< 5,0<2<1,0<a <1
olmak tizere baz1 0, z, « sayilari igin u(z, ) fonksiyonunun tam ¢6ziimii, yaklagik ¢6ziimii
ve hata pay1 degerleri

o 2 6 TAM COZUM YAKLASIK COZUM  HATA PAYI
1 0.1 z —0.96496 —0.96562 0.00066
0.99 0.9 z —0.13550 —0.40260 0.26710
0.99 0.5 x —0.75779 —0.83269 0.07490
0.99 0.1 z —0.96496 —0.96558 0.00062
0.50 0.9 z —0.13550 —0.26270 0.12720
0.50 0.5 z —0.75779 —0.62185 0.13594
0.50 0.1 z —0.96496 —0.92963 0.03533
0.01 0.9 T —0.13550 —0.50420 0.12720
0.01 0.5 z —0.75779 —0.86312 0.10533
0.01 0.1 z —0.96496 —0.93353 0.03143

Simdi bagka bir kesirli mertebeden problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in kalanl rezidii

metodunu asagidaki problem {izerinde uygulayacagiz.

Ornek 4.2 Asagidaki iiciincii mertebeden kesirli diferansiyel denklemini

83%u(z,0) 92%u(z,0) 0%u(z,0)  9%u(z, 9)
Oz + Oz2c + 0z% 002
623 3a 2173a 62,372(1 1 2a
(r(4 3a)  T(2-30) + r(4—2a) F(2—2a)
623« 21— 3 —0
i) ~Temay % TF T 1) & (4.12)
0<0<3,0<z<l,0<a<l
u(0,0) = e % u,(0,0) = —e % u,.(0,0) =0

kalanli kuvvet serisi metoduyla ¢ozelim.

ar

T(ar+1)

Zf

alalim. O halde
ou(z,0) X Of(0) 27

(4.13)

uo(,0) = =55 = ZO 90 T(ar +1)
Pu(z,0) X Pf(0) =2
UQ@(Zy 0) 892 TZ% 692 F(Oz?“ ‘I‘ 1) )
a3a ( 00 Za'r—?)a
3a
D:*u(z,6) = 823a Z Jr(6 D(ar+1—3a)l(ar + I)F(CW 1),
D2a ( 0) a2a ( i f Zar—2a F( N 1)
= U 22a "T(ar +1—2a)T(ar + 1) o ’
D%u(z,0) = 8 Z f(0 S C(ar +1)

I'(ar+1—a)l'(ar+1)

olur. Simdir = 0,1, 2, ... igin u(z, 0) in k. terimini ifade edelim.

Zfr

QT

C(ar+1)
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Ou(z,0) L Of.(0) 2

uo(0) = 55— = Z 90 T(ar+1)
ugy(z,0) = - 0(922 - éa?g;g ) r(o;a; 1)’
D;*u(z,0) = 632 (3a i:ofr C(ar+1 Z—Q;Z);F(QT +1) Flar+1),
DZu(z,0) = 822;% é T(ar +1 ia;j;r(ar Toylert b,
Dru(z0) = aa Zi: [(ar+1 Zm_)af‘(ar +1) Flar +1)

olarak ifade edilir. u(z, 0) in sifirinci kalanl kuvvet serisinin baglangi¢ kosullarina baglh

¢Oziimiiniin

u(0,0) = e = f,(6) (4.14)

oldugu agiktr.
ug(z,0) = fo(0) = e’ (4.15)
dersek
ZO{
Ul(Z, 9) = fo(e) —+ fl(e)m (416)
olur. (4.14) denklemindeki f,(#) 1 (4.15) denleminde yerine yazarsak
_ oA
ui(z,0) = e (1 F(Oz—i-l)) (4.17)
bulunur. O halde
(:48) = u(0) + 11 (0) = + () @.13)
1T = e a1y T rea 1) '
olur. (4.14) denklemindeki f,(0), f1(0), f2(0) degerlerini (4.17) denkleminde yerine
yazarsak
wn(2,0) = el — — ) (4.19)
A T(o+1) '
olacaktir. Benzer sekilde
P 2c 3o
0) = f,(0 _— _— _— .
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olarak ifade edilir. (4.14) denklemindeki f,(0), fi(0), f2(f) degerlerini (4.19)

denkleminde yerine yazarsak

P 2304

F(a—i—l)) +f?’(e)r(?)cw 1) (421)

ug(z,0) = e (1 —

bulunur. Kalanh rezidii iterasyon yonteminde r = 0, 1,2, ... alindiginda

3 Zarf?)oz

Resug(z,0) = (Tz:s fr(ﬁ)r(ar 1 3a)T(ar ¢ l)F(ocr + 1))

* (; fr(G)F(ar +1 f;;;F(ar + 1)F(ar * 1)>

+ (i F O = I(ar + 1))

= r+1—a)l(ar+1)

- (%% o)

r=0
6237304 2173(1 6237201
_( _ d
I'4—3a) T'(2-3a) TI'(4-2aq)
Zl—2a 623—a Zl—a

“To_2a) T Td_a) T@—a) ° TF D=0

elde edilir. Bu ifade acilirsa

F(0) + 1:0) + O s + A0+ RO
ZQa 82f0(0) 82f1(0) z
0t ™ o T o T ED

82f2((9) ~2a N a2f3(0> »3a

0 TRax1) T 00 TBatl)
6237301 217301 62372(1 217204
_<r(4 “3a) T(2—3a) T@A—2a) T2 2a))
6Z3—a Zl—a

+ — 2 4z2-1e?=0

F4—a) T(2-a)
denklemine ulagilir. Burada (4.13) denklemindeki fo(0), f1(0), f2(6) degerlerini yerine

yazalim.

P 0 Z2a 0
f3(9)+f3(9)m—€ +f3(9)m—€
+6_9 e B 82f3(9) 2304

['(a+1) 002 T'(Ba+1)
6237301 217301 62372(1 217204

_<r(4 “3a) T(2-3a) T@—2a) T(2-2a)
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6Z3—a B Zl—a
'd—ao) TI'(2-a)
Burada z = 0 i¢in

+ — B 4z-1De?=0

f3<9) = 679

bulunur. (4.20) denkleminde f3(f) yerine yazilirsa

« 3a
V4 _p z

9) = -0 _ -0 <~ o~
us(z0) = e = T T TBat D)

yani

w2, 0) = ST T et 1)

bulunur. Dolayisiyla (4.12) denkleminin yaklasik ¢ozimii

u(z0) = (= 5ot FEa )

olarak bulunur.

Cizelge 42.0< 0 < 5,0<2<1,0<a<1

olmak tizere baz1 0, z, « sayilari igin u(z, 6) fonksiyonunun tam ¢6ziimii, yaklasik ¢6ziimii

ve hata pay1 degerleri

o z 0 TAM COZUM YAKLASIK COZUM  HATA PAYI
0.99 0.9 0.9 0.3370 0.0902 0.2469

0.50 0.9 0.9 0.3370 0.2325 0.1046

0.01 0.9 0.9 0.3370 0.4102 0.0731

0.99 0.1 0.1 0.8153 0.8120 0.0032

0.50 0.1 0.1 0.8153 0.6035 0.2118

0.01 0.1 0.1 0.8153 0.8741 0.0589

0.99 0.01 0.01 0.9802 0.9796 5.1098 x 102
0.50 0.01 0.01 0.9802 0.8791 0.1011

0.01 0.01 0.01 0.9802 0.9159 0.0643

Cizelge 4.2 de Ornek 1.9 daki tam ¢dziim ve Ornek 4.2 deki yaklasik ¢dziimler

karsilastirilarak hata analizi olusturulmustur.

Ornek 4.2 icin farkli o, z ve 6 degerleri i¢in hata payr Matlab programi

ile hesaplanarak verilmistir. Tabloda da goriildigi gibi z ve 6 nin ayni degerleri

bakildiginda « sayisinin degeri azaldik¢a hata pay1 da azalmistir.

Ayricaa = 0.99, z=0.1, 6 = 0.1degerleri i¢in hata pay1 en kiigiik degerini

almustir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Calismada ele alinan iiglincli mertebeden kesirli kismi diferansiyel denklemin
tam ¢oziimii Laplace metodu ile ¢oziilmiistiir. Bu denklemin yaklagik ¢oziimii ise
Kalanl1 kuvvet serisi metodu ile bulunmustur. Bu metot, calismada detayli bir bi¢imde
anlatilmistir. Ayrica bu metotla elde edilen yaklasik ¢6ziim, Laplace metodu ile elde
edilen tam ¢oziim ile karsilastirilarak hata analizi yapilmistir. Hata analizi tablosundan
Kalanl1 kuvvet serisi metodunun ii¢iincii mertebeden kesirli kismi diferansiyel denklem
icin uygun oldugu goriilmiistiir. Ayrica bu metotla bulunan yaklasik ¢6ziimiin, Laplace
metodu ile bulunan tam ¢o6ziimle arasindaki hata paymin kiigiik oldugu degerler

gorilmiistiir.

Kullanish bir metot olan kalanli kuvvet serisi metodu, farkli mertebeden lineer

olmayan kesirli kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilir.

33



KAYNAKLAR

ABU ARQUB, O., ABO-HAMMOUR, Z., AL-BADARNEH, R., and MOMANI,
S. 2013. A reliable analytical method for solving higher-order initial value
problems. Discrete Dynamics in Nature and Society, 2013.

ABU ARQUB, O., EL-AJOU, A., BATAINEH, A. S., and HASHIM, 1. 2013,
JANUARY. A representation of the exact solution of generalized Lane-Emden
equations using a new analytical method. In Abstract and applied analysis (Vol.
2013). Hindawi.

ALQURAN, M. 2014. Analytical solutions of fractional foam drainage equation by
residual power series method. Mathematical sciences, 8(4), 153-160.
ASHYRALYEYV, A., 2006. Nonlocal boundary-value problems for abstract parabolic
equations: well-posedness in Bochner spaces. Journal of Evolution Equations,

6(1), 1-28.

ASHYRALYEV, A., 2008. A note on the Bitsadze—Samarskii type nonlocal boundary
value problem in a Banach space. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 344(1), 557-573.

ASHYRALYEYV, A. and AGGEZ, N. , 2004. A note on the difference schemes of
the nonlocal boundary value problems for hyperbolic equations. Numerical
Functional Analysis and Optimization, 25(5-6), 439-462.

ASHYRALYEV, A., and ARIMAND, D., 2007. A note on the Taylor’s decomposition
on four points for a third-order differential equation. Applied mathematics and
computation, 188(2), 1483-1490.

ASHYRALYEV, A., ARJMAND, D., and KOKSAL, M. , 2009. Taylor’s
decomposition on four points for solving third-order linear time-varying
systems. Journal of the Franklin Institute, 346(7), 651-662.

ASHYRALYEV, A., KARATAY, I., and SOBOLEVSKII, P. E. ,, 2004. On well-
posedness of the nonlocal boundary value problem for parabolic difference
equations. Discrete Dynamics in Nature and Society, 2004(2), 273-286.

ASHYRALYEV, A. and SOBOLEVSKII, P. E. , 2004. New difference schemes for
partial differential equations (Vol. 148). Springer Science & Business Media.

ASHYRALYEV, A. and SIMSEK, S. N., 2017. An operator method for a third order
partial differential equation. Numerical Functional Analysis and Optimization,
38(10), 1341-1359.

ASHYRALYEV, A. and YILDIRIM, O., 2021, February. On the asymptotic formula
for the solution of nonlocal boundary value perturbation problems for
hyperbolic equations. In AIP Conference Proceedings (Vol. 2325, No. 1, p.
020015). AIP Publishing LLC.

CAPUTO, M. 1967. Linear models of dissipation whose Q is almost frequency
independent. Part I1.Geophysical Journal of the Royal Astronomical Society
banner, 13(5), 529-539.

CHEN, B., QIN, L., XU, F., and Zu, J. 2018. Applications of general residual power
series method to differential equations with variable coefficients. Discrete
Dynamics in Nature and Society, 2018.

CHEN, A., and LI, X. 2006. Darboux transformation and soliton solutions of

34



Boussinesq—Burgers equation. Chaos. Soliton Fract. 27, 43-52

DANCHIN, R. 2005. Fourier analysis methods for PDEs. Lecture notes, 14(1).

EL-AJOU, A., ARQUB, O. A., and MOMANI, S. 2015 Approximate analytical
solution of the nonlinear fractional KdV—Burgers equation: a new iterative
algorithm. Journal of Computational Physics, 293, 81-95.

GORDEZIANI, N., NATALINI, P., and RICCI, P. E. , 2005. Finite-difference methods
for solution of nonlocal boundary value problems. Computers & Mathematics
with Applications, 50(8-9), 1333-1344.

HE, J.H. 2003. Homotopy perturbation method: a new nonlinear analytical technique.
Appl. Math. Comput. 135, 73-79

HILFER, R. (ED.). 2000. Applications of fractional calculus in physics. World
scientific.

IVANAUSKAS, F. F., NOVITSKI, Y. A., and SAPAGOVAS, M. P. , 2013. On
the stability of an explicit difference scheme for hyperbolic equations with
nonlocal boundary conditions. Differential equations, 49(7), 849-856.

JACHIMAVICIENE, J., SAPAGOVAS, M., STIKONAS, A., and STIKONIENE,
O. 2014. On the stability of explicit finite difference schemes for a
pseudoparabolic equation with nonlocal conditions. Nonlinear analysis:
modelling and control, 19(2), 225-240.

KEXUE, L., and JIGEN, P. 2011. Laplace transform and fractional differential
equations. Applied Mathematics Letters, 24(12), 2019-2023.

KOMASHYNSKA, 1., AL-SMADI, M., AL-HABAHBEH, A., and ATEIWI, A.
2016. Analytical approximate solutions of systems of multi-pantograph delay
differential equations using residual power-series method. arXiv preprint
arXiv:1611.05485.

KOZHANOV, A. 1., and PUL’KINA, L. S. 2006. On the solvability of boundary
value problems with a nonlocal boundary condition of integral form for
multidimensional hyperbolic equations. Differential equations, 42(9), 1233-
1246.

KUMAR, S., KUMAR, A., and BALEANU, D. 2016. Two analytical methods for
time-fractional nonlinear coupled Boussinesq—Burger’s equations arise in
propagation of shallow water waves. Nonlinear Dynamics, 85(2), 699-715.

MODANLI, M. 2019. On the numerical solution for third order fractional partial
differential equation by difference scheme method. An International Journal
of Optimization and Control: Theories & Applications (IJOCTA), 9(3), 1-5.

MODANLI, M. 2019. Daftar-Gejii-Jafaris method for linear and nonlinear third order
fractional differential equation. Math. Nat. Sci., 4, 26-36.

MODANLI, M., and SUMEYYE, E. K. E. R. 2020. Implicit Rather Difference Method
for Third Order Differential Equations in the Sense of Atangana-Baleanu
Caputo Fractional Derivative. Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri
Dergisi, 7(2), 952-959.

MODANLI, M. and AKGUL, A., 2021. On solutions of fractional order time varying
linear dynamical systems model. Arab Journal of Basic and AppliedSciences,
28(1), 300-308.

MODANLI, M., ABDULAZEEZ, S. T., and HUSEIN, A. M. 2021. A residual power
series method for solving pseudo hyperbolic partial differential equations with
nonlocal conditions. Numerical Methods for Partial Differential Equations,
37(3), 2235-2243.

ODIBAT, Z.M., and SHAWAGFEH, N.T. 2007. Generalized Taylors formula. Appl.

35



Math. Comput. 186, 286293

PODLUBNY, 1., 1998. Fractional differential equations: an introduction to
fractionalderivatives, fractional differential equations, to methods of
their solution and some of their applications. Elsevier.

RADY, A.S.A., and KHALFALLAH, M. 2010. On soliton solutions for Boussinesq-
Burgers equations. Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 15, 886894

SADYBEKOV, M. A. 1994, June. THE BOUNDARY-VALUE PROBLEM OF
A NEW-TYPE FOR A WAVE-EQUATION. In DOKLADY AKADEMII
NAUK (Vol. 336, No. 5, pp. 590-591). 39 DIMITROVA UL., 113095
MOSCOW, RUSSIA: MEZHDUNARODNAYA KNIGA.

SALDIR, O. 2018. Kesir mertebeli tiirev iceren bazi kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin doguran ¢ekirdekli hilbert uzayr metodu ile niimerik
¢Ozlimlerinin incelenmesi.

SH, K. T. 1993. Boundary value problems for linear partial differential equations of
hyperbolic type Shymkent.

TAMSIR, M., DHIMAN, N., CHAUHAN, A., and CHAUHAN, A. 2021. Solution
of parabolic PDEs by modified quintic B-spline Crank-Nicolson collocation
method. Ain Shams Engineering Journal, 12(2), 2073-2082.

WANG, P, TIAN, B., LIU, W. LU, X, and JIANG, Y. 2011. Lax pair
Bcklund transformation and multi-soliton solutions for the Boussinesq-
Burgers equations from shallow water waves. Appl. Math. Comput. 218,
17261734

YAVUZ, M. 2018. Novel solution methods for initial boundary value problems of
fractional order with conformable differentiation. An International Journal of
Optimization and Control: Theories and Applications (IJOCTA), 8(1), 1-7.

ZHANG, L., ZHANG, L.F., and LI, C. 2008. Some new exact solutions of Jacobian
elliptic function about the generalized Boussinesq equation and Boussinesq-
Burgers equation. Chin. Phys. B 17, 403410

36



