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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

RABINOVICH-FABRIKANT SISTEMININ MITTAG-LEFFLER FONKSIYONLARIYLA
cOzUMU

Mehmet Hayrullah GUNES

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
YIL: 2021, Sayfa: 61

Bu tez bes bdliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde temel kavramlar ve Mittag-Leffler fonksiyonu ve
ilgili 6zellikler verilmistir. Ikinci boliimde onceki galismalar ifade edilmistir. Ugiincii boliimde, ele
aliman metot sunulmustur. Dordiincii boliimde, Rabinovich-Fabrikant sisteminin ¢oziimii Mittag-Leffler
fonksiyonlari cinsinden ifade edildi. Son olarak, elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diferansiyel denklemler, denge noktalar1, Mittag-Leffler fonksiyonu,
Caputo tiirev, yaklagik ¢oziim
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This thesis contains five chapters. In the first chapter, basic concepts and Mittag-Leffler functions and
its related properties are introduced. In the second and third chapter, previous studies and method are
presented. In the fourth chapter, approximating solutions of the Rabinovich-Fabrikant system are
obtained in terms of Mittag-Leffler functions. Finally, obtained results are evaluated.

KEY WORDS: Differential equations, equilibrium points, Mittag-Leffler function, Caputo derivative,
approximating solution
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1. GIRiS Mehmet Hayrullah GUNES

1. GIRIS

Matematik, matematiksel fizik, miihendislik ve daha bir c¢ok alanda
problemlerin cogu diferansiyel denklemler olarak formiile edilir. Birinci ve ikinci
mertebeden veya daha yiliksek mertebeden matematiksel fizikte bircok uygulama
alanina sahip diferansiyel denklemler vardir. Bu diferansiyel denklemlerin uygulama
alanlar icin kaynaklar oldukc¢a zengindir (Debnath, 1997; Logan, 1994; Whitham,
1974).

1.1. Bazi1 Tanimlar

Tanmm 1 (Biz, 2019) Bagimli degiskenin bir bagimsiz degiskene gore tiirevlerini ihtiva
eden denkleme bayag1 diferansiyel denklemdir deriz. Eger bagimsiz degisken birden

fazla ise denkleme kismi diferansiyel denklem deriz. Daha formal bir deyisle, i =

1,2,3,... olmak iizere x; olsun ve u = u(x1, x2, . .., X,) ise
0"u
F(xl,xg,...,x,,,u,uxl,...,uxn,...,ﬁ) =0

denklemi n. meretebeden kapali formda bir kismi diferansiyel denklem belirtir.
u=u(x,t) ise g—; = f(x), uy = cu, veya xu; +1t> =sin(x) denklemleri birer kismi
diferansiyel denklemdir. Ikinci mertebeden iki degiskenli kismi diferansiyel
denklemleri siniflandirmak miimkiindiir. Bu smiflandirma i¢in asafidaki strateji

izlenir. Ikinci mertebeden

0%u 0%u 0%u ou Ou
p) )=0

Alx, )’)@ + B(x, y)(?xay + C(x,y)? + fx,y,u, ox dy
kismi diferansiyel denkleminde

B? — 4AC < 0 ise eliptik,

B? — 4AC = ( ise parabolik,

B? — 4AC > 0 ise hiperboliktir.
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Tanmm 2 (Biz, 2019) Tek degiskenli bir fonksiyonun x = x( civarindaki Taylor a¢ilimi

1) = £ ) + /) (5 = x0) + L0 (g2 L0
+&TO)(X_)CO)”+"'
n:

Eger x¢ = 0 ise seriye Maclaurin acilimi olarak adlandirilir.

Tamm 3 (Biz, 2019) Iki degiskenli bir fonksiyonun (x, y) = (xg, yo) civarindaki Taylor

acilimi

f(x,y) = f(x0,y0) + fx(x0, yo) (x — x0) + fy(x0, yo) (¥ — Yo)

. For (%0, ¥0) (x = x0)2 + fy (x0, ¥0) (x = x0) (y = ¥0) + fyy (X0, ¥0) (¥ = ¥0)?
21

+ ...
seklindedir.
Tanim 4 (Biz, 2019) Bir f(x) fonksiyonunun tiirevi

f/(XO) AT f(x) —f(X()) o o

X—X0 X — _xO
ile tammmlanir. Eger x — xo = A ise yukaridaki tanim

df (xo) _ lim f(xo+h) — f(xo)
dx B h—0 h

seklinde yazilir. xo keyfi oldugundan yukaridaki x yerine x yazalim. Bu halde,

df @) _ fereh) = f)

dx h—0 h

(1.1)

Bizleri kesirli tiirevin tanimina veya amacimiza gotiiren formiilii ¢ikarsamaya caligalim.

m reel olmak lizere (x")™ foknsiyonunun m kez tiirevi i¢in bir formiil elde edelim.

(xn)/ — nxn—l’
(™ =n(n-1)x"2,

™" =n(n-1)(n-2)x"3

MM =p(n-1D)(n-2)x"3...(n—m+1)x"™"
n!

- (n—m)!

xn—m



1. GiRiS

Mehmet Hayrullah GUNES

elde edilir. Dolayisiyla, asagidaki tanimi yapmak miimkiindiir.

Tamm 5 (Podlubny, 1998) m reel olmak lizere x" ifadesinin m kez tiirevi:

(= 2

xn—m
(n—m)!

Bu tanimin Gamma fonksiyonu cinsindeki ifadesi
dm

" I'n+1)
K =
dx™

_F(n—m+1)x

nem (1.2)
seklindedir. n ve m nin farkli degerleri i¢in asagidaki ¢cikarsamalar1 yapmak miimkiindiir.

1
Egern=1 vem = — ise

dz [(2) 1 1
TX = 1 = 3 X2,
dx? F(]_ -3 + ].) F(i)

Burada, klasik tiirevden farkli olarak x fonksiyonunun kesirli tiirevinin ne kadar
sapma olabilecegini gordiik.

1
Egern=0vem = - ise

1
X

d3 (1) _
()= r(-1+1) re’

: _
dxs

Wi
W=

Burada, klasik tiirevden farkli olarak 1 fonksiyonunun kesirli tiirevinin sifirdan

farkli oldugunu gorebiliriz. Bu aciklamalardan hareketle, farkli n ve m degerlerini

kullanarak (1.2) denkleminden farkli ddx—":nx” ifadesinin farkli ¢ikarsamalarim1 yapmak
mimkiindiir.

Simdi de D ve D! islecleri veya operatorleri arasindaki iliskiyi gorelim
(Podlubny, 1998).

2
DDy = D(% +e)=x
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ve
D 'Dx=D'1=x+c

olur. Yani, D ve D! islecleri degismeli degildir. Ancak, ¢ = 0 almakla degisme 6zelligi

saglanir. D~ isleci

D f(x) = / F(rydr

seklinde tanimlanir. Dolayisiyla,

b= [ K / ' F(drdr

ve nihayetinde

1
(n—=1)!

D f(x) = / (c— "L F (1) di

veya

D f(x) = ﬁ / (= "L f (1) di

seklinde tanimlanir. Buradan hareketle, bir fonksiyonunun @ reel ve eger (n — 1) < a <

n olmak lizere D™ isleci asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 6 (Podlubny, 1998)

D™ f(x) = ﬁ / x(x -0 f(t)dr. (1.3)

Burada, I'() ifadesi sonradan tanimlayacagimiz Gamma integrali ve fonksiyonudur.
Simdide farkli f(x) fonksiyonlarinin D kesirli tiirevleri nasil alinir veya olur sorusuna
yanit vermeye calisalim.

@ @ @

d® d d d
ﬁf(x), %sin(x), %cos(x),%e , e

Bu tip fonksiyonlarin kesirli tiirevlerini icra etmek i¢in asagidaki elementer
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acilimlart bilmek oldukca onemlidir.

€™ = cos(x) + i sin(x),

e = cos(x) — i sin(x),

ix _ e—ix

sin(x) = ———
(1) = 5 —.
eix + e—ix

cos(x) = —

2
X
eF=1l+x+—+---.

Tamm 7 (Podlubny, 1998) Gamma integrali veya fonksiyonu
I'(n) = / e ' Ldt
0
seklinde ifade edilir.
Tamm 8 (Podlubny, 1998) Gamma integraline art arda kismi integral uygulanirsa
I'h) =(n-DI'n-1)--- =(n-1)!

oldugunu gormek kolayidir.

Egern=0,1,2,3...ise ['(—n)

tanimsiz olur. Diger bir ifadeyle, I'(—n) diisey asimptotlara sahiptir. Buradan hareketle,

simdi de (1.3) ifadesini kullanarak D¢ iglecini tanimlayalim.

Tamm 9 (Podlubny, 1998)
D? = Dn(D—(n—a/)),

— n; ) _ p\n—a-1
- D" [ =,

a1
oy (F(n —a) /a (x —r)a—n+l di).
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Ornek 1 (Podlubny, 1998) D%* ve n = 1 ise

D" _dx T )/ (x —1)"%e'dt),
= ma(./a (x—t)_aeldt).

1.2. Laplace Transformasyonu

Tanim 10 (Podlubny, 1998) Eksponansiyel mertebeli bir f(¢) fonksiyonunun Laplace

transformasyonu
LI =F5) = [ e war
0
seklinde tanimlanir.

Tanim 11 (Podlubny, 1998) F(¢) ve G () fonksiyonlarinin konvulasyonu (convulation)

F+G= / f(x—1)g(t)dt
- [ st -na
=GxF
ile tanimlanir. Konvulasyon ayn1 zamanda degismelidir.
Tamm 12 (Podlubny, 1998) Konvulasyonunun Laplace tranformasyonu
L[F xG] =F(s)G(s).
Dolayisiyla,
X
Fx+G = / (x —1)"%e'dt
a
ise

F=t% G=¢"
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Buradan,
L[F] = (ze a+)1, L[G] = ! — olup
ot ( a)ll
/ (x — 1) %e'dt] -a+1(s 1

Ters Laplace transformasyonu uygulanirsa

s"__l )/(x_t)at

Tanim 13 (Podlubny, 1998) Kompleks diizlemde Re(z) > 0 olmak iizere

L7

I'(z) = / et Ldr. (1.4)
0
(1.4) denkleminde z = x + iy yazilirsa

[(z) =[x +iy),

©0 .
— / e_ttx_lﬂydt,
0

Ll /Ooe—ttx—leiylogtdt’ (15)
0

= / e ' eos(ylog(t)) +isin(ylog(r))]dt
0
elde edilir. = oo i¢in
|cos(ylog(z)) +isin(ylog(r))| =1

stnirlidir. Clinkii,

*cos(ylog(z)) +isin(ylog(t))]
el

ifadesi ¢ = co da smurhdir. Aym sekilde, 7 = 0 i¢cin Re(z) > 1 olmasi halinde (1.4)

integrali yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun sahip oldugu bazi 6zellikler
I'(z+1) =z[(2).

Bu 0zelligin ispati art arda kismi integral kullanilarak asagidaki gibi yapilir
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(Podlubny, 1998).

I(z+1) = / e 't*dt
0

(o]
:—e_’tz|8°+z/ e 't ldr
0

= 2[(2),

kismi interal uygulayarak bu muhakemeye devam edilirse z! bulunur.

r(1)=1
@) =1r1)=1=1!
I'(3) = 2I'(2) = 2(1)! = 2!

I'(n+1) =nl'(n) =n(n-1)! =nl.

Eger z = —n olursa I'(z) fonksiyonu n = 0, 1, 2, ... igin tanimsiz olur. Gergekten,

1 00
F(z):/ e_’tz_1+/ e dr (1.6)
0 1

yazilabilir. Burada, (1.6) integralindeki ilk terim igin e~

exponansiyel fonksiyonun
acilimini kullanalim. Yani,

[S¢]

Z (- 1)ntn

n=0

ifadesi kullanilir. Dolayisiyla,

e =
0

-1 k 1
( k') / tk+Z—1dl,
: 0
(_

1)k

kl'(k+2z)

e 20 -

Il
[e)

n

Eger Re(z) =x > Oise Re(z+ k) =x+n > 0 ve r**(---) = 0 olur. Bu durum, bize bu
son ifadenin z komplex degiskenine gore bir tam fonksiyon oldugunu sdyler. Benzer

olarak yukaridaki (1.6) integralindeki ikinci terimi ele alalim. Bu ikinci terime R(z)
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olsun. Yani,

R(z) = / e 't
1

— / e(z—l) log(t)—tdt
1

elde edilir.

1.7)

e(Z—l) log(t)—t

fonksiyonunda ¢ > 1 olmak kaydiyla z ve 7 nin siirekli bir fonksiyonudur. Eger t = 1 ise
log1 =0.Egert > 1ise log(z) > 0 olur. Dolayisiyla, (1.7) fonksiyonu veya integrali z
nin bir tam fonksiyonudur. Simdi kompleks diizlemde sinirli kapali bir D bdlgesini ele

alalim ve xg = max,cp Re(z) olsun. Bu halde,
|e—ttz—1| — |e(z—1) log(t)—tl
— |e(x—1) log(t)—tlleiy log(t)|

- |e(x—1)log(t)—t| < e(xo—l)log(l)—t — e—ttxo—l

yazilir. Bu ise (1.7) integralinin D nin i¢inde diizgiin yakinsak oldugunu ifade eder.
R(z) fonsiyonu D nin i¢inde analitik oldugundan integral isaretinin altindaki ifadenin
tiirevi alinabilir. Kompleks diizlemdeki D bolgesinin keyfi seciminden dolay1 R(z)
fonksiyonu yukaridaki 6zelliklere sahiptir. Yani, R(z) tam bir fonksiyon oldugundan

integral isareti altinda tiirevlenebilir. Bu degerlendirmelerden sonra,

_ < (_1)k 1 ® —t,z-1
F(Z)_Z—k! —k+z+ . e 't dt

—— + tam fonksiyon. . .
k+7z Y

(1.8)

Il
Ngk
—~
| L
p—
_
—

Sonug¢ olarak, (1.8) gorsel olarak incelendiginde Gamma fonksiyonunun kutup
noktalart n =0, 1, 2, ... olmak iizere z = —n de olusur. Yani, bu noktalar da Gamma

fonksiyonu tanimsizdir.

Simdi de, Gamma fonksiyonunun limit gosterimini verelim. Eger Re(z) > 0 ise

I'(z) = lim nin® (1.9)
n—co z(z+1)(z+2)...(z + n)
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ile gosterilir. Simdi de (1.9) ifadesinin dogrulugunu gosterelim. Bu amaca varmak i¢in
" t

o= [ -ty (110
0 n

fonksiyonunu ele alalim ve 7 = fl alinirsa

1
fu(2) = nz‘/o (1 _T)nTz—ldT

1

nZ
=—n | (1-7)"r%dr
R ' ) (1.11)
nn:
= o lgr
Z2(z+1)...(z+n-1) /0

n*n!
Z2(z+1)...(z+n—-1)(z+n)

denklemi elde edilir. Cok iyi bilinen

lim (1— Ly =
n

n—oo

eksponansiyel fonksiyon 6zelligi goz oniine alinirsa
" t
lim f,(z) = lim / (1- )" "tdr
n—oo n—o Jq n

o
= / e 'ttt
0

bulunur. (1.12) ifadesindeki integral limit degisiminin gerekgesi i¢in (Podlubny, 1998)
bakilabilir. Re(z) >0 olmast halinde I'(z+1)=z[(z) ifadesi yardimi ile

(1.12)

z #0,—-1,-2... ise asagidaki tanimlama yapilabilir. Yani, m pozitif bir tam say1 olmak

tizere —-m < Re(z) < —m + 1 ise

I'(z+m)
M) = 2(z+1)..(z+m—-1)
_ 1 lim ntmp!
2(z+1)..(z+m—=1) n— (z+m)...(z+m+n) (1.13)
_ 1 . (n—=m)¥"(n —m)!
Z2(z+1)...(z+m—1)n> (z+m)(z+m+1)..(2+n)
~ lim n*n!
n—oo z(z+1)...(z + n)
yazilir.
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1.3. Beta Fonksiyonu

Tanim 14 (Podlubny, 1998) Beta Fonksiyonu veya integrali Re(z) > 0 ve Re(w) > 0

olmak tizere
1
B(z,w) = / (1 = ) ldr (1.14)
0
ile tanimlanir.

Simdi Gamma Fonksiyonu ile Beta Fonksiyonu arasindaki iligkiyi bulalim
(Podlubny, 1998). Bunun icin de

t
hz,w(z):/ (1 - ) ldr (1.15)
0

integralini goz Oniine alalim. Laplace transformasyonu uygulanirsa

['(z)T(w) T()T(w)
How(s)= =% = — aw (1.16)
elde edilir. (1.16) denklemine ters Laplace uygulanirsa
F@TW) e
e (f) = =——2 71 1.17
bulunur. Eger t=1 alinirsa
(2l (w)
B(z,w) = ——— 1.18
(z.w) Fetw) (1.18)
elde edilir. Konvoliisyon komutatif oldugundan dolay1
B(z,w) = B(w,2) (1.19)

yazilir. Literatiirde sik sik karsilastigimiz Gamma fonksiyonunun diger bir 6zelligi ise

M1 -z) = —

sin(7z) (1.20)

ile verilir.
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1.4. Caputo Tiirev ve Laplace Transformasyonu

Tanmm 15 (Podlubny, 1998) Caputo anlaminda tiirev @ > 0 ve ¢ > 0 olmak iizere

Cna _ 1 ' _ \n—a—=1 rn
DY) = g [ (=0 e (121
ile verilir.

(1.21) denklemine Laplace doniisiimii uygulanirsa asagidaki tanim elde edilir.

Tanim 16 (Podlubny, 1998) Eger (n — 1) < @ < nise

00 n—1
/ = (OCD;‘ f(t)) di=sF(s) = Y s**Lf® () (1.22)
0 k=0
ile tarif edilir.

1.5. Mittag-Leffer Fonksiyonlari

Tanmm 17 (Podlubny, 1998) Bir parametreli Mittag-Leftler fonksiyonu

©0 k
Z
Eqy(z) = kZ:;) m (1.23)

ile verilir.

Bu (1.23) formiilii ilk olarak Mittag-Lefller tarafindan calisilmigtir. Kesirli analizde ¢cok
onemli bir yere sahip olan iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu (Agarwal, 1953)

calismasinda verilmistir.

Tanimm 18 (Podlubny, 1998) Eger @ > 0 ve 8 > 0 ise iki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu

© k
_ Z
Eqp(z) = kZ::‘) RCTEY) (1.24)

ile verilir.
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(1.24) denkleminde B = 1 alinirsa bir parametreli Mittag-Lefller denklemi elde edilir.
Ozel olarak, @ = 8 = 1 ise (1.24) denkleminden

& k
Eri() =y =
b ;F(k+1)

k

Z (1.25)
k!

)
k=0
eZ

elde edilir. (1.24) denkleminde @ = 1 ve S = 2 alinirsa

b k

4
E12(z) = Z Tk+2)

Il
~
2 L
~~~
?\\4
+ |~
—_
e

0 ’ (1.26)

(1.27)

1 . m-2
EL’"(Z):Zm_—l e — —' (128)
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elde edilir. Benzer olarak, hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin Mittag-Leffler

fonksiyonu

_ i 7%k (1.29)

\(&

- _ZZ_ (1.30)
Z (2k + 1)!

ile verilir. Mertebesi n olan hiperbolik fonksiyonlarin Mittag-Leffler fonksiyonu
cinsindeki ifadesi r = 1, 2, ..., n olmak lizere

nk+r 1

h , — e
(Z n) Z (l’lk +r— 1)‘ (131)
— Zr_lEn,r(Zn)

ile verilir. Benzer olarak, trigonometrik siniis ve kosiniis ifadeleri i¢in r = 1,2, ...,n

alinirsa
1)/ nj+r 1
(o) = Z c
nj+r (1.32)
— Zr—lEan(_Z )
ile verilir. Ozel olarak, a = % ve B = 1 alinirsa
E1j21(2) = Ep
=G+ (1.33)

= eZQerfc(—z)
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elde edilir. Burada, er fc(z)

erfe(z) = %/me-ﬁﬂ

integrali ile temsil edilir. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunda 8 = 1 alimirsa

® k
Z
E, = _—
1(2) ;0 T(ak +1)

= E4(2)

(1.34)

bir parametreli Mittag-Lefller fonksiyonu elde edilir. Rasyonel mertebeli veya kesirli

diferansiyel denklemleri ¢cozerken (1.23) Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel bir hali

olan

o (an*
g(v,a)=1t" ) ————
;O F'v+k+1) (1.35)
= tVEl,v+1 (at)
yazilir (Podlubny, 1998). iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun &zel halleri olan

kesirli trigonometrik siniis ve kosiniis fonksiyonlar1

(_1)nz(2—a)n+1

Seal2) = Z:;) [((2-a)n+2)

(1.36)
= ZEZ—(I,Q(_ZQ_Q)
ve
© (_1)nz(2—a)n
Csqe(z) =
;) T((2-a)n+1) (1.37)

= Eg_q1(=2%7%)

ile verilir. Benzer olarak, iki parametreli (1.23) Mittag-Lefller fonksiyonunun kesirli

trigonometrik siniis ve kosiniis fonksiyonlari

. o0 (_1)kz2k+1
sing ,(z) =
; F2nk+2n-1+1) (1.38)

2
= zE9 2p-141(=27)
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A%~

i (_1)kz2k
cosyy(z) =

= Eopp-1s1(=7%)

ile verilir.

1.6. iki Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonunun Laplace Transformasyonu

Eger |z|] <1 ise iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace

Transformasyonu (Podlubny, 1998)

9 1
/O e "PLE, g(z2t™)dt = - (1.40)

ile verilir. Simdi de asagidaki ifadenin Laplace doniisiimiine bakalim.
t""*ﬁ‘lEé'f/);(izt“).

Burada,

d

k
(k) —
Emﬁ()’) = WEa,ﬁ(y)-

Re(p) > |a]'/® oldugu goz Gniine alinirsa

/ ) e P BE D (2ar”)dr = f!f—a_/;l (1.41)
0 ’ (p* *a)
elde edilir. (1.41) denkleminde a = 8 = % ve Re(p) > a? alinirsa
J T v — 14
0 22 (VP F a)k+!

elde edilir.

1.7. Mittag-Leffler Fonksiyonunun Tiirevleri

Tki parametreli (1.23) serisinin Riemann-Lioville kesirli mertebeden tiirevi

0D} (" FEN (%)) = ¢ HEYES () (1.43)
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ile verilir (Podlubny, 1998). Burada, y reel sayis1 keyfidir. (1.43) ifadesinde £ =0 ,

A =1 ve yreel sayisi tam say1 ve m = 1,2, 3, ... ise
d m.[-1 a p—m—1 a
(S (P Eapt™) = 097" By (1) (1.44)

elde edilir. Eger m ve n dogal say1 olmak iizere @ = 7 alimirsa (1.43) formiilii ilging

ozelliklere sahiptir. m,n = 1, 2, 3, ... olmak lizere
—mp

(= )m(’ﬁ YE g (£"17)) = tF L E 1 g (2717 + 1P IZT

g (149

elde edilir. n =1 ve v =0, 1, 2, ... olmak ilizere ﬁ =0 oldugu goz Oniine alinirsa
(1.45) denkleminden

(" G B (™) = 57y (™) (1.46)

elde edilir. Burada,m = 1,2, 3,...ve 8 =0, 1, 2, ..., m. (1.45) denkleminde t = zm alinir

vem,n =1,2,3, ... olarak alinirsa

m nod
(;zl‘md—z)’"(z(ﬁ‘”"/ " Eminp(2))
(B-1)n/ (B-1)n/ - (147
_ (B-Dn mp tﬁ Dn/m
=z minp(2) + ZF(ﬁ—ﬂk)

elde edilir. (1.47) denkleminde m = 1 ve n = 1,2, 3... alinirsa

li(zw VE1jp(2)) = P Erp(2) + 2P0 Z - (1.48)
elde edilir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezde, kaotik bir davranis sergileyen Rabinovich-Fabrikant sistemi {izerine
simdiye kadar yapilan akademik caligsmalar ifade edilecektir. Fiziksel olaylarin genis
bir sinifi Matematiksel modellerle tanimlanabilir. Basit lineer olmayan dinamik sistem
ve parcali lineer sistem bile kaos olarak bilinen tam olarak ongoriilemeyen davraniglar
sergileyebilir. Bilimsel literatiirde kaos aktif bir arastirma alami olan birlesik ve
evrensel tanimlar1 olmayan bir kavramdir. Kabaca, kaos: Fiziksel bir olay1 veya
durumu modelleyen bir sistemin baslangic kosullarindaki kiiciik degisiklikler
beklenmedik davranislar1 sergileyen ve ongoriilemez olan karmagik bir 6zellik veya
evrenin olusumundan 6nce var oldugu varsayilan bi¢imsiz bir madde olarakta izah
edilebilir. Kaos, ilk olarak Lorenz tarafindan caligilmistir (Lorenz, 1963). Kaos

lizerine daha faza bilgi edinmek i¢in (Alligood ve ark., 1997) calismasina bakilabilir.

Rabinovich-Fabrikant denklemleri, kaotik davranis sergileyen lineer olmayan
diferansiyel denklemler sistemidir. Rabinovich-Fabrikant sistemindeki ¢ ve d sistemin
gelisimini kontrol eden parametrelerdir. ¢ ve d belirli degerleri i¢in sistem kaotik
davranis sergiler ve parametrelerin diger degerleri i¢in de bir kararli periyodik yoriingeye

yakinsar (Rabinovich ve Fabrikant, 1979).

Rabinovich-Fabrikant sistemindeki kuadratik ve kiibik terimlerin varlig
nedeniyle sistemin analiz edilmesinin zor oldugunu ve integral alinirken farkli adim
boyutlar1 kullanilarak aym1 parametreler icin farkli cekicilerin (attractors) elde

edilebilecegini belirtmektedir (Danca ve Chen, 2004).

Ayrica, yakin zamanda, Rabinovich-Fabrikant sisteminde gizli bir cekici
(attractor) kesfedildi (Danca ve ark., 2017). Modiilasyon kararsizligindan kaynaklanan
sistemin stokastik dogasi, denge dis1 dagitict ortamda bulunur (Samardzija ve Greller,
1998). Kesirli Routh-Hurwitz ~ kosullar1  fraksiyonel — Rabinovich-Fabrikant

sistemindeki stabilite kosullarim1 ve kosullart incelemek icin kullanildi ve ayrica,



2. ONCEKIi CALISMALAR Mehmet Hayrullah GUNES

dikkate alinan Rabinovich-Fabrikant sisteminde kaosu kontrol etmek i¢in lineer geri
bildirim kontrolii elde edilmistir (Ahmed ve ark., 2006). Adams-Boshforth—Moulton
metodu kullanilarak Rabinovich-Fabrikant sistemindeki parametrelerin  06zel

durumlari i¢in niimerik simiilasyonlar yapildi (Diethelm, 2004; Diethelm, 2004).

Kesirli mertebeden zaman tiirevi Rabinovich-Fabrikant (RF) kaotik sisteminin
lokal kararliligi, kesirli Routh-Hurwitz kararlilik kriteri kullanilarak analiz edildi ve
geri bildirim kontrol yontemi, dikkate alinan kesirli diizende kaosu kontrol etmek
icin kullanildi. Adams — Boshforth — Moulton metodu kullanilarak gerceklestirilen

simiilasyon sonuglar1 analiz edildi (Srivastava ve ark., 2014).

Ayrica, farkli problemlerin degisik metotlarla ¢6ziimii i¢in: Kompleks analizde
lokal rezidii tanimim1 kullanarak degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlerin
contour integralleri yardimiyla c¢oziimii ve eigen fonksiyonlarin acilimlari icin
(Tanriverdi, 2001; Tanriverdi ve Mcleod, 2007; Tanriverdi ve Mcleod, 2008;
Tanriverdi, 2009; Tanriverdi, 2019), heniiz tam olarak ¢oziilemeyen Shapiro esitsizligi
ve ilk defa burada calisilan ters Shapiro tipi esitsizlik i¢in (Tanriverdi, 2012),
Lane-Emden denkleminin klasik bakis acisiyla ¢oziimii i¢in (Tanriverdi, 2017;
Tanriverdi, 2019), Laplace doniisiim metodu ile Fibonacci sayilarinda Binet formunun
elde edilmesi icin (Tanriverdi, 2018), diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde ortaya
cikan Ozel tip integrallerin hesaplanmast i¢in (Tanriverdi, 2018), denklemlerin
¢Ozlimiinde trigonometrik fonksiyonlarla siklikla karsilasilir ve dolayisiyla kosiniis
gibi fonksiyonlarin asimtotik davranisi i¢in (Merca ve Tanriverdi, 2013), diferansiyel
denklemin ¢oziime sahip olma varlig i¢in atig metodu (Hastings ve McLeod, 2011;
Tanriverdi ve Mcleod, 2010), diferansiyel denklemlerin diferansiyel doniisiim metodu
ile hesaplanmasi i¢in (Agiragac ve Tanriverdi, 2019; Biz, 2019), degisken katsayil
lineer diferansiyel denklemlerin iterasyon metodu ile ¢oziimii icin (Alict ve
Tanriverdi, 2020), bir diferansiyel denklemin kendine benzer ¢oziimlerin varliginin
ispati i¢in asimtotik analiz metodu (Tanriverdi, 2021), sayilar teorisi ve diferansiyel
denklemlerde uygulama alnmna sahip Riemann zeta fonksiyonunun Riemann
hipotezine ve Riemann zeta fonksiyonunun limiti icin son derece 0zgiin bir bakis

acistyla ele alinan ve ilk defa Tanriverdi tarafindan gelistirilen metod icin (Tanriverdi,
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2019; Tanriverdi, 2021), bir diferansiyel denklemin Bernoulli alt-denklem metodu ile

¢coziimii i¢in (Bagkonus ve ark., 2021) ¢alismalarina bakilabilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu kisimda, kullanilan materyal ve yonteme deginilecektir. Ele alinan yontem

detaylariyla izah edilmistir.

3.1. Materyal

Rabinovic-Fabrikant modeli ile ilgili literatiirde mevcut onceki calismalarda
belirtildigi gibi daha 6nce yayimlanmig bilimsel makalelerden istifade edilmistir. Bu

calismalara arama motoru yardimiyla ulagilmustir.

3.2. Yontem

Lineer olmayan diferansiyel denklemleri veya kesirli diferansiyel denklemleri
cozmek i¢in ¢esitli metotlar mevcuttur. Bu metotlardan bir tanesi de otonom olmayan
sistemlerin yaklasik c¢Oziimiinii Mittag-Leffler fonksiyonlar1 tiiriinden yazmaktir.
Mittag-Lefller fonksiyonlari igeren yaklasik coziimleri elde etmek i¢in Caputo kesirli
tiirevlerin Laplace transformasyonu alinir. Ele alinan diferansiyel denklem sistem
formatinda degilse denkleme uygun doniisiimler yaparak sistemlestirilir. Yontem 6zet

olarak asagida ifade edilmistir.
* 1. Adim: Ele alinan sistemin denge noktasi(lar1) bulunur.

* 2. Adim: Ele alinan sistemin sag tarafi denge noktasi(lar1) civarinda lineerize

edilir.

* 3. Adim: Sistemin sag tarafi denge noktasi(lar1) civarinda lineerize edildikten
sonara Caputo kesirli tiirevin Laplace tranformasyonu elde edilen yeni sisteme

uygulanir.

* 4. Adim: Sistemde bilinmeyenler ¢oziiliir ve bilinmeyenler Mittag-Laffler

formunda yazilir.

* 5. Adim: Ters Laplace transformasyonu uygulayarak ele alinan sistemin yaklagik

coziimii Mittag-Laffler fonksiyonlar1 cinsinden yazilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Rabinovic-Fabrikant modeli stokastik davranisi inceleleyen fiziksel bir modeldir

ve bu model asagidaki sistem ile karekterize edilir.

¢ = ¢2(¢3 — 1+ ¢1) +ag
¢y = ¢1(3¢3 + 1 — ¢7) + ags (4.1)
¢5 = —2¢3(b + ¢1¢2).

Burada, a > 0 ve b > 0 degerleri reeldir.

4.1. Rabinovich-Fabrikant Modelinin Analizi

(4.1) sistemi bazi a ve b degeleri i¢in kaotik bir davranig sergileyebilir. Burada,
@1, ¢2, ¢3 fonksiyonlar: konum degiskenleridir. Eger a < b ise (4.1) sistemi dissipative

bir davranis sergiler. Yani,

3
d

V(P(B1. 92.65) = ), 7o=(®; (91,62, 69)) = 2(a =) <. (4.2)
j=1 "

Dolayisiyla, (4.2) denkleminde Rabinovich-Fabrikant sisteminin b parametresine gore
oldukca hassas oldugu goriilmektedir. Yukaridaki (4.1) modeline kargsilik gelen kesirli
sistemin formu asagidaki gibidir. Burada, 0 < @ < 1 olmak iizere kesirli tiirev ise
Caputo anlamindadir. ¢1(0) = —1.0, ¢2(0) =0, ¢3(0) = 0.5, @ =0.99 kullanilmasi

halinde kesirli sistem de kaotik bir davranig sergilemektedir.
(D7 91(1) = p2(ds — 1+ ¢1) +ady

CDYo(t) = ¢1(3¢p3 + 1 — ¢2) + ago 4.3)
EDp3(1) = —2¢3(b + $162).

Burada, i = 1, 2, 3 icin ¢; fonksiyonlar1 yerine ayn baslangi¢c deger kosullar1 saglamak

sartiyla klasik notasyonlar olan x (), y(¢) ve z(¢) kullanilmas1 halinde asagidaki kesirli
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sistem elde edilir.

aCDf‘x(t) =y(z—1+x?) +ax
DY (1) =x(3z+1-x*) +ay 4.4)
D7 z(1) = =2z(b +xy)

burada, a > 0 ve b > (0. Bu sistemin denge noktalar1

y(iz-1+x%)+ax=0
x(Bz+1-x)+ay=0
-2z(b+xy) =0

sisteminin ¢oziimiidiir. Bu ¢oziimler veya denge noktalar1 bes tanedir. Bu noktalar,

E1=(0,0,0),

Es = (—1.4797,0.7434, 0.5422),

Ey = (14797, —0.7434,0.5422),

E4 = (0.5182667, —2.12246, 0.94384),
E5 = (—0.5182667, 2.12246, 0.94384)

olarak elde edilir.  Yukaridaki (4.4) modeline karsilik gelen kesirli sistemin

lineerlestirilmis formu asagidaki gibidir.

aCD?x(t) a+2x(t)y(t)  z(t) = 1+x%() y(t) X
EDYy(1)| = |2(1) + 1= 3x%(1) a 3x (1) y |@5s)
CDyz(t) —2z(1)y (1) —2z(t)x(1)  =2(b+x(1)y(1))] |z

4.2. E; Noktas1 Civarindaki RF Modelinin Mittag-Leffler ile Coziimii

Bu (4.4) sisteminin (0,0,0) denge noktasindaki lineerlestirilmis matris formu

asagidaki gibidir.
CDax a -1 0 |[x
cpayl=11 a 0 ||y (4.6)

CDaz| |0 0 -2b||z
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—2b # 0 veya

‘D% =ax—y
gD;yy =x+ay (47)

DYz =-2bz.

Bu muhakemeden hareketle asagidaki teorem verelir.

Teorem 1 (4.4) sistemin (0,0,0) denge noktas1 civarindaki Mittag-Leffler
fonksiyonlari cinsindeki ¢oziimii (4.13), (4.15) ve (4.18) ile verilir.

ispat 1 Bu (4.7) sistemine (1.22) Caputo anlaminda Laplace transformasyonu

uygulanirsa

57X (s) — s 'x(0) = aX (s) = Y(s)
s?Y () — s Ly (0) = X(5) + a¥Y (s)
s¥Z(s) — s771z(0) = —2bZ(s).

Sistem (4.8) ifadesinden

(s* —a)X(s) +Y(s) = s7 1x(0)

(4.8)
—X(s) + (s* —a)Y(s) = s* Ly(0)
X (s) ifadesi yok edilerek Y (s) asagidaki gibi bulunur.
Y(s) (L+(s” - a)2) = (5% — a)s* 1y(0) + s 1x(0) 4.9)
Bu (4.9) denkleminden
(s* — a)s® 1y(0) + s* 1x(0)
Y(s) = 4.10
(s) §2¢ —25¢q 4 g2 4+ 1 (4.10)
elde edilir. Burada, (4.10) denklemi (4.8) denkleminde yazilirsa
X(s) = -8 = sy
- a _ a _ )2
(s* —a)(1+ (s —a)?) @.11)

s271x(0) 527 1x(0)
(s —a)(1+ (s* —a)?) * s¥—q

Ters Laplace doniisiimiinii uygulamak icin (4.11) denklemine gerekli cebirik iglemler
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yapilirsa
X(s) = - 57y (0)
1+ (s®—a)?
IS S PN
s —a 1+ (s*—-a)? s —a
X() =~ 4 57x(0) (i)

[e4

X() = =0 () + a_lx(o)(m_a):(ﬂal ))’

(s¥-a)2

a2

X(s)——y()(l s*—a+a )

s 1+ (s¥ —a)?

#3750 (;— 2,V (ﬁ))

\(&

1 s—g a 1
X(S)__y(())(s1+(s“— )2+El+(sa—a)2)

a- N -n"
+ S IX(O) (ZO (m)) .

Burada, (4.12) denklemine ters Laplace doniisiimii ile birlikte (1.24) iki

(4.12)

parametreli Mittag-Leffler formiilii uygulanirsa x () ¢oziimii

00 (2k+1)a/E(2k) (ata/)
— _1\k a,a+1
x(1) = y(O)(;)( 1) on
) kt(2k+2)a ((1253)( ) (1) o 4.13)
+a;(_1) 2k +1)! )”(m; G Eanar).

25



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mehmet Hayrullah GUNES

seklinde bulunur. Son olarak, (4.10) denkleminden Y (is) ifadesini ele alinip diizenlenirse

(s* —a)s® 1y(0) + s* 1x(0)

Y(s) =

1+ (s¥ —a)?
I a)s* 1y(0) N s*1x(0) (4.14)
14 (s —a)? 1+ (s* —a)?

elde edilir. Bu (4.14) denklemi Mittag-Leffler formuna getirilirse

1
(Sa—a) (1+m)

SCY
+x(0) (s 1+ (s —a)2)

bulunur. Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii

Y(s) = s*7'y(0)

uygulanirsa y(t) ¢oziimii

y(f) = (O)Z & )|t(2”)aE L(at®)

) t2k+Da g (Zki (at®)
+x(0)(Z(—1)k (2‘]’(;’, - (4.15)
k=0 i

0o (2k+2)a  (2k+1) o
+aZ(—1)kt Egoi (@ t())
ol (2k +1)!

elde edilir.
Uc bilinmeyenli (4.1) denkleminden Z(s)

a-1
Z(s) =220 (4.16)

kolaylikla elde edilir. (4.1) denklemi ters Laplace formuna getirilirse

59z(0)
s(s® +2b)

=z(0) L™ [ﬁ

Tzl = L7 ]

(4.17)
]

elde edilir. (4.17) denklemi ile birlikte (1.24) denklemindeki Mittag-Leffler formiilii

kullanilirsa z(#) ¢oziimii

z(1) = z(0)Eq 1 (—2b1%) (4.18)
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seklinde bulunur.

Burada, a = 0.87 ve b = 1.1 alinirsa Rabinovich-Fabrikant sistemi kaotik bir davranig
sergileyecektir. Bununla birlikte, x(0) = —1.0, y(0) = 0.0 ve z(0) = 0.5 oldugu goz

Oniine alinirsa, yeni ¢oziim (4.13), (4.15) ve (4.18) denklemlerinden

Sonuc 1
_ o (_l)n 2n)a a
x()=-) ot Ean (0.871%), (4.19)
n=0 ( n)
Ly DeERD (0.8710)
y(0) == (D o
"N (4.20)
00 t(2k+2)a'E(2k+i)(0.87ta')
+0.87 ) (=1)F G )
£ (2k + 1)!

2(f) = 0.5E, 1(=2.2¢")

olarak bulunur. Rabinovich-Fabrikant sisteminin kaotik davranisini irdeledigimizden
dolay1 denge noktalarindaki genel analiz yeriene spesifik analiz yapilacaktir. Bunun

icin de @ = 0.87 ve b = 1.1 alarak islemlere devam edilecektir.

4.3. E2 Noktasi Civarindaki RF Modelinin Mittag-Leffler ile Coziimii

Sistem (4.4), E5 = (—1.4797,0.7434, 0.5422) denge noktasindaki Jacobian formu
asagidaki gibidir.

~1.33  1.7317 0.7434
J(Eg) =|-3.9419 0.87 —4.4391|.
~0.8061 1.6046 0
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Denklem (4.5), Eo = (—1.4797,0.7434, 0.5422) civarindaki formu

CDYu(t) —-1.33  1.7317 0.7434 | | u+1.4797
CDY%(t)| = [-3.9419 0.87 —4.4391| v —0.7434
CDY(t) ~0.8061 1.6046 0 w — 0.5422

seklindedir. Buradan hareketle, x(f) =u+1.4797, y(t) =v—-0.7434 ve

z(t) = w — 0.5422 doniisiimleri yapilirsa E5 civarindaki sistemin yeni matrissel formu

CD%(t) -1.33  1.7317 0.7434 | |x
CDY(t)| = [-3.9419 0.87 —4.4391| |y
CDY(1) ~0.8061 1.6046 0 z

Buna denk olan sistem
CD%(1) = (=1.33)x + (1.7317)y + (0.7434)z
D% (1) = (-3.9419)x + (0.87)y — (4.4391)z
CD%%(1) = (—0.8061)x + (1.6046)y.
seklindedir.

Teorem 2 (4.4) sistemin Eo = (—1.4797,0.7434, 0.5422) denge noktasi civarindaki
Mittag-Lefller fonksiyonlar: cinsindeki ¢6ziimii (4.21), (4.22) ve (4.23) ile verilir.

Ispat 2 Bu sisteme, (1.22) Caputo anlaminda Laplace transformasyonu uygulanirsa

sX () — s Ix(0) = =(1.33) X (s) + (1.7317)Y (s) + (0.7434) Z ()
s7Y (s) — s271y(0) = =(3.9419) X (s) + (0.87)Y (s) — (4.4391)Z(s)
s?Z(s) — s771z(0) = —(0.8061) X (s) + (1.6046)Y (s).

Burada, x(0) = -1, y(0) =0, z(0) = 0.5 olarak segilirse ve sistem diizenlenirse

X(s)(s¥ +1.33) = Y (s)(1.7317) — Z(s5)(0.7434) = —s*~!
X (5)(3.9419) + Y (s) (s® — 0.87) + Z(s5)(4.4391) = 0

sa—l

X (s5)(0.8061) — Y (5)(1.6046) + Z(s5)s* = —
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Cramer yontemini kullanarak bu sistem X (), Y (s) ve Z(s) ¢Oziiliirse

—s* 1 17317 -0.7434
0 s*—0.87 4.4391

a-1

S0 -1.6046 s

X(s) =

s*+1.33 -1.7317 -0.7434
3.9419  s*-0.87 4.4391
0.8061  —1.6046 s?

—11.295%1 4+ 1.2417522-1 — g3e-1
T 530 10,4652 +13.39135® + 7.4577

—s@ (52 — 1.2417s% + 11.29)
(52 +0.554729) (522 — 0.0947287s2 + 13.4439)

-0.890059s°~"  571(0.109941) (s* — 11.0821)
s¥ +0.554729  s2@ — 0.09472875 + 13.4439

~0.8900595~"  (0.109941)s " (s — 11.0821)
s +0.554729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

—0.890059s*~1  (0.109941)s*~1 (s — 0.04736 — 11.03474)
s +0.554729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

_ —0.890059s*~"  (0.109941)s°~* (s* — 0.04736)

s +0.554729 (5@ — 0.04736)2 + (V13.44166)2
1.21317s%7

+
(52 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

~ —0.890059s** (0.109941) st

T 5?4+ 0.554729 (V13.44166)2
(s —0.04736)(1 + —(50_0'04736)2)

1 @ _ (.04 .04
1137l 0.04736 + 0.04736 )
s (s% — 0.04736)2 + (V13.44166)2
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Dolayisiyla,

~0.890059s*1
s +0.554729

— (0.109941) Z(—l)k(\/13.44166)2k( >
k=0

X(s) =

a—1

5@ — 0.04736)2k+1

a _
+1.21317(2 s7 ~0.04736 )
S (s — 0.04736)2 + (V13.44160)2
1 1
+0.05745(=

).
$ (52 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii uygulanirsa

x(f) = —0.890059E 4.1 (—0.554729¢°)

0 (2k)a f(2K) "
12Re g =0(0.047361%)
= (0.109941) [ > (~=1)*(V13.44166)* ol
k=0 (2k)!

@D g R (0 04736:%)
(2k)!

+1.21317 (Z(—l)k(\/1344166)2k il
k=0

1 2k+2)a p R 473640y
(2k + 1)!

+0.05745 (Z(‘l)k( 13.44166)* o+l
k=0

elde edilir. Dolayisiyla,

u(t) = —1.4797 — 0.890059E,,1 (—0.554729:")

) (2k)a 1 (2k) 17
1R g 20(0.0473617)
—(0.109941)(§ (-1)(V13.44166)F )
k=0

1
(2K)!

N (ke g0 (0 0473600 4.21)
+1.21317 (Z(—l)k( 13.44166)2k a,a+1 ))
k=0

(2k)!
oo (2k+2)a 17 (2k+1) @
t E (0.047361%)
+0.05745 1)k (V13.44166)2F ¢,a+l
(;( ) ( ) (2k +1)!
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sY+1.33 —s* 1 —0.7434
3.9419 0 4.4391

a-1

0.8061 53 s

Y(s) =
s¢+1.33 —-1.7317 -0.7434

3.9419 s*-0.87 4.4391
0.8061  —1.6046 s

1.72235s%¢~1 — 799556521
$3% + 0.46522 + 13.3913s2 + 7.4577

1.722355% 71 (s — 4.64224)
(s + 0.554729) (s2¢ — 0.0947287s® + 13.4439)

—0.648427s*1 4 s771(0.648427) (s + 2.00674)
s¥+0.554729  s2¢ —().0947287s® + 13.4439

—0.648427s%71 N s771(0.648427) (s + 2.00674)
s*+0.554729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

—0.648427s%71  5971(0.648427) (s — 0.04736 + 2.0541)

_—0.648427s*71  (0.648427)s ! (s* — 0.04736)

+
s¢ +0.554729 (5@ —(.04736)2 + (V13.44166)2
1.33193s>°1

+
(5% — 0.04736)2 + (V13.44166)2

_ —0.648427s*1 (0.648427) s 1

+
s +0.554729 (57 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

s +0.554729 (s — 0.04736) (1 + ((sv(yl_3df101176:363;2)

1 @ _().04736 + 0.04736
+1.33193= (— al ).
5 (s — 0.04736)2 + (V13.44166)>
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Dolayisiyla,

—0.648427s*"1
s +(0.554729

+0.648427 ~1)%(V13.44166)2k il
;)( ) ( ) (52 — 0.04736)2k+1

Y(s) =

a—1

1 @ _0.04

+1.33193(~ s7 ~ 0.04736 )
S (s — 0.04736)2 + (V13.44166)>
1 1

+0.06308(=

).
s (52 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii uygulanirsa

() = —0.648427E, 1 (~0.554729¢)
0 120a R () 047361) )

+(0.648427) | 3" (~1)* (VI3.44166)* o1

(2k)!
07 k 107
1@k+Da g (0047361 ))

k=0

+1.33193 (Z(—l)k(\/13.44166)2"
k=0

,a

(2K)!

12k gD g 04736:) )

0.06308 ~1)*(V13.44166)% a.a+1
' (kZ::‘)( ) iS5 (2k +1)!

elde edilir. Dolayisiyla,

v(f) = 0.7434 — 0.648427E .1 (~0.5547291%)

10 g0 (0,0473617) )

(2K)!

+ (0.648427) (Z(—l)k(\/13.44166)2k
k=0

oo (2k+1)a 17 (2k) a 4.22
t E "7 (0.047361%) (4.22)
+1.33193 (Z(—l)k (V13.44166)2 @t )
k=0

(2k)!
00 (2k+2)a 1 (2k+1) a
t E (0.047361%)
+0.06308 1)k (V13.44166)2k &+l
(;)( M ) (2k +1)!
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sY+1.33 —1.7317 —s*!
3.9419 s*—-0.87 0

0.8061 —1.6046

Z(s) =

s +1.33 -1.7317 -0.7434
3.9419  s*-0.87 4.4391
0.8061  —1.6046 s

8458415771 +1.0361s%* 1 +0.55%*
T s8¢ 40,4652 4+ 13.3913s + 7.4577

B s771(0.55% + 1.03615% + 8.45841)
(52 +0.554729) (522 — 0.09472875 + 13.4439)

0.5822535°~1  s*71(0.08225)(s* - 13.8218)
s +0.554729 520 — 0.09472875 + 13.4439

0.5822535% 1 s71(0.08225) (s* — 13.8218)
s +0.554729 (5@ —(0.04736)2 + (V13.44166)2

0.5822535*71  s771(0.08225) (s — 0.04736 — 13.77444)
s +0.554729 (57 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

0.582253s71 (0.08225)5* ! (s* — 0.04736)

T sY+0.554729 (50 — 0.04736)2 + (V13.44160)2
1.13294s5771

+
(5% — 0.04736)2 + (V13.44166)2

_0.582253s77! (0.08225) s

s? +0.554729 (s* — 0.04736) (1 + (§v<11_3df10%117636(;))22)

1 5% — 0.04736 + 0.04736
+1.13294—( ).
s (52 — 0.04736)2 + (V13.44166)2
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Dolayisiyla,

0.582253s%~1
s 4+ 0.554729

—0.08225 —1)*(V13.44166)2 il
;)( ) ( ) (57 — 0.04736)2k+1

Z(s) =

a—1

@ _
+1.13204(2 57~ 0.04736 )
S (s — 0.04736)2 + (V13.44166)2
1 1
+0.05365(=

).
s (52 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii uygulanirsa

2(1) = 0.582253E, 1 (~0.554720¢")

0 12020 () 0473612)
— (0.08225) Z(—Uk (V13.44166)2 @l
£ (2k)!

a k a
1@+ g0 (0047361 ))

+1.13294 (Z(—l)k(\/13.44166)2" ”’(O‘Zk)'
k=0 .

1 2k2)a gD g 4736:0) )

0.05365 —1)*(V13.44166)2k gotl
d (;)( ) ( ) 2k + 1)

olarak bulunur. Dolay1siyla,

w(f) = 0.5422 + 0.582253E 4.1 (=0.554729¢%)

120 g0 (0,0473617) )

(2K)!

— (0.08225) (i(—nk (V13.44166)%
k=0

N 12D ECR) 0 04736,) (4.23)
+ 1.13294 (Z(—l)k( 13.44166)2k a,a+l )
k=0

(2k)!
) (2k+2)a 1 (2k+1) 107
t E (0.0473617)
+0.05365 1)k (V13.44166)2F a,a+l
(kZ:;)( a ) (2k +1)!
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4.4. E;3 Noktasi Civarindaki RF Modelinin Mittag-Leffler ile Coziimii

Sistem (4.4), E3 = (1.4797, —0.7434, 0.5422) denge noktasindaki Jacobian formu
asagidaki gibidir.

~1.33 17317 -0.7434
J(E3) =|-3.9419 0.87  4.4391
0.8061 -1.6046 0

(4.5) denkleminin E3 = (1.4797, —0.7434, 0.5422) civarindaki formu

CD%u(t) ~1.33  1.7317  -0.7434] |u - 1.4797
CDy(r) | = |-3.9419  0.87  4.4391 | |v+0.7434
CDY (1) 0.8061 -1.6046 0 w — 0.5422

bi¢imindedir. Buradan hareketle, x(7) = u — 1.4797, y(t) = v+ 0.7434 ve z(t) = w —

0.5422 doniisiimleri yapilirsa E3 civarindaki sistemin yeni matrissel formu

CD%(t) -1.33  1.7317 -0.7434| |x
CDY(t)| = [-3.9419  0.87  4.4391 | |y
CD(1) 0.8061 —1.6046 0 z

Buna kargilik gelen sistem,
CD%(1) = (=1.33)x + (1.7317)y — (0.7434)z

CDy (1) = (=3.9419)x + (0.87)y + (4.4391)z
D% (1) = (0.8061)x — (1.6046)y

Teorem 3 (4.4) sistemin E3 = (—1.4797,0.7434,0.5422) denge noktas1 civarindaki
Mittag-Leftler fonksiyonlar1 cinsindeki ¢oziimii (4.24), (4.25) ve (4.26) ile verilir.

Ispat 3 Bu sisteme, (1.22) Caputo anlaminda Laplace transformasyonu uygulanirsa

sX (s) = s 'x(0) = =(1.33) X (s) + (1.7317)Y (s) — (0.7434) Z(s)
sTY (s) — s271y(0) = —(3.9419) X (s) + (0.87)Y (s) + (4.4391)Z(s)
s?Z(s) — s771z(0) = (0.8061) X (s) — (1.6046)Y (s)
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Buradax(0) = —-1,y(0) =0,z(0) = 0.5 olarak secilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

X(5)(s* +1.33) = Y(s5)(1.7317) + Z(5)(0.7434) = —s@1
X(5)(3.9419) + Y (s5) (5% — 0.87) — Z(s)(4.4391) = 0

a—1

“X(5)(0.8061) + ¥ (5)(1.6046) + Z(s)s® = ~—
bulunur. Cramer yontemi kullanilarak X (s) , Y (s) ve Z(s) ¢oziiliir.

—s* 1 17317 0.7434
0 s%*—0.87 —4.4391
L 1.6046 5@

s
2

s*+1.33 —1.7317 0.7434
3.9419 5% -0.87 -4.4391
-0.8061  1.6046 s

X(s) =

_ —2.95601s%7" +0.498352 7 — g3
© s3¢ 40,4652 + 13.39135? + 7.4577

y —s*1(5%% — 0.4983s% + 2.95601)
(52 +0.554729) (5% — 0.0947287s® + 13.4439)

—0.256455s271  5271(0.743545) (5% — 1.19222)
s +0.554729 520 —(.0947287s® + 13.4439

—0.2564555*71  (0.743545)s* ! (s* — 1.19222)
s*+0.054729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

—0.2564555""  (0.743545)5°~" (s = 0.04736 — 1.14486)
5@ +0.554729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

_ —0.256455s*71  (0.743545)s* " (s* — 0.04736)
s¢+0.554729 (5@ - 0.04736)2 + (V13.44166)2
0.85125s21

(5 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

+
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_ —0.2564555*1 (0.743545) 57!

T 5240554729 ., (VI3.41166)2
(s = 0.04736) (1 + e o)
1 @ _ .04 04
0851255 (2 0.04736 + 0.04736 .
S (s2 = 0.04736)2 + (V13.44166)2

Bu nedenle,

—0.2564555%1
s +0.554729

o a—1

— (0.743545 —1)%(V13.44166)2¢ il
( ) ;)( ) ) (5% — 0.04736)2k+1

X(s) =

0 85125(1 5% — 0.04736 )
' S (s — 0.04736)2 + (V13.44166)2

1 1
+0.04031(= ).
S (s — 0.04736)2 + (V13.44166)2

Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii uygulanirsa

x(1) = =0.256455E,.1 (—0.554729¢%)

> (2k)a g (2Kk) p
t E"7(0.047361")
— (0.743545) [ > (~1)*(V13.44166)* 19
k=0 (2k)!
ad (2k+1)a g (2K) o
! E (0.047361%)
+0.85125 Z(—l)k( 13-44166)2k a,a+l '
k=0 (2k)!
0 t(2k+2)afE(2k+1) (0047361‘“)
.04031 —D*(V13.44166)%* a,a+l
+0.0403 (%( )£ (VI3.44166) e

elde edilir. Dolayisiyla,

u(t) = 1.4797 — 0.256455E, 1 (—0.554729¢%)

10 g0 (0,047361%)
(26)!

— (0.743545) (Z(—l)k(\/13.44166)2k
k=0

o0 (2k+1)a g (2K) @ 4.24
t E®Y (0.04736:) (4.24)
+0.85125 (Z(—l)k(\/13.44166)2k atl )
k=0

(2k)!
o (2k+2)a 1 (2k+1) a
t E (0.047361%)
04031 — 1)k (V13.44166)%F .o+l
+0.0403 (kzzo( )k ( ) ST
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Benzer olarak,

s¥+1.33 —s* 1 0.7434
3.9419 0  —4.4391

a-1

~0.8061 % s

a

Y(s) =
s*+1.33 —1.7317  0.7434

3.9419 s*-0.87 -4.4391
-0.8061  1.6046 s

6.16145s2~ 1 +().83884 7521
$3% 4+ (0.4652% + 13.391352 + 7.4577

6.161455*71(s* +0.136144)
(52 +0.554729) (s2@ — 0.09472875% + 13.4439)

—0.1868345*! . s271(0.186834) (s + 32.3288)
s +0.554729 520 —(.0947287s® + 13.4439

—0.186834521 . s71(0.186834) (s + 32.3288)
s +0.554729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

—0.18683451 N s771(0.186834) (s* — 0.04736 + 32.37616)

5% +0.554729 (s —0.04736)2 + (V13.44166)>

_ —0.186834s*1  (0.186834)s!(s* — 0.04736)

= +
s +0.554729 (5@ - 0.04736)2 + (V13.44166)2
6.048965%1

+
(s* —0.04736)2 + (V13.44166)>

~ —0.186834s* (0.186834) s 1

= +
s® +0.554729 « (V13.44166)2
1 @ —0.04736 + 0.04736
1 6.04896~ (—— *

).
s (5% — 0.04736)2 + (V13.44166)2
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Bu nedenle,

—0.186834s*"1
s +0.554729

+0.186834 | S (=1)* (V13.44166) % il
kzzo( ) ( ) (57 — 0.04736)2k+1

Y(s) =

a-1

1 @ _(.04736

+6.04896(~ > )
5 (5% — 0.04736)2 + (V13.44166)?
1 1

+0.28647(~

).
S (s —0.04736)2 + (V13.44166)>

Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii uygulanirsa

y(t) = —0.186834E, 1 (~0.554729¢%)

°° (26)a (26) o
1R g0 (0.0473617)
+(0.186834) [ " (=1)* (VI3.44166)* 1
k=0 (2k)!
S 1@k g () 047361%)
+6.04896 | > (~1)* (V13.44166)* @t
k=0 (2k)!
e (2k+2)a [ (2k+1) "
1o g2 (0.047361)
0.28647 | » (-1)*(V13.44166)* g+l
vaasor o oA S

bulunur. Dolayisiyla,

v(t) = —0.7434 — 0.186834E, 1 (—0.554729¢%)

10 g0 (0,0473617)
(2k)!

+(0.186834) (Z(—l)k(\/13.44166)2k
k=0

o0 (2k+1)a o (26) " o5
t E (0.047361%) (4.25)
+ 6.04896 (Z(_l)k( 13.44166)2k a,a+1 )
k=0

(2k)!
00 (2k+2)a g (2k+1) @
t E (0.047361%)
2864 1)k (V13.44166)2k aatl
+0.286 7(;‘( K (V13.44166) Gk D)
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Benzer muhakemeyle,

sY+1.33 —1.7317 —s*!
3.9419 s*—-0.87 0
—0.8061 1.6046 =

1

2

Z(s) =
sY+1.33 —1.7317  0.7434

3.9419  s*-0.87 -4.4391
—-0.8061  1.6046 sY

_ —2.78932s5*71 — 0.5761s%7! +0.55% !
© 580+ 0.465% +13.39135% + 7.4577

_ s771(0.55%% — 0.5761s® — 2.78932)
(57 +0.554729) (520 — 0.0947287s® + 13.4439)

—0.167767s%7! . s*1(0.667767)(s* — 1.44125)
s +0.554729  s2¢ —(0.0947287s5® + 13.4439

—0.167767s*1 N s*71(0.667767) (s* — 1.44125)
s +0.554729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

—0.167767s*! N s271(0.667767)(s* — 0.04736 — 1.39389)
5% +0.554729 (5@ —0.04736)2 + (V13.44166)2

_ —0.167767s*1  (0.667767)s ! (s* — 0.04736)

= +
s¥+0.554729 (s —0.04736)2 + (V13.44166)2
0.93079s%1

+
(52 — 0.04736)2 + (V13.44166)2

_ —0.167767s* (0.667767)s%!

= +
s +0.554729 (s* — 0.04736) (1 + ((sval_S().floil??G);)

1 @ _().04736 + 0.04736
+0.93079= (—— * ).
5 (s — 0.04736)2 + (V13.44166)>
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Bu nedenle,

—0.167767s*1
s2 +0.554729

+ (0.667767 —1)*(V13.44166)% il
( ) ;)( ) ) (5% — 0.04736)2k+1

Z(s) =

a—1

1 @ _(.04736

+0.93079(= i )
5 (57 — 0.04736)2 + (V13.44166)?
1 1

+0.04408(~

)
S5 (52 —0.04736)% + (V13.44166)2
elde edilir. Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii

uygulanirsa

2(t) = =1.167T67Eq1 (~0.554720¢")

i (26)a (20) v
120 9 (0,0473617)
+(0.667767) | Y (-1)* (VI3.44166)* "
=0 (2k)!
N 1@k gCR) (0 0473617
+0.93079 | > (~1)¥ (V13.44166)* o. %k
k=0 (2k)!
& (2k+2)a f(2k+1) o
(ke g2 (0.047361)
0.04408 ~1)%(V13.44166)%* -
’ (;)( prgr (2k +1)!

bulunur. Dolayistyla,

w(t) = 0.5422 — 1.167767Eq1 (—0.554729¢%)

102 g0 (0,047361%)
(2k)!

+ (0.667767) (Z(—nk (V13.44166)2
k=0

0 (2k+1)a - (2k) a 4.26
t E®9 (0.0473617) (4.26)
+0.93079 (Z(—l)k(\/13.44166)2" atl )
k=0

(2k)!
) (2k+2) e 17 (2k+1) 17
t E (0.0473619)
0.04408 1)k (V13.44166)% il
' (kg()( & ) (2k +1)!

elde edilir.
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4.5. E4 Noktasi Civarindaki RF Modelinin Mittag-Leffler ile Coziimii

(4.4) sisteminin E4 = (0.5182667, —2.12246,0.94384) denge noktasindaki

Jacobian formu asagidaki gibidir.

-1.33  0.21244 -2.12246
J(E4) =13.02571 0.87 1.55480 |-
4.00652 -0.97832 -3.17832

(4.5) denkleminin E4 = (0.5182667, —2.12246, 0.94384) civarindaki formu

CD%(t) ~1.33  0.21244 —2.12246] |u — 0.5182667
Cpey(r) | =(3.02571  0.87  1.55480 || v+2.12246
CDw(r)| [4.00652 —0.97832 -3.17832| | w — 0.94384

seklindedir. Buradan hareketle, x(#) = u — 0.5182667, y(t) = v+2.12246 ve z(t) = w —

0.94384 dontistimleri uygulanirsa E4 civarindaki sistemin yeni matris formu

CDY%(t) ~1.33  0.21244 -2.12246] |x
Cpay(r)| =13.02571  0.87  1.55480 | |y
Cpaz(r)| [4.00652 —-0.97832 -3.17832| |z

Buna denk olan sistem
CD%(1) = (=1.33)x + (0.21244)y — (2.12246)z
D% (1) = (3.02571)x + (0.87)y + (1.55480)z
CD%(1) = (4.00652)x — (0.97832)y — (3.17832)z

Teorem 4 (4.4) sistemin Ey4 = (0.5182667, —2.12246,0.94384) denge noktasi
civarindaki Mittag-Leffler fonksiyonlar: cinsindeki ¢oziimii (4.27), (4.28) ve (4.29) ile

verilir.
Ispat 4 Bu sisteme, (1.22) Caputo anlaminda Laplace transformasyonu uygulanirsa

sTX(s) — s771x(0) = —(1.33) X (s) + (0.21244)Y (s5) — (2.12246)Z(s)
s?Y (s) — s 1y (0) = (3.02571) X (s) + (0.87)Y (s) + (1.55480) Z(s)
sYZ(s) — s271z(0) = (4.00652) X (s) — (0.97832)Y (s5) — (3.17832) Z(s)

42



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mehmet Hayrullah GUNES

elde edilir. Burada, x(0) = -1, y(0) =0, z(0) = 0.5 olarak secilirse

X(5)(s® +1.33) = Y(5)(0.21244) + Z(5)(2.12246) = —s*"!
—X(5)(3.02571) + Y (5)(s® — 0.87) — Z(s)(1.55480) = 0

Sa—l

—X(5)(4.00652) + Y (5)(0.97832) + Z(s)(s® +3.17832) =

Cramer yontemini kullanilarak X (s), Y (s) ve Z(s) elde edilir.

—s* 1 —0.21244  2.12246
0 s*—0.87 —1.55480

a-1

= 0.97832 5%+ 3.17832

s*+1.33 -0.21244 2.12246
-3.02571 s*-0.87 —1.55480
-4.00652 0.97832 5%+ 3.17832

X(s) =

2.3324752%71 — 3.36955522 1 — g3e-1
$3% +3.6383252% + 9.68692s — 18.7018

—s27 (52" 1+ 3.36955s5% — 2.33247)
(s¥ — 1.20485) (520 + 4.843175% + 15.5222)

—0.1393745*1  5s271(0.860626) (s* + 4.33576)

s —1.20485 527 +4.843175% + 15.5222

—0.139374s*7!  (0.860626)s* ! (s* +4.33576)
s*—1.20485 (52 +2.42158)2 + (V9.65815)2

—0.1393745%"1  (0.860626)s* 1 (s* +2.42158 + 1.91418)
5@ —1.20485 (52 +2.42158)2 + (1/9.65815)2

~—0.139374s*71  (0.860626)s* ! (s” +2.42158)
s*—1.20485 (52 +2.42158)2 + (V9.65815)2
1.647395%1

" (5% +2.42158)% + (V0.65815)2
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_ —0.139374s5*1 (0.860626) 5"

s¥ — 1.20485 (V/9.65815)2
(s +2.42158)(1 + —(s“+2.42158)2)

1 @ 4942158 — 2.421
1647395 (3" 242158 8.
5 (5@ +2.42158)2 + (VO.65815)?

Dolayisiyla,

—0.139374s*1
5@ —1.20485

0.860626 | > (~1)* (V0.65815)% ( il
k=0

X(s) =

a—1

Y +2.42158)2k+1

1 @ 1942158
—1.64739(= ST )
S (57 +2.42158)2 + (/0.65815)2
1 1
+3.98028(~

)
S (52 +2.42158)2 + (V9.65815)
elde edilir. Ters Laplace ile birlikte iki parametreli Mittag-Leffler formiilii (1.24)

uygulanirsa

x(t) = —0.139374E .1 (1.20485¢%)

IS) (2k)a 7 (2k) 107

1R 20 (9 42158:)
— 0.860626 §(—1)"(\/9.65815)2" A '
- (2k)!

kD ph) (9 49158:)
(2k)!

—1.64739 (Z(—l)k( 9.65815)2k a,a+1
k=0

{2k p R (9 4o1581e)
(2k +1)!

+ 3.98928 (Z(_l)k( 9.65815)2k a,a+1
k=0

elde edilir. Dolayisiyla,

u(t) = 0.5182667 — 0.139374E, 1 (1.20485¢%)

0 120 g R (9 49158:9)
- 0.860626 (Z(—l)k(\/9.65815)2k ad
k=0

1
(2k)!

1@k OO (9 4971 58:7) ) (4.27)

—1.64739 (Z(_l)k( 9.65815)2k a,a+
k=0

(2k)!
00 (2k+2)a (2k+1) @
t E (—2.42158¢%)
19892 —1)k(+9.65815) % @.atl .
+3.989 8(;0( ¥ (V0.65815) T
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Benzer olarak,

sY4+1.33 —so7l 212246
-3.02571 0 —1.55480
~4.00652 S 57 +3.17832

Y(s) =
sY+1.33 -0.21244 2.12246

-3.02571 s*-0.87 —1.55480
-4.00652 0.97832 s +3.17832

—18.0235%1 — 2.24831 5221
$3% + 3.63832522 + 9.68692s5 — 18.7018

—s271(2.248315% + 18.023)
(5@ — 1.20485) (s2@ + 4.843175% + 15.5222)

—0.908928s*1 . s271(0.908928) (s + 3.57444)
s® — 1.20485 520 4+ 48431757 + 15.5222

~0.908928s5! . (0.908928)s* (s + 3.57444)
s —1.20485 (5@ +2.42158)2 + (19.65815)2

—0.9089285%1 N (0.908928) 5%~ 1 (s% +2.42158 + 1.15286)
5@ —1.20485 (52 +2.42158)2 + (V9.65815)2

~ —0.908928s** .\ (0.908928)s%~1(s% + 2.42158)

s —1.20485 (5@ +2.42158)2 + (V9.65815)2
1.04786527 1

+
(57 +2.42158)2 + (V/9.65815)2

~ —0.908928s*! (0.908928) 52!

+
s*— 120485 (e 4 9 49158)(1 + —(gﬂvi’fg}g;g

1 574242158 — 2.42158
+1.04786=(——* ).
5 (57 +2.42158)2 + (VO.65815)?
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Dolayisiyla,

—0.908928s*1
s¥ —1.20485

Y(s) =

a—1

+0.908928 ~1)%(+9.65815)% al
;)( ) ( ) (5@ + 2.42158)2k+1

| @ 42421

+ 1.04786(~ $7 + 242158 )
S (5@ +2.42158)2 + (\/0.65815)2
1 1

— 2.53747(~

)
S (s +2.42158)2 + (V9.65815)2
elde edilir. Ters Laplace ile birlikte iki parametreli Mittag-Leffler fromiilii (1.24)

uygulanirsa

(1) = —0.908028E, 1 (1.20485¢%)

) (2k)a 7 (2k) o a
120 p R0 (L9 42158:7)
+0.908928 (Z(—l)"(\/9.65815)2" X )
k=0

(2k)!
oo (2k+1)a i (2k) @
t ECY (-2.42158:)
+1.04786 | > (~1)* (V0.65815)* .
£ (2k)!
00 (2k+2)a (2k+1) o @
t E (—2.42158t7)
—2.53747 ) (=1)%(V9.65815) o
(;( ) ) 2k +1)!
bulunur. Dolayisiyla,
y(f) = —2.12246 — 0.908028E 1 (1.20485¢%)
0 20 pCR) (9 49158:9)
+0.908928 > (~1)*(V9.65815)** T
£ (2k)!
0 (2k+1)a (26) (_ a 428
t E\“") (=2.42158t%) (4.28)
+1.04786 | > (~1)¥(V0.65815)* .o+l
£ (2k)!
00 (2k+2)a 1 (2k+1) a
t EPHD (29 42158)
— 2.53747 ~1)%(V/9.65815)%* vatl .
(kzzo( ) ) (2k + 1)!
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Ayni sekilde,
s¥+1.33 -0.21244 —so71
-3.02571 s*-0.87 0
~4.00652 0.97832 -

Z(s) =

s +1.33 -0.21244 2.12246
-3.02571 s*-0.87 —1.55480
-4.00652 0.97832 5%+ 3.17832

554584571 — 3.776525%* 1 + 0.55%*
%% 4 3.6383252 +9.686925 — 18.7018

_ s%71(0.55% — 3.776525® + 5.54584)
(52 — 1.20485) (522 + 4.843175 + 15.5222)

_0.07547557! 4 s71(0.424525) (s* — 8.55209)
52 —1.20485 §20 4 48431752 + 15.5222

_ 0.07547557! s (0.424525) 5! (s” — 8.55209)
s —1.20485 (52 +2.42158)2 + (1/9.65815)2

_0.07547557! s (0.424525)s% 1 (s +2.42158 — 10.97367)
s* —1.20485 (52 +2.42158)2 + (1/9.65815)2

0075475571 . (0.424525)s* 1 (s + 2.42158)
s —1.20485 (5@ 4+2.42158)2 + (1/9.65815)2
4.65859s71

(57 +2.42158)2 + (V0.65315)2

_0.075475577! (0.424525) 51

+
s¥ —1.20485 (V9.65815)2
(Sa + 242158)(1 + m)
1 ¢ +2.42158 — 2.42158
— 4.65859= (—— .
S (52 +2.42158)2 + (V9.65815)2

47



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mehmet Hayrullah GUNES

Dolayisiyla,
0.0754755%1
Z(§) = ————
() = 120485
e a—-1
+0.424525 -1)%(+/9.65815)2k
kZ:O( ) ( ) (5@ + 2.42158)2k+1
1 @ 49421
— 4.65859(= $7 + 242158

)
S (5% +2.42158)2 + (4/9.65815)2
1

1
+11.28114(= )
S (5@ +2.42158)2 + (V/9.65815)2

elde edilir. Ters Laplace ile birlikte iki parametreli Mittag-Leffler fromiilii (1.24)

uygulanirsa

2(f) = 0.075475E, 1 (1.20485¢)

+0.424525 120eE ] )(—2-4215&“))

(2k)!
2k
t(2k+1)aEc(z _)'_1 (—2.42158¢%) )

Z(—l)"(\/9.65815)2k
k=0

L,

(2K)!

(ke kD (9 yo158.) )

11.28114 | » (-1)*(v9.65815)% R
’ (;( N ) (2k +1)!

— 4.65859 (i(—nk (V9.65815) %
k=0

elde edilir. Dolayisiyla,

w(t) = 0.94384 + 0.075475E, 1 (1.20485¢%)
(20 gl (-2.42158:) )

+0.424525 (i(—l)"(\/9-65815)2" (2k)!
k=0 .

kD p () (9 4o158:e) (4.29)
(2k)!

—4.65859 (Z(_l)k( 9.65815)2k a,a+1

12he2a p R o go158sm) )

k=0
11.28114 ~1)*(V/9.65815) 2 a,a+l
+11.28 (kZ:O( )¥(V9.65815) kD]
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4.6. E;5 Noktasi Civarindaki RF Modelinin Mittag-Leffler ile Coziimii

Sistem (4.4) nin E; = (—0.5182667, 2.12246, 0.94384) denge noktasindaki

Jacobian formu asagidaki gibidir.

-1.33  0.21244 2.12246
J(E5) =1 3.02571 0.87  —1.55480
-4.00652 0.97832 -1.22167

(4.5) denkleminin E5 = (—0.5182667,2.12246, 0.94384) denge noktasi civarindaki

formu

CDYu(r) ~1.33  0.21244 2.12246 | |u +0.5182667
Cpoy(r)| = | 3.02571  0.87 —1.55480| | v —2.12246
CDw(r)| |-4.00652 0.97832 —1.22167| | w —0.94384

bicimindedir. Buradan hareketle, x(¢) = u + 0.5182667, y(t) = v — 2.12246 ve z(¢t) =

w — 0.94384 doniisiimleri yapilirsa E5 civarindaki sistemin yeni matrissel formu

CDx (1) -1.33  0.21244 2.12246 | |x
CD%(1)| =1 3.02571  0.87  —1.55480] |y
CD(1) —4.00652 0.97832 -1.22167| |z

seklindedir. Buna denk olan sistem
CD%(1) = —(1.33)x + (0.21244)y + (2.12246)z

D% (1) = (3.02571)x + (0.87)y — (1.55480)z
D% (1) = —(4.00652)x + (0.97832)y — (1.22167)z.

Teorem 5 (4.4) sistemin E5 = (—0.5182667,2.12246,0.94384) denge noktasi
civarindaki Mittag-Leffler fonksiyonlar1 cinsindeki ¢oziimii (4.30), (4.31) ve (4.32) ile

verilir.
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Ispat 5 Bu sisteme, (1.22) Caputo anlanunda Laplace transformasyonu uygulanirsa

STX(5) — %7 Lx(0) = —(1.33)X (5) + (0.21244)Y (s) + (2.12246) Z(s)
s7Y (s) — s271y(0) = (3.02571) X (s) + (0.87)Y (s) — (1.55480) Z(s)
SYZ(s) — 577 17(0) = —(4.00652) X (s) + (0.97832)Y (5) — (1.22167)Z(s)

Burada, x(0) = -1, y(0) =0, z(0) = 0.5 olarak segilir ve sistem diizenlenirse

X(5)(s” +1.33) — Y (5)(0.21244) — Z(s)(2.12246) = —s*!
—X(5)(3.02571) + Y (5)(s* — 0.87) + Z()(1.55480) = 0

Sw—l

X (5)(4.00652) — Y (5)(0.97832) + Z(s)(s* + 1.22167) =

elde edilir. Cramer yontemi kullanilarak X (s), Y (s) ve Z(s) bulunur.

—s21 —0.21244 —-2.12246
0 s—0.87 1.55480

a-1

= -0.97832 5% +1.22167

X(s) =
sY+1.33 —0.21244  —2.12246

-3.02571 s* —-0.87 1.55480
4.00652 —0.97832 s%+1.22167

—1.54666s5*1 + 0.7095652¢~1 — g3a-1
32 4 1.6816752 + 8.786865 — 15.1801

—s271(§2® — 0.709565% + 1.54666)
(5@ —1.22812) (522 +2.909795% + 12.3604)

—0.1251855"1  s271(0.874815)(s% + 0.00063)

s¥ —1.22812 52 +2.909795 + 12.3604

—0.1251855~"  (0.874815)s " (s* +0.00063)
s*—1.22812 (5@ +1.45489)2 + (V10.24369)2

—0.1251855*71  (0.874815)s% 1(s® + 1.45489 — 1.45426)
s* —1.22812 (52 +1.45489)2 + (1/10.24369)2
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_ —0.125185s5°"  (0.874815)s " (s* +1.45489)

s —1.22812 (5@ 4+ 1.45489)2 + (v10.24369)2
1.27276s*1

+
(5% + 1.45489)2 + (1/10.24369)2

_ —0.125185s** (0.874815)s* 1
- a _ - 2
s* = 122812 (a4 1 45480)(1 + )
1 @ 4 1.45480 — 1.454
r1.070768 (S 145489 - 145489 )
S (s + 1.45489)2 + (V10.24369)2

Dolayisiyla,

—0.1251855*1
s@ —1.22812

oo

— 0.874815 —1)%(v10.24369)%¢ il
;( ) ( ) (s + 1.45480)2k+1

1 5 +1.45489

+1.27276(= )

S (5o +1.45489)2 + (4/10.24369)?
1

1
—1.85172(— )
S (52 +1.45489)2 + (V10.24369)2

elde edilir. Ters Laplace ile birlikte iki parametreli Mittag-Leffler fromiilii (1.24)
uygulanirsa

X(s) =

a-1

x(f) = —0.125185E, 1 (1.22812¢%)

00 (2k)a (2k) @
(@00 p 0 (1 454897
— 0.874815 (Z(—l)k(\/10.24369)2k = )
k=0

(2k)!
ad (2k+D)a i (2k) o
(D20 (~1.454891%)
+1.27276 | " (~1)¥ (V10.24369)* ot
k=0 (2k)!

(o)

(2k+2)a (2k+1) @

t E (—1.45489¢%)
—1.85172 —1)*(v10.24369)2F a,a+l .
(Zkzo( ) ) 2k +1)]
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bulunur. Dolayistyla,

u(r) = —0.5182667 — 0.125185E,,1(1.228121)
1(20a g (20 (—1.45489#’))

(2k)!
t<2k+l>wEle(—1.45489#*)) (4.30)

—0.874815 (Z(—l)k(\/10.24369)2k
k=0

+1.27276 (Z(—l)k( V10.24369)* (2k)!
k=0 '

. £(2Kk+2)a E(2’<+1)(-1.45489t“))

—1.85172 —1)k(V10.24369)2F a,a+l
8517 (;)( )k (V10.24369) R

Benzer olarak,

sY+1.33 -5l 212246
-3.02571 0 1.55480

4.00652 221 g 41.22167

2
s*+1.33 -0.21244  -2.12246
-3.02571 s%-0.87 1.55480
4.00652 —0.97832 5%+ 1.22167

Y(s) =

—7.74872s%1 — 3.80311s22~1
$3% +1.68167s22 + 8.78686s5% — 15.1801

—s271(3.803115 + 7.74872)
(s¥ — 1.22812)(s2@ +2.90979s + 12.3604)

—0.712029s%1 N s771(0.712029) (s* — 1.20332)
5@ —1.22812 §2¢ 429097952 + 12.3604

—0.7120295*1 . (0.712029)s* 1 (s* — 1.20332)
s*—1.22812 (5o +1.45489)2 + (1/10.24369)2

~0.712029s21 N (0.712029) 5% (5% + 1.45489 — 2.65821)
s* —1.22812 (5@ +1.45489)2 + (1/10.24369)2
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_ —0.712029s** .\ (0.712029) s (s* + 1.45489)
s* —1.22812 (5@ +1.45489)2 + (V10.24369)2
1.89272s% 1

(5% + 1.45480)2 + (V10.24369)2

_ —0.712029s** (0.712029) s>

+
st - 122812 (e 4 1.45489)(1 + —(fsvt,ﬁ-ﬁﬁgﬁg)i)

1 5% + 1.45489 — 1.45489
~1.89272=(
S (s + 1.45489)2 + (V10.24369)2

Dolayisiyla,

—0.712029s*"1
s¥ —1.22812

oo -1

k 2k ¢
+0.712020 | ) (=) (VI020869)™ (o e

Y(s) =

k=0
1 @ 4 1.45480
—1.89272(= s )
S (57 + 1.45480)2 + (/10.24369)?
+2.75360(= L

)
S (s +1.45489)2 + (V10.24369)2
elde edilir. Ters Laplace ile birlikte iki parametreli Mittag-Leffler formiilii (1.24)

uygulanirsa

y(t) = —0.712029E,, 1 (1.22812¢)

(2K)!

00 (2k)a (2k) @
1@ g0 (1 4548017)
+0.712029 (Z(—l)k(\/10.24369)2" 1 )
k=0

> (2k+1)a [ (2k) o
t E" (—1.45489:%)
- 1.80272 ) (-1)*(V10.24369) * aa+]
k=0 (2k)!
> (2k+2)a p(2k+1) o
t E27(~1.454891%)
2.75369 ~1)%(v10.24369)%* @.a+1 .
' (;( )" (V10.24369) (2k +1)!
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elde edilir. Dolayisiyla,

V(1) = 2.12246 — 0.712029E,, 1 (1.228121%)
) (2k)a 7 (2k) o a
1R g 28 (-1.454801)
+0.712029 Z(—l)k(\/10.24369)2k 1
L (2k)!

00 k+1)a i (2k) @ 431
t ECY (-1.454897)\  (4.31)
—1.89272 (Z(—1)’<(\/1o.24369)2’< atl )
k=0

(2K)!

- 1 2k+a KD (g y5480.) )

2. ~1)%(10.24369)2 .0+l
+ 75369(;)( )¥(v10.24369) SR

bulunur. Benzer muhakeme ile,

s¥+1.33 -0.21244 —s@1
-3.02571 s*-0.87 0

a-1

4.00652 -0.97832 5

Z(s) =
sT+1.33 -0.21244  —2.12246

-3.02571 s* - 0.87 1.55480
4.00652 —0.97832 5%+ 1.22167

—7.34573s%1 + 4.23652s52¢71 4 (. 5g32~1
$3% +1.68167522 + 8.78686s5% — 15.1801

s*71(0.552% + 4.23652s — 7.34573)
(s¥ — 1.22812)(s2@ +2.90979s + 12.3604)

—0.079613s*1 . s*71(0.579613) (s* + 8.93701)
s —1.22812 $2¢ 4+ 29097952 + 12.3604

—0.079613s*! . (0.579613)s% (5% + 8.93701)
s*—1.22812 (5o +1.45489)2 + (1/10.24369)2

—0.079613s*! N (0.579613)s% 1 (s + 1.45489 + 7.48212)
s* —1.22812 (5@ +1.45489)2 + (1/10.24369)2
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B -0.079613s271 N (0.579613)sY71 (5% + 1.45489)

s —1.22812 (5@ +1.45489)2 + (1/10.24369)2
4.33673s%1

+
(5% + 1.45489)2 + (1/10.24369)2

_ —0.079613s**

.\ (0.579613) s !
s® —1.22812

(VI10.22369)°
(5 + 1.45489) (1 + Sooae)

1 @ 4 1.45489 — 1.45489
+4.33673= (—— .
S (5% +1.45489)2 + (V10.24369)2

Dolayisiyla,

Z(s) —0.079613s*1
S) =
s® —1.22812

oo

+0.579613 Z(—l)k(\/10.24369)2k( >

a—1

£ 59+ 1.45489) 2%+
1 5% +1.45489

+4.33673(= )
S (57 +1.45480)2 + (1/10.24369)2
1 1

— 6.30946(~

)
S (5% +1.45489)2 + (V10.24369)>

elde edilir. Ters Laplace ile birlikte (1.24) iki parametreli Mittag-Leffler formiilii
uygulanirsa

2(f) = —0.079613E 4.1 (1.22812%)

00 (2k)a (2k) @
1@ g0 (1 4548017)
+0.579613 (Z(—1)’<(«/10.24369)2k = )
k=0

(2k)!
N (2eDa g R (1 454800)
+4.33673 | > (~1)* (V10.24369)* ool
k=0 (2k)!
= (2k+2)a ;(2k+1) @
t E“ ") (~1.45489t%)
— 6.30946 ~1)*(v10.24369)% @,a+1 ‘
[Svromamm
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elde edilir. Dolayisiyla,

w(r) = 0.94384 — 0.079613E, 1 (1.22812:%)
) (2k)a 7 (2k) / a
t E 7 (=1.45489t%)
+0.579613 Z(—l)k(\/10.24369)2k 1
- (2Kk)!

0 (2k+1)a (26) a 4.32
t E®Y (~1.454807)\  (4.32)
+4.33673 (Z(—l)k(\/10.24369)2k ot )
k=0

(2K)!

. {(2k+2)a [ (2k+1) (—1.45489#’))

—~ 6.3094 —1)%(10.24369)2 vt
6.309 6(;)( )F(V10.24369) SR
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Burada, Caputo anlaminda Laplace transformasyon metodu ile
Rabinovich-Fabrikant sistemini saglayan Mittag-Leffler fonksiyonlar1 cinsinde elde
edilen yeni yaklasik ¢oziimler teoremler olarak ifade edilicektir. Burada ¢alistigimiz

metodun diger metodlara oranla art1 ve eksileri kisaca karsilastirilacaktir.

5.1. Sonuclar

Bu kisimda ifade edilen teoremler Caputo anlaminda Laplace transformasyon
metodu uygulanarak Rabinovich-Fabrikant sistemini saglayan denge noktalari

civarindaki ¢oziimler Mittag-Leffler fonksiyonlari cinsinden formiile edilmistir.

Teorem 6 (4.4) sistemin E; = (0,0,0) denge noktasi civarindaki Mittag-Leffler
fonksiyonlari cinsindeki ¢oziimii (4.13), (4.15) ve (4.18) ile verilir.

Teorem 7 (4.4) sistemin Eo = (—1.4797,0.7434, 0.5422) denge noktasi civarindaki
Mittag-Lefller fonksiyonlar: cinsindeki ¢6ziimii (4.21), (4.22) ve (4.23) ile verilir.

Teorem 8 (4.4) sistemin E3 = (—1.4797,0.7434,0.5422) denge noktasi civarindaki
Mittag-Lefller fonksiyonlar: cinsindeki ¢oziimii (4.24), (4.25) ve (4.26) ile verilir.

Teorem 9 (4.4) sistemin E4 = (0.5182667, —2.12246,0.94384) denge noktasi
civarindaki Mittag-Leffler fonksiyonlar1 cinsindeki ¢oziimii (4.27), (4.28) ve (4.29) ile

verilir.

Teorem 10 (4.4) sistemin E5 = (—0.5182667,2.12246,0.94384) denge noktasi
civarindaki Mittag-Leffler fonksiyonlari cinsindeki ¢oziimii (4.30), (4.31) ve (4.32) ile

verilir.

5.2. Oneriler

Caputo anlaminda Laplace transformasyon metodu lineer olmayan kesirli
Rabinovich-Fabrikant sistemine basarili bir sekilde uygulandi. Bu metot klasik yar1

analitik metotlara oranla uygulanisi bakimindan entellektiiel bilgi gerektirir. Bu
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metodun dogru uygulanmasi halinde giivenilir ve etkili sonuglar bakimindan oldukca
yararhidir. Yani, bu metod oldukga etkili ve giivenilirdir. Rabinovich-Fabrikant sistemi

icin Mittag-Leffler fonksiyonlariyla elde edilen sonuclar ilk defa bu tezde verilmistir.

Ayrica, Caputo anlaminda Laplace transformasyon metodu, yari analitik
metotlara oranla lineer olmayan problemlere uygulanirken lineerlestirme,
ayriklastirma ve perturbasyona gerek duymaz. Nonlineerligin ¢ok giiclii (strong)
olmasi durumlarda lineerlestirme, ayriklastirma ve perturbasyona yontemler yetersiz
kalmaktadir. Bu durumda, Caputo anlaminda Laplace transformasyon metodu oldukca

onemlidir.

Bu metot, niimerik analizde ¢ok sik kullanilan Euler ve Runge-Kutta metodu ile
mukayese edildiginde daha pratiktir. Ciinkii, Euler ve Runge-Kutta metodlar

ayriklastirma ve hata analizi gerektirir ve daha fazla zaman alir.

Netice itibariyle, bu tezde ele alinan Caputo anlaminda Laplace transformasyon
metodu yaklasik veya tam ¢6ziim veren yar1 analitik metodlar olarak bilinen Adomian
ayrisim metodu, homotopi analiz metodu, homotopi perturbasyon metodu ve

varyasyonel iterasyon metodu gibi bir cok metotla karsilastirilabilir.

Bu metod yardimiyla elde edilen ¢6ziim veya ¢oziimlere karsilik gelen Mittag-

Leffler fonksiyonlarini bulmak bazen oldukga zor olabilir.
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