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Bu c¢alismada uygulamali bilimler icerisinde 6énemli bir role sahip olan ve gercek hayat problemlerini
en dogru sekilde modelleyebilen kesirli tiirev operatorlerinin temel tanimlart verildi. Verilen kesirli
tiirev operatorlerinin en onemlilerinden biri olan yerel ve tekil ¢ekirdege sahip olmaksizin Mittag-
Leffler fonksiyonu ile tanimli Atangana- Baleanu Caputo kesirli tiirev operatoriiniin tanimi ve bu
tiirev operatorii kullanilarak yapilan caligmalar verildi. Atangana Baleanu Caputo (ABC) kesirli tiirev
operatoriiyle verilen ii¢lincii mertebeden kismi diferansiyel denklemin kararlilik kestirimi yapildi.
Basglangi¢ ve sinir deger kosullart ile verilen denklemin analitik ¢6ziimii Laplace doniisimi ile
yapildi. Daha sonra denklemin Crank-Nicholson fark semasi yontemi ile yaklasik ¢oziimii verilip Von
Neumann metodu ile denklemin kararlilig: ispatlandi. Niimerik ¢6ziim i¢in kesirli tiirev operatoriiniin
a € (0,1] araligindaki farkli degerleri igin Matlab programi kullanilarak hata analizi tablosu verildi.
Bu tablodan bu metodun bu denklem igin gegerli ve elverisli oldugu gosterildi.

ANAHTAR KELIMELER: Atangan Baleanu Caputo (ABC) tiirev operatoriiyle tammli iigiincii
mertebeden kismi diferansiyel denklem, Laplace doniisiimi, analitik
¢ozlim, Cranck- Nicholson fark semas1 metodu, yaklasik ¢oziimler.
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In this study, basic definitions of fractional derivative operators that have an important role in applied
sciences and can modal real-life problems in the most accurate way are given. The definition of
Atangana Baleanu Caputo fractional derivative operator defined with the Mittag-Leffler function,
which is one of the most important fractional derivative operators, without local and singular kernels
and studying using this derivative operator are given. Atangana- Baleanu Caputo (ABC) fractional
derivative was used for the differential estimation of the third order partial differential equation. The
analytical solution of the equation given with initial and boundary value conditions was made by
Laplace transform method. Then the approximate solution of the equation with the Cranck-Nicholson
difference scheme method was given and the stability of this equation was examined with the Von
Neumann method for the numerical solution. For the analytical solutions, the error analysis table was
given using the Matlab program for the different values of the fractional derivative operator in the
interval a € (0,1]. It is shown from this method is valid and convenient for this equation.

KEY WORDS: the third order partial differential eqauation with Atangana Baleanu Caputo (ABC),
Laplace transform, analytical solutions, Cranck- Nicholson difference scheme
method, approximation solutions.
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1.GIRIS

Tam say1 olmayan mertebeye sahip tiirev ve integralle ilgili en {inlii tanimlar
Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo tanimlaridir. Caputo, kesirli
mertebeden diferansiyel denklemleri c¢ozerken tamsayr mertebeden baslangic
sartlarii kullanmak i¢in Riemann-Liouville kesirli tiirevin tanimini yeniden formiile
etmistir (Podlubny, 1999). Bu konu son ii¢ yiiz yilda biiylik bir énem ve halk¢a
tutulma kazanmig, fen ve miihendisligin gesitli alanlarinda kullanilmistir (Hilfe o
tarihten bu yana birgok iinlii teorik ve uygulamali matematikgi kesirli tiirev hesabiyla
ilgilenmis ve kesirli tiirev hesabini gelistirmistir. Riemann, Griinwald-Letnikov,
Liouville, Caputo, Lacroix, Euler, Abel, Fourier, Kobel, Erdelyi, Hadamard, Riesz ve
Laplace kesirli tlireve katki saglayan baslica matematik¢ilerdir. Kesirli tiirev;
elektrokimya, biyoloji, biyomiihendislik, biyofizik, fizik, mekanik-mekatronik,
sismoloji gibi miihendisligin ve matematigin bir¢cok alaninda uygulanmaktadir.
Birgok aragtirmaci kesirli operatdr ilizerinde calisti. Kesirli operatorler iizerinde

biiyiik isleve sahip olan gamma ve beta fonksiyonlarinin tanimi su sekildedir:
1.1. Temel Kavramlar

Tamim 1.1.1. (Gamma fonksiyonu): I"(x) ile gdsterilen gamma fonsiyonu
I'(x) = [ t*le~tdt (1.1)
seklinde tanimlanir.
Gamma fonksiyonu
I'x+1) =xI'(x),
'n+1)=n!=n(n—-1)! =nl(n),

r(3)=vr

2

esitliklerini saglar.

Tamm 1.1.2. (Beta fonksiyonu): Matematikte beta fonksiyonu Euler integralinin ilk

tirtidiir. R(x), R(y) > 0 i¢in
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B(x,y) = [, t*1(1 — t)?"'dt (1.2)
olarak tanimlanir. Beta fonksiyonu

e Bxy)=BUx)

B(x,y) = rry)

° =
r'(x+y)

seklinde verilen 6zelliklere sahiptir.

Griinwald-Letnikow, Riemann Liouville, Caputo, Riesz, Hadamard vb. gibi
kesirli tlirev ve integral tanimlarimi arastirdilar (Miller, Ross,1993; Samko, Kilbas,
Marichev ve ark.,1993; Kilbas, Srivastava, Trujillo ,2006). Bu tanimlarin kesirli

analiz alaninda 6nemli bir yeri olmasina karsin sinirlamalar1 da mevcuttur.

Tasdan, 2019°da yaptig1 tez ¢aligmasinda asagida verilen bazi kesirli integraller

tanimina yer vermistir.

Tamim 1.1.3. (Abel’ e Gore Integral Tamim) Kesirli operatérlerin ilk kullanimi
1823 yilinda Abel tarafindan verilmistir. Abel Tautochrone probleminin
formulasyonundan ortaya c¢ikan bir integral denkleminin ¢oziimiinde kesirli

hesaplamalar1 uygulamistir.

Bu problem siirtlinmesiz bir egri iizerinde kayan bir cismin inis siiresinin o

cismin baglangi¢ noktasindan bagimsiz oldugunu belirtir.

Abel’in birinci ve n. tip integral denklemleri sirasiyla

) = fy 2=t (1.3)
ve
u(x) = f() + f; =t (1.4)

seklinde ifade edilir. Burada f (x) stirekli bir fonksiyon ve T sabit olmak tizere 0 <
x,t < T dir.Bununla birlikte Abel’in 0 < a < 1 olmak iizere genellestirilmis birinci

ve n. tip integral denklemleri sirasiyla

Flx) = [0 gy (1.5)

0 (x-t)@
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ve

x u(t)
x—t)a

u@) = f)+f ¢

dt (1.6)

seklinde ifade edilir. Bu genellestirilmis denklemler ise kesirli integraller olarak goz

Oniine aliabilir (Ross, 1977).

Tamm 1.1.4.(Liouville’ye Gore Kesirli integal Tanmimi) Kesirli analiz konusunda
ilk calismalar1 yapan Liouville’dir. Iki tanim iizerinden gitmistir. Bu tanimlar;

1. tanim baz1 y lar i¢in yakinsak olmasi gereken sonsuz serileri icermektedir.
Bu tanimda Liouville keyfi y mertebeden tiirevleri yorumlamis fakat serilerin

yakinsak olmast kosulu bu tanimi kisitlamastir.

2. tamimda ise Liouville, gamma integralinden yararlanarak x ve a sayilarinin
pozitif olmasi kosulu ile x~¢ fonksiyonunun kesirli tiirevini almay1 basarmistir. Bu

tanimda
Jy )%™ du (1.7)
integralinde t = xu degisken dontisiimii yapildiginda
Jy e du = ["(D) e ~dt = — [t dt (1.8)
integrali elde edilir. I'(a) integrali uyarinca bu denklem
x~Omrs [ e du 19

seklinde yazilabilir (El Nabulsi ve Torres, 2007).

Tammm 1.1.5. (Cauchy’ e Gore Kesirli Integral) Cauchy’nin kesirli kesirli integral

tanimi

(9 = [ 1) G dx = i [ = 077 () (1.10)

r'(—oa)

seklindedir (Bacumer ve Meerschaert,2001).

Tamm 1.1.6. (Yerel Kesirli Integraller) f(x) € C,(a,b) olmak iizere f(x)
fonksiyonunun a. Mertebeden [a,b] araliginda yerel kesirli integralin—1<a<n
i¢cin

LY FOO =t Ju FOWED® = 5 lim F(5)(At)*, (L11)
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seklindedir (Yang, 2011).

Tamm 1.1.7. (Uyumlu (Conformable) Kesirli Integral) a € (n,n+ 1], n =10,1, ...,
B=a—n, abeRve a<bve f €L[a, b]olsun. a > 0 igin a. mertebeden sol

uyumlu kesirli integral
b —
UH(®) = — [ Cx = )"(b — )P f(x)dx, (1.12)
seklinde tanimlanir (Abdeljawad, 2015).

Tamm 1.1.8. (Ustel Cekirdekli Kesirli integraller) a,b € R,a < b ve f € L[a, b]

olsun. a € (0,1) i¢in a. mertebeden sol ve sag tistel ¢ekirdekli integralleri sirasiyla
18f(x) = 2f: exp {— 1?Ta (x — s)}f(s)ds, x>a (1.13)
ve
I2f(x) = %f: exp {—1?Ta(s —x)}f(s)ds, x<b (1.14)

seklinde tanimlanir (Kirane ve Torabek, 2016).

Tamm 1.1.9. (Hadamard Kesirli integrali) Hadamard kesirli integralinin « € R*

i¢in sag ve sol tarafli tanimlar sirastyla

a _ 1 x o®dt
a+(p_r(a) fa (an_:)l_at1 X > a >01 (1.15)

a _ 1 b @(t)dt
Hy— " T() I anbi-ar’

0<x<bh (1.16)

seklindedir. Burada I' gamma fonksiyonudur (Killbas et all., 2006).
Tamim 1.1.10. (Katugampola Kesirli Integrali) [a, b] < R sonlu aralik, a > 0 ve

f € XP(a, b) olsun. Sag ve sol tarafli Katugampola kesirli integral operatdrleri a <

x < b ve p > 0 i¢in sirastyla

1-a tP-1
P13:f () = T Jo e f (Dt (117)
ve
1-a _p tP—1
pll‘ll—f(x) = ?‘((X) fx (tp_xp)l—a f(t)dt (118)

seklindedir (Katugampola, 2011; Katugampola, 2014). Katugampola 2014’te yapmis

oldugu calismasinda asagida verilen teoremi elde etti.
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Tanim 1.1.11. a > 0ve p > 0ise x > a i¢in,
lim PIacf () = J&, f (), (1.19)

llm P18, f(x) = HE, f (x). (1.20)

Benzer sonuglar sag tarafli operatorler i¢in de gegerlidir (Katugampola,2014).

Tamm1.1.12. a kath Weyl kesirli integrali
MWEFGO) = ¥IEFG) = 5= [ (e = 0 f©)dl, (1.21)

e f(x) = xIGf(x) = G )f (x—0)* L f(t)dt (1.22)
seklinde tamimlanir (Unal,2011).

Tamim 1.1.13. m en kii¢iik dogal say1 olmak iizere |p| < m i¢in Griinwald-Letnikov
tiirevi

m (-D" (®)f (t+(p-1)h)
hn

DPf(t) = llm o
seklinde tanimlanir. (1.23) denkleminde n = p ve h yerine - h alinirsa

DF F(®) =1lim h? XLy (=1)" (V)f (¢ —Th)

mhta

=lim (=) P 5 (- 1" (B)f (¢ - (D) (1.24)

h—>0

PeR (1.23)

elde edilir. f®(t) [a,t] araliginda m>p-1 icin siirekli k = 1,2...m + 1 olmak

tizere Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirli tiirevleri arasindaki iliski

_ f®(a)(t-a)
D FO=E ot tomrn . E— O™ M (@dr (1.25)

seklinde bulunabilir.

Sonug: p = n ise bu bize bir fonksiyonun n. tiirevini, p = —n ise bu bir fonksyonun

art arda n defa integralini verir.

Kesirli analiz kavramina diger bazi yaklagimlar Caputo tarafindan 6nerilen ve

genellestirilmis fonksiyonlarin temeline dayali yaklagimlara uygulanan problemlerin
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ve problemlerin analitik ¢6ziimleri ve formiilasyonlar i¢in olasi faydalarindan dolay1

dikkatte deger goriildii.

Tamm 1.1.14. Zamana bagl a inc1 mertebeden DFu(t,x) Caputo kesirli tirevin —

1< a<nigin

a _0%u(tx) _ 1 t 1 0%u(p,x)
D&u(t,x) = e = Tow fO e gpa dp (1.26)

vea =n € N i¢in

0%u(tx)  0™u(tx)
gt~ atn

olarak tanimlanir (Karabacak, 2015).

Dfu(t,x) =

(1.27)

Kesirli tiirevler ve integraller teorisinin genellestirilmesi ve uygulamali
matematikteki uygulamalari i¢in Riemann-Liouville tipinde kesirli tiirevinin tanimi

onemli rol oynamistir

Tamim 1.1.15. (Karabacak, 2015) p. Mertebeden Riemann- Liouville kesirli tiirev

tanimi ise m < p < m + 1 olmak iizere,
d t _
DEf(O)=(pm* J,(t =™ Pf(D)de (1.28)

olarak tanimlanmustir.

1
r(m-p+1)

Caputo tiirevi yerine Riemann-Liouville tiirev yontemi tercih edilmesinin bir
sebebi Caputo tiirevinde sabitin tiirevinin sifir olmasina karsin Riemann-Liouville

tirevinde sabitin turevinin sifir olmamasidir

Tammm 1.1.16. (Karabacak, 2015) Riemann-Liouville integralinin n—1<a<n

olmak tlizere a. mertebeden tanimi

19 f(x) = - [F L& (1.29)

I'(a) Y0 (x-s)i-a

olarak verilmistir.

Riemann-Liouville kesirli operatorlerinin bir¢ok fiziksel olay igin tamsay1

sirasindan daha ger¢ekei olmasi kesirli analizin en basta gelen 6nemli 6zelligidir. Bu
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operatorlerin singiiler olmayan bilgiler dahilinde yerel olmayan bir agiklamaya sahip
olduklar1 bilinmektedir. Ne yazik ki, Riemann-Liouville kesirli tiirevi ¢ = a alt sinir
degerlerini igeren baslangi¢ kosullarindan dolay1 problemlere yol agar. Cilinkii bu
tiirler icin bilinen bir fiziksel yorum yoktur. Fakat Caputo kesirli tiirevinin temel
avantaji diferansiyel denklemlerin baslangi¢c kosullar1 Caputo tiirevlerinin tamsayi
mertebeli diferansiyel denklemleri ile ayni sekilde ele alinmasinin t = a alt sinirda

bilinmeyen fonksiyonlarin limit degerlerini igermesidir.

RL ve Caputo tirevleri her ne kadar avantajli olsa da gergek hayat
problemlerinde tekil giic nedeniyle analitik ¢ozlimler elde etmek genellikle zordur.
Bu tiirevde bir¢ok dagitici fiziksel siire¢ gibi difiizyon, 1s1 transferi ve gerilme
gerinim iligkilerine dogru sekilde uyulmaz. Tim bu yetersizlikler yeni kesirli
tirevlerin ortaya ¢ikmasina yol agmistir. Bu anlamda Caputo ve Fabrizio enerji
tikketen bir sistemde gevseme olaylarinin modellenmesi ile alakali {istel ¢ekirdege
sahip kesirli tlirev onerdi. Sonra Losada ve Nieto bu yeni tiirevin kesirli integralini

tanimlamistir.

RL ve Caputo kesirli tirev tanimlarinda ¢ekirdek kuvvet fonksiyonundan
kaynaklanan singiiler yap1 niimerik hesaplamalarda zorluk ¢ikarmaktadir. Yine
kuvvet fonksiyonu dogadaki bir sayinin kuvveti seklinde davranis gdsteren olaylarin

yetersizligidir.

Visikoelastik malzemenin, elektromanyetik sistemlerin vb. davraniglarinin
modellenmesinde kisitlama olan tekil ve yerel ¢ekirdegi icerirler. Bu tiir zorluklarin
istesinden gelmek i¢in Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda tstel ¢ekirdege dayanan yeni

bir kesirli tiirev tanim1 6nermistir. Caputo kesirli tiirevinin ¢ekirdek fonksiyonu olan

1
'ld—o)

(t — 1)~ ifadesini exp (—ﬁt) ifadesi ile katsay1sini % katsay1s ile

degistirerek asagidaki tanimi elde etmislerdir (Yetim, 2019).

Tamm 1.1.17. (a, b) aralifinda Sobolev uzay1
H' (a,b) = {u | u mutlak siirekli ve u’ € L?(4,B)}

olarak tanimlanir (Atangana ve ark., 2016).
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Tammm 1.1.18. (Caputo- Fabrizio Tiirevi): f € H'(a,b), b>a ve 0 <a <1

olmak tzere

CECEF®) = 12 [ ' (@Dexp (-G (1.30)
bi¢iminde tamimlanir. Burada M (a), M) =M(1) =1 sartin1 saglayan

normallestirme fonksiyonudur. Caputo- Fabrizio (CF) tiirev tanimina gore yine
Caputo tiirev tamiminda oldugu gibi sabitin tiirevi sifir olup t =7 noktasinda

singiilerite yoktur.

Bu tiirev iistel bozunum yasasinin kullanildig: bir tiirevdir. Bu tiirevin mevcut
olanlara gore sagladigi bazi faydalar, tiirevin iistel yasayr g6z oniline alindiginda
kullanilabilmesi, iistel fonksiyona dayandigi icin tekillikten arindirilmis olmasidir.
Ancak bu bulguda bazi ciddi sorunlar vardi. Ilki kullamlan gekirdek yerel degil,
ikincisi iligkili antitlirev sadece fonksiyonun ve integralin ortalamasiydi. Bu nedenle
operatoriin kesirli tiirevden ¢ok bir filtre oldugu sonucuna varildi. Ancak suna da
isaret edilmelidir ki bu yeni bulgunun etrafinda biiyiik basar1 ile bir¢ok calisma
yapildi. Bu tliirev makine miihendisliginde, yeralti suyu calismalarinda, termal

bilimlerde, difiizyon modelinde ve digerlerinde kullanildi.

Atangana ve Baleanu ise Caputo-Fabrizio’nun belirttigi sorunlar1 gidererek
tekil bir ¢ekirdege sahip olamadan bir tiirevin ¢ok daha i1yi versiyonunu onerdi. Bu
tiirev genellestirilmis Mittag Leffler fonksiyonuna dayanmaktadir. Mittag Lefler
fonksiyonunun karmagik analiz sorusuna cevap vermesi, analitik devam prosediiriinii
tasvir etmek i¢in tanimlandigi hatirlatilir (Atangana, Koca,2016; Atangana, Baleanu,
2016).

Caputo ve Riemann-Liouville kesirli tiirevlerine bagl olarak Atangana-
Baleanu kesirli tiirevi ve integrali glinimiizde matematiksel modelleme konusunda

onemli rol oynamistir.

Tammm 1.1.19. (RL anlaminda Atangana- Baleanu Tiirevi): f € H'(a,b),

b > ave a € [0,1] olmak izere RL anlaminda Atangana- Baleanu tiirevi
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ABEDE(F(1)) = 2224 [ f' (1) E, [—a* 22| dx (1.31)

olarak tanimlanir (Yetim,ZO 19).

Tamm 1.1.20. feH(a,b),b > a ve ae[0,1] olsun. Bu durumda Caputo tiirevine

bagl Atangana-Baleanu yeni kesirli tiirevi

ABEDECF (1)) = 22 [ ' () Ea [~ ] dx (1.32)

olarak tanimlanir.

Burada,
(t 0%
)
o [~ ] = B0 TS (1.33)

Mittag-Leffller fonksiyonuve B(a) =1—a + T) dir (Atangana, Baleanu, 2016).

(t x)%

RL anlamindaki Atangana-Baleanu tiirevi, Caputo anlamindaki Atangana
Baleanu tiirevli fonksiyonu @ — 0 durumundaki tiirevi hesaplandiginda fonksiyonun

kendisi elde edilemedigi icim Onerilmistir.

Teorem 1.1.21. feH(a, b),b > a ve ae[0,1] olsun. Iki tiirev arasindaki iliski

ABEDE(f(8)) = “P§DE(F (D)) —
bagintist ile agiklanir (Yetim, 2019).

B(a)

29 £(0) Eo |[—a*ZE (1.34)

f, n € N olmak iizere n. mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

F%00) (k =1,2,3,...,n) kosullari altinda

ABepE (L) = £ (488D (£(6))) (1.35)

bagintist gecerlidir

Tanmm 1.1.21. (Atangana— Baleanu Integrali): Atangana- Baleanu integrali
ABja — — )=
BIEF(O) = 25 F(0) + s [ F O (E = 1) dy (136)

a = 0 oldugunda baslangi¢ fonksiyonu, ¢ = 1 oldugunda klasik integral elde edilir
(Yetim,2019).
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Tamm 1.1.22. Mittag Leffler Fonksiyonu Kesirli analizde ¢ok yaygin kullanim alani
bulan 6nemli bir fonksiyondur. e? iistel fonksiyonu tamsay1 mertebeli diferansiyel
denklemlerin teorisinde ©nemli rol oynar. Bu fonksiyonun bir parametreli

genellemesi Mittag Leffler tarafindan verildi.

7k

Ea(2) = X0t (1.37)

Mittag Leffler fonksiyonunun iki parametreli hali kesirli analizde ¢ok 6nemli olup bu
Agarwal tarafindan tanimlanmistir. Humbert ve Agarwal Laplace transformasyonunu

kullanarak bu fonksiyonla ilgili bir dizi iligki elde etmistir.

Iki parametreli Mittag Leffler fonksiyonu

k
Eap(?) = Eioormg; » (@>0.6>0) (1.38)
seklindedir. Bu tanimin baz1 6zel degerleri
a=1, f=2icin

zk

E11(2) = Zi—otgery

k
Y- = €% (@>0, >0),

a=1, =2 igin

£ _ye & s 4k —1200 2K ez S0 S0
12(2) = k=0T(ks2) ~ “K=0Gny — z4K=00g1) — 2 (a , B )
a=1, f=3icin

. A . ¥ 1 Qe 2?2 eP-1-2z
E13(2) = Xkmorg03) = Zk=0Gazy = 222K=00ay = 52 (@>0,5>0)

elde edilir.

Tamm 1.1.23. (Laplace Déniisiimii) s karmagsik sayisinin temel Laplace doniigiimii
F(s) = L{f(t);s} = [j ™ f(dt (1.39)
seklinde verilir. (1.39) denklemi f(t) fonksiyonunun Laplace donisiimiidiir. f(t)
fonksiyonunun varligi i¢in @ mertbeli iistel fonksiyonun f(t) ile ¢arpiminin her t >
T veT > 0igin
e"|f() <M (1.40)
olacak sekilde bir M pozitif sayisindan kiigiik kalmasidir.

10
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Bagka bir deyisle f(t) fonksiyonu t — oo i¢in exponansiyel fonksiyondan daha
hizl1 biiylik olmamasidir. f(t) fonksiyonunun Laplace doniistimii altindan dontigiimii
sonucu F(s) fonksiyonu elde edilir. Tekrar f(t) fonksiyonunu elde etmek i¢in F(s)

fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii alinirsa

f(©) =L YF(s); t} = fccjii:) eStF(s)ds, ¢ = Re(s) > ¢, (1.41)
olur. Burada c, Laplace integralinin mutlak yakinsak olmasi i¢in sag yari diizlem
tizerinde bulunmasidir. (1.40) formiili kullanilarak ters Laplace doniisiimiiniin

degerlendirilmesi genellikle karmagiktir. Ancak bazen aradigimiz bilinmeyen f(t)

fonksiyonunun davranis1 hakkinda faydali bilgiler verir.

Konvulasyonun Laplace doniistimii

@O *g@® = [, ft —Dg@dr = [ f([Og(t — D)dr (1.42)

seklinde verilir.

Caputo ve RL anlaminda Atangana- Baleanu tiirevlerinin Laplace Doniisiimleri

sirastyla
B(a) s*L{f(©)}(s)=s*"1£(0)
LOPEDE(F NS} = gy (1.43)
1-a
B(a) s®L{f (t)}(s)
LEABEDE (f () ()} = 222 L (L.44)
1-«a
seklindedir.

11
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2.ONCEKI CALISMALAR

Mertebesi tamsay1 olan integral ve tiirev alma kavramlarini temel matematik
bilgisine sahip olan herkes bilebilir “Ancak tamsay1 olmayan ve rasyonel say1 olan %

mertebeden gibi bir say1 i¢in fonksiyonun integrali veya tiirevi nasil alinir?” sorusu
ilk olarak 30 Eyliil 1695 tarihinde giindeme getirilmistir Leibniz’in L’Hospital’a tam
say1 mertebeden tiirevler, kesirli mertebeden tiirevlere genisletilebilir mi? seklindeki
sorusu kesirli tiirev kavraminin ortaya ¢ikmasina ve birgok {inlii matematik¢inin
ilgisini ¢ekmesine neden olmustur. Leibniz ise buna yanit olarak bir giin faydal
sonuclarin ¢ikarilacagi ve belirgin bir uygulamasinin olacagini sdyledi. Ayrica bu
konunun yani tamsayir olmayan mertebeden tiirevin ¢ikisinda, Johann Bernoulli

(1667-1748) ve Leibniz’in aralarindaki yazigsmalarin da ¢ok biiyiik nemi olmustur.

1667 de Leibniz, J. Wallis ve J. Bernoulli’ ye yazdigi mektupta,

d‘l’l emx
dxm

=m"e™ (2.1)

Bu tanimda n’nin tamsay1 olmayan degerleri icin de yapilabilecegine deginerek
bdylece kesirli mertebeden tiirev i¢in miimkiin bir yaklasimdan bahsetmistir. 1716’da
Leibniz’in Oliimiiyle tamsay1r olmayan mertebeden tlirev konusu sonlanmamus,
Leonhard Euler (1707-1783), 1729°da kesirli tiirev ve integral konusunda oldukga
onemli bir yeri olan Gamma fonksiyonunu tanitmis, daha sonra Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) kesirli hesap konusuna dolayl olarak katkida bulunmustur.
1772°de J.L. Lagrange, tamsayr mertebeden tlirev operatorii icin iis kuralimi
gelistirmis ve bunu, Leonhard Euler (1707-1783), 1729°da kesirli tiirev ve integral

konusunda oldukga 6nemli bir yeri olan Gamma fonksiyonunu tanitmis,

am dr _ amth (m,n € N) (2.2)

dxmdxn  dxmtn’
seklinde yazmistir. Daha sonra kesirli hesap teorisi gelistigi zaman, m ve n keyfi
sayilar ise bu kuralin dogru olup olmayacagini bilmek matematikgiler i¢in 6nemli

olmustur.

Matematigin gergek hayat ile i¢ ice olan 6nemli uygulamalarinda yer alan

12
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kesirli tiirev ve bunu igeren kismi diferansiyel denklemlerden o6zellikle kesirli
mertebeden tiirevli olanlarinin kullanimi yaygin hale gelmistir. Son zamanlarda
bir¢ok bilim adami ve uzman, ¢alismalarini gercek hayat problemlerine yoneltmistir.
Bu egilim yeni model yapilarindan gercek hayat problemlerine ve kesirli tiirevli
diferansiyel denklemlerin uygulanmasimna kadar gelmektedir. Fiziksel olaylari
belirten diferansiyel denklemlerin mertebeleri, sz konusu fiziksel olaym degisim
hizin1 belirlemektedir. Tamsay1r mertebeli diferansiyel denklemleri bazi fiziksel
olaylar1 agiklama konusundaki birtakim eksiklikleri kapatmak ve fiziksel olaylarin
karakterinin anlasilmasinda 6nemli rol oynar (Podlubny,1998; Diethelm, 2010;
Aguilar, Baleanu, 2014; Gomez-Aguilar, Razo-Hernandez, Granados-Lieberman,
2014; Baleanu, Caponetto, Machado, 2016; Zhang, Meerschaert, Neupauer,2016).
Bundan dolay1 olagan operatorleri kesirli operatdrlerle degistirmek bircok fiziksel
problemi daha dogru sekilde modelledi. Bunun i¢in kesirli tiirev ve kesirli integral
kavramlart uygulamali bilimler, miihendislik, finans, jeoloji, termal bilimler,
sismoloji, s1vi akigkanlari, elastik teorisi, termodinamik ve hidrodinamik gibi bilim
dallarinda pek ¢ok uygulamalara sahiptir (Celik ve Duman, 2012; Gorial, 2011;
Jafari ve Gejii, 2006).

Bu calismada uygulamali bilimler, miihendislik, finans, jeoloji, termal bilimler
ve sismoloji gibi pek c¢ok bilim dallarinda kullanilan kesirli tiirev ve kesirli integral
kavramlar1 incelendi (Laskin, 2002; Magin, 2006; Caputo, Cametti, 2008; Baleanu,
Golmankhaneh,2009; Caputo, Fabrizio, 2015; Atangana, Gomez-Aguilar, 2018).

Bu operatorleri iceren denklemlerin analitik ve yaklasik ¢oziimii i¢in de en ¢ok
kullanilan metodlar Laplace metodu, Fourier doniisiim ve Fourier seri ¢dziimii
metodu kullanildi. Kesirli kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri igin
birgok metot mevcuttur. Bu metotlar; homotopi analiz metodu, Adomian’in ayrigma
metodu, varyasyonel iterasyon metodu, (G"G”{2}) genel metodu, spectral metodu
olarak bilinir ( Mohyud-Din ve ark., 2012; Ghaneai, Hosseini, Mohyud-Din,2012;
Ahmad and Mohyud-Din,2015; Baskonus, Mekkaoui, Hammouch, and Bulut, 2015;
Ravichandran, Jothimani, Baskonus and Valliammal, N. 2018; Esen, Sulaiman,

Bulut and Baskonus, 2018; Sulaiman, Baskonus, and Bulut, 2018; Sulaiman,

13
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Subashini, Ravichandran, Jothimani, Baskonus, 2018; Bulut, Kumar, Singh,
Swroop ve Baskonus, 2018; , Mohyud-Din, Sadaf, 2018). Ashyralyev ve Dal, 2012’
de sonlu fark ve iterasyon metotlarini kullanarak @ = 1/2 igin kesirli hiperbolik
kismi diferansiyel denkleminin Neumann kosuluna bagl yaklasik ¢6ziimii ¢alisildi.
Aslefallah, Davood ve Khadijeh 2014 de zamana bagh kesirli diferansiyel difiizyon
denklemin yaklasik ¢oziimii theta metodu yardimiyla hesaplandi. Modanli ve Akgiil,
2017°de kesirli telegraf diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oztimlerini hesaplamak
i¢in Theta metodunu kullandi. Akgiil ve Modanli, 2018°de ikinci mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢ozlimleri sonlu fark semasi ve reproducing
kernel metotlariyla yapildi. Akgiil ve Modanli, 2019°da iiclincli mertebeden kesirli
kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢o6ziimler Crank-Nicholson fark semasi
metoduyla yapildi. Salman, Yousef, 2017; Liang, Yan, Cai, 2014° de lokal ve lokal
olmayan sigara igenlerin modeli dinamikleri i¢in bir kesirli tiirev modeli ve enfekte
hiicrelerde bir kesirli mertebeden HBV modeli 6nerildi. Adveksiyon difiizyon i¢in
temel ¢oOziimler denklemi integral doniisiimii ile farkli alanlarda elde edilmis
teknikler Povstenko ve Klekot,2014; Povstenko, Generalized, 2015; Povstenko and
Klekot,2016; Povstenko ve Klekot, 2016’ de detayli olarak verilmistir. Arastirma
adim adim ilerledikge integral denklemlerinin ¢aligmasina yonelik teorik
uygulamalar ve standart olmayan siireclerin modellenmesine yonelik daha pratik
uygulamalar olusturulmustur. Mittag Leffler fonksiyonunun Onemi, kesirli
matematikle olan iliskisi tamamen anlasilirken yeniden kesfedildi. Bu fonksiyonun
karmasik problemleri modellemeye etkisi nedeniyle Atangana ve Baleanu tiirevin
tanimlanmamis bir akifer i¢cinde akan yer alti suyu modelinde uygulanmistir. Yer alti
suyu caligmalarinin giinlimiizde c¢ok daha karmasik oldugu belirtilmistir. Daha
saglikli sonuglar vermesi i¢in Atangana Baleanu kesirli tlirevi bu modele
uygulanmistir. (R. T. Alqahtani, Atangana-Baleanu,2016). AB kesirli denklemleri
basit dogrusal olmayan sistemlerde de uygulanmistir. Bu uygulama yapilirken
integral doniigiim operatorleri arasindaki iliski sunulmustur. Atangana Baleanu
kesirli tlirev operatoriiniin ¢ekirdegi yerel ve tekil olmadigindan problemlerin
¢ozlimi i¢in biiylik avantaj saglamistir. Kesirli sistemin ¢éziimlenmesinin varligi ve
benzersizligi ayrintili olarak gosterilmistir. Yerel tiirevden elde edilemeyen kaotik

davraniglar gortilmustiir. (Atangana and Koca,2016). Fizikte Kirchhoff’'un devre
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yasalarini kullanan ve ayni zamanda Chua devresinin dinamikleri olarak da bilinen
devrenin analizi yeni kurulan kesirli tiirev kullanilarak genisletilmistir. Genisletilmis
modeli ¢6zmek i¢in yeni bir sayisal analiz sunulur ve kullanilir. Atangana-Baleanu
Kesirli tiirevi kullanilarak sayisal simiilasyonlar yapilmis ve yeni kaotik davranislar
elde edilmistir (Alkahtani, 2016). Atmosfer gibi insanlar ve ¢evre tizerinde bir¢ok
zararh etki kirlilikler, yer alt1 suyu akiferlerindeki kirlenmis akislar, deniz suyu ve
nehir sistemlerindeki kirlilikler bu tip denklemler ile modellenir. Ayrica son yillarda
camsi ve gozenekli ortamlarda dialektrik malzemeler, polimerler gibi kompleks
dinamiklerde, biyolojik sistemlerde kesirli analiz kullanmak miimkiindiir. Nadeem,
Farhad, Saqgib, Khan, Jan, Ali Saleh Alshomrani, Alghamdi, 2017°de AB kesirli tiirevi
kimya miihendisliginde kullanilan Casson sivisinin viskozitesindeki degisimleri
modellerken de kullanilmistir. Endiistri ve kimya miihendisliginde énemli yeri olan
bu tip Newtonsal olmayan sivilarin akig hizlarin1 6lgmek 6nemlidir. Ciinkii bu
stvilara uygulanan kayma gerilimi ile verilir. Aver ve Yetim, 2018 ’de difiizyon ve
adveksiyon kombine etkileri altinda ¢dzlinen dipersiyon heterojen gézenekli ortam
parabolik adveksiyon difiizyon denklemleri ile modellenmistir. 2018 yilinda AB
tirevi kullanilarak enfeksiyon hastaliklari i¢in birka¢ matematik model gelistirildi.
Taneco-Hernandez, Escobar-Jimenez, Olivares-Peregrino, Morales-Delgado, J
Gomez-Aguilar, 2018 de AB tiireviyle taniml1 Ebola viriisii modeli verildi. Owolabi,
Atangana, 2018 de ekolojide iki yirtict ile av bagimli besin zinciri sistemi arasindaki
spesifik iligki ele alinmistir. Bu sistemin dinamik zenginligini kesfetmek i¢in klasik
zaman tirevini Caputo veya Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatorleriyle
degistirildi. Bu tiir tiirevlerin yaklagimi i¢in iki Onemli sayisal sema formiile
edilmistir. Hopf bifiirkasyonunun da ortaya ¢ikma durumu goézlenir ve Lineer
olmayan kesirli diferansiyel denklemlere uygulandiginda mutlak hatalarini bildirerek
semalarin kararliligini Olger. Farkli @ degerleri ve deney parametre degerleri ile
niimerik ve analitik sonugclar kesirli tiirevle modellemede daha zengin dinamik kaotik

davranislara yol acabilecegini teyit etmektedir.
Baskonus ve ark., 2020’de COVID-19 koronaviriis i¢in alti adet dogrusal

olamayan adi diferansiyel denklem modeli olusturmus, ¢6ziim i¢in homotopi analiz

metodunu kullanmis ve bu ¢oziimii etkin hale getirebilmek icin ABC kesirli tiirevini
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kullanmistir. Jarad ve ark.2020°de, Caputo anlaminda ABC tiirevli operatorlii

kuadratik ve kiibik modellerin kararliligini inceledi.

Bu calismada Atangana Baleanu Caputo kesirli tiirev oparetoriiyle tanimlanan
liciincii mertebeden kismi diferansiyel denklemler incelenmistir. Once birinci
mertebeden diferansiyel denklem sistem halinde yazilip denklemin tam ¢oziimii
bulundu. Tam ¢6ziim igin kararlilik kestirimleri yapilmistir. Bu denklemin yaklasik
¢Ozliimii i¢in Crank-Nicholson fark semasi metodu kullanilmistir. Bu problem igin

fark semalarimin kararliligi Von Neuman metodu ile gosterilmistir.
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3.MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu calismada konuyla ilgili yaymlanmis makalelere, dergilere, daha dnceden
yapilan yiiksek lisans ve doktora tezlerine hem internet iizerinden hem de

kiitiiphaneler araciligiyla ulasilmistir, gerekli literatiir taramalar1 yapilmustir.
3.2. Yontem

Ulusal ve uluslararasi kaynaklardaki veriler incelenmistir. Ilgili konunun
tarihgesi ve konuyla ilgili daha 6nceden yapilan ¢alismalar farkli makale ve tezlerden
arastirllmistir.  Arastirmalar sonucu elde edilen bulgular 1s18inda ¢alismalar
stirdliriilmiistiir. Caligmalarin neticesinde elde edilen veriler Matlab yazilim programi

kullanilarak ¢izelgeler hazirlanmastir.

Bu ¢alismada

a3u(t, a2u(t,
( Zg 9 4k gg Y 4 ABCD&u(t, x)

u(t,0) — 228D = £(r,x),

{0<x<L, 0<t<T, (3.1)
'U.(O, .X') = gl(x) ,ut(O, X) = gZ(x)l utt(O,x) = gS(x)ﬂO St< T

u(t,x;,) =r(t); ult,xg) =n(t), x, <x < xp
\0<a<1,k>0,1>0

seklinde verilen Atangana — Baleanu kesirli tiirev operatdrii ile tanimlanan {igiincii
mertebeden kismi  diferansiyel denklemi ele alinacaktir. Bu denklemde
91, 92,93, 71,2 Ve f Dbilinen fonksiyonlardir. u(t,x) ise bilinmeyen fonksiyondur
(Akgiil ve Modanli, 2019). (3.1) denkleminin tam ¢oziimii ve kararlilik Kestirimleri
yapilacaktir. Bu denklemi saglayan O6rnek problemlerin analitik ¢6ziimii Laplace
doniisiim metoduyla verilmistir. Cranck- Nicholson metodu ile denklemin fark
semast olusturulup Von Neumann metodu ile bu denklemin kararlilig

gosterilecektir.
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3.2.1 Kararhhk Kestirimleri ve Laplace Doniisiim Yontemi ile Analitik Coziim
Bu Atangana—Baleanu kesirli tiirev operatorii ile tanimlanan iiglincii
mertebeden kismi diferansiyel denklemi kararlilik kestirimi yapilacak ve Laplace

doniisiim metodu ile analitik ¢ozlimii verilecektir.

d?u(t,x)
dt?

G(t) = g(t) — *PSDE (u(t)) — k

diferansiyel denklem sekline doniistiiriiliirse

seklinde alinip (3.1) denklemi adi

3
dstgtH Ku(t) =G(t), (0<t<T)

u(0) = g5, u'(0) =g, u"(0) =93 0<a<l,
denklemi elde edilir (Akgill ve Modanli, 2019). (3.1) problemini (3.2) seklinde

(3.2)

yazmak i¢in asagidai kosullarin saglanmasi gereklidir.

Hilbert uzayinda H = L,[0,L], burada f(t) = f(t,x) abstract (soyut)
fonksiyonu [0,T] araliginda verilir. u(t) = u(t,x), H = L,[0,L]‘deki degerlerle

[0,T] de tanimlanan bilinmeyen fonksiyondur.

K:D(K) — H operatorii
Ku(x) = —Au"" (x) + u(x)
bolgesinde
D(K) ={uw:u, u',u" € L,[0,L]; u(0) = u(L)}
ile tanimlanan diferansiyel operatordiir (Akgiil ve Modanli, 2019).

Hilbert uzayinda tanimli L, [0, L] kare integrallenebilir fonksiyonunun normu

lplly = (e IF @12 da)? (33)
seklindedir.

Burada

(Ku,v) = (u, Kv) (u,v € D(K)),

(Ku,u) > é{u,u), 6§ >0, 6 =0
seklindedir (Akgiil ve Modanli, 2019). Simdi (3.2) denkleminin birinci mertebeden

diferansiyel denklem sistemleri formunda yeniden diizenlersek
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(dﬁ;—(t” — aLu(t) = w(t)
20— aww () = v(t) (3.4)
dv(t)

— Lv(t) = F(t)
formiilii elde edilir. Burada, L = K3 seklindedir. (3.2) denklemi ve (3.4) formiiliiniin
baslangi¢ kosullarini kullanarak formiil (3.3)’lin yeni baglangi¢ kosullarin1 aasagidaki
sekilde oldugu gibi yazilabilir (Akgiil ve Modanli, 2019).
(3.2) denklemindeki baslangi¢ kosullar1 yerine yazilirsa
w(0) = u'(0) — aLu(0), (3.5
v(0) = w'(0) — aLw(0)
v(0) = u'(0) —aLu(0) — aL(u'(0) — aLu(0))
v(0) = u'(0) — aLu(0) — aLu’(0) + aal?u(0) (3.6)
elde edilir. (3.4) ve (3.5) denklemlerinden

{W(O) =u'(0) — aLu(0)

v(0) = u”(0) — Lu'(0) + L?u(0) (3.7)

seklinde yazilabilir. Simdi (3.2) denkleminin tam ¢6ziimiinii yapalim.
(3.4) denklem sisteminin birinci denklemini ¢zmek i¢in denklemin her tarafi e 2Lt
ile carpilirsa,

e Lty (t) — e *taLu(t) = e"*tw(t)
olur. Bu denklemin de ¢6ziimii

u(t) = e®tu(0) + [, (e=C=Ow(s))ds (3.8)
olarak elde edilir. Ayni sekilde (3.3) denklem sisteminin de ¢6ziimii

w(t) = e w(0) + [ e~ O (2)dz (3.9)
seklinde elde edilir. Ayn1 yontemle (3.3) denklem sisteminin {iglincti denkleminin

¢0zumu

v(t) = e v (0) + [, (e 2P (p))dp (3.10)
olur.

u(t) = e*tu(0) + fote‘aL(s‘t) [e*Sw(0) + fose‘dL(Z‘S])v(z)dz] ds

u(t) = e*tu(0) + fote_aL(S_t)e‘_"LSW(O)ds +

fot e—aL(s—t) fos e—c‘xL(z—s])v(Z)dZ ds
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u(t) = e**u(0) +
fote—aLseaLteaLsW(O)ds fot f; g —aL(s—t) e—dL(z—s])v(Z)dst
u(t) = e*tu(0) +

foteaLte(d—a)LsW(O)dS + ft fse—aLseaLte—('xLze('stv(Z)dZdS

u(t) = ety (0) + (= HNCE DLsyy (0)) |5 +

(a—a)L

fot f:e—aLseaLte—dLZedLSv(Z)dZdS

u(t) = e*tu(0) + HNCE DLty (0) —

((x a)L

fot fs e(a—a)LseaLte—asz(Z)dzds

aLt aLt eaL
u(t) — u(O) T ((a a)L r (a— a)L) (0) T

fot f:e(a—a)LseaLte—dLZv(Z)dzds
w(0) = u'(0) — aLu(0)

oldugundan

eﬁ(Lt_eaLt

u(t) = e*tu(0) + ( ) (u’(o) - aLu(O)) +

(a—a)L

fot f; e(c'x—a)LseaLte—fozv(Z)dZdS

u(®) = e®u(0) + (S ) u'(0) (u) alu(0) +

(a—a)L )L

fot J-OS e(d—a)LseaLte—&sz(Z)dZdS

— aLt

_alt eécL eaLt , _ a —a aLt
u(t) = e®™tu(0) + (—(a_a)L )u'(0) (—(a_a) Ju(0) +
fot fOSe(a—a)LseaLte—dLZv(Z)dZdS

aest

R ORE G IIOR:

fot ftz e(d—a)LseaLte—szv(Z)deZ

u(t) = (e

u(t) _ ( aLt Z e t) u(O) N ( iLt_e)aLt) u,(o) n

aLte—ocLz

t & —
fy G e« v(@)l7dz

aLt —alLz
(a—a)Lz __

u() = CE2u0) + (S w (0) + (S

eaLte—écLz

e(a_a)“) v(z)dz (3.11)

(a—a)L
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denklemi elde edilir. (3.10) denklemi (3.11) denkleminde yerine yazilirsa

u() = CE=2u(0) + (

aLt

s= IOk

ft (eaLte—aLZ_e—O‘Lzeo‘Lt) (e_LZU(O) + foz e~L(z-p) F(p)dp)dz

0 (G—a)L
oth_eaLt ,
u(t) = (=200) + () v @+
t eaLte—(a+1)Lz_e—(a+1)LzeaLt
fo ( = ) v(0)dz +

eaLte—aLz_e—aLzest

oz ~L(z-p)
fO fO ( (a—a)L ) e P F(p)dpdz
yukaridaki denklemde
v(0) = u""(0) — Lu'(0) + L?>u(0)

alinip denklem yeniden diizenlenirse

u(®) = (i) u(0) + () v + (i -

(a (a—&)(a+1)L?

eaLte—(m 1)Lz
(a—a)(a+1)L?

)15 (0) — L' (0) + L2u(0)) +

alLt ,—alLz

_ ,—aLz ,aLt
INIS (e i (a_SL e )e—L<Z-v>F(p)dpdz

aLt aLt

e 0+ () +

)L

—Lt aLt

u(t) = (

) (u”(0) — Lu'(0) + L2u(0)) +

(a—a)(a+1)L2 s
ealLt_
(a- a)(a+1)L2

eaLte—aLz_e

—aLz oLt
NS ( — ¢ )e‘L(Z‘p)F(P)dpdz

aeaLt_aeﬁ(Lt e—Lt_eaLt &Lt e—L &Lt_eaLt
u(t) = ( (a@-a) T (a-@)(a+1) T (a- 0()(0(+1)) u(0) + ( (@-a)L
e—Lt‘_eaLt‘ est_e—Lt —Lt eaLt e('th_e—Lt "
(a—®)(a+1)L - (a—d)(c’x+1)L) u (O) + ( (a—a)(a+1)L2 + (a—c'x)(c'x+1)L2) u (0) +

eaLte—aLz_e—szeéth

t — —
Jy ftz( G-a)L ) e "PF (p)dzdp

Gealt_gpalt e—Lt_galt edlt_p—Lt edlt_galLt
u(t) - ( (a—a) + (a—a)(a+1) T (a- a)(a+1)) u(O) t ( (a—a)L B
e—Lt_galLt edlLt_p—Lt e—Lt_palt edlt_p—Lt "
(a—a)(a+1)L - (a—d)(d+1)L) u (O) + ( (a—a)(a+1)L2 + (a—d)(d+1)L2) (0) t

alty—(a+1)Lz eilto—(a+1)Lz

t,e _ 2.Lp
fo ((a—d)(a+1)L2 (a—fx)((x+1)L2)|te F(p)dp
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eaLt_aest e—Lt_eaLt est_e—Lt est_eaLt

a
u(t) = ( (a@-a) T (a-®)(a+1) T (a—a)(a+1)) u(0) + ( (@-a)L

et~ oe) Y O+ (oot eaems) v @ +
(e

F(p) = g(p) — “25D% (u(p)) — kdz;‘;;’j‘)
alinirsa

u(®) = (T e * ) YO + (G
e L w0 + (e e ) (0) +

t eaLte—(a+1)Lz_e—Lt e—Lt_eéthe—(d+1)Lz

fo (a-—x)(a+1)L2 + (a—&)(a+1)12 g(p)dp -

aLte—(a+1)Lz_e—Lt e—Lt_eéthe—(d+1)Lz

e ABCna _
fo( (a-a)(a+1)L? o+ (a—&)(a+1)L2 ) oDp (u(p))dp

aLte—(a+ 1)Lz _

e—Lt e—Lt_eéthe—(d+1)Lz dzu(p,x)

ft e +
0 (a—a)(a+1)L2 (a—®)(a+1)L? dp?

dp (3.12)

¢oziimii elde edilir. u(t)’yi elde edebilmek igin (3.12) denklemi yeniden

diizenlenirse
u(t) = Ryu(0) + Ru'(0) + R3u"'(0) + fot R,f(s)ds —
fot R,ABEDE (u(s))ds — k fot u''(s)ds
u(t) = R,u(0) + R,u'(0) + R;u"(0) + fot R,f(s)ds —
Jy Ra*B§DE (u(s))ds — kR, (u' (t) — u(0)). (3.13)
elde edilir. Buradan gerekli islemlere devam edilirse
u(t) = Ryu(0) + Ru'(0) + R3u"'(0) + fot R,f(s)ds —
Jy Ra*B$DE (u(s))ds — kRqu' () — kRyu' (0).
u(t) + kRyu'(t) = Ryu(0) + Ryu'(0) + R;u''(0) + f(: R,f(s)ds —
Jy Ra*B§DE (u(s))ds — kRyu' (0) (3.14)
(3.14) denkleminin her iki tarafi k—; ile carpilirsa

u'(t) + k% u(t) = k% (Ryu(0) + (R, — kR)U'(0) + Ryu' (0) +

[y Raf (s)ds — [, Ry*B§DE (u(s))ds) (3.15)
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1
denklemi elde edilir. Simdi bu denklemin her iki tarafini e’ ile carpalim.

1 1 1
eFRa' u' (t) + k_11e4 u(t)ekrs = emtkih (Ryu(0) + (Ry — kR)U'(0) +
" 1 ot s 1t S ABCpa
R;u"(0)) + k_&}fo e*Re" R, f(s)ds — k_&}fo e*Re" R, 75D (u(s))ds
1 1
(eFRa' u(t)) = evRa’ kih (R,u(0) + (Ry — kR,)u'(0) + Rsu”(0)) +

Jy Raf (s)ds — f; RyAPGDE (u(s))ds (3.16)
(3.16) denkleminin integrali alinirsa

fot(eﬁs u(s))ds = % N 75 (R (0) + (Ry — kR (0) + R’ (0) +
Jy Raf (2)dz — f; RAB§DE (u(2))dz) ds

(e¥° u(s)]} = % N e7:° (Ryu(0) + (Ry — kR (0) + Rau” (0) +
[S Ruf (2)dz — [ RyAP§DE (u(2))d2)

(eﬁt u(t) — u(0)) = % fot eﬁs(Rlu(O) + (Rz — kR)u'(0) + R;u""(0) +
[S Ruf (2)dz — [ RyAP§DE (u(2))dz)

(eﬁt u(t) = u(0) + ki& fot eﬁs (R,u(0) + (Ry — kR,)u'(0) + Rsu"(0) +
[5 Raf (2)dz — [} RyAP§DE (u(2))dz)

1 1
u(t) = e " u(0) + — [1 e Y (Ryu(0) + (R — kRU'(0) +
4

Rsu"”(0) + [ Raf (2)dz — [, Ry*E5DF (u(2))dz) (3.17)
¢Oziimii elde edilir. Burada
Ry = dea(L;:Z)e —+ (ZZL;)_(ZTI) + (ZQ-L;)_(;LI) (3.18)
R = S e .19
Rs = (ae_—;t(;iaf); + (:j;;(—;;f)lz (3.20)
R, = edltp—(a+1)Lz_p—Lt  p—Lt_ 0Lt ,—(a+1)Lz (3.21)

(a—a)(a+1)L? (a—a)(a+1)L?
Simdi elde ettigimi ¢oziimiin i¢in kararlilik tahmininde bulunalim. Bunun i¢in
(Akgiil ve Modanli, 2019)’ da verilen lemmay1 kullanacagiz.

Lemma 3.2.1.1.
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( . —Lt _Lt
i)|le ¥R+ + Ry (1 —e kRs <M
H-H
1 1 1
ii) ((1 — ¢ "R )(Rsz + kR4K3)) <M
H-H
3 ) 1, (3.22)
iii) ||R;K3 (1 —e kR4 )” <M
H-H
2 _Lt
iv) ||R4K3(1 —e *Ra') | <M
\ H-H
Ispat:
1, .v3 - 1 .43 1
a=-+ l£, o==-— l£veL = K3 olarak alinirsa,
2 2 2 2
(-xeaLt_aest e—Lt_eaLt est_e—Lt
Ry = (a—a) (a—®)(a+1) ' (a-@)(a+1)
1 1 1 1 1 1
-eaK3t_aedK3t e—K3t_eaK3t edK3t_e—K3t
== +— +—
(a—a) (a—a)(a+1) (a—a)(a+1)
1 1 A3).2 1 A3\ 2 1 43\ 1
1, (%+i§)l(§t_i£e (T‘T)K I (E"T)K B, (3‘7)’( 3t o K%t—eé”%"%t
2 2 2 2
= + +
1 3 1 43 1,43 1,.4/3\(1, V3
2 2 (5“7‘5“7)(5“7“)
1 1
SO DK i3t
1,43 1,./3\(1 A3
(5“7‘5“7)(5‘ 7+1)
Paydalar esitlenip gerekli islemler yapilirsa
1 1 1 1 1 1
1.7, V3.3 V37 1.3, 3 A3
%eEKBt<e171{3t_e—17K3t>_i«/7§e§1<3t<e17K3t+e—171<3t)
e _\/§i +
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
_\/§ie—K§t_%e%K§t<ei@KEt_e—i§K§t>+i§e%K§t<ei\/z—gl(gt_'_e—i§K§t>_e%k’gt(ei\/z—Eth_e—igth)
3v3i
Lo Mge . (VBN L MGe (VELAN 1 g
=—e2z" 'sin (—Kat) + ez " cos (—KSt) — e K3t —
V3 2 2 3
1 Y . (VEOAN 1 Lge (VB L
—ez2 " sin (—Kst) +-ez""" cos (—Kst)
V3 2 3 2
1 1 1
4 lpz 3 1 1 _p3 13
= gezmt cos (\/2——1(31:) —se < ezt (3.23)
1
Ayni sekilde K3R, igin devam edilirse
K;RZ _ K% (edl:t_eaLt _ e—l_,t_eaLt _ e(xL_t__e—Lt )
(a—a)L (a—)(a+1)L  (a—a)(a+1)L
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1 1 1 1 1 1
. l eﬁcKSt_eaKSt e—K3t_eaK3t edK3t_e—K3t
= Ks( T 1~ 1

(a—a)K3 (a-a)(a+1)K3 (a—a)(a+1)K3

Payda esitlenir ve gerekli sadelestirmeler yapilir ve gerekli degerler yerine yazilirsa

(-8 i85

1
= e e
K3R, =
2 —V3i
1 1 1 1 1 1
b ) (o (i) (g (g (5o
= >+i—- |K3t >+i—- |K3t >+i—- |K3t >—i—- |K3t >—i—- |K3t >—i—5- |K3t
i3e'K3t+%e(2 z —gie2 2 +e\? 2 —%ez 2 —ige z 2 —e\? 2
-3v3i
SN N N
_ e2(e 2 —e 2 ) 4
N V3i
1 1 1 1 1 1
iV3e K3t+1 1k3 t<e ‘/2_K3t e—l£K3t> ‘/—lefmt(e ‘/2§K§t+e l\/ZEK3 >+eEK t(e V§K3t_e-lﬁ1<3t>
-3v3i
2 lxét . 3L
=ze? sin (TKBt) +
1 1 1 1 1
iv3e K3t+e2K3tlsm( K3t) \/—162 Leos (B K3t)+ZleZK3tsin(\/2—§K§t)
—3+/3i
2 g (V3 ——K3t 1 k3 o (VE R
= —e2 sm( K3t) ——e2 “sin|—Kst)+
V3 V3 2
K3 V3t
Z et cos (7K3t)
L 1 15 (V3 1 L3 L e
K3R, = —e2" "sin K3t +=ez®*t cos K3t)|—=e 2
3 2 3 3
1
ZK3
< —ez" t (3.24)

2
elde edilir. K3R i¢in de benzer islemler yapilirsa

2 2 —Lt aLt aLt —Lt
z = e —e e —e
K3R _Ks( + )
3= (a—0)(a+DL2 ' (a—d)(a+1)L2
1 1 1 1
2 2 —K3t aK3t aK3t —-K3t
z ~-, e —e e —-e
K3R;_ = K3( >+ 5)

(a—a)(a+1)K3 (a-a)(a+1)K3
Payda esitlenir ve gerekli sadelestirmeler yapilir, gerekli degerler yerine yazilirsa

1 1 1 1
E 1 1,7 1 1,7 1
. SK3t. . (V3 = K3t V3, . SK3t_. N3 =
2 —3ie K3t_g2K tlSln<7K3t>+\/362K thOS<7K3t>—2182K tsin (7K3t)

K3Rs- 3v3i
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.1 1 1 X 1 1, % 1
2 —\/Eie_th—efKStisin(é—gl(’?t)h/iefmticos<§K§t>—2ie§K3tsin (gKEt)
K3Rs- = 3V3i
2 1 kb 1 Y . (VELAN 1 Mar (VB L
K3R;_ = —-e ——=ez2 sm(—Kst)+—ez cos(—K3t)
3 V3 2 3 2
1 ks 1
~K3
< EQZK = 3 (3.25)
elde edilir. Benzer sekilde
1
2 2 eaK%(t—s)_e_ K%(t—s) .- K%(t—s)_e 1 K%(t—s)+i§K3t
K3R, = K3 — +
(a+1)(a+1)K3 3
1
_Kg(f—s) "
< - < 2 (3.26)
elde edilir.
i) Uggen esitsizligi kullamlarak formiil (3.22)
, W _1, N _1,
”e kR4 +R1(1—e’<R4) S”e kR4 +|R1<1—e’<R4> <
H-H H-H H-H

1
1. =
1+ IRy llgon < 1+ €2

seklinde yazilabilir. 0 < t < T, K = § ve K self — adjoint pozitif vektér oldugundan

olacak sekilde denklemi saglayan bir M sayis1 vardir.

<M,

_1, _1,
e kRa +R1<1—e kR4 )
H-H

i) Uggen esitsizligi kullanilarak (3.22) esitsizligi

-1 1 1
(1= o) (Rokcs + kRAED)|| <R, + KR < IR +

H-H

1
1 -
e2%?

4
3

|k
el | Rallors < T

H-H
seklinde yazilir. 0 <t < T, k katsayis1 pozitif, K > §, K self — adjoint pozitif

operator oldugundan

<M
H-H

1 1 1
||((1 - e‘ﬁt) (RoK5 + kRyK3))

olur.
iii) (3.22)" den asagidaki esitsizlik elde edilir.

<M.

2 1
R;K3 (1 — e KR4 )
H—-H

) (3.22)” den asagida verilen esitsizlik dogrudur.
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2 —t
R,K3(1 —e kRa") <M.

|H—ﬂ1

Lemma 3.2.1.2. ABC tiirevi i¢in kararlilik esitsizligi asagidaki gibi tanimlanir:
14B6DE (W) Il < M|lu(®)| (3.27)
(Akgiil ve Modanli, 2019).

Ispat: Kismi integrasyon ve Mittag- Leffler fonksiyonunu kullanarak

14860 (u®)|l,, = [Z2| Il - u@®)Eq [-a =] +
z&%wmﬂakfu@xt D dpll <[] ||E o], +
oo (_ﬁ)k (t-p)*k p=t B(a)
Zk:or(ak+1)ak|[ ak ||u(p)||]p=0 | ||E [_a +
1Ee |—a 5] NIu®lly < Ml (3:28)

Denklemin kararlilik tahmini i¢in asagidaki teorem verilir:

2 1
Teorem 3.2.1.1. g, € D(K), g, € D(K3), g, € D(K3) ve f(t) [0,T] araliginda
diferansiyellenebilir siirekli fonksiyonlar olsun. (2.22) denkleminin kararlilig1

asagidaki gibi yazilir:

max||u(t)|| < M{||g1lln + “K_%gZ”H + ||K_§g3||H

0st<

+ max
0<t<T

LICl (3:29)
(Akgiil ve Modanli, 2019).

Ispat: (3.28) ve (3.29)’ dan norm asagidaki gibi yazilir:

(Ol = ||e Ry (1-e” kR4> @y +|(1 -

”H—ﬂ{

1

e_mt) (Ry + kR4))

1
@y + || (1= e 77) R

1" (O)n +

H-H H-H
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(1-

[[456D¢ (w(s))||, ds. (3.30)
H

1
fot <1 - e_m(t_S)) R,

e kR4(t S)) R,
H

f()luds —

H-H

Uggen esitsizligini kullanarak (3.28), (3.29) ve (3.30) denklemlerinin baslangic

kosullar
@I, < Mlllgslly + [[KSga| + ||k Sgs]| +

max
0<t<T

LSOl (3:31)

seklinde verilir.

Simdi (3.1) denklemini Orneklendiren ABC kesirli tlirev operatdriiyle
tanimlanan ticlinci mertebeden kismi diferansiyel denklemin analitik ¢oziimi
Laplace doniisiimii ile verilecektir.

Ornek 3.2.1.1. Asagidaki iiciincii mertebeden Atangana- Baleanu kesirli tiirev

operatorlii kismi diferansiyel denklemini

( Pu(tx) | *u(tx) 9?2 u(t X)

EYE 5z T ABEDE u(t x) +u(t,x) - = ft.x),
_ ,6(1-a) a) 6 t* a a+1
+3 3
! Y2 ta )+t )Smx (332

0<x<m 0<t<1,

u(0,x) = u(0,x) =u;:(0,x) =0, 0 <t <1,
u(t,0) =u(t,m) =0, 0<x<m,
\0<a<1

inceleyelim. Bu denklemin analitik ¢6ziimii i¢in Laplace dontlisiimii uygulanirsa:

3u(tx) . 02u(tx) . apc 92u(t,x) 6(1-a)
L{ at3 ot2 + Dt u(t x) + u(t x) 9x2 } L{( B(a) (1 +
o o i il at+l a+3 3
L 3)+B(6¥) (1"(0-’)+F(a+2)t + Zr( +4) t*) + t*)sinx}

s3u(s, x) — s2u(0,x) — su.(0,x) — u (0, x) + s?u(s,x) — su(0,x) +

+

B(a) sau(s,x)—sa'lu(o,x) 02 u(s x) 6(1-a) ,1 1 2 6 a a
1-a sa+£ ( X) x2 _( B(@) (s sz s* +B(a) (s"“‘1 satz

2a 6 .
Sa+4) +)sinx

olur. Baslangic kosullar1 yerine yazilip tekrar diizenlenirse
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s?B(a)
s¢(1-a)+a

S%)sinx (3.33)

(s3+s2+

+ Du(s, x) — 2*ulsx) _ ((53+52+2) (6(5“(1_a)+a))

0x2 s* s2B(a)

ikinci mertebeden kesirli diferansiyel denklem elde edilir. (3.37) denkleminin
homojen ve homojen olmayan ¢6ziimleri
u(s,x) = u(s,x) + uP(s,x) (3.34)

olarak ayr1 ayr1 bulunursa

N=s3+s%+—2@ (3.35)

s¢(1-a)+a
olmak tizere

0%u(s,x)

5z T (V4 Duls,x) =0 (3.36)

(3.36) denkleminin karakteristik denklemi

—y2+(N+1) =0 (3.37)
denkleminin ¢6ziimii

y=+/N+1 (3.38)
ve buradan homojen kismin ¢6ziimii

ul(s,x) = ce™VNH1x 4 ¢, oVN+Ix (3.39)
olarak elde edilir. (3.37) denkleminin homojen olmayan kisminin ¢éziimii igin

uP(s,x) = Ccosx + Dsinx (3.40)

olarak alinip tiirevleriyle beraber (3.33) denkleminde yerine yazilip ¢oziiliirse

s?B(a)

(s3+s%+ saora T 1)(Ccosx + Dsinx) + Ccosx + Dsinx =

s3+45242\ [6(s%(1-a)+a) 6+ .

(( s% ) ( saB(a) ) + 5_4)Slnx
s?B(a)
sA(1-a)+a

5345242\ /6(s?(1—-a)+a)
(=)

s sAB(a)

s?B(a)
s¢(1-a)+a

(s3+s%+ + 2)Ccosx + (s +s? + + 2) Dsinx =

) + S%)sinx
Buradan C = 0 bulunur. Coziime devam edilirse

(s3+5242)(s*(1-a)+a)+s%B(a) (s3+52+2)(s*(1-a)+a)+s*B(a)

. _ 6 .
o) ra Dsinx = 54( o )sinx
_ 6 (1-a) a
b= s (B(a) saB(a))
elde edilir ve buradan homojen olmayan kismin ¢6ziimii
uP(s,x) = a (@ +——)sinx (3.41)

s* * B(a) sAB(a)
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olarak bulunur. Homojen ve homojen olmayan kisimlarin ¢ozimi (3.34)

denkleminde yerine yazilirsa

— . ,—VN+1x VN+1x a-o
u(s,x) = cqe +cye + = (B(a) saB( ))smx (3.42)

(3.36) denklemindeki sinir degerleri kullanilirsa ¢; = ¢, = 0 elde edilir. Boylece

6 (1-a)
B(a) “B( )

u(s,x) = )sinx (3.43)

olarak elde edilir. (3.47) denkleminin ters Laplace dontigiimii alinirsa

(1- )
L7 Hu(s,x)} = L7 54(3((10; SaB(a))smx}
_ -9 3 6a a+3yci
u(t,x) = (B(a) st )sinx (3.44)

tam ¢Oziimii elde edilir.

3.2.2 Cranck- Nicholson Fark Semas1 Yontemi

Bu boliimde tiglincii mertebedeb Atangana- Baleanu kesirli tirevli kismi
diferansiyel denkleminin Cranck- Nicholson yontemi ile fark semasi olusturulacak ve

Von Neuman yontemi ile kararlilig1 gosterilecektir.

XR—XL
M

h = ve T —% oldugunu kabul edelim. Burada h,x ekseninde ve t,t

eksenindedir. Buradan
Xp=x;+nh;n=12,.Mt,=kt,k=12,..N
seklinde yazilabilir.

(3.1) denkleminde ABC Kesirli tiirevli tigiincii mertebeden kismi diferansiyel
denklem i¢in Crank-Nicholson fark metodu insa edilir. Bunun icin asagidaki
formiiller verilir:

k+1 k+1 k k k k
Un41~2Un " HUp g Upg~2UntUp_g

Uy (tge, X)) = e e (3.45)

g (b, ) = 2 (3.46)

g (b ) = 2 (3.47)
ABC tiirev operatdriine ait fark semasi

DUt ) = s T o M (3.48)

30



3. MATERYAL ve YONTEM Siimeyye EKER

seklinde yazilir (Atangana ve Koca,2016). Burada d;j, = (t; — tgs1)' ™% —
(tj — ty)' ™% seklindedir. (3.45) formiilii sonlu fark semasi metotlarindan Crank-

Nicholson fark semasi formiilii olarak bilinir. (3.45)- (3.48) formiillerinden ti¢iincii

mertebeden kismi diferansiyel denkleminin fark semasi

(uk+2_3yk+1ipzyk g k-1 uktl_oyk k-1

T3 k= T2
1 @« ukti-uk
I'(a) j=0 T Jik
2 (uﬁi}—2u5+1+u§f} _ u5+1_2u%+u§—1) + uftt-uf fk
2h? 2h? 2 n’

< nk = f(tx, xn).
ug = gl (xn)l
ud-2ub+up <p <
1—2_‘93 (Xn), 0s<n<M

\uf =uk =0, 0<k<N.

+

(3.49)

ul-ud

=92 (xn);

T

seklinde olur. Von Neumann metodu kullanilarak kararlilik kosullari:
uk = rkein® (3.50)

formiilii ile verilir. (3.50) formiilii problem (3.49) denklemine uygulanirsa

rk+2eine—3rk+1ei"9+3rkeing—rk‘leine rk+lein9_2rkein9+rk—lein9
3 2 +
T T
1 Kk rk+1,in6_,ko,ind d rk+1ei(n+1)0_Zrkein9+rk+1ein9
I'(a) j=0 T .k 2h2
rkeln+1)0 o keind | pkoi(n=1)0  k+1gind_pkgind
2h?2 2 = fn
elde edilir.
Burada £¥ = (1,0) ,n =0,k = 1 i¢in
r3-3r2+3r-1 " kr2—2r+1 n 1 o1 rz—rd A(rzei9—2r2+rze‘i9
73 72 I(a)&J=0 ¢ “Jk 2h?2

rei9—2r+re_i9)+r2—r f _
2h?2 2 n -

olup buradan
elf_2r21r2e-i0

3 2 2 2 2

r°=3r<+3r—1 re—2r+1 1 ré-r r

+k + doq+diq)— A —
73 72 'a) ( 01 1’1) ( 2h2

rei9—2r+re_i9

ri—r
T A

r3-3r2+3r-1 r2-2r+1 1 ri-r —t\l-a _ —t,)l«
3 tk—F3 trw e [((to —t2) (to — )9 +

r2el0_2p24p2e=if rei9—2r+re‘i9) n ri-r

(61— )17 = (ty — £)' )] — 2 (e - = 2 .

fnk:()
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elde edilir. Burada f;f — 0, t;, = kt alinirsa

r3-3r243r-1 r2=2r+1 1 r?

S —thk——+ 5 —[((0-2D)" "= (0—D)*™%) +
_ 1-a _ _ \1-a\] _ r2(8i6+e—i9) _ ﬁ r(el9+e—19) TZ__T _
((r = 27) (t — D)7 9)] AQ—E;—— - D)+ =0
r3-3r243r-1 r2—2r+1 1-a r cos@ _ r_z _ rcos@
T3 + k T2 F( ) ((27’-) ) /1( hZ h ) +
ré—r —0

denklemi elde edilir. Bu denklem 73 ile carpilirsa
r3—3r2+3r— 1+ kr(r? —2r+1)+ﬁ(r -r)((21)17%) -

3 r2cos® 1%  rcosf r
it e

denklemi elde edilir. Bu denklemi " ye bagli ligiincii dereceden polinomsal denklem

olarak yazarsak

P@yw‘+(3+m+ﬁjﬂhfa),&”weuwrﬂ3%p

F()(2r)10‘+,13“’jf"1——)r—1+kr_0 (3.51)

elde edilir. Burada P(r) polinomunun katsayilar1 olan a, = —1 + k7, a; =3-2Kkz-

3
m(2,’:)1 a4 AT 360;9 1 ‘L'?’ a, ——3+k‘[+—((2‘[)1 @y _ g 3c059 1

+— ve

as = 1 dll’
Polinomsal denklemin koklerini veren lemma asagidaki gibidir:

a,_a? 9a,a,—27ay—2a%

Lemma: Eger p = 301-% e q= olarak alinirsa (3.51) denkleminin
9 54

kokleri
o n=le+tPP ¢
o n=lo-JPP+

o 3 =—1I —71—0a,
formiilleri ile verilir (Akgiil ve Modanli, 2019).

Bu formiillerden yola ¢ikarak (3.51) denklemi i¢in kararlilik tahmininde bulunalim.

Eger |r| <1 ise bu denklem kararlidir.
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4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Niimerik Sonuclar

Bu boliimde 3. Boliimde tam ¢oziimii elde edilen (3.32) probleminin niimerik
¢Ozliimiinii bulmaya calisacagiz. Bunun i¢in Sonlu fark metotlarindan Crank-
Nicholson Fark semas1 metodunu bir 6rnek problem iizerinde kullanacagiz. Bu metot

(3.49) denklemi ile verilmistir.

(3.32) fark denklemi i¢in Modifiye Gauss Eliminasyon metodu kullantlir.

& =max ||lu(t,x) —ulty, x,)l|,m=0,1,..M,k=0,1,2,..N
formiilii kullanilarak yaklasik ¢oziimiin hata payr maksimum norm yardimiyla elde
edilir. Burada uy = u(ty, x,) yaklasik ¢6ziim ve wu(t,x) tam ¢oziimdiir. Crank-
Nicholson Fark semasi metodu kullanilarak (3.32) problemin yaklasik c¢oziimii

asagidaki tabladaki gibi elde edilir.

Cizelge 4.1. Ornek 3.32 i¢in hata analiz tablosu

a N=M=20 N=M=80 N=10, M=100
0.001 0.312670659474578 | 0.002586288076514 0.183435044577390
0.01 0.316417368682664 | 0.487508672577419 0.187188217472297
0.37 0.334981685094574 | 0.529939808763533 0.199005054427636
0.50 0.279273735484124 | 0.4604 92617848428 0.136152776780066
0.69 0.162639876741267 | 0.310451668381897 0.024016586806580
0.81 0.089140237979957 | 0.213389947812387 0.036977819112441
0.99 0.001420279481709 | 0.089828130903143 0.098729260126171
0.999 0.002189298564374 | 0.084419821469902 0.100928692809684
1 0.002586288076514 | 0.083823195898842 0.101168650405526

Tim « degerlerine karsilik belirli N ve M degerleri i¢in sonuglar kararl

cikmistir (Akgiil ve Modanli, 2019).
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu c¢alismada kesirli tiirev ve integrallerin ortaya ¢ikis nedenleri, nerelerde
kullanildig1, tarihgesi ve genel tanimlar1 verildi. Atangana Baleanu kesirli tlirev
operatorii ile tanimli ligiincli mertebeden kismi diferansiyel denklemin tam ¢oziimii
elde edildi. Bu deklemi i¢in Crank-Nicholson fark semasi olusturuldu. Von Neuman
metodu ile denklemin kararlihigi gosterildi. Kesirli tiirevin a €(0,1] igin farkli
degerlerine gore niimerik sonuglar1 Matlab programi kullanilarak hata analizi tablosu

halinde verildi.
5.2. Oneriler
Atangana Baleanu kesirli tiirev operatorii kullanilarak farkli tiirde lineer ve

lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oztimleri sonlu fark semast

metodu kullanilarak elde edilebilir.
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