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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD IN PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
Ayse BiZ

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Yil: 2019, Sayfa: 62

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde temel kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde
onceki caligmalar ifade edilmistir. Uciincii boliimde, diferansiyel doniisim metodu ve ilgili
parametreler tanitilmistir. Dordiincii boliimde,

a(x, yJux + b(x, y)uy = c(x, y)u + d(x, y)
uny + b(x,y)u, = d(x,y)
a(x, y)uyx + uuy, = d(x,y)
a(x, y)ux + b(x, y)uy = f(u)
Uxx + b(x, y)uyy + c(x, y)ux + d(x, y)uy = h(x, y)
yapisina sahip lineer ve lineer olmayan birinci ve ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin

klasik ¢oziimleri veren formiillerin analogu olan yeni formiiller diferansiyel doniisiim metodu ile
verilmistir. Son olarak, elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diferansiyel denklemler, diferansiyel transform metodu, Taylor seri metodu



ABSTRACT

MSc Thesis
DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD IN PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
Ayse BiZ

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Year: 2019, Page: 62

This thesis contains five chapters. In the first chapter, basic concepts are given. In the second and third
chapter, differential transform method related theory and previous works are introduced. In the fourth
chapter,

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y)u + d(x, y)
uuy + b(x, y)uy, = d(x,y)
a(x,y)uyx + uuy, = d(x,y)
a(x, y)ux + b(x, y)uy = f(u)
txx + b(x, Y)uyy + c(x, )ux + d(x, y)uy = h(x,y)
these specific first and second order linear and non linear partial differential equations are formulated

by differential transform method. These specific formulas analogous to classical ones are tested by
examples. Finally, results are evaluated.

KEY WORDS: Differential equations, differential transform method, Taylor series method
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TESEKKUR

Tez konusunun se¢imi ve yiiriitiilmesi konusundaki yardimlar1 ve yakin ilgisinden dolay1 tez
danigmanim Sayin Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI ye, tez jiirimde gérev alan hocalarima ve bana her
zaman desteklerini esirgemeyen ailemdeki herkese ayr1 ayn tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Bu kisimda bilinen temel kavramlar ifade edilecektir.

Tanmm 1 Bir bagimhi degiskenin bir veya birden fazla bagimsiz degiskene gore
tiirevlerini iceren denklemlere diferansiyel denklem denir. Eger bagimsiz degisken bir

tane ise denkleme bayagi diferansiyel denklem aksi halde denkleme kismi diferansiyel

denklem denir. Daha teknik bir ifade ile, i = 1,2,3,... olmak iizere x; verilsin ve
u = u(xy, xo,...,x,) ise
0"u
1oA2s e e s AUy Uy e v e gUy, 90y T ) —
F(xy,x Xy Uy Uy, Uy, 8x")_0

ifadesine n. meretebeden kismi diferansiyel denklem denir.

u = u(x.t) ise g—z = f(x), uy = cu, veya xu, + t*> = sin(x) ifadeleri kismi
diferansiyel denklemlerdir.

Ikinci mertebeden iki degiskenli kismi diferansiyel denklemler siniflandirmak
miimkiindiir.

Ikinci mertebeden

0%u 62u 0%u ou du

A(x, y) 5 + B(x, y) + C(x, y) 5+ f(xy,u ax’a_y) =

kismi diferansiyel denkleminde
—4AC < 0 ise eliptik,
B? — 4AC = 0 ise parabolik,
B? — 4AC > 0 ise hiperboliktir.

Tanmm 2 Tek degiskenli bir fonksiyonun x = xq civarindaki Taylor acilimi

1" (xo0) f’"( 0)
ol

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + (x = x0) + (x = x0)” + -

+ fn(TO)(x — )C())n +
n:

Eger xo = 0 ise seriye Maclaurin a¢ilimi olarak adlandirilir.
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Tamm 3 Iki degiskenli bir fonksiyonun (x, y) = (xq, yo) civarindaki Taylor acilimi

fx,y) = f(x0,y0) + fa(x0, yo)(x = x0) + fy(x0, Y0)(y = yo)

N Frx(x0,70)(x = x0)* + frey(x0, y0)(x = X0)(y = y0) + fyy(x0, ¥0)(y = y0)?
2!

+ ...

seklindedir.

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliinde temel kavramlar verilmistir.
Ikinci boliimde onceki calismalar ifade edilmistir. Uciincii béliimde, diferansiyel

doniistim metodu ve ilgili parametreler tanitilmistir. Dordiincii boliimde,

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x,y)u + d(x,y)

uuy + b(x,y)u, = d(x,y)

a(x,y)uy + uuy = d(x,y)

a(x, y)ux + b(x, y)uy = f(u)

Uy + b(x, )y + c(x, y)ux + d(x, y)uy = h(x,y)
yapisina sahip lineer ve lineer olmayan birinci ve ikinci mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin klasik c¢oziimleri veren formiillerin analogu olan yeni formiiller

diferansiyel doniisim metodu ile verildi. Son olarak, elde edilen sonuclar

degerlendirilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Diferansiyel doniigsiim metodu lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlere
kolaylikla uygulanabilir. Bu metotla, gereksiz hesaplamalara girmeden tam ¢oziimler
kolaylikla elde edilebilir. Matematik ve matematiksel fizik ve daha bir ¢ok alanda
problemlerin cogu diferansiyel denklemler olarak formiile edilir. Birinci ve ikinci
mertebeden veya daha yiiksek mertebeden matematiksel fizikte bircok uygulama
alanina sahip denklemler vardir. Bu denklemlerin degisik varyasyonu olan ve pratikte
uygulamalara sahip olan ve simdiye kadar Diferansiyel Donilisim Metodunun
uygulanmadig1 problemler ele alinarak irdelenecektir.

Diferansiyel denklemler teorisi dogada gercek hayat problemlerini formiile eden
en temel enstriimanlardan biridir. Ayrica, matematik, miihendislik, mekanik, fizik ve
diger sosyal bilimlerde de yaygin bir kullanima sahiptir. Sistem konumun degisim
orani ve konumu iceren bir denklem tarafindan idare ediliyorsa sistemin modellemesi
genellikle ya bayagi diferansiyel denklemler (BDD) ya da kismi diferansiyel denklemler
(KDD) ile ifade edilir. Bu diferansiyel denklemlerin uygulama alanlar1 i¢in kaynaklar
oldukc¢a zengindir. Bunlardan bir kac1 (Debnath, 1997; Logan, 1994; Whitham, 1974)
olarak siralanabilir.

Yar1 analitik metot olan diferansiyel doniisiim metodu ilk olarak (Zhou, 1986)
tarafindan elektrik devre analizindeki lineer ve lineer olmayan problemlere uygulanarak
geligtirilmistir. Literatiirde “Differential Transform Method” olarak bilinmektedir. Bu
metot kismi diferansiyel denklemlerde ve bayagi diferansiyel denklemlerde siklikla
kullanilmaktadir (Ayaz, 2004; Davis, 1962; Wazwaz,2006).

Ayrica, bu tezde ifade edilen benzer problemlerin degisik metotlarla ¢coziimii igin
(Tanriverdi, 2019; Tanriverdi ve Agiraga¢ 2018; Tanriverdi, 2018; Tanriverdi, 2017;
Tanriverdi ve Mcleod 2010; Tanriverdi, 2009; Tanriverdi ve Mcleod 2008; Tanriverdi
ve Mcleod 2007) caligmalarina bakilabilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu kisimda, bayag1 ve kismi diferansiyel denklemlerin arzu edilen ¢oziimlerini
elde etmek icin diferansiyel doniisiim metodu ile ilgili bilinen teori kayit altina
alinacaktir. Literatiirde bu konuda yazilmig kitap ve yayimlanmis makalelerden

istifade yoluna gidilecektir.

3.1. Bir boyutlu diferansiyel doniisiim metodu

Ik olarak bir boyutlu diferansiyel doniisim metodu tanmimlanacaktir.
Uygulamalar hari¢ asagidaki temel tanimlar ve teoremler (Zhou,1986; Chen ve Ho,

1996) kaynaklarindan derlenmistir.

Tanim 4 (Zhou, 1986)
f(x) analitik ve tek degiskenli fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu F(k)

olmak iizere;

dr
A = |40 e G

seklindedir. (k) nin ters diferansiyel fonksiyonu
()= ) = x0) F(k) (3.2)
k=0

(2) esitliginde (1) esitligi yerine yazilarak

o
f=y Eo)
k=0 )

(3) esitligi elde edilir. xy = 0 icin

dk
dxkf(x)] - (3.3)

k
A = [0 G4
— xk [ dk
f(X)kZ:(:) a [wf(x)] lx0=0 (3.5)
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olur. f(x) fonksiyonu ,

o0

fy= > xF(k)

k=n+1
ifadesi kalan terim oldugundan

Fx) = ) x*F(k) (3.6)

k=0

sonlu seri seklinde de yazilabilir.

3.2. Bir boyutlu icin temel teoremler

Diferansiyel doniislim metodunun uygulamalar1 i¢in kullanilabilecek teoremler

verilmistir.

Teorem 1 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)

A sabit y(x) analitik foksiyon ise f(x) = Ay(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii
F(k) = AY (k)
seklindedr.

Ispat 1 A sabit ve y(x) analitik fonksiyon f(x) = Ay(x)

1 [ dk 1 [ d*
F(k) = il [ﬁﬂy(x)] lx=0 = Efl ﬁy(X)] x=0
F(k) = AY (k)

seklinde bulunur.

Teorem 2 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)
y(x) ve z(x) analitik fonksiyon ise f(x) = y(x) = z(x) fonksiyonunu diferansiyel

donlislimii
F(k)=Y(k) £ Z(k)

seklindedr.
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Ispat 2 y(x) ve z(x) analitik fonksiyon

k
RO = | 002200 o
d* k
= 0| b | et b
F(k) = Y(k) = Z(k)

seklinde bulunur.

Teorem 3 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)

y(x) analitik fonksiyon ise f(x) = dfi—(;) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii
F(k)=(k+1)Y(k+1)
seklindedr.

Ispat 3 y(x) analitik fonksiyon

1 [ d* dy(x) 1 [ gkt
F(k) = o [W Zxx =0 = 7 [dxk“ y(x)] lv=0
_ Ak +1) [ dM! ~ Jk+1
= A+ D dx"“y(x) lx=0 = (k + D(k ) [dxk+1y(x)] =0
F(k)y = (k+1Y(k+1)

seklinde bulunur.

Teorem 4 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)

y(x) analitik foksiyon ise f(x) = % foksiyonunun diferansiyel doniigiimii
F(k)=(k+1)(k+2)Y(k+2)

seklindedir.

Ispat 4 y(x) analitik fonksiyon

dk d2 dk+2
P = |2 1 = |
1k +1)(k +2) | dk*?
FO = o) | a2 ™| =
1 dk+2
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F(k)=(k+ 1)k +2)Y(k +2)
seklinde bulunur.

Teorem 5 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)
y(x) analitik fonksiyon ise f(x) = %Ef) fonksiyonunun diferansiyel dontisiimii
(k + n)!

F) = =5

Y(k +n)
sekindedir.

Ispat 5 y(x) analitik fonksiyon

F(k) _ i [dkamy(x) 1 [dk+n

k!'| dxkdxn =0 = k! | dxkn
(k+1D)(k+2)(k+3)...(k+n)
Kl(k+1)(k+2)(k+3)...(k+n)
(k+1)k+2)(k+3)...(k+n)

y(x)] ‘x=0

dk+n
dx’”” y(x)] |x=0

dk+n
dxk+” y(x):| |X:0

(k + n)!
Fk)y = (k+1)(k+2)(k+3)...(k+n)Y(k+n)
Foy = & ;n)!Y(k +n)

seklinde bulunur.

Teorem 6 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)
y(x) ve z(x) analitik fonksiyon ise f(x) = y(x)z(x) fonksiyonunun diferansiyel

doniislimii

k
F(k) = Z Y(r)Z(k - r)
r=0

seklindedir.

Ispat 6 y(x) ve z(x) analitik fonksiyon
k=0 i¢in

FO) = 5 D] oo = YO)Z0)
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k=1 icin

%di [y()z(0)] =0 = [y'(¥)2(x)] lx=0 + [y(x)2" ()] le=0
L ax

= Y(1)Z(0)+Y(0)Z(1)

FQ) =

k
F(k) = > Y()Z(k-r)
r=0
seklinde bulunur.

Teorem 7 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)
y1(x), y2(x), y3(x) analitik fonksiyonlar ise f(x) = yi(x)y2(x)ys(x) fonksiyonunun

diferansiyel doniistimii

ks ko

F(k) = Z Z Y1 (k1)Ya(ko — k1)Y3(k — ko)

ko=0 k1=0

seklindedir.

Ispat 7 yi(x), y2(x), y3(x) analitik fonksiyonlar
k=0 icin

F(0) = %[)’1(36))’2(36))’3(36)] =0 = Y1(0)Y2(0)¥3(0)

k=1 i¢in
F() = %d% [y1(x)y2(2)y3(0)] Le=0 = [¥](0)y2(x)y3(x)] x=0
+ [y1(x0)y5(x)y3(0)] le=o0 + [y1(x)y2(x)¥5(x)] le=0
= h(DX2(0)%5(0) + 1(0)Y2(1)¥5(0) + ¥1(0)Y2(0)¥5(1)
ks ko
F(k) = ) > Nk)Ya(ka = k)¥s(k = ko)
k2=0 k1=0

seklinde bulunur.

Teorem 8 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)
y1(x), y2(x), y3(x), . ..,yn(x) analitik fonksiyonlar ise
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f(x) = y1(x)y2(x)ys(x) ... yu(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

ks ko

F(k) = Z Z Z Z Y1 (k1)Yo (ks — k1)

kp-1=0 k,,_o=0 k2 0 k1=0
n l(kn 1= n 2)Y (k kn—l)

seklindedir.

Ispat 8 yi(x), y2(x), y3(x). .. ya(x) analitik fonksiyonlar
k=0 i¢in

F(0) = - [y1(X)y2(X) V=) (X)ya(0)] =0 = Y1(0)%2(0) . . . ¥,-1(0)¥,(0)

k=1 i¢in
FO) = 5 D@y ()
= [ )y2(%) . .. yuc1 () yn(2)] le=o + [y1(0)¥5(x) - - Yue1(x)yn(x)] le=0 + - .-
+ [y1(xX)y2() ..y () yn ()] =0 + [y1(X)y2(x) - . yu1(X)¥5(2)] le=0
= H1(DY2(0)...%,-1(0)%(0) + Y1(0)¥a(1) + - - - + ¥,-1(0)Y,(0) + Y1(0)
15(0) . . . Y1 (1DY(0) + Y1(0)¥2(0) . . . ¥,-1(0)Y, (1)
k=2 icin

F2) = h(HBDY30)...Y0) + Yi(D)Y2(0)¥3(1) + - - - + F,(0) +
-+ Y1(1)Y(0)Y3(0) . .. %,(0) + Y1(0)¥a(0)¥3(0) . . . Y(1) +
Y1(0)Ya(DY3(1) . .. ,(0) + 1 (0)Ya(1)¥3(0)Y4(1) . .. Yo(0) +
-+ 11(0)(D)Y3(0) ... Yu(1) + - - - + Yi(0)1a(0)Y3(0) . . . Yu(2)

bu sekilde devam edilerek

k ks ko

F(k) = Z Z Z Zyl(kl)YQ(kQ—kl)

kn-1=0 k;—2=0 ko=0 k1=0
n 1(kn 1_ n— Q)Y (k kn—l)

bulunur.

Teorem 9 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)
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A sabit ise f(x) = e fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii
/lk
seklindedr.

Ispat 9 A sabit

1 dk Ax 1 k k (Ax)k
F(k) = F [ﬁe ]lxzo = F/l (lne) e

/1k
o=

seklinde bulunur.

Teorem 10 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)

f(x) analitik fonksiyon A sabit ise f(x) = a** fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii
A "
F(k) = F(ln a)
seklindedir.

Ispat 10 A sabit f(x) analitik fonksiyon

1[d* 1Y ook _ Lok
F(k) = F[ﬁa ]lx:()za/l (lna)a :F/l
/lk
F(k) = F(lna)k

seklinde bulunur.

Teorem 11 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)

f(x) analitik fonksiyon A sabit ise f(x) = e***? fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

k-,
F(k) = F@
seklindedir.
Ispat 11
1[d* 1Y k b (Ax)k
F(k) = 7l [ﬁe lx=0 = H/l (Ine)*e’e
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/1k

F(k) 7

seklinde bulunur.

Teorem 12 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996)

f(x) = x™ fonksiyonunun diferansiyel doniigiimii

1,
0, k+m

k=m

F(k) = 6(k —m) = {

seklindedir.

Ispat 12 k < m icin

- 1 dk m _
F(k) = PR =0 = [m(m — 1)
0
= F = O
k > m igin
1[dd
F(k) = Pl [ﬁx ] lx=0 = [m(m — 1)
0
= F =0
k=m i¢in
1[dk
PO = |l = ton =)
m! m!
= F = % =
buradan
1, k=m
F(k)=6(k —m) =
0, k+m

seklinde bulunur.

e (m = (k= 1))x" K] o

- (m = (m = 1)0)] [x=0

- (m = (m = Dx")] =0

Teorem 13 f(x) = sin(wx + a) fonksiyonunun diferansiyel dooniisiimii

wk

F(k):Fsin — +a

(7]



3. MATERYAL ve YONTEM Ayse BiZ

seklindedir.
Ispat 13
1[d*
F(k) = 7l [d - sin(wx + @) | [x=0
k=0 i¢in
1 1
F(0) = ol [sin(wx + @)] |x=0 = o sina = sina
k=1 icin
1|d
F() = T d—sm(wx + @) |x=0 = i [w cos(wx + @)] |x=0 = wcosa
n(5+e)
= wsin|=
5 te
k=2 icin
1 2 -1
F(2) = 02 sin(wx + @) | |x=0 = =T 2 sin(a)
a)2 2n
= —sin|—+a
(5
k=3 i¢in
1] d? -1
F3) = 3 [d 7 sin(wx + @) | |x=0 = ya) 3 cos(a)
w? 3 N
= —sin|—
Tl

bu sekilde devam edilerek ,

seklinde bulunur.

Teorem 14 f(x) = cos(wx + @) fonksiyonunun diferansiyel doniigtimii
k

F(k) = cu—cos (% + a/))

seklindedir.
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Ispat 14 k=0 icin

1 1
F(0) = @ [cos(wx + @)] |x=0 = a COS @ = COS

11d _
F(l) = F [E Cos(a)x + a) |x=0 = 1—(;)sin(a/) = W COS (g + a,)
k=2 i¢in
1[d? 2 2 9
F(2) = 5 [E COS((,L)X + a’) |x:0 = Q—CL') COS(Q’) — % CcOS (77[ + Q)

bu sekilde devam edilerek,

w* nk
F(k) = FCOS (7 +a)

seklinde bulunur.

Teorem 15 (Chen ve Ho, 1996)

f(x) = sinh(Ax) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

0, kciftise
it k tek ise

seklindedir.
Ispat 15
Ax _ ,—Ax
f(x) = sinh(Ax) = ¢ 26
1 dk ‘ 1 dk e/lx _ e—/lx
Flk)y = & [ﬁ sinh(1x)| =0 = 17 [dxk ( 5 )] lx=0
_ LA =t
20k &
k tek ise
/lk
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k cift ise
F(k)=0
buradan
0, kciftise
Fly=1{ . |
o k tek ise

seklinde bulunur.

Teorem 16 (Chen ve Ho, 1996)

f(x) = cosh(Ax) fonksiyonunun diferansiyel doniigiimii

0, ktekise

7 kciftise
seklindedir.
Ispat 16
Ax _ ,—Ax
f(x) = cosh(Ax) = %
1| a* 1[d* [e™ +e ™
F(k) = 7 [ﬁ COSh(/lx)] =0 = 4 [dxk ( 5 )] =0
1 /lk _\k
_ L[
2| k! k!
k cift ise
/lk
k tek ise
F(k)=0
0, ktekise
F(k) = k
%, k cift ise

seklinde bulunur.
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3.3. Iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu

Iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu tamimlanacaktir. Uygulamalar harig
asagidaki temel tanimlar ve teoremler (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1996) kaynaklarindan

derlenmistir.

Tanmm 5 f(x,y) analitik iki degiskenli fonksiyonunun diferansiyel doniisiim
fonksiyonu F'(k, h) olmak iizere;

1 [6"+”f (x,y)

FUI = 051 | axkayh

] lx =0,y =0) (3.7)

seklindedir. F'(k, h)’nin ters diferansiyel doniigiim fonksiyonu

flx,y) = F(k, h)x*yh (3.8)

Ms
M#

k

Il
o
=
Il
[en)

seklindedir. (7) esitligi (8) esitliginde yerine yazilarak

SholR N CANICS))
f(x’y):;)hz_é k!h![ axkayh ]xkyh &=

(9) esitligi elde edilir. f(x,y) foksiyonu ,

Foy)= Y > Fkhx*y"
k=n+1 h=n+1

ifadesi kalan terim oldugundan

Fooy) =D ) Flkh)xty! (3.10)

k=0 h=0

sonlu seri seklinde yazilabilir.

3.4. ki boyutlu icin doniisiim teoremleri

Iki boyutlu diferansiyel déniisiim icin kullanilabilecek teoremler verilmistir.

Teorem 17 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1999)

u(x,y),v(x,y)analitik fonksiyonise f(x,y) = u(x, y)+v(x,y) fonksiyonunu diferansiyel
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doniistimii

F(k,h) = U(k, h) = V(k, )

seklindedir.
Ispat 17
1 [0%" f(x,y)
F(k,h) =
T T
1 [0 Muxy) £ v(x,y))
= W | dxkayh ooy
1 [0 u(x,y) = 0"*"v(x,y)
= + l(0.0)
k'h! | Oxkoyh dxkoyh ’
1 [0% " u(x,y) 1 [0%Mv(x,y)
= o) £
KA | " axkayh | OO F 1Thl | Taxkay
Flk,h) = Uk h)+ V(k,h)

seklinde bulunur.

Teorem 18 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1999)

u(x,y) analitik fonksiyon ve A sabit ise f(x,y) = Au(x,y) fonksiyonunun diferansiyel

dontistimii

F(k,h) = AU(k, h)

seklindedir.
Ispat 18
L [0 f(x,y)
F(k,h) =
Tl T
1 [ 0% Au(x, y) |
T kIR axkayh |00
A [ 0% u(x, y) |
T kIR | gxkayh |19
F(k,h) = AU(k,h)

Teorem 19 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1999)
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u(x,y) analitik fonksiyon ise f(x,y) = % fonksiyonunun diferansiyel dontisiimii

F(k,h) = (k + DU(k + 1, k)

seklindedir.
Ispat 19
1 5k+h6u(g);y)
Fieh) = 001 | axkayn | 00
(k+1) [0 u(x,y) |
(k + DIl | axkrigyn |00
F(k,h) = (k+1D)U(k + 1, h)dir.

seklinde bulunur.

Teorem 20 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1999)

v(x,y) analitik fonksiyon ise f(x,y) = %);’y) fonksiyonunun diferansiyel dontisiimii

Flk,h) = (h + DV (k,h + 1)

seklindedir.
ispat 20
ak+hw
F(k,h y
(1) k\h!'| dxkoyh l00)
(h+1) ak+h+1u(x,y) |
(h+ D! | Oxkoyh+! (0.0)
F(k, h) = (h + l)V(k,h + 1)dir.

Teorem 21 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1999)

u(x,y) analitik foksiyon ise f(x,y) = a;;sru 6();? ) fonksiyonunundiferansiyel doniigiimii

F(k,h)=(k+1)k+2)...(k+r)h+1)h+2)...(h+s)Uk +r,h+5)

seklindedir.
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Ispat 21

1 6k+har+sw(x’y)
k'h! | 0xk0yhoxrdys
3 [(k+ Dk+2)...(k+r)(h+1)h+2)...(h+s)Uk +r,h+s)
B (k+r)l(h+s)

F(k,h) =

l(0.0)

ak+h+r+s
X W] l0.0)
=k+1D)k+2)...(k+r)h+1)(h+2)...(h+s)Uk +r,h+5)

seklinde bulunur.

Teorem 22 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1999)
u(x,y),v(x,y) analitik fonksiyon ise f(x,y) = u(x, y)v(x,y)

fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

k h
F(k,h) = Z Z U(r,h — s)V(k - r,s)

r=0 s=0
seklindedir.
Ispat 22
F(0,0) = [u(x,y)v(x,y)]l00 = U0,0)V(0,0)
1 0 1
F(1,0) = 110 7 [u(x, y)v(x, ¥)] |(0,0) = o1 [uxv + veu] 00
= U(1,0)V(0,0)+ V(1,0)U(0,0)
1 92
F(1,1) = 1111 920y [u(x, y)v(x,3)] l0.0)
1
= CTiT [uxyv + Uxvy + Veyu + vxuy] l(0,0)
= U(1,0)V(0,0)+ U(1,0)V(0,1) + V(1,1)U(0,0) + V(1,0)U(0,1)
2
F(2, 0) = 2|0| Ix a9 [u(x y)v(x y)] |(00) [UxxV + UV + Vixlt + Vyliy] |(0,0)
= U(2,0)V(0,0)+ U(1,0)V(1,0) + V(2,0)0U(0,0)
1 93
F(271) = 2|1| Ox 2(9 [u(x y)v(x )’)] |(00)

= [uxxyv + Uy Vy + UpViy + Ugy Vi + Vixyll + vxxuy] l(0.0)
= U2,1)V(0,0) + U2,0)V(0,1) + U(1,1)V(1,0)
+V(2,1)U(0,0) + V(2,0)U(0,1) + U(1,0)V(1,1)
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bu sekilde devam edilerek

h
Z U(r,h—s)V(k-r,s)

k
Flk,h) =
r=0 s=0

seklinde bulunur.

Teorem 23 (Ayaz, 2003)
u(x,y),v(x,y), w(x,y) analitik fonksiyonlar ise

f(x,y) = u(x, y)v(x,y)w(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniigiimii

k k-r h h-s
F(k,h) = Z Z Z Ulr,h — s — p)V(t,5)P(k = r —t,p)
r=0 t=0 s=0 p=0
seklindedir.
Ispat 23
f(xy) = ulx,y)v(x,yise
k h
F(k,h) = Z Z U(r,h — s)V(k — 1, s)
r=0 s=0
flxy) = ulx,y)v(x, y)w(x,y)ise
k k-r h h-s
Flh) = >3 33 Ulrh=s=p)V(t,s)(k —r—1,p)
r=0 t=0 s=0 p=0

seklinde bulunur.

Teorem 24 (Zhou, 1986; Chen ve Ho, 1999)

f(x,y) = x™y" fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

1, k=mveh=n
F(k,h) =6k —m,h—n) =6k —m)6(h—n) =
0, k+mveyah+n

seklindedir.
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Ispat 24 k < mve h < nise

F(k, h)

k'h! Oxk+h

0
am =

k>mveh > nise

1 la% + h)x"y"

F(k, )

k!h! O xk+h

0
am =

k=nveh=nise

1 [a% + h)x™y

1 [0% + h)x™y
F(k.h) k!h! [ Oxk+h
m!h!  m!h!
T kR T omla
buradan

1
F(k,h) =6k —m,h—n) =6k —m)6(h—n) =
0, k+mveyah+n

seklinde bulunur.

Teorem 25 (Ayaz, 2003)

u(x,y), v(x,y) analitik fonksiyon ise f(x,y) =

fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

k h
F(k,h) = ZZ(r + D)k -r+ DU+ Lh-s)V(k—r+15)

r=0 s=0

seklindedir.

] l(0.0)

] l(0.0)

[m(m—1)...(m—=(m-1))n(n—1)...(n — (n = 1))0] |00

] l(0.0)

20

k=mveh=n

du(x,y) dv(x,y)

[m(m —1)...(m— (k= 1)nn - 1)...00 — (h = 1)x" 5y |00)

[m(m —1)...(m = (m=1)n(n-1)...(n - (n—-D)x""y""] o)
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Ispat 25
Ou(x,y)
floy) = === Fkh) = (k+ DUk +1h)
flxy) = av((;;, Y o Pk = (k + DV(k + 1 1)
k h
Foy) = wxywxy) = Flkh) = > Ulrh=s)V(k - r,s)
r=0 s=0
9 9
flay = D)
k h
F(k,h) = Z r+D)(k-r+0)U@r+1Lh=-s)V(k—r+15)
r=0 s=0

seklinde bulunur.

Teorem 26 (Ayaz, 2003)
u(x,y), v(x,y) analitik fonksiyon ise f(x,y) = %ﬁ’”%};’y}

fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

k h
F(k,h) = ZZ(H Dh-s+ DU h—s+D)V(k-rs+1)

r=0 s=0
seklindedir.
Ispat 26
du(x, y)
f(x,y) = = F(k,h) = (h+ DUk, h + 1)
fny) = ‘”gx’y ) & Fkoh) = (h+ D)WV (ko + 1)
k h
fxy) = ulx,yv(x,y) = F(k,h) = Z Z U(r,h — s)V(k —r,s)
r=0 s=0
_ Ou(x,y) 9v(x,y)
f(x’ )’) - (9)7 8)7 =
k h
F(k,h) = Z (s+1D)(h—s+ 1)U h—s+1)V(k—rs+1)
r=0 s=0

seklinde bulunur.

Teorem 27 (Ayaz, 2003)
u(x,y), v(x,y) analitik fonksiyon ise f(x,y) = %%ﬁ’y)

21
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fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

k h
F(k,h) = ZZ(h s+ Dk=r+ DUk =r+1Ls)V(r,h—s+1)
r=0 s=0
seklindedir.
Ispat 27
du(x,y)
fley) = T2 = F(kh) = (k+ DU +1,h)
flxy) = ‘”gx’y ) Pl h) = (h+ D)V (K h+1)
Kk h
f(x,y) = ulx,y)wv(x,y) = F(k,h) = Z Z Ur,h—s)V(k—-r,s)
r=0 s=0
_ Ou(x,y) dv(x,y)
f(x’ )’) E ax ay =
k h
F(k,h) = ZZ(h s+ D)k—r+ DUk =r+1Ls)V(r,h—s+1)
r=0 s=0

seklinde bulunur.

Teorem 28 (Ayaz, 2003)
u(x,y), v(x,y) ve w(x,y) analitik fonksiyonlar ise

f(x,y) = u(x, y) =522 av(x ) 6“’()‘ dolxy) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

k k-r h h-s
F(k,h) = Z (t+D)k=r—t+D)U(rh=s—-p+ D)Vt +1,8)Pk-r—1+1,p)
r=0 t=0 s=0 p=0
seklindedir.
Ispat 28
flx,y) = ulx,y) = F(k,h) = U(k,h)
Ou(x,
flxy) = —”((;; Y o Fkoh) = (k + DU + 1, 1)
flxy) = a‘“;x’y ) &y F(koh) = (k + Deolk + 1, 1)
y
k k-r h h-s
F(k,h) = Z Z (t+D)k=r—t+D)U(rh=s—p+D)V(t+1,5)¥k—r—1+1,p)
r=0 t=0 s=0 p=0
seklinde ifade edilir.

22
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Teorem 29 (Ayaz, 2003)

u(x,y), v(x,y) ve w(x,y) analitik fonksiyonlar ise f(x,y) = u(x,y)v(x, y)%
fonksiyonunun diferansiyel doniistimii
k k-r h h-s
F(k,h) = Z Z(k —r—t+2k—-r—t+ DU h—s-pV(Et,s)Pk—r—t+2,p)
r=0 t=0 s=0 p=
dir.
Ispat 29
f(x,y) = u(x,y)= F(k,h) = U(k,h)
f(x,y) = v(x,y)= F(k,h)=V(k,h)
0*w(x,
flx,y) = # = F(k,h) = (k +2)(k + 1)¥(k + 2,h)
X
Fy) = ulxywx y)wlx,y) =
k k-r h h-s
F(k,h) = ZZ Z(k —r—t+ Dk —r—t+ 1)U h—s—pV(t,s) Pk —r—1t+2,p)
r=0 t=0 s=0 p=0
seklinde ifade edilir.

Teorem 30 f(x,y) = x"e? fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

ah
F(k.h) = 5(k = m)

dir.
Ispat 30
f(x) = x™vef(y)=e“ olsun.
f(x) = x" = F(k)=6k-m)
h
f0) = &= Fy =5
h
w(x,y) = x"e" = W(k,h) = %5(k —m)

Teorem 31 f(x,y) = ¢’ fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

h(_1\k
Fk.h) = %( kll)

dir.

23
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Ispat 31
f(x) = € ve f(y)=¢" olsun.
- (-DF
f(x) = e = Fk)= o
h
o) = &= F)=
h(_1\k
ey = @ = Rk =

Teorem 32 (Ayaz, 2003)

u(x,y),v(x,y) analitik fonksiyonlar ise f(x,y) Pvly)

u(x,y)—5 7~ fonksiyonunu

diferansiyel doniistimii

k h
F(k,h) = Z Z(k —r+2)k—r+ DU h=sV(k =7 +2,5)
r=0 s=0

dir.
Ispat 32

f(x,y) = u(x,y)ise F(k,h) = U(k, h)

flx,y) = % = F(k,h) = (k +2)(k + 1)V(k + 2, h)

k h
f(x,y) = ulx,y)v(x,y) = F(k,h) = W(k,h) = Z U(r,h—s)V(k—r,h)
r=0 s=0
9%v(x,
flen = ey 5D o
k h
F(k,h) = Z Z(k —r+2)(k—r+ DU h—s)V(k -7 +2,h)
r=0 s=0

seklinde ifade edilir.

3.5. m Boyutlu diferansiyel doniisiim metodu

m boyutlu diferansiyel doniisiim metodu tanimlanacaktir.

Tanmm 6 f(x,x2,x3,...,x,) analitik ve m degiskenli fonksiyonunun diferansiyel

doniisiim fonksiyonu F'(ky, ko, ks, . . ., k;;) olmak iizere;
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1 6k1+k2+k3+"'+kmw(x1, X2, X35+« + s Xpm)

F(ky, ko, ks, ..., ky) =

= l(0,00,..0
Akl kal | axtoxtiax o (0000

(3.11)

seklindedir. F(ky, ko, ks, . . ., ky) nin ters diferansiyel doniigiim fonksiyonu

F(x1, X2, X3, ...y X)) = i i i . i F(ky,ko,ks,. .., m)x1 x§2x§3...x,/§,’"

k1=0 k2=0 k3=0 km=0

seklindedir. (15) esitligi (16) esitliginde yerine yazilarak,

J(x1, %2, X3, .0, Xm) = Z Z Z Z kl'kz'k:), k!

k1=0 k2=0 k3=0

3k1+k2+k3+'”+k’"f(xl,)€2, X35+ s Xm)

1.9..k2 ki
(9x1 0x, (9x ... 0xy,

l0.00...00 (3.13)

(17) esitligi elde edilir. f(xy, xo,x3,. .., Xx;;) fonksiyonu

FOr, 2, X3, ) = Z Z Z Z F(kr, ko, ks k)

k1=n+1 ko=n+1 kz=n+1 km=n+1
k1 ko k3 km
DR A

ifadesi kalan terim oldugundan
f(xla X2, X3, . xm) - Z Z Z Z F(kl’ k?a k3, oo m)xl Xo X§3 s xr]:lm
k1=0 k2=0 k3=0
(3.14)
sonlu seri seklnde yazilabilir.

3.6. Uc boyut icin doniisiim teoremleri

Uc boyutlu diferansiyel doniisiim icin kullanilabilecek teoremler verilmistir.

Teorem 33 (Ayaz, 2004)
u(x,y,t), v(x,y,t) analitik fonksiyonlar ise f(x,y,r) = u(x,y,t) £ v(x,y,t)
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fonksiyonunun diferansiyel doniistimii
F(k,h,m) = U(k,h,m) = V(k,h,m)

dir.

Ispat 33

1 ’ak+h+mf(x’ y, t)
k'him! | dxkoyhorm ] l0.00)

L [0k (u(x, y,1) + v(x,y.1)

~ klhlm! | Axkayhorm ] l0.00)

1 ’ak+h+m(u(x, y, t) 1

F(k, h,m)

6k+h+m(v(x, Y, t)

T khml | axkayham ]l(o’o’o)ik!h!m!
F(k,h,m) = U(k,h,m)+V(k,h,m)

Teorem 34 (Ayaz, 2004)

dxkoyhorm

u(x,y,t) analitik fonksiyon ise f(x,y,t) = Au(x,y,t) fonksiyonunun diferansiyel

dontisimi

F(k,h) = AU(k, h,m)
dir.
Ispat 34

1 ’ak+h+mf(x’ y, l‘)
k'him! | axkoyhorm ] l0.00)
1 >0k+h+’nﬂu(x, y’ l’)
T Knml | axkayh ] l000)
A [0 u(x, y,1)
F(k,hym) = AUk h,m)

F(k, h,m)

Teorem 35 (Ayaz, 2004)

u(x,y,t) analitik fonksiyon ise w(x,y,t) = w fonksiyonunun diferansiyel

doniislimii

W(k,h,m) = (k + 1)U(k + 1, h,m)
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dir.
Ispat 35

[ ak+h+mau(x’y’t)
F(k,hym) = L Ox

i A
_ 1 ’6k+h+mau(x’ ¥, t) | _ (k + 1) ak+h+m+1u(x, y, t) |
Khlm! | axktayham | 'O T (+ Dinlm! |~ axkriayhgm | @0

F(k,h,m) = (k+ DUk +1,h,m)

Teorem 36 (Ayaz, 2004)

ou(x,y)
dy

u(x, y,t) analitik fonksiyon ise f(x,y,t) = fonksiyonunun diferansiyel doniistimii

F(k,hym) = (k+1)k+2)...(k+r)(h+1)h+2)...(h+s)(m+1)(m+2)...(m+p)

Uk+r,h+s,m+p)

seklindedir.
Ispat 36
[ ak+h+mau(x’y,t)
Flkahm) = — o
(ks hom) = ml | Gxkayhaem | 100
B 1 [okmau(x, y,1)
= Kihiml | axkayhigm | 00
(h + 1) ak+h+m+1u(x’y’ l‘) |
(h+ Dlhlm! | axkayr+igm | @0
F(k,hym) = (h+1)U(k,h+ 1,m)

Teorem 37 (Ayaz, 2004)
u(x,y,t) analitik fonksiyon ise f(x,y,t) = %ﬁfggf fonksiyonunun diferansiyel

doniisiimi

F(k,hom) = (k+1)k+2)...(k+r)h+1)h+2)...(h+s)(m+1)(m+2)...(m+p)

Uk+r,h+s,m+p)

dir.
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Ispat 37

JFxp,1)
F(k,h,m)

F(k, h,m)

F(k, h,m)

0r+s+Pu(x’ y,t ak+h+mf(x, y, l‘)
T A 4. <ca.n F k, h, =
ﬁxraysatp = ( m) [ axkayhatm |(0,0,0)
1 ak+h+m 8r+s+pu(x, y, l‘)
k!h!m! [kaayhatm AXTOysdtp ” l000)

k+D)(k+2)...(k+r)h+1D)(h+2)...h+s)m+ D)(m+2)...(m+ p)
(k +r)!(h+ s)l(m + p)!

ak+r+h+s+m+pu(x’ y, l)
[ axk+rayh+satm+p ] |(0’0’0)
k+1)k+2)...(k+r)(h+1)h+2)...(h+s)m+1)m+2)...(m+p)

Uk+r,h+s,m+p)

Teorem 38 (Ayaz, 2004)

u(x,y,t), v(x,y,t) analitik fonksiyonlar ise f(x,y,t) = u(x, y,t)v(x, y,t) fonksiyonunun

diferansiyel doniistimii

F(k,h,m) = zk: Zh: i U(r,h —s,m —p)V(k —r,s,p)

dir.
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Ispat 38

fx,p,1)
F(k,h,m)

F(0,0,0)

F(1,0,0)

F(1,1,0)

F(1,1,1)

F(2,0,0)

u(x, y,t)v(x, y,t)
1 6k+h+mf(x, y.1) |
kK\hlm! | dxkayhorm (00.0)
010101 [u(x, y,)v(x,y,0)] 000 = U(0,0,0)V(0,0,0)
10101 9 106 Y- 0.y, 0] lo00) = [y + viu]

U(1,0,0)v(0,0,0) + V(1,0,0)U(0,0,0)
2
T3 B3 DV 30 o) = [ty + vy vt + ]
U(1,1,0)v(0,0,0) + U(1,0,0)V(0,1,0) + U(0,0,0)V(1,1,0) + U(0,1,0)V(1,0,0)
1 93
111! 9xdyot
[UiyzV + UxyVi + UntVy + UnVyr + UysV + UpViy + Uy Vy + Uy V]

[u(x, y,t)v(x,¥,0)] 0,00)

U(1,1,1)V(0,0,0) + U(1,1,0)V(0,0,1) + U(1,0,1)V(0,1,0) + U(1,0,0)V(0, 1, 1)

+U(1,1,1)V(0,0,0) + U(0,0,1)V(1, 1,0) + U(1,0,1)V(0, 1,0) + U(1,0,0)V(0,1,1)

1 92
210101 522 [u(x, y, )v(x, v, )] 10,0,0) = [UxxV + upvy + uvyy]

U(2,0,0)V(0,0,0) + U(1,0,0)V(1,0,0) + U(0,0,0)V(2,0,0)

bu sekilde devam edilerek f(x,y,t) = u(x,y,t)v(x,y,t) fonksiyonunun diferansiyel

doniistim fonksiyonu

F(k, h,m)

= Zklzh:iU(r,h—s,m—p)V(k—r,s,p)

seklinde ifade edilir.

Teorem 39 (Ayaz, 2004)

u(x,y,t), v(x,y,t) analitik fonksiyonlar ise f(x,y,t) = e oy fonksiyonunun

Ou(x.y.) Ov(x,y.1)

diferansiyel doniistimii

h m
F(k,h,m) = ZZZ(k—r+ Wh-s+D)Uk-r+1,s,p)V(r,h—s+1,m-p)

dir.

=0 s=0 p=0
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Ispat 39

flx,y,t) = W = F(k,h,m) = (k + DU(k + 1, h,m)

f(x,y,t) = W:>F(k,h,m):(k+1)U(k+1,h,m)

f,y,t) = ulx,y,t)v(x,y,t) = F(k,h,m) = i Zh: i U(r,h—s,m—p)V(k—r,s,p)
r=0 s=0 p=0

formiillerinden yararlanilarak

Ou(x,y,t) 0v(x,y,t)
ox oy

fley,0) =

fonksiyonunu diferansiyel doniisiim fonksiyonu

F(k,h,m) = Zklzhlzml U(r,h—s,m—p)V(k —r,s,p)

seklinde ifade edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ayse BiZ

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Burada, diferansiyel doniisiim metodu asagidaki yapiya sahip lineer ve lineer
olmayan birinci ve ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlere uygulanarak elde

edilen yeni sonuclar ifade edilmistir

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x,y)u + d(x, y)

uuy + b(x,y)u, = d(x,y)

a(x,y)uy +uuy = d(x,y)

a(x, yJuy + b(x, y)uy = f(u)

Upx + b(x, y)uy, + c(x, y)ux + d(x,y)uy, = h(x,y).

Ayrica, klasik c¢oziimleri veren formiillerin analogu olan yeni formiiller

diferansiyel doniisim metodu ile verildi ve elde edilen sonuglar Orneklerle

degerlendirilmistir.

4.1. Bilinen bazi uygulamalar

Ornek 1

Y -y=0y0)=1
denklemini diferansiyel doniisiim metodunu uygulayarak ¢ozelim.

Coziim 1 y = ¢* ifadesinin tam ¢6ziim oldugu asikardir. Simdi de y —y = 0
fonksiyonuna diferansiyel donilisiim metodu uygulanirsa (Agiragac, 2017; Tanriverdi

ve Agiragac 2018)

(k+1)Y(k+1)=Y(k) = 0 y(k“):%

k = 0 igin
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Ayse BizZ

k = 1icin
Y(2):¥——
k = 2icin
o =12 !
k = 3 igin

seklinde devam edilirse

= Y(0)+Y(Dx +Y2)x® +Y(3)x® + y(d)xt + . ..

@ = ) Ykt
k=0
x? X Xt
= 1+x+ o7 + 37 + i +
= ¢, x > oo giderken,
elde edilir.

Ornek 2 (Agiragag, 2017; Tanriverdi ve Agiragac 2018)

y'+2y =8y =0,y0)=1 y1)=0

verilen sinir deger problemini diferansiyel doniisiim metodunu uygulayarak ¢ozelim.

Cozim 2 y = %e‘“

y'+2y =8y =0

diferansiyel denkleme diferansiyel doniisiim metodu uygularsak

(k+2)k+1)Y(k+2)+2(k+1)Y(k+1)-8Y(k)=0
—2k+1)Y(k+1)

Y(k+2)=

(k+2)(k+1)

32
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Ayse BizZ

2v(1)  8Y(O) _,

2 2

4v(2) 8r() _ -8

6 6 3

6Y(3) , 8Y(2) _

=4
12 12

k = 0 igin
Y(2) =
k = 1icin
Y(3) =
k = 2icin
Y(4) =
k = 3 igin
Y(5) =

20 20 3

8Y(4)  8Y(3) _ -8

seklinde devam edilirse

y(x)

y(x)

elde edilir.

i Y(k)x*
k=0

YO +Y(Dx +YQ)x2+Y3)x3 + Y(@)x* + Y(B)x° + . ..

8 8
1+4x2—§x3+4x4—§x5+...

1 1 1,16 8 1/-64 16
H103) e e (i e S )
3(+ +3 +)x+32+2x+36+6x
1(256 32) 4

3\oq ")t

1 16 64

—(1—4x+—x2 —x° )

3 2 6

2 8x3 16
§(1+2x+2x2+%+ﬁx4+...),x—>oogiderken,
1—4x 2x

— +

3@
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4.2. Teoremler ve uygulamalari

Teorem 40 a(x,y), b(x,y), c(x,y), d(x,y), u(x,y), uy ve u, fonksiyonlar1 analitik ve
ayrica A(0,0) # 0 olsun. Bu halde,

a(x, yJuy + b(x, y)uy = c(x, y)u +d(x,y), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k + 1, &) inci terimi

k h
Uk +1,h) = (k+1)A(O 0)[22 [C(r h—$)Uk = r.s)

—Blk=r,5)(h—s+D)U(rh—s+ 1)] + D(k, h)
k h-1
Z (k—=r+ 1A, h—s)Ulk —r+1,s)

r=0 s=0

k
= Yok =r+ DA OUGKk =7+ 1,h)]
r=1

formiilii ile verilir. Dolayistyla denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

u(x,y) = i i U(k, h)x"y"

k=0 h=0

olur. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

u(x,y) = Zn: Zn: U(k, h)x*y" ve u(x,y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

Ispat 40 A(k,h), B(k,h), C(k,h), D(k,h), U(k,h), (k+1)U(k+1,h) ve (h+1)U(k,h+1)
fonksiyonlari sirasiyla a(x, y), b(x,y), c(x,y), d(x,y), u(x,y), ux ve u, fonksiyonlarinin

diferansiyel doniisiimii olsun. Bu halde,

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x,y)u + d(x, y)
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Ayse BizZ

denklemine diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

k h
ZZA(r h—s)k—r+D)UKk=r+1,5)

r=0 s=0
k h

+ZZB(k—r,s)(h—s+ DU(r h— s+ 1)
rk s:hO

- Z ZC(r,h — s)U(k —r,s5) + D(k, h)
r=0 s=0

seklinde bulunur.

k h
ZZ( —r+ DA h—s)Uk —r + 1,5)

\

R 3
M=

o

r=

Il
[en)

S

[C(r,h -s)U(k—r,s)—Blk—=r,s)(h—s+ 1)U(r,h—s+ 1)+ D(k,h)

sol tarafta s = h yazilirsa,

=

k k h-1
Z(k —r+ DA, 0 Uk —r + 1,h) + Z (k—r+ DA, h—s)Ulk —r +1,5)
r=0 r=0

©
Il
(=]

M=
M=

I
o

r

I
e

N

[C(r, h— Uk —r,s) = Bk —r,8)(h— s + )U(r h— s + 1)] + D(k, h),

k
(k + 1)A0,0)U(k + 1, h) + Z(k —r+ DA, 00Uk - + 1,h)
r=1

M~
M=

[C(r,h -s)U(k—-r,s)—Blk—=r,s)(h—s+ 1)U(r,h—s+ 1)]

r

Il
[en)

Il
)

N

+ D(k, h) — Zk:

r=0

h-1

(k=r+1DA(r,h—s)Ulk —r+1,s),
s=0

k h
Uk +1,h) = (k+1)A(0 0)[22 Clr.h - $)U(k —r,s)

r=u s=

— B(k —r,s)h—s+1)U(r,h—s+1)]+ D(k,h)

©“

Z (k—r+ DA(r,h— s)U(k —r + 1,5)

r=0 s=0

k
- Z(k —r+ DA, 00Uk - + 1,h)
r=1
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elde edilir. Bu iterasyon formiilii kullanilarak teorem ispatlanmais olur.

Ornek 3
uy +uy =0,

kismi diferansiyel denklemini u(x,0) = 1 baslangi¢ kosulu ile DTM yardimiyla ¢ozelim.

Coziim 3 u = u(x, y) olmak lizere u(x, y)’nin diferansiyel doniisiim fonksiyonu U(k, k)

olsun.u, + u, = 0 kismi diferansiyel denkleminin diferansiyel dontigiimii
(k+1DUKk+Lh+ M+ )UKk h+1)=0
olur.
h+1
Uk+1,h)=—-———Uk,h+1
(k +1.h) = ——=U(k.h+ 1)

u(x,0) = 1 baslangi¢ kosulunun diferansiyel doniisiimii

1, k=0
6(k) =
0, k#0
U(1,0) = U(2,0) =U(3,0) = --- = 0 olur.

k=0,1,23,... ve h=0,1,2,3,...
degerleri sirasiyla doniisiim denkleminde yerine yazilirsa

k=0, h=0icin U(1,0) = ~U(0,1) = U(0,1) = 0

k=0, h=1icin U(L,1) = —2U(0,2) = U(0,2) = 0

k=0, h=2icin U(1,2) = -3U(0,3) = U(0,3) = 0

k=0, h=3icin U(L,3) = —4U(0,4) = U(0,4) = 0
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1
k=1 h=0inU(20) = ~3U(L1) = UL =0

1
k=2 h=0inU(3,0) = ~2U21) = U21)=0

olur.

U(x.y) = Zy: Zy: U(k, hx*y"

k=0 h=0

Y
= > UK 0) + Uk, 1)y + Uk, 2)y* + Uk, 3)y" + - -]
k=0

U(x,y) = [U(0,0)+ U0, 1)y + U(0,2)y* + U(0,3)y® + - -]
+[U(L,0)x + U(L, Dxy + U(L,2)xy*> + UL, 3)xy> + - - - ]

+HU(2,0)x2 + U2, 1)x%y + U(2,2)x*y? + U(2,3)x2y3 + -+ - ] + - -

ifadesinde U(0,0) = 1 diger terimlerin katsayilari sifir oldugundan U(x,y) = 1 olarak

bulunur.
Ornek 4
Uy + Uy = U

denklemini u(x,0) = 1 baslangi¢ kosulu ile DTM yardimiyla ¢ozelim.

Coziim 4 u = u(x, y) olmak lizere u(x, y)’nin diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k, h)

olsun. u, + u, = u kismi diferansiyel denklemin diferansiyel doniigtimii

(k+1DUKk+1Lh)+(h+1D)Uk,h+1)=U(k,h)

1 h+l
Utk +1,) = < Uk ) - k—:lU(k,h +1)

olur. u(x,0) = 1 baglangi¢c kosuluna DTM uygulanirsa
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U(k,0)=
{ 1, k=0
5(k) =
0, k#0
U(1,0) = U(2,0) = U(3,0) = --- = 0

k=0,1,2,3,... ve h=0,1,2,3,...
degerleri sirasiyla yerine yazilirsa,

k=0, h=0icin U(1,0) = U0,0) - U(0,1) = U(0,1) = 1
1
k=0, h=1icin U(L,1) = U®0,1) - 2U(0,2) = U(0,2) = =

2

1
k=0, h=2igin U(L,2) = U(0,2) - 3U(0,3) = U(0.3) = -

1
k=0, h=3igin U(L3) = U(0,3) - 4U(0.4) = UO.4) = 7
- 1 1
k=1, h=0i¢in U(2,0) = §U(1,0) - §U(1,1) = U(1,1)=0
1
k=1 h=1liginU@21) = UL -ULY = UL2)=0
- 1 3
k=1 h=2icin U(22) = SU(L2) - SU(L3) = U(L3) = 0
1
k=1 h=3icinU(23) = JU(L3) - 2U(L4) = U(L4) = 0

1 1
k=2 h=0ignU,0) = 3U20) - ;U021 = U21) =0

1 2
k=2 h=1inUB1)=3UQR1)- 3022 =U@22)=0

38



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ayse BiZ

1
k=2 h=2inU(3,2) = 7U(2) - U(2.3) = U(2.3) =0

olarak bulunur.

Z U(k, h)x*y"

0 h=0

Me

U(x,y) =

=~
Il

[Ms

Ux,y) = » x* [Uk,0)+ Uk, 1)y + U(k,2)y* + U(k,3)y* + - - - |

=~
1l

0

U(x,y) = [U(0,0) + U(0, 1)y + U(0,2)y* + U(0,3)y* + - |
+[U(1,0)x + U(L, Dxy + U(L,2)xy* + U(L,3)xy” + - - - |

+[U(2,00x% + U2, 1)x*y + U(2,2)x*y* + U(2,3)x%y> + -+ | + -
buldugumuz degerleri yerine yazarsak,
L 3

1 1
Ux,)=1+y+=y*+-y>+—yt+...
(x,y) Yy Tyt

U(x,y) =e’, y — oo giderken,
olarak bulunur.

Teorem 41 b(x,y), d(x,y), u(x,y), u, ve u, fonksiyonlar1 analitik ve ayrica B(0,0) # 0

olsun. Bu halde,

uuy + b(x,y)uy, = d(x,y), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k,h+1) inci terimi

[D(k, h) — i i UGr h—s)k = r + DUk =7 + 1,9)

Ulkh+ 1) = o 0+ 1 2y Ly
k h k-1
- ZB(k —rs)h=s+ DU h—s+1)—(h+ 1)ZB(k —r,0)U(r,h + 1)
r=0 s=1 r=0
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formiilii ile verilir. Dolayisiyla denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

u(x,y) = i i Uk, h)x*y"

k=0 h=0

olur. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

u(x,y) = Zn: Zn: U(k, h)x*y" ve u(x,y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

Ispat 41 B(k,h), D(k,h), U(k, h), (k + 1)U(k + 1, h) ve (h+ 1)U(k, h + 1) fonksiyonlar1
sirastyla b(x, y), d(x,y), u(x,y), u, ve u, fonksiyonlarinin diferansiyel doniigiimii olsun.
Bu halde,

uty + b(x,y)u, = d(x,y)

denklemine diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa,

h
ZU(r,h—s)(k —r+ 1)Uk —r+1,s)
=0

+i

r=u s

\M”
Mw

Bk —r,s)(h—s+ 1)U(r,h—s+1)=D(k,h)

Il
o
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seklinde bulunur.

k h
ZZU(r,h—s)(k—r+1)U(k—r+ 1,5)

r=0 s=0

k
+ Z B(k —r,0)(h + DU(r,h + 1)

r=0
k h
+ Z ZB(k —r8)(h—s+ DU, h—s+1) = Dk, h),
r=0 s=1 -
BO,0)(h+ DUk, h+ 1) + (h+ 1) Z B(k — r,0)U(r,h + 1)
r=0

k h
D(k,h) — Z U(r,h—s)(k —r + DUk —r + 1,5)
r=0 s=0

Bk —r,s)(h—s+ 1)U(r,h—s+1),

-
M=

I
o
1l
—

r N

k h
Ulk,h+1) = ————— | D(k, h) - Ur,h— )k —r + DUk —r + 1,5)
B(0,0)(h+1)[ r:O; s Y rrhs
k h k-1
—ZZB(k—r,s)(h—s+1)U(r,h—s+1)—(h+1)ZB(k—r,0)U(r,h+1)
r=0 s=1 r=0

elde edilir. Bu iterasyon formiilii kullanilarak teorem ispatlanmaisg olur.

Teorem 42 a(x,y), d(x,y), u(x,y), u, ve u, fonksiyonlari analitik ve ayrica A(0,0) # 0
olsun. Bu halde,

a(x,y)uy +uuy = d(x,y), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denklemininin DTM ile (k+1,h) inci terimi,

k h
UGk +1.1) = G A0 [D(k, h) — ) Z(; Utk —r,s)(h =5+ DU h—s+1)
k h-1 k
- A(roh = s)(k = r+ DUk =7 +15) = Y (k= + DAG.OUk —r + 1,h)]
r=0 s=0 r=1
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formiilii ile verilir. Dolayisiyla denklemin DTM ile serisel ¢coziimii

u(x,y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0

olur. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

u(x,y) = Zn: Zn: U(k, h)x*y" ve u(x,y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

Ispat 42 A(k,h), D(k,h), U(k, h), (k + 1)U(k + 1, h) ve (h+ 1)U(k, h + 1) fonksiyonlari
sirastyla a(x, y), d(x,y), u(x,y), u, ve u, fonksiyonlarmin diferansiyel doniisiimii olsun.
Bu halde,

a(x,y)uy +uuy = d(x,y)

denklemine diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa,

k h
ZZA(r,h—s)(k—r+ DUk —r+1,s)

=0 s=0

~

k h
+ZZU(k—r,s)(h—s+1)U(r,h—s+ 1) = D(k, h)

r=0 s=0

elde edilir.

k
Z(k —r+ DAOUk = r + 1,h)
r:Ok h—
+ Z Ar b —s)(k—r + DUk -7 + 1, 5)

r=0 s

[y

Il
o

k

h
D(k,h) — ZZU(k—r,s)(h—s+1)U(r,h—s+ 1),

r=0 s=0
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k
(k + 1)A0,0)U(k + 1, h) + Z(k —r+ DA, 00Uk - + 1,h)
r=1

k h
:D(k,h)—ZZU(k—r,s)(h—s+ DU, h— s + 1)

o r=0 s=0
—Z A(ryh=s)k—r+ DUk -1+ 1,5),
r=0 s=0 . \
Uk +1.0) = e 1)A(0 0)[D(k h) — ;SZ:(;U(k—r,s)(h—s+1)U(r,h—s+1)
h-1

M

A(r,h—s)k—r+ DUk =7 + 1,5) — Z(k—r+1)A(r 0OU(k —r + 1,h)
r=1

Il
o
Il
o

r N

elde edilir.Bu iterasyon formiilii kullanilarak teorem ispatlanmis olur.

Ornek 5
uy +uy =0

denklemini u(x,0) = x baslangi¢ kosulu ile DTM yardimiyla ¢6zelim.

Coziim 5 u = u(x,y) olmak iizere u(x,y) fonksiyonunun DTM fonksiyonu U(k, k)

olsun. uu, + u, = 0 kismi diferansiyel denkleminin diferansiyel donligiimii

k h
ZZ(k —r+ DU h—)U(k —r+1,8) + (h+ DUk, h + 1) = 0
r=0 s=0

k h
Uk, h+ 1) = —ﬁZZ(k—r+1)U(r,h—s)U(k—r+1,s)

r=0 s=0

olur.u(x,0) = x baslangi¢ kosulunun diferansiyel dontigiimii

{1, k=1

U(k,0) =

0, k#1

U(0,0) = U(2,0) = U(3,0) = --- = 0
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Déniisiim denkleminde £ = 0 ve & = 0 degerleri yazilirsa U(0,1) = 0 bulunur.

k=0ve h=1icin

—% [U(0,1)U(1,0) + U(0,0)U(1,1)] = U(0,2) =0

U,2) =
k =1ve h=0icin
U(1,1) =-[2(U(0,0)U(2,0)) + U(1,0)U(1,0)] = U1,1) = -1

k=1veh=1i¢in

U(1,2) = !

3 [U0,1)U(2,0)) + U0,0)U(2,1) + U(1,1)U(1,0) + U(1,0)U(1,1)]

ise U(1,2) =1

k =2ve h =0icin
U(2,1) = - [3(U0,0)U(3,0)) + 2(U(1,0)U(2,0))] = U(2,1) =0

k=1veh=2i¢inU(1,3) =1

olarak bulunur.

)= 33 ek

h=0 k=0

u(x,y) = [U(0,0) + U0, 1)y + U(0,2)y* + U(0,3)y" + - - - |
+[U(L,0)x + U(L, Dxy + U(L2)xy* + U(L,3)xy” + - - |

+[U2,00x* + U2, Dx%y + U(2,2)x*y* + U2, 3)x*y> + -+ | + -+
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Bulunan degerler denklemde yerine yazilirsa,

u(x,y):x—xy+xy2—xy3+--~

u(r,y) =x[1-y+y" =y +--]
ise
X .
u(x,y) = ——, y — oo giderken,
1+y

olarak bulunur.

Teorem 43 a(x,y), b(x,y), f(u), ux ve u, fonksiyonlar: analitik ve ayrica A(0,0) # 0

olsun. Bu halde,

a(x, y)ux + b(x, y)uy = f(u), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k+1,h) inci terimi

k h
UGk + 1.1 = A0 [W(k, h) - Y, ; Blk —r,8)(h—s+1)U(r h—s+1)
k h-1
- Z Z(k —r+ DA h—s)Uk —r + 1,5)
r=0 s=0

k
“ Nk =r+ DA OUk —r + 1,h)]

r=1

formiilii ile verilir. Dolayisiyla denklemin DTM ile serisel ¢oziimii

u(x,y) = i i Uk, h)x*y"

k=0 h=0

olur. Serisel olarak yaklasik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

u(x,y) = Zn: an U(k, h)x*y" ve u(x,y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

ispat 43 A(k, ), B(k,h), W(k, ), U(k,h), (k + DU(k + 1,h) ve (h + DUk, h + 1)

fonksiyonlar1 swrasiyla a(x,y), b(x,y), f(u), u(x,y), ux ve u, fonksiyonlarinin
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diferansiyel doniisiimii olsun. Bu halde,

a(x, y)ux + b(x, y)uy = f(u)

denklemine diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

h
ZA(r h—s)k—r+D)UKk=r+1,s)

‘M*

s=0
k h
+ ZZB —rs)(h—s+ DU h—s+1) =Wk, h)
r=0 s=0
elde edilir.
k k h-1
Z(k —r+ DA, 0)Uk —r + 1,h) + Z (k—r+ DA(r,h—s)U(k —r + 1, 5)
r=0 r=0 s=0
k h
= W(k,h) - ZZB(k —rs)h=s+ DU h—s+1),
r=0 s=0

k
(k + 1)A0,0)U(k + 1, h) + Z(k —r+ DA, 00Uk - r + 1,h)
r=1

M~
M=

=Wi(k,h) - Blk-r,s)(h—s+ 1)U(r,h—s+1)

\
Il

[en}
I

[en}

N

=
[y

-

(k=r+1DA(r,h—s)U(k —r+1,s),

I
jen]
©
I
jen]

r

1 k h
Uk +1,h) = m[W(k h) - ;OSZ:(;B(k—r,s)(h—s+ DU h—s+1)

=
—_

k k
Z (k—r+ DA h—-s)Uk -1+ 1,5) — Z(k —r+ DA, 0)U(k - + 1,h)
r=0 r=1

©
Il
o

elde edilir. Bu iterasyon formiilii kullanilarak teorem ispatlanmaisg olur.
Ornek 6

u,c+uy:u2

denklemini u(x,0) = 1 baslangi¢ kosulu ile DTM yardimiyla ¢ozelim.

Coziim 6 u = u(x,y) olmak iizere u(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim

2

fonksiyonu U(k, h) olsun. u, + u, = u* kismi diferansiyel denkleminin Diferansiyel
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Dontigimu
k h
(k+ DUk +Lh) +(h+ DUk, h + 1) = Z Ur,h — $)U(k — 1, 5)
r=0 s=0
seklindedir.
1 & h+1
Uk+1,h)=—— Ur,h—s)U(k —r,s)———U(k,h + 1
(k+1.h) k+1;; (r.h= Uk = r.5) = == U(k.h+ 1)
u(x,0) = 1 baglangi¢ kosulunun Diferansiyel Do6iistiimii
1, k=0
U(k,0) =
0, k+0
dir.
Uo,0)=1, U(1,0) =U(2,0)=U(3,0)=...=0
k=0123,... ve h=0,1,23,... degerleri doniisiim denkleminde sirasiyla yerine
yazilirsa,

k=0ve h=0i¢in U(1,0) =1-U(0,1) = U(0,1) =1
k=0veh=1i¢in U(0,2) =1

k=1veh=0i¢inU(1,1) =0

Bulunan degerler yerine yazilirsa,

u(x,y) =’ f} Uk, h)x*y"

k=0 h=0

(o)

(o)

u(x.y) = Y xk [U(K,0) + Uk D)y + Uk, 2)y* + Uk, 3)y* + -]
k=0

u(x,y) = [U(0,0) + U0, 1)y + U(0,2)y* + U(0,3)y + -+ - |

47



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ayse BiZ

+[U(1,0)x + UL, Dxy + U(L,2)xy* + U(1L,3)xy” + - - - |

+[U2,00x% + U2, D)x%y + U2, 2)x%y* + U(2,3)x%y3 + -+ | + -

1
uey) =14y +y% 4y 4= —
-y

olarak bulunur.

Teorem 44 b(x,y), c(x,y), d(x,y), h(x,y), Uxx, Uyy, Uy, u, fonksiyonlar analitik olsun.
Bu halde,

Uxyx + b(-x’ Y)”yy + C(X, y)ux + d(-x’ y)l/ty = h(-x7 y)’ M(xa 0) = f()C), uy(x, 0) = g(X)

kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k + 2, k) inci terimi

1
U(k+2,h) = m H(k,h)

(h—s+2)(h—s+1)Bk—r,s)U(r,h—s+2)
Crioh—s)k—-r+1)Uk-r+1,s)

Dk —-r,s)(h—s+1)U@r,h—s+1)

M- 10 1
M- M- 1D

‘:
Il
(=]
I
o

N

formiilii ile verilir. Dolayisiyla denklemin DTM ile serisel ¢oziimii

u(x,y) = i i Uk, h)x*y"

k=0 h=0

olur. Serisel olarak yaklagik ¢6ziimii ve hata pay1 sirastyla

n n [o'e] o)
u(x,y) = Z Z U(k, h)xkyh ve u(x,y) = Z Z U(k, h)xkyh
k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

Ispat 44 B(k,h), C(k,h), D(k,h), H(k,h), (k+ 1)(k + 2)U(k + 2,h), (h + 1)(h +
QU(k,h +2), (k+ 1)U(k + 1,h) ve (h + 1)U(k,h + 1) fonksiyonlar sirasiyla b(x, y),

c(k,h), d(k,h), h(x,y), uxx, uyy, ux ve u, fonksiyonlarinin diferansiyel doniisiimii
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olsun. Bu halde,

Uxx + b(x’ Y)”yy + C(-xa y)”x + d(xa }’)”y = h(-x’ )’)
denklemine diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa,

(k+1)k+2)U(k+2,h)

k h
+ZZ(h—s+2)(h—s+ DBk = r,)U(r,h — s + 2)

r=0 s=0
k h

+ ZZC(r,h ~s)k—r+ 1)Uk —r +1,5)
r;O A;O

+ ZZD(k —rs)h—s+ DU h—s+1)
r=0 s=0
= H(k, h)

olur.

Utk +2,h) = G+D)k+2) H(k, h)
k h

~ > Y (h=s+2)(h=s+ 1Bk = r,)U(r,h -5 +2)
r;O s;O

+ .Y Clh =)k =r+ DUk =7 +1,5)
r;O SZO

+ ZZD(k —rs)h=s+DU(rh—s+1)

~
Il

]
Il

=]

N

elde edilir.Bu iterasyon formiilii kullanilarak teorem ispatlanmis olur.

Ornek 7

Uy =Ty, 0<t<1,0<x<1

kismi diferansiyel denklemini u(0,7) = 0, u(x,0) = cos(mrx) baslangi¢ sartlar1 ve

u(1,0) = 0 smnur sart1 alinda DTM ile ¢ozelim.

Coziim 7 u(x, y) fonksiyonunun diferansiyel doniigiim fonksiyonu U(k, k) olmak iizere

(k + D)k +2U(k +2,h) = 2(h + DUk, h + 1)
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Ulk,h+1) = %

U(k +2,h)
u(0,7) = 0ise U(O,1) = U(0,2) = U(0,3) = U(0,4) =---=U(0,h) =0

u(x,0) = cos mx baglangic kogulunun Diferansiyel doniistimii

Uk.0) 0, k tek ise
,0) = K
(_1,){!2”](, k cift ise
U(1,0)=U3,0)=U(B,0)=---=0
2 nt 70
U(0,0) =1, U(2,0) = Tk U(4,0) = 41’ U(6,0) = 6l

elde edilir. k = 0,1,2,3,... ve h =0,1,2,3,... degerleri denklemde yerine yazilirsa

1.2 2 —n?
k=0ve h=0ic¢in U(0,1) = —U(2,0) = —(—ﬂ )=-n
.1 a2l

2.3 6
k=1ve h=0icin U(L,1) = =2U(3,0)= -0 =0
m.1 T
3.4 34x* 3
k=2veh=0iinUQ21)= —U@4,0="" =1
.1 m 4! 21

4.5 4.5
k=3veh=0i¢inU3,1) = —U((,00=—0=0
n.1l T

pas

40

5.6 5.6 —n®
k=4ve h=0icinU(4,1) = —U(6,0) = _(i) = —
r.1 m 6!

bu sekilde devam edilirse,

k1) 0, k tek ise
Uk,1) = ks2 .
(_1),3—!”“, k cift ise
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Ayse BizZ

esitligi bulunur.

1.2 17 n?
k = h=1icinU(0,2) = —U(2,1) = —— = —
0ve icin U(0,2) = " 2UR D =298 = 5
2.3 3
k=1veh=1i¢inU(1,2) = —U3,1)=—-0=0
w.2 b4
. 3.4 3.4 —n° nt
k=2veh=1iginU(2,2) = HU(ZL, 1) = E(_zll = ~2m
4.5 4.5
k=3veh=1iinU(3,2) = —U((5,1)=—.0=0
.2 .2
. 5.6 5617 a8
k=4veh=1i¢inU(4,2) = EU(G’ 1) = 1l = ol
6.7 6.7
k=bveh=1icinU(5,2) = —U(7,1)= —.0=0
.2 .
,_ 7.8 7.8 —nY a8
k=6veh=1 1¢1n U(6,2) = EU(S, 1) = E(?) = _2!_6!

bu sekilde devam edilirse,

k tek ise

Uk, h) = 1)1l ko

A , kiftise

esitligi bulunur. Bulunan bu degerler denklemde yerine yazilirsa,

w(x,t) = i i U(k, h)x*t"

k=0 h=0
2 3 4
_ 2 U T
w(x,t)—1+x(2! +2!t+2!2!+ )
4 5 6
4, -7 b
+X(Z+Tt+ﬂ+"')
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Ayse BizZ

.- e
+Xx (F + at + 2'_6' + ) +
2.2 3.2 4.2
méxc  mox —ntx
w(x,t) =1+( o o r+ 101 )
atxt —ptxt byt
( r+ )
4! 4! 214!
—76x6  aTx6 7846
+( + r+ +oe )+
6! 6! 216!

denklemlerini diizenlersek
w(x,1) = "™ cos(mx)
olarak bulunur.

Ornek 8

Uy = Uy, Dalga Denklemini 0 < x < 1, 0 < 7, u(x,0) = sin(x)

baslangig sartlari ve u,(x,0) = 0 sinir sart1 altinda DTM ile ¢ozelim.
Coziim 8

Uy = Uy Dalga Denkleminin her iki tarafina DTM uygulanirsa

(h+ D)(h+2)U(k,h+2) = (k+ 1)k +2)U(k +2,h)

olur.

(k+1)k+2)

Uk, h +2) = D)

Uk + 2, h)

esitligi elde edilir. Verilen dalga denkleminin baslangic kosuluna DTM uygulanirsa,

u(x,0) = U(k, h),

k=1

1 k Dz
Uk,0) = —sin(5) =4 F
kb2 0, k cift ise

k tek ise
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esitligi bulunur.
u(x,0)=U(k,1) =0
elde edilir.Denklemde k = 0,1,2,3,... ve h =0,1,2,3,... degerleri yerine yazilirsa;

1.2
k=0ve h=0i¢in U(0,2) = —U(2 0) =

Dol sG] =
k=1veh=0i¢in U(1,2) = 2—U(3 0) = %[% sin(%r)] %; = —1'12'
k=2veh=0icinU(272) = %U@, 0) = ?—;[% sin (—)]
k =3veh=0icin U(3,2) = ﬁU(5 0) = %[%s (—)] —%é = %
k=4ve h=0i¢in U(4,2) = @U(6 0) = 5—2[6l 5111(6?”)] =

h =1 iken baglangi¢ sartindan U(k,1) = 0 oldugu goz oniine alinirsa

1.2
k=0veh=1i¢in U(0,3) = —U(2 1) =
. 2.3
k=1veh=1i¢in U(1,3) = ﬁU(?),l) =0
.. 3.4
k=2veh=1i¢inU(2,3) = ﬁU(él,l) =0

4.5
k=3veh=1i¢inU(3,3) = ﬁU(E),l) =0

2.6

k=4veh=1i¢inU(4,3) = —U(6 1) =
Simdi & = 2 degeri icin
1.2 1.2
k = h =2 i¢i 4)=—U(2,2)=—.0=
0 ve icin U(0,4) 3-4U( ) 31 0=0
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Ayse BizZ

9.3 23 1 1
k=1veh=2icinU(L4) = =2U(3,2) = =2 — = —_
e icin U(1,4) = 37UB2) = 37351 = T
3.4 3.4
—9ve h = 2icin U(2.4) = “2U(4.2) = 22 0 =
k ve h icin U(2,4) 3.4U(,) 3.40 0
45 -1 1

4.5 -
k=3veh=2icinU(3,4) = 3—4U(5,2) =—.— =

5.6 4.5
k=4veh=2i¢inU(4,4) = 3—4U(6,2) =—.0=0

degerleri elde edilir.Bu sekilde devam edilirse

k cift ve h tek ise
Uk, h) =

, k-1 h
(17 (-1?

T Ktek ve hgift ise

esitligi bulunur. Bulunan bu degerler denklemde yerine yazilirsa,

k=0 h=0
u(x,t) = Z Z (_1)3}1('_1)5 kh
k=0 h=0
u(x,t) = Z (_2% ok [ Z (—;’)E th]
[k=135... 1 lh=024,... ™
u(x,t) = i ﬂx%ﬂ— li (=1 t2h]
= (2k + 1)! |4 2h)!

u(x,t) = sin(x) cos(t)

olarak bulunur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Burada, diferansiyel doniisiim metodu ile analizi yapilan lineer ve lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemler icin elde edilen sonuglar irdelenecektir. Farkli metotlara

oranla ¢alisilan metodun art1 ve eksileri ifade edilecektir.

5.1. Sonuclar

Bu kisimda iafde edilen teoremler diferansiyel doniisiim metodu ile formiile

edilmistir. Bu teoremler orneklerle test edilmistir.

Teorem 45 a(x,y), b(x,y), c(x,y), d(x,y), u(x,y), uy ve u, fonksiyonlar1 analitik ve
ayrica A(0,0) # 0 olsun. Bu halde,

a(x, yJuy + b(x, y)uy = c(x, y)u + d(x,y), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k + 1, &) inci terimi

k h

Uk +1,h) = 1)A 0 [Z Z [C(r h—$Uk —r,s)

r=0 s=

—Blk=r,5)h—s+DU(rh—s+ 1)] + D(k, h)

h-1
ZZ(k—r+ DA, h— s)U(k —r + 1,5)

r=0 s=0

k
= Y (k=4 DAGOUK =7+ 1,1)
r=1

formiilii ile verilir. Dolayisiyla denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

u(x,y) = ZZ U(k,h)x*y

k=0 h=

olur. Serisel olarak yaklagik ¢oziimii ve hata pay1 sirasiyla

u(x,y) = i i U(k, h)xkyh ve u(x,y) = i i U(k, h)xkyh

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.
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Teorem 46 b(x,y), d(x,y), u(x,y), u, ve u, fonksiyonlar1 analitik ve ayrica B(0,0) # 0
olsun. Bu halde,

uuy + b(x,y)u, = d(x,y), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k,h+1) inci terimi

1 k h
Ulk,h+1) = ————— | D(k, h) — UGr,h - s)(k —r + DUk —r + 1, 5)
B(0,0)(h + 1)[ 2;4 Z;J
k h k-1
—ZZB(k —rs)h—s+ 1)U h—s+1)—(h+ 1)ZB(k —r,00U®r,h+1)
r=0 s=1 r=0

formiilii ile verilir. Dolayisiyla denkleminin DTM ile serisel ¢oziimii

u(x,y) = i i U(k, h)x"y"

k=0 h=0

olur. Serisel olarak yaklagik ¢6ziimii ve hata pay: sirasiyla

u(x,y) = Zn: Zn: U(k, h)x*y" ve u(x,y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

Teorem 47 a(x,y), d(x,y), u(x,y), ux ve u, fonksiyonlar1 analitik ve ayrica A(0,0) # 0
olsun. Bu halde,

a(x,y)u, +uuy = d(x,y), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denklemininin DTM ile (k+1,h) inci terimi,

k h
Uk +1,h)= —— [D(k h) - ZZU(k—r,s)(h—s+1)U(r,h—s+1)

r=0 s=0

(k + 1)A(0 0)

=
—_

k k
—Z A(r h = s)(k —r + DUk —r + 1,s)—Z(k—r+ DA, 00Uk —r + 1, h)

r=0 r=1

PN
Il
[en)

formiilii ile verilir. Dolayisiyla denklemin DTM ile serisel ¢ozliimii

u(x,y) = i i Uk, h)x*y"

k=0 h=0
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olur. Serisel olarak yaklagik ¢oziimii ve hata pay: sirasiyla
n n [} o)
u(e,y) = > > Ul hxky" veu(x,y) = 37 > Uk, h)x*y"
k=0 h=0 k=n+1 h=n+1
bicimindedir.

Teorem 48 a(x,y), b(x,y), f(u), ux ve u, fonksiyonlar: analitik ve ayrica A(0,0) # 0

olsun. Bu halde,
a(x, y)uy + b(x, y)uy = f(u), u(x,0) = f(x)

kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k+1,h) inci terimi

1 k h
Uk +1,h) = m[W(k,h)— ;S;B(k ) h—s+ DU h—s+1)
k h-1
- (k—r+1DA(r,h—s)Ulk—r+1,s)
r=0 s=0

k
= Nk~ r + DAGC.OUG ~r + 1,h)]
r=1
formiilii ile verilir. Dolayisiyla denklemin DTM ile serisel ¢coziimii

u(x,y) = i i Uk, b)x*y"

k=0 h=0

olur. Serisel olarak yaklagik ¢6ziimii ve hata pay:1 sirastyla

u(x,y) = Zn: i U(k, h)x*y" ve u(x,y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

Teorem 49 b(x,y), c(x,y), d(x,y), h(x,y), Uxx, Uyy, Uy, u, fonksiyonlar analitik olsun.
Bu halde

tx + bx, )uyy + c(x, y)ux + d(x, y)uy = h(x,y), u(x,0) = f(x), uy(x,0) = g(x)
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kismi diferansiyel denkleminin DTM ile (k + 2, k) inci terimi

1

U(k+2,h) = m

H(k, h)

(h=s+2)(h—s+1)Bk—r,s)U(r,h—s+2)
Cir,h—s)k—-r+1)Uk-r+1,s)

Dk —-r,s)(h—s+ 1)U, h—s+1)

M- 10 1
M- i 20

‘:
Il

o
I

o

N

formiilii ile verilir. Dolayisiyla denklemin DTM ile serisel ¢oziimii

u(xy) =) i Uk, h)x*y"

k=0 h=0

[ee)

olur. Serisel olarak yaklagik ¢oziimii ve hata pay:1 sirasiyla

u(x,y) = Zn: Zn: U(k, h)x*y" ve u(x, y) = i i U(k, h)x*y"

k=0 h=0 k=n+1 h=n+1

bicimindedir.

5.2. Oneriler

Diferansiyel donilisim metodu lineer ve lineer olmayan bazi diferansiyel
denklemlere basarili bir sekilde uygulandi. Bu metot klasik Taylor metoduna oranla
daha az hesaplama ve zaman alir. Bu metodun giivenirligi ve hizli sonu¢ vermesi
bakimindan oldukca yararlidir. Bu metodun artisi, degisik orneklerle test edildi.

Ayrica, diferansiyel doniisiim metodu, klasik metotlarda olan lineer ve lineer
olmayan problemlere uygulanirken lineerlestirme, ayriklastirma ve perturbasyona
gerek duymaz. nonlineerligin kuvvetli (strong) olmasi durumlarda lineerlestirme,
ayriklastirma ve perturbasyona yontemler yetersiz kalmaktadir. Bu durumda,
dfiferansiyel doniisiim metodu oldukca onemlidir.

Bu metot, indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu, Euler metot ve Runge-Kutta
metoduna oranla daha etkili bir yontemdir. Ciinkii, indirgenmis diferansiyel doniisiim
metodu uygulanabilirligi i¢in denklemin degiskenlerine ayrilabilir olmasi gerekir. Euler

metot ve Runge-Kutta metodunda ayriklastirma ve hata analizi gerektirir.
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Son olarak, bu tezede ¢alisilan diferansiyel doniisiim metodu; Adomian ayrisim
yontemi, Homotopi analiz yontemi, homotopi perturbasyon yontemi, ve varyasyonel
iterasyon yontemi, v.s. gibi yaklasik veya tam ¢Oziim veren yar1 analitik metotlar1 ile

muklayese edilebilir.
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