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ŞANLIURFA
2017
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İmza
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Sayfa No
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TEŞEKKÜR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

KÜREMSİ DALGA DENKLEM İN İN SANK İ-SPEKTRAL Y ÖNTEMLERLE SAYISAL
ÇÖZÜMLER İ

Hülya AYTAR

Harran Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstit üsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Doç. Dr. Haydar ALICI
Yıl: 2017, sayfa: 39

Bu tezde, k̈uremsi dalga denkleminin bant genişliği parametresinin hem küçük hem de çok b̈uyük dĕgerleri
için sanki-spektral ÿontemlerle sayısal ç̈ozümleri elde edilmiştir. Bant genişliği parametresinin k̈uçük
dĕgerleri için denklem Jacobi diferansiyel denklemini andıran bir forma d̈onüşẗurülüp uygun Jacobi sanki-
spektral ÿontemi kullanılarak sayısal çözümler hesaplanmıştır. Bu yöntem bant genişliği parametresinin
çok b̈uyük dĕgerleri için kullanışsız bir hal almaktadır. Bu yüzden denklem cebirsel forma dönüşẗurülüp
gönderimli Chebyshev sanki-spektral yöntemi kullanılarak yaklaşık ç̈ozümler elde edilmiştir. Ÿontemin
verimlili ğini görmek için literaẗurde var olan sayısal sonuçlarla karşılaştırmalar yapılmıştır.

ANAHTAR KEL İMELER: Küremsi dalga denklemi, klasik dik polinomlar, sanki-spektral yöntemler.
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ABSTRACT

MSc Thesis

NUMERICAL SOLUTION OF THE SPHEROIDAL VAWE EQUATION BY USING
PSEUDOSPECTRAL METHODS

Hülya AYTAR

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Haydar ALICI
Year: 2017, page: 39

In this thesis, numerical solution of the spheroidal vawe equation is obtained by using pseudospectral meth-
ods for both small and very large values of the bandwidth parameter. For small values of the bandwidth
parameter, spheroidal vawe equation is transformed into a form resembling the Jacobi differential equa-
tion and hence, it is approximated by using suitable Jacobi pseudospectral method. However, the method
becomes useless especially for very large values of the bandwidth parameter. For this reason, first it is
transformed into an equivalent algebraic form and then approximated by using the mapped Chebyshev
pseudospectral method. Comparison with literature results is made to see the efficiency of the present
method.

KEYWORDS: Spheroidal wave equation, classical orthogonal polynomials, pseudospectral methods.
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TEŞEKK ÜR
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ÇİZELGELER D İZ İN İ
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1. GİR İŞ Hülya AYTAR

1. GİR İŞ

Fiziğin optik, atomik, molek̈uler ve n̈ukleer gibi bir çok alanında karşımıza çıkan

küremsi dalga denklemi
[

− 1
cosθ

d
dθ

(

cosθ
d

dθ

)

+
m2

cos2θ
+c2sin2θ

]

y= λy, y(±π/2) = 0 (1.1)

ifadesi ile verilir (Barakat ve Abodayeh, 2005). Buradaλ özdĕger parametresi,m

zonal dalga sayısı vec bant genişlĭgi parametresi olarak bilinir. Helmholtz denklemine

küremsi koordinatlarda değişkenlerine ayırma ÿonteminin uygulanmasıyla elde edilen

üç denklemden biri k̈uremsi dalga denklemidir ve bu denklemin çözümleri küremsi

dalga fonksiyonları olarak bilinir. Bu fonksiyonların keyfibir c ve m dĕgeri için yüksek

doğruluktaki yaklaşık temsilleri, Helmholtz denklemininözellikle dalga sayısının büyük

dĕgerleri için yaklaşık ç̈ozümlerini elde etmede gereklidir.

Ayrıca, bu fonksiyonların bazı adi ve kısmi differansiyel denklemlerin

çözümlerinde,özellikle bandlimited fonksiyonları içeren problemlerde, baz olarak kul-

lanıldığında, aynı dŏgruluğu elde etmek için klasik ortogonal polinom bazlarına nazaran

dalga boyu başına daha az sayıda grid noktasına ihtiyaç duyduğu rapor edilmiştir (Xiao

ve ark. , 2001). Dolayısı ile k̈uremsi dalga denkleminin yaklaşık çözümlerini özellikle

büyük c dĕgerleri için elde etmek̈onem arzetmektedir.

Bu çalışmada Jacobi sanki-spektral yöntemini kullanarak k̈uçük, dönüşẗurülmüş

Chebyshev sanki-spektral yöntemini kullanarak da b̈uyük c dĕgerleri için iyi sonuç veren

iki algoritma verilmesi hedeflenmektedir.

Bunun için önce denklemi n̈umerik açıdan daha kolay ele alınabilir bir forma

dönüşẗurecĕgiz. Uygun d̈onüş̈umler kullanıldı̆gında denklemde ne sınır değer koşulu ne

de tekillik kalacaktır. Ayrıca d̈onüşẗurülmüş denklemden, hangi Jacobi polinomlarının en

uygun baz k̈umesi teşkil edecĕgini de anlayabilecĕgiz.

1.1. Ön Bilgiler

Tanım 1.1 Euler Gamma fonksiyonu

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1e−tdt, x> 0 (1.2)

1



1. GİR İŞ Hülya AYTAR

genelleştirilmiş integrali ile tanımlanır.

Hemen tanıma kısmi integrasyon yöntemi uygulanırsa

Γ(x+1) =
∫ ∞

0
txe−tdt

= lim
b−→∞

∫ b

0
txe−tdt

= lim
b−→∞

(−txe−t)
∣
∣
∣

b

0
︸ ︷︷ ︸

0

+x
∫ ∞

0
tx−1e−tdt

Γ(x+1) = xΓ(x)

(1.3)

olduğu g̈orülür ve

Γ(x) =
Γ(x+1)

x
(1.4)

ifadesini kullanarak gama fonksiyonunun tanım kümesi negatif tamsayılar ve sıfır hariç

tüm reel sayılara analitik devam yöntemi ile genişletilebilir. Yine Gamma fonksiyonunun

tanımındana> 0 vex> 0 olmaküzere

a−x =
1

Γ(x)

∫ ∞

0
e−attx−1dt (1.5)

olduğu kolayca g̈orülür.

Tanım 1.2 a reel veya kompleks bir sayı, n sıfır ya da pozitif bir tamsayı olmaküzere

(a)n = a(a+1)(a+2)...(a+n−1), n≥ 1

(a)0 = 1
(1.6)

ifadesi Pochhammer sembolü olarak bilinir.

Lemma 1.3 Pochhammer sembolü, Gama fonksiyonu cinsinden

(a)n =
Γ(a+n)

Γ(a)
(1.7)

şeklinde ifade edilebilir.

İspat. (1.4) eşitlĭginden faydalanılarakΓ(a+n) ifadesi

Γ(a+n) = (a+n−1)Γ(a+n−1)

= (a+n−1)(a+n−2)Γ(a+n−2)

...

= (a+n−1)(a+n−2) . . .(a+1)aΓ(a)

= (a)nΓ(a)

(1.8)

2



1. GİR İŞ Hülya AYTAR

şeklinde yazılabilir. eşitlĭgin her iki tarafıΓ(a) ile bölünürse (1.7) eşitlĭgi elde edilir. �

1.2. Hipergeometrik Tip Denklem ve BazıÖzellikleri

Klasik ortogonal polinomlar hipergeometrik tip diferansiyel denklemin polinom

çözümleri oldŭgundan burada ilk olarak hipergeometrik tip diferansiyel denklemin bazı

temelözelliklerini verecĕgiz. Hipergeometrik tip diferansiyel denklemler teorik vepratik

araştırmalarda,̈ozellikle uygulamalı matematiğin denklemlerinin belirli koordinat sistem-

lerinde dĕgişkenlere ayrılması metodu ile çözülmesinden ortaya çıkar. Katsayı fonksiy-

onları σ(x) ve τ(x) sırasıyla, en fazla ikinci ve birinci dereceden polinomlarve λ sabit

olmaküzere

σ(x)y′′+ τ(x)y′+λy= 0 (1.9)

diferansiyel denklemine hipergeometrik diferansiyel denklem olarak bilinir. Bu den-

klemin ç̈ozümlerine de Hipergeometrik tip fonksiyonlar denir. Bu denklem,

[σ(x)ρ(x)]′ = τ(x)ρ(x) (1.10)

denkleminin ç̈ozümü olanρ(x) ağırlık fonksiyonu yardımıyla

[σ(x)ρ(x)y′]′+λρ(x)y= 0 (1.11)

özeşlenik formda da yazılabilir.

Teorem 1.4 Hipergeometrik tipteki bir fonksiyonun her mertebeden türevleri de hiperge-

ometrik tiptendir.

İspat. (1.9) denklemininx dĕgişkenine g̈ore bir kez ẗurevi alnırsa

σ(x)y′′′+[σ ′(x)+ τ(x)]y′′+(τ ′+λ )y′ = 0 (1.12)

denklemdev1 = y′ alınırsa

σ(x)v′′1+ τ1(x)v
′
1+µ1v1 = 0 (1.13)

elde edilir. Buradaτ1(x) = σ ′(x)+τ(x) birinci dereceden polinom veµ1 = τ ′+λ sabittir.

Tümevarım ÿonteminden faydalanılarakvn = y(n) isimlendirmesi yapılırsa

σ(x)v′′n+ τn(x)v
′
n+µnvn = 0 ,v0 = y (1.14)

3



1. GİR İŞ Hülya AYTAR

bulunur. Burada

τn(x) = σ ′(x)+ τn−1(x) = nσ ′(x)+ τ(x) ,τ0(x) = τ(x) (1.15)

ve

µn = µn−1+ τ ′n−1= λ +nτ ′+
1
2

n(n−1)σ ′′ ,µ0 = λ (1.16)

ile verilir. Dikkat edilirseτn en fazla birinci derece bir polinomdur veµn terimi sabittir.

Yani (1.14) denklemi de hipergeometrik tip bir denklemdir.Bunun ç̈ozümleri olanvn

dolayısı iley(n), n= 0,1,2, . . . fonksiyonları da hipergeometrik tiptendir. �

Teorem 1.5 (Nikiforov ve Uvarov, 1988)(1.9)denklemininµn = 0, yani

λ := λn =−nτ ′− 1
2

n(n−1)σ ′′ (1.17)

özel dĕgeri için derecesi n olan Pn(x) polinom ç̈oz̈umleri vardır.

İspat. µn = 0 için (1.14) denklemininvn =C gibi bir sabit ç̈ozümü oldŭgu açıktır.vn(x) =

y(n)(x) =C olduğundan (1.4) denkleminin çözümü olany(x) fonksiyonu derecesin olan

bir polinom olmak zorundadır.̈Ote yandan,µn = 0 oldŭgundan, (1.16) eşitliğinden (1.17)

ifadesi kolayca elde edilir. �

Teorem 1.6 Bu polinom ç̈oz̈umler Rodriguez form̈ulü olarak bilinen

Pn(x) = Bn
1

ρ(x)
dn

dxn [σ
n(x)ρ(x)] (1.18)

ifadesi ile verilir.

İspat. Rodriguez Form̈ulü (1.9) ve (1.14) denklemlerinin̈ozeşlenik formlarından fay-

dalanılarak

[σ(x)ρ(x)]′ = τ(x)ρ(x) (1.19)

[σ(x)ρn(x)]
′ = τn(x)ρn(x) (1.20)

olmaküzere

[σ(x)ρ(x)y′(x)]′+λρ(x)y(x) = 0 (1.21)

[σ(x)ρn(x)v
′
n(x)]

′+µnρn(x)vn(x) (1.22)

denklemleri dikkate alınarak (1.19) den

ρ(x) = exp

(∫ τ(x)−σ ′(x)
σ(x)

dx

)

(1.23)

4



1. GİR İŞ Hülya AYTAR

elde edilir. Aslındaρn(x) ve ρ(x) = ρ0(x) arasında băglantı vardır. Burada (1.20)

[σ(x)ρn(x)]′

ρn(x)
= τn(x) = nσ ′(x)+ τ(x) (1.24)

elde edilen ifade (1.19) eşitliğinden faydalanılarak

[σ(x)ρn(x)]′

ρn(x)
= nσ ′(x)+

σ(x)ρ(x)]′

ρ(x)
(1.25)

şeklinde yazılabilir. Son eşitlikten

ρ ′
n(x)

ρn(x)
= n

σ ′(x)
σ(x)

+
ρ ′(x)
ρ(x)

(1.26)

şeklinde yazıldı̆gındaρn(x) = σn(x)ρ(x) eşitliği bulunur. Bu eşitlikten ise

σ(x)ρn(x) = σn+1(x)ρ(x) = ρn+1(x) (1.27)

elde edilir. Ayrıcav′n(x) = vn+1(x) olduğundan (1.20) denklemi

[ρn+1(x)σn+1(x)]
′+µn(x)ρn(x)vn(x) = 0 (1.28)

halini alır. Buradan

ρn(x)vn(x) =− 1
µn

[ρn+1(x)vn+1(x)]
′ (1.29)

olur. Buradam< n için

ρn(x)vn(x) =− 1
µm

[ρm+1(x)vm+1(x)]
′

= (− 1
µm

)(− 1
µm+1

)[ρm+2(x)vm+2(x)]
′′

= (−1)2 1
µmµm+1

[ρm+2(x)vm+2(x)]
′′

= (−1)n 1
µmµm+1 . . .µm+n+1

[ρm+n(x)vm+n(x)]
(n)

(1.30)

bulunur. Son eşitlikten yerinen−myazılırsa

ρm(x)vm(x) = (−1)n−m 1
µmµm+1 . . .µm+n−1

[ρn(x)vn(x)]
(n−m)

=
(−1)nµ0µ1 . . .µm−1

(−1)mµ0µ1 . . .µm−1µm. . .µn−1
[ρn(x)vn(x)]

(n−m)

(1.31)

elde edilir. Bu ise

ρmvm =
Am

An

dn−m

dxn−m(ρnvn) (1.32)
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eşitliğini verir. Burada

A j(λ ) = (−1) j
j−1

∏
k=0

µk(λ ), A0m = 1 (1.33)

şeklindedir. (1.33) ifadesindeλ = λn seçilirse

Amn := Am(λn) =
n!

(n−m)!

m−1

∏
k=0

[τ ′+
1
2
(n+k−1)σ ′′], A0n = 1 (1.34)

ifadesi elde edilir.vn(x) =C0 olduğundan (1.32) eşitliği

vm(x) = P(m)
n (x) = Bn

Amn

ρm

dm−n

dxn−mρn(x) (1.35)

halini alır. Burada

Bn =
C0

An(λn)
=

P(n)
n

Ann
(1.36)

sabittir.Özel olarak, (1.35) eşitliğindem= 0 seçilirse hipergeometrik tip polinomların bir

açık g̈osterimi olan

Pn(x) = Bn
1

ρ(x)
dn

dxn [σ
n(x)ρ(x)] (1.37)

Rodriguez form̈ulü elde edilir. BuradaBn normalizasyon sabiti olarak düş̈unülebilir. �

Teorem 1.7 (1.9)denkleminin katsayıları k= 0,1,2, ... için

σ(x)ρ(x)xk
∣
∣
∣
b
a = 0 (1.38)

eşitliğini săglasın. O zaman, {λ1,λ2,λm, . . . ,λn . . .} dĕgerlerine karşılık gelen

{P0(x),P1(x),P2(x), . . . ,Pm(x), . . . ,Pn(x), . . .} hipergeometrik tipteki polinomların dizisi

(a,b) aralığında
∫ b

a
Pm(x)Pn(x)ρ(x)dx= N

2
n δmn (1.39)

iç çarpımı anlamında ortogonaldir. BuradaNn normalizasyon sabitidir.

Öte yandan (1.22) ve (1.27) eşitliklerinden vevk = P(k)
n ifadesinden faydalanılarak

µkn = µk(λn) olmaküzere

[

σ(x)ρk(x)P
(k+1)
n (x)

]′
+µknρk(x)P

(k)
n (x) = 0, k= 0,1, . . . ,n (1.40)

yazılabilir. Ayrıca (1.38) săglandı̆gında

σ(x)ρk(x)x
k
∣
∣
∣
b
a = 0 (1.41)

6
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şartı otomatik olarak sağlanacăgından {P(k)
0 (x),P(k)

1 (x),P(k)
2 (x), . . . ,P(k)

m (x), . . . ,

P(k)
n (x), . . .} dizisi (a,b) aralı̆gındaρk(x) ağırlık fonksiyonu altında

∫ b

a
P(k)

m (x)P(k)
n (x)ρk(x)dx= N

2
knδmn, k= 0,1, . . . (1.42)

anlamında ortogonaldir. Dikkat edilirse,Nn = N0n, ρ0(x) = ρ(x) ve P(0)
m (x) = Pm(x)

olmaküzere son ifadek= 0 özel durumunda (1.39) ifadesi elde edilir.

Teorem 1.8 Hipergeometrik tip denklemin çöz̈umü olan

Pn(x) = anxn+bnxn−1+ . . . (1.43)

polinomunun başkatsayısı

an =
1
n!

An−1,nBn[(n−1)σ ′′+ τ ′] (1.44)

ve alt başkatsayısı
bn

an
= n

(n−1)σ ′(0)+ τ(0)
(n−1)σ ′′+ τ ′

(1.45)

eşitlikleriyle verilir.

İspat. (1.43) eşitlĭginin x dĕgişkenine g̈orek defa ẗurevi alınırsa

P(k)
n (x) =

n!
(n−k)!

anxn−k+
(n−1)!

(n−k−1)!
bnxn−k−1+ . . . (1.46)

elde edilir. Buradak= n−1 alınırsa

P(n−1)
n (x) = n!anx+(n−1)!bn (1.47)

bulunur.Öte yandan (1.35) eşitliği k= n−1 için

P(n−1)
n (x) =

An−1,nBn

σ (n−1)(x)ρ(x)
d
dx

[σn(x)ρ(x)] (1.48)

halini alır ve bu eşitlĭgin yeniden d̈uzenlenmesiyle

P(n−1)
n (x) = An−1,nBn[(n−1)σ ′(x)+ τ(x)] (1.49)

eşitliği elde edilir. Son eşitlikteσ(x) ve τ(x) polinomlarının sıfır etrafındaki Taylor seri

açılımları

σ(x) = σ(0)+σ ′(0)x+
1
2

σ ′′x2 (1.50)

τ(x) = τ(0)+ τ ′x (1.51)

7
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kullanılırsa (1.49) ifadesi

P(n−1)
n (x) = An−1,nBn

{[
(n−1)σ ′′+ τ ′

]
x+(n−1)σ ′(0)+ τ(0)

}
(1.52)

halini alır. Son olarak (1.47) ve (1.52) ifadelerinin birbirlerine eşitlenmesiyle (1.44) ve

(1.45) kolayca elde edilir. �

Teorem 1.9 (1.39)eşitliğindeki normalizasyon sabiti

N
2

n =
(−1)n

Ann
(n!a2

n)
∫ b

a
ρn(x)dx (1.53)

ifadesiyle verilir.

İspat. (1.22) ve (1.27) eşitliklerinden faydalanılarakµkn = µk(λn) olmaküzere

d
dx

[ρk+1(x)P
(k+1)
n (x)]+µknρk(x)P

(k)
n (x) = 0 (1.54)

yazılabilir. Son ifadeP(k)
n (x) ile çarpılıp(a,b) aralı̆gında integrali alınırsa

∫ b

a
P(k)

n [ρk+1P(k+1)
n ]′dx+µkn

∫ b

a
ρk[P

(k)
n ]2dx= 0 (1.55)

olur. Burada ilk integrale kısmi integrasyon tekniği uygulandı̆gında

ρk+1P(k+1)
n P(k)

n

∣
∣
∣

b

a
−

∫ b

a
ρk+1[P

(k+1)
n ]2dx+µkn

∫ b

a
ρk[P

(k)
n ]2dx= 0 (1.56)

bulunur. Burada en soldaki terim (1.38) eşitliğinden dolayı sıfırlanır. Bu ÿuzden sonuç

olarak

N
2

k+1,n = µknN
2

kn, k= 0,1, . . . (1.57)

băgıntısı elde edilir. O halde

N
2

1,n = µ0nN
2

0n = µ0nN
2

n

N
2

2,n = µ1nN
2

1n = µ0nµ1nN
2

n

...

N
2

k,n = N
2

n

k−1

∏
j=0

µ jn = (−1)kAknN
2

n

(1.58)

yazılabilir. Burada son eşitlik (1.34) ifadesinden faydalanılarak yazılmıştır. (1.47)

eşitliğindenP(n)
n (x) = n!an olduğundanm= k= n için (1.42) eşitlĭgi

N
2

nn = (n!an)
2
∫ b

a
ρn(x)dx (1.59)

8
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halini alır. Ayrıca (1.58) ifadesinden

N
2

n =
(−1)n

Ann
N

2
nn =

(−1)n

Ann
(n!an)

2
∫ b

a
ρn(x)dx (1.60)

bulunur. �

Teorem 1.10 (1.39)eşitliğindeki ortogonallik koşulu m< n için
∫ b

a
xmPn(x)ρ(x)dx= 0 (1.61)

ifadesine denktir. Bu ise Pn(x) polinomunun derecesi n’den küçük b̈utün polinomlara dik

olduğu anlamına gelir.

İspat. Derecesim olan keyfi birqm(x) polinomuP0(x),P1(x),P2(x), . . . ,Pm(x) ortogonal

polinomlarının lineer kombinasyonu

qm(x) =
k=0

∑
m

ckmPk(x) (1.62)

şeklinde yazılabilir. (1.39)’deki ortogonallik koşulunu kullanarak (1.62) denkleminin her

iki tarafınınPj(x)ρ(x) ile çarpılıp(a,b) aralı̆gında integralinin alınmasıyla

∫ b

a
qm(x)Pj(x)ρ(x)dx=

k=0

∑
m

ckm

∫ b

a
Pk(x)Pj(x)ρ(x)dx (1.63)

bulunur. (1.39) ortogonallik koşulu kullanılırsa kombinasyon sabitleri

ckm=
1

N 2
k

∫ b

a
qm(x)Pk(x)ρ(x)dx, k= 0,1, . . . ,m (1.64)

bulunur. Şimdim< n olmaküzereqm(x) = xm seçilirse

xm =
k=0

∑
m

ckmPk(x) (1.65)

yazılır ve eşitlĭgin her iki tarafıPn(x)ρ(x) ile çarpılıp(a,b) aralı̆gında integrali alınırsa

∫ b

a
xmPn(x)ρ(x)dx=

k=0

∑
m

ckm

∫ b

a
Pk(x)Pn(x)ρ(x)dx (1.66)

elde edilir.m< n vek indisinin üst sınırımolduğundan
∫ b

a
xmPn(x)ρ(x)dx= 0 (1.67)

bulunur ki bu daPn(x) polinomunun derecesin’den küçük her polinoma dik oldŭgunu

söyler. �

9
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Teorem 1.11 Ortogonal polinomlar

xPn(x) = αnPn+1(x)+βnPn(x)+ γnPn−1(x), n= 1,2, ... (1.68)

tipinde bir üç terimli yineleme băgıntısını săglarlar. Burada katsayılar

αn =
an

an+1
,βn =

bn

an
− bn+1

an+1
, γn =

N 2
n

N 2
n−1

an−1

an

eşitlikleriyle verilir. Ayrıca, an, bn veNn sırasıyla,(1.44), (1.45)ve (1.53) ifadelerinde

verilmiştir.

İspat.

xPn(x) =
k=0

∑
n+1

cknPk(x) (1.69)

açılımını kullanarak (1.64) eşitliğinden

ckn =
1

N 2
n

∫ b

a
Pk(x)xPn(x)ρ(x)dx (1.70)

yazılabilir. FakatxPk(x) derecesik+1 olan bir polinom oldŭgundank+1< n yani k <

n−1, ckn = 0 olmak zorundadır. Dolayısıyla (1.69) açlımından

xPn(x) = cn−1,nPn−1(x)+cn,nPn(x)+cn+1,nPn+1(x) (1.71)

yazılır. Elde edilen eşitlik (1.68) ile karşılaştırılırsa

cn−1,n = γn, cn,n = βn, cn+1,n = αn (1.72)

olduğu açıktır. (1.70) eşitlĭgindek ve n indisleri kendi aralarında yer değiştirirse integral

aynı kalır. Bu s̈oylemden

N
2

k ck,n = N
2

n cn,k (1.73)

yazılır.k= n−1 alınırsa

γn =
N 2

n

N 2
n−1

αn−1 (1.74)

bulunur. Öte yandan,Pn(x) = anxn + bnxn−1 + . . . olduğundan (1.68) eşitliği anxn+1 +

bnxn+ . . .= αnan+1xn+1+(αnbn+1+βnan)xn eşitliğini verir ki buradan

αn =
an

an+1
, (1.75)

βn =
bn

an
− bn+1

an+1
(1.76)

bulunur. O halde (1.75) ifadesi (1.74) eşitliğinde yerine yazılırsa

γn =
an−1

an

N 2
n

N 2
n−1

(1.77)

bulunur. �
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Teorem 1.12 Pn(x) polinomunun ortogonal oldŭgu (a,b) aralığında reel ve birbirinden

farklı (basit) n tane k̈okü vardır.

İspat. Pn(x), (a,b) aralı̆gındak defa işaret dĕgiştirsin, 0≤ k ≤ n olduğu açıktır.İspatı

tamamlamak içink= n olduğunu g̈ostermelidir.x j ∈ (a,b) noktalarıPn(x) polinomunun

işaret dĕgiştirdiği noktalar olsun. Şimdi

qk(x) =







1, k= 0

∏k
j=1(x−x j), 0< k≤ n

(1.78)

polinomunu tanımlayalım. Dikkat edilirseqn(x)Pn(x) çarpımı(a,b) aralı̆gında daima poz-

itiftir. O halde
∫ b

a
qk(x)Pn(x)ρ(x)dx 6= 0 (1.79)

olur. Bu ise ancakk = n durumunda săglanır. Ç̈unkü Pn(x) derecesin’den küçük tüm

polinomlara diktir (bakınız teorem 1.10). �

Teorem 1.13 (Darboux-Christofel form̈ulü) Her bir ortogonal polinom için

Ak(x,y) =
αk

N 2
k

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Pn+1(x) Pn+1(y)

Pn(x) Pn(y)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(1.80)

olmaküzere
n

∑
k=0

1

N 2
k

Pk(x)Pk(y) =
An(x,y)

x−y
(1.81)

şeklinde bir sonlu toplam form̈ulü vardır.

İspat. (1.68) yineleme băgıntısından

1

N 2
k

xPk(x) =
αk

N 2
k

Pk+1(x)+
βk

N 2
k

Pk(x)+
αk−1

N 2
k

Pk−1(x) (1.82)

1

N 2
k

yPk(y) =
αk

N 2
k

Pk+1(y)+
βk

N 2
k

Pk(y)+
αk−1

N 2
k

Pk−1(y) (1.83)

yazılabilir. İlk denklemiPk(y), ikinci denklemiPk(x) ile çarpıp birbirinden çıkarırsak

x−y

N 2
k

Pk(x)Pk(y) =−Ak(x,y)+Ak−1(x,y) (1.84)

elde edilir.k= 0,1, . . . ,n için toplam alınırsa
n

∑
k=0

1

N 2
k

Pk(x)Pk(y) =
1

x−y

n

∑
k=0

Ak−1(x,y)−Ak(x,y)

=
An(x,y)−A−1(x,y)

x−y

(1.85)

11
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bulunur. Dikkat edilirseα−1/N
2
−1 = 0 ve P−1(x)P−1(y) = 0 oldŭgundanA−1(x,y) = 0

olduğu açıktır. Bu da ispatı bitirir. �

Teorem 1.14 Pn+1(x) polinomunun ardışık iki k̈okü arasında Pn(x) polinomunun bir k̈okü

bulunur.

İspat. (1.80) eşitlĭgindey→ x, limit durumunda L-Hospital kuralını kullanarak

lim
y→x

∂
∂y

An(x,y) =
∂
∂y

An(x,x)

=− 1
N 2

n

an

an+1
[Pn+1(x)P

′
n(x)−Pn(x)P

′
n+1(x)]

(1.86)

elde edilir.Öte yandan limit durumunda (1.86) eşitliğinin sol tarafı

lim
y→x

n

∑
k=0

Pk(x)Pk(y)

N 2
k

=
n

∑
k=0

P2
k (x)

N 2
k

(1.87)

olur. Şimdi j = 1,2, . . . ,n+1 için x j , Pn+1(x) polinomunun k̈okleri olsun. (1.86) ve (1.87)

eşitliklerinden

Pn(x j)P
′
n+1(x j) = N

2
n

an

an+1

n

∑
k=0

P2
k (x j)

N 2
k

(1.88)

yazılır. Dolayısıyla sol taraftaki ifadenin işaretix j ’den băgımsız olup sadecean/an+1

kesrinin işaretine băglıdır. FakatP′
n+1(x) polinomunun(x j ,x j+1) aralı̆gında bir yerel

ekstremum dĕgeri oldŭgundan bu aralıkta işaret değiştirir. Săg tarafın işareti aynı

kaldığından, sol taraftaPn(x) polinomu daP′
n+1(x) ile birlikte işaret dĕgiştirmelidir. Bu

ise Pn(x) polinomunun(x j ,x j+1) aralı̆gında en az bir k̈okü oldŭgunu g̈osterir. (a,b)

aralı̆gında bu şekilden tane alt aralık olup her biriPn(x) polinomunun en az bir

kökünü içerir. Öte yandanPn(x) polinomunun tam olarakn tane k̈okü oldŭgundan bu alt

aralıkların her biriPn(x) polinomunun tam olarak bir k̈okünü içerir. DolayısıylaPn+1(x)

polinomunun ardışık iki k̈okü arasındaPn(x) polinomunun tam olarak bir k̈okü bulunur.

�

1.3. Jacobi Polinomları

(1.11) denklemindeσ(x) = 1−x2 veρ(x) = (1−x)α(1+x)β olsun. (1.10) denkle-

mindeτ(x) = β −α − (α +β +2)x ve Teorem 1.5’denλn = n(n+α +β +1) bulunur.

Karşılık gelen polinomlar (1.20) Rodriguez formülü ile

P(α ,β )
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1−x)−α(1+x)−β dn

dxn [(1−x)n+α(1+x)n+β ] (1.89)

12
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verilir. Jacobi polinomları için Rodriguez form̈ulünde Bn = (−1)n

2nn! olarak seçilmiştir.

Çarpımın ẗurevleri için Leibniz kuralı uygulanırsa jacobi polinomları

P(α ,β )
n (x) =

(−1)n

2nn!

n

∑
k=0

(
n
k

)
(α +1)n

(α +1)n−k

(β +1)n

(β +1)k
(x−1)n−k(x+1)k (1.90)

şeklinde veya (1.7) eşitliğini kullanarak

P(α ,β )
n (x) =

Γ(n+α +1)Γ(n+β +1)
2nn!

n

∑
k=0

(
n
k

)
(x−1)n−k(x+1)k

Γ(n−k+α +1)Γ(k+β +1)
(1.91)

biçiminde de yazılabilir. Jacobi polinomlarının

(1−x2)y′′+[β −α − (α +β +2)x]y′+n(n+α +β +1)y= 0 (1.92)

diferansiyel denklemini săgladı̆gı (1.9) denkleminden açıktır. Teorem 1.7’deki (1.38)

eşitliği α >−1, β >−1 için a=−1, b=−1 oldŭgunda săglanır. Yani Jacobi polinom-

ları (−1,1) aralı̆gındaρ(x) = (1− x)α(1+ x)β ağırlık fonksiyonuna g̈ore ortogonaldir.

Buradan
∫ 1

−1
P(α ,β )

n (x)P(α ,β )
m (x)(1−x)α(1+x)β dx= N

2
n δmn (1.93)

yazılabilir. (1.34) eşitlĭgindeλn = n(n+α +β +1) yerine yazılırsa

An−1,n = n!(−1)n−1 Γ(2n+α +β )
Γ(n+α +β +1)

(1.94)

bulunur. Ayrıca, Teorem 1.8’deki (1.44) ve son eşitliktenJacobi polinomlarının

başkatsayısı

an =
1

2nn!
Γ(2n+α +β )

Γ(n+α +β +1)
(1.95)

ve (1.45) eşitlĭginden alt başkatsayısı

bn

an
=

(α −β )n
2n+α +β

(1.96)

bulunur. Öte yandan (1.93) eşitliğindeki normalizasyon sabiti teorem 1.9’daki (1.53)

eşitliğinden

N
2

n =
2α+β+1

n!(2n+α +β +1)
Γ(n+α +1)Γ(n+β +1)

Γ(n+α +β +1)
(1.97)

olarak bulunur. Dolayısıyla son̈uç eşitlikten faydalanılarak Jacobi polinomlarınınüç ter-

imli yineleme băgıntısındaki katsayılar

αn =
2(n+1)(n+α +β +1)

(2n+α +β +1)(2n+α +β +2)
(1.98)

βn =
β 2−α2

(2n+α +β )(2n+α +β +2)
(1.99)

13
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ve

γn =
2(n+α)(n+β )

(2n+α +β )(2n+α +β +1)
(1.100)

şeklinde bulunur. (1.68) bağıntısında yerine yazılırsa Jacobi polinomlarının sağladı̆gı üç

terimli yineleme băgıntısı

2(n+1)(n+α +β +1)(2n+α +β )P(α ,β )
n+1 (x)

+
[
(2n+α +β +1)(β 2−α2)− (2n+α +β )3 x

]
P(α ,β )

n (x)

+2(n+α)(n+β )(2n+α +β +2)P(α ,β )
n−1 (x) = 0

(1.101)

halini alır. Burada

P(α ,β )
0 (x) = 1 (1.102)

ve

P(α ,β )
1 (x) =

1
2
[α −β +(α +β +2)x] (1.103)

şeklindedir.

1.4. Chebyshev Polinomları

Birinci tip Chebyshev polinomlarıα = β =−1/2 özel dĕgeri içinP(α ,β )
n (x) Jacobi

polinomlarının bir alt sınıfı olup aralarındaki bağlantı

Tn(x) =
n!
√

π
Γ(n+1/2)

P(−1/2,−1/2)
n (x), n∈ N (1.104)

şeklindedir. Dolayısıyla Chebyshev polinomları için Rodriguez form̈ulü (1.89) ifadesin-

den cebirsel işlemler sonucunda

Tn(x) =
(−2)nn!
(2n)!

√

1−x2 dn

dxn [(1−x2)n−1/2] (1.105)

şeklinde bulunur. Burada

Γ(n+1/2) =
(−2n)!

√
π

22nn!
(1.106)

eşitliği kullanılmıştır. (1.92) ifadesinden birinci tip Chebyshev polinomlarının

(1−x2)y′′−xy′+n2y= 0 (1.107)

diferansiyel denklemini săgladı̆gı açıktır. (1.104), (1.98)-(1.100) eşitlikleri (1.68)

eşitliğinde yerine yazılırsa, cebirsel işlemlerin ardından Chebyshev polinomlarının

yineleme băgıntısı

Tn+1(x) = 2xTn(x)−Tn−1(x) (1.108)

14



1. GİR İŞ Hülya AYTAR

şeklinde bulunur. Ayrıca,

T0(x) = 1 ,T1(x) = x (1.109)

olduğu (1.102)-(1.103) ve (1.104) eşitliklerinden açıktır.Birinci tip Chebyshev polinom-

ları (−1,1) aralı̆gında

ρ(x) = (1−x2)−1/2 (1.110)

ağırlık fonksiyonu altında ortogonaldir ve (1.93) eşitliğinden
∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)(1−x2)−1/2dx= N

2
n δmn (1.111)

yazılabilir. Burada

N
2

0 =
∫ 1

−1
T2

0 (x)(1−x2)−1/2dx=
∫ 1

−1
(1−x2)−1/2dx= π (1.112)

iken ,n 6= 0 için normalizasyon sabiti (1.104) ve (1.97) eşitliklerini kullanarak

N
2

n =
π
2
, n= 1,2, . . . (1.113)

olarak bulunur. Derecesin olan Chebyshev polinomlarının kökleri

xk = cos

(
2k−1

2n
π
)

, k= 1,2, . . . ,n (1.114)

ve mutlak ekstremum noktaları

x̄k = cos

(
kπ
n

)

, k= 0,1, . . . ,n (1.115)

şeklindedir. Bu çalışmada, bant genişliği parametresinin çok b̈uyük dĕgerleri için

Chebyshev ekstremum noktalarını kullanan dönüşẗurülmüş sanki-spektral ÿontemi kul-

lanılacaktır.

Chebyshev polinomlarının daha birçoközelliği vardır fakat amacımızdan sapma-

mak adına burada bunlardan bahsedilmeyecektir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Adi diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümlerinde sanki-spektral yöntemlerin

kullanımı Frazer, Jones ve Skan’a (Frazer ve ark., 1937) kadar uzanır. 1938’de Lanczos

baz fonksiyonlarının seçiminin ve düğüm noktalarının dăgılımının ç̈ozümün dŏgruluğu

üzerinde kritik etkisi oldŭgunu g̈osterdi (Lanczos, 1938). 1957’de Clenshaw, (Clenshaw,

1957) Chebyshev seri açılımını başlangıç değer problemlerine uyguladı. Daha sonra

1967’de Villadsen ve Stewart (Villadsen ve Stewart, 1967) bu yöntemi sınır dĕger prob-

lemine uyguladı. Spektral yöntemler 1970’lerde adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin

yaklaşık ç̈ozümleri için pop̈uler bir yöntem oldu. Kısmi diferansiyel denklemlere ilk

uygulayan ve aynı zamanda sanki-spektral (pseudospectral) terimini ilk kullanan kişi

Orszag olmuştur (Canuto ve ark., 2006).

(1.1) eşitlĭgi ile verilen Küremsi dalga denklemin̈oz dĕger veöz fonksiyonlarının

yaklaşık hesabı hala aktif bir araştırma alanıdır (Barakat ve Abodayeh, 2005; Boyd, 2004,

2005; Huang ve ark., 2015; Ogburn ve ark., 2014).Özellikle bant genişlĭgi parametresi

c çok b̈uyük oldŭgunda bir çok n̈umerik ÿontemde sıkıntı yaşanmaktadır. Literatürde

asimptotik iterasyon (Barakat ve Abodayeh, 2005), sonlu farklar (Ogburn ve ark., 2014),

Hermite-pseudospectral (Huang ve ark., 2015) ve Legendre-Galerkin (Schmutzhard ve

ark., 2015) gibi ÿontemler kullanılmıştır.
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3. MATERYAL ve Y ÖNTEM

3.1. Türev Matrisleri

Bu bölümde, birinci ve ikinci mertebeden sanki-spektral türev matrislerini

oluşturacăgız.

Sanki-spektral ÿontemler biry(x) fonksiyonununINy(x) olarak adlandırılan ve

INy(x) = PN(x) =
N

∑
n=0

ℓn(x)yn (3.1)

ile verilenN. derece polinom interpolasyonuüzerine kurulur. Buradayn = y(xn) dĕgerleri

y(x) fonksiyonunun,̈onceden seçilmişx= xn, n= 0,1, . . . ,N noktalarındaki gerçek de-

ğerleridir . Ayrıca her birn= 0,1, . . . ,N için ℓn(x) fonksiyonları

ℓn(x) =
φN+1(x)

(x−xn)φ ′
N+1(xn)

(3.2)

şeklinde tanımlanan Lagrange interpolasyon polinomlarıdır. Burada

φN+1(x) = κ
N

∏
m=0

(x−xm) (3.3)

kökleri reel ve birbirinden farklı(N+1). derece polinomdur. Lagrange polinomlarının en

önemliözelliklerinden biri,δmn Kronecker delta olmak̈uzere,

ℓn(xm) = δmn=







1, m= n

0, m 6= n
(3.4)

ile verilir. Bu özellikten faydalanarak,PN(x) interpolatının vey(x) fonksiyonunun en

azındanx = xm, m = 0,1, . . . ,N noktalarında çakıştığı, yani y(xm) = PN(xm) olduğu

görülür. (3.3) ifadesindeκ sabiti teorik olarak bir anlam ifade etmese de , nümerik

yöntemlerdëonemli bir role sahiptir.

PN(x) interpolatının ẗurevleri yardımıylay(x) foksiyonunun ẗurevlerini de yaklaşık

olarak hesaplamak m̈umkünd̈ur. Dahasıy(x) fonksiyonununxn noktalarındakiy(k)(xm)

türev dĕgerleri y(xm) = PN(xm) fonksiyon dĕgerleri cinsinden belirlenebilir. Bunun için

ilk olarak (3.1) ifadesinink. mertebeden türevinin alınıpx = xm noktalarında hesaplan-

masıyla

P(k)
N (xm) =

N

∑
n=0

ℓ
(k)
n (xm)y(n), m,n,k= 0,1, . . . ,N (3.5)
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eşitliği elde edilir. Şimdi bu son eşitlik

D(k) =
[

d(k)
(mn)

]

= ℓ
(k)
n (xm), m,n,k= 0,1, . . . ,N (3.6)

olamaküzere

y(k) = D(k)y (3.7)

matris vekẗor-formunda ifade edilebilir. Buraday= [y0,y1, . . . ,yN]
T fonksiyon dĕgerlerini

ve y(k) =
[

P(k)
N (x0),P

(k)
N (x1), . . . ,P

(k)
N (xn)

]

türev dĕgerlerini içeren(N+1) boyutlu s̈utun

vektörleridir. (3.6) ifadesi ile tanımlanan(N+1)× (N+1) boyutluD(k) kare matrisine

“t ürev matrisi” denir.

Şimdi birinci ve ikinci mertebeden türev matrislerinin elemanlarını hesaplayalım.

(3.2) ifadesininx dĕgişkenine g̈ore ẗuretilmesiyle

ℓ′n(x) =
1

φ ′(xn)

[
φ ′

N+1(x)

x−xn
− φN+1(x)

(x−xn)2

]

(3.8)

eşitliği elde edilir. (3.3) eşitliğindenφN+1(xm) = 0 oldŭgu g̈oz önüne alınarak birinci

mertebe ẗurev matrisinin k̈oşegen dışı elemanı

d(1)
mn =

1
xm−xn

φ ′
N+1(xm)

φ ′
N+1(xn)

, m 6= n (3.9)

olarak bulunur. K̈oşegen elemanları(m= n) isex= xn durumundaki belirsizlikten dolayı

d(1)
nn = lim

x→xn
ℓ′n(x) (3.10)

limiti ile bulunabilir. (3.10) ifadesinde belirsizliğin giderilmesiyle

d(1)
nn = lim

x→xn

1
2

φ ′′
N+1(x)

φ ′
N+1(xn)

=
1
2

φ ′′
N+1(xn)

φ ′
N+1(xn)

(3.11)

sonucu elde edilir. Dolayısıyla birinci mertebe türev matrisinin elemanları

d(1)
mn =







1
xm−xn

φ ′
N+1(xm)

φ ′
N+1(xn)

, m 6= n

1
2

φ ′′
N+1(xn)

φ ′
N+1(xn)

, m= n

(3.12)

şeklinde ifade edilir (Funaro, 1992). Benzer şekilde Lagrange polinomunun ikinci mer-

tebe ẗurevinin

ℓ′′n(x) =
1

φ ′
N+1(xn)

[
φ ′′

N+1(x)

(x−xn)
−2

φ ′
N+1(x)

(x−xn)2 +2
φN+1(x)
(x−xn)3

]

(3.13)
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x = xm noktalarında(m 6= n) hesaplanmasıyla ikinci mertebe türev matrisinin k̈oşegen

dışı elemanları

d(2)
mn =

1
xm−xn

[
φ ′′

N+1(xm)

φ ′
N+1(xn)

− 2
(xm−xn)

φ ′
N+1(xm)

(φ ′
N+1xn)

]

ve

d(2)
nn = lim

x→xn
ℓ′′n(x) = lim

x→xn

1
3

φ ′′′
N+1(x)

φ ′
N+1(xn)

=
1
3

φ ′′′
N+1(xn)

φ ′
N+1(xn)

(3.14)

limiti ile de ikinci mertebe ẗurev matrisinin k̈oşegen elemanları bulunur. Sonuç olarak

ikinci mertebe sanki-spektral türev matrisinin elemanları

d(2)
mn =







1
xm−xn

[
φ ′′

N+1(xm)

φ ′
N+1(xn)

− 2
(xm−xn)

φ ′
N+1(xm)

φ ′
N+1(xn)

]

, m 6= n

1
3

φ ′′′
N+1(xn)

φ ′
N+1(xn)

, m= n

(3.15)

şeklinde ifade edilebilir (Funaro, 1992). Daha yüksek mertebeden türev matrisinin el-

emanları da benzer şekilde elde edilebilir. Ancak uygulamalı bilimlerde birçok problem

matematiksel olarak ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemle modellendĭgi için, daha

yüksek merteben türev matrisleri burada hesaplanmayacaktır. Ayrıca bazı durumlarda,

örnĕgin Chebyshev sanki-spektral yönteminde,k. mertebeden türev matrisi, birinci mer-

tebeden ẗurev matrisinink. kuvvetidir (Trefethen, 2000). YaniD(k) = [D(1)]k k= 2,3, . . .

şeklindedir.

3.2. Küçük Bant Genişliği Parametresi İçin Denklemin Sayısal Ç̈ozümleri

Dikkat edillirse (1.1) denklemi ve sınır koşulları simetriktir. Yani θ băgımsız

dĕgişkeni yerine−θ alındı̆gında sistem (denklem ve sınır koşulları) aynı kalır. Simetrik

sistemlerde spektrum (özdĕger k̈umesi)λn, simetrik (çift)λ2n ve anti-simetrik (tek)λ2n+1

özdĕgerleri içerecek şekilde iki k̈umeye ayrılabilir ve bunlara karşılık geleny2n(θ) ve

y2n+1(θ) özfonksiyonları sırasıylaθ dĕgişkeninin çift ve tek fonksiyonu olurlar. Bu

ayrıştırmanın n̈umerik açıdan faydası ise 2N× 2N matris yerine iki taneN×N matris

kullanarak maliyeti d̈uş̈urmektir. Şimdi ayrıştırma işlemi için

x= cos2θ , x∈ (−1,1) (3.16)

çift dönüş̈umü ile başlarsak (1.1) denklemi

(1−x2)y′′+
1
2
(1−3x)y′−

[
m2

2(1+x)
+

c2(1−x)
8

]

y=−1
4

λ , y(−1) = 0 (3.17)

19



3. MATERYAL ve Y ÖNTEM Hülya AYTAR

halini alır. Ardındanx = −1 noktasındaki tekillĭgi gidermek için băgımlı dĕgişken

üzerinde

y(x) = (1+x)
m
2 u(x) (3.18)

dönüş̈umü ile,

(1−x2)u′′+

[

m+
1
2
−
(

m+
3
2

)

x

]

u′+q(x)u= νu (3.19)

denklemine ulaşılır. Burada

q(x) =
c2

8
(x−1) (3.20)

ve

νn =
1
4
[m(m+1)−λ2n] (3.21)

ifadeleriyle verilir. Son eşitlikten (1.1) denkleminin c¸ift indisli özdĕgerleri

λ2n = m(m+1)−4νn, n= 0,1, ... (3.22)

şeklinde elde edilir. Ayrıca (3.18) dönüş̈umü (3.17) denklemindeki sınır koşulunu

otomatik olarak săglamaktadır. Bu ÿuzden,u(x) fonksiyonu sınırlı kaldı̆gı s̈urece her-

hangi bir koşulu săglamak zorunda dĕgildir. Geri dönüş̈umler kullanılarak (3.19) den-

kleminin simetrik özdĕger-̈ozfonksiyon(λ2n,y2n+1) çiftlerini verdiği kolayca g̈orülür.

Gerçekten de

y2n(θ) = (1+cos2θ)
m
2 u(cos2θ) (3.23)

= 2
m
2 cosθu(cos2θ) (3.24)

özfonksiyonlarınınθ dĕgişkeninin çift fonksiyonu oldŭgu açıktır.

Anti-simetrik (tek) özfonksiyonları ele alabilmek için isëonce (1.1) denklemine

φ(θ) çift fonksiyon olmaküzere

y(θ) = sin(θ)φ(θ) (3.25)

dönüş̈umü uygulanarak

−φ ′′+(tanθ −2cotθ)φ ′+

(
m2

cos2θ
+c2sin2θ

)

φ = (λ −2)φ φ(±1) = 0 (3.26)

denklemi elde edilir. Buradaφ fonksiyonu çift oldŭgu için simetrik durumda kullanılan

x= cos2θ ve φ(x) = (1+x)
m
2 u(x) dönüş̈umleri ile

(1−x2)u′′+

[

m− 1
2
−
(

m+
5
2

)

x

]

u′+q(x)u= νu (3.27)
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denklemine ulaşılır. Buradaq(x) halihazırda (3.19) eşitliğinde verilmiş iken

νn =
1
4
[(m+1)(m+2)−λ2n+1] (3.28)

(3.21) eşitlĭginden biraz farklıdır. Bu ifadeden de tek indisliözdĕgerler

λ2n+1 = (m+1)(m+2)−4νn (3.29)

şeklinde elde edilir.

Dönüş̈umlerle geri d̈onüldüğünde

y(θ) = sinθ(1+cos2θ)
m
2 u(cos2θ) (3.30)

= 2
m
2 sinθ cosmθu(cos2θ) (3.31)

(3.27) denkleminin, (1.1) denkleminin anti-simetrik (tek) özfonksiyonlarını verdĭgi

açıktır. Aslında, (3.19) ve (3.27) denklemleri

ν = 1
4

[(
α +β + 1

2

)(
α +β + 3

2

)
−λ

]
(3.32)

olmaküzere

(1−x2)u′′+[β −α − (α +β +2)x]u′+q(x)u= νu, (3.33)

şeklinde tek denklemde toplanabilir.(α,β ) = (−1
2,m) ve (α,β ) = (1

2,m) ikililerinin

sırasıyla (3.19) ve (3.27) denklemlerini verdiği açıktır.Öte yandanc= 0, yaniq(x) = 0,

durumunda (3.33) denkelemi Jacobi diferansiyel denklemine

(1−x2)u′′+[β −α − (α +β +2)x]u′n+n(n+α +β +1)un = 0 (3.34)

dönüşmektedir. Dolayısı ile simetrik̈ozdĕger-̈ozfonksiyon(λ2n,y2n) çiftlerini yaklaşık

olarak hesaplarkenP
(− 1

2 ,m)
n (x), antisimetrik özdĕger-̈ozfonksiyonları (λ2n+1,y2n+1)

hesaplarkenP
( 1

2 ,m)
n (x) Jacobi polinomlarını sanki-spektral yöntemde baz elemanları

olarak kullanacăgız.

3.3. Denklemin Jacobi Sanki-spektral Form̈ulasyonu

Bu bölümde (3.33) de verilen d̈onüşẗurülmüş spheroidal dalga denklemine Jacobi

sanki-spektral ÿontemini uygulayacăgız. Bunu yaparken(α,β ) parametreleri genel tutu-

lacak ve en sonunda simetrik ve antisimetriközdĕger-̈ozfonksiyon çiftleri için sırasıyla
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(α,β ) = (−1/2,m) ve (α,β ) = (+1/2,m) alınacak. (2.3) eşitliğiyle verilen φN+1(x)

polinomu

φN+1(x) = P(α ,β )
N+1 (x) (3.35)

olarak alınacaktır. Şimdi (2.1) ifadesinden faydalanarak yaklaşık ç̈ozüm olarak

u(x)≈ PN(x) =
N

∑
n=0

ℓn(x)un (3.36)

alalım. (3.36) ile verilen yaklaşık çözümü (3.33) denkleminde yerine yazıpx= xm,m=

0,1,2, ...,N noktalarında săglanması istenirse

N

∑
n=0

{
(1−x2

m)ℓ
′′
n(xm)+ [β −α − (α +β +2)xm]ℓ

′
n(xm) +q(xm)ℓn(xm)}

= ν
N

∑
n=0

ℓn(xm)un (3.37)

cebirsel denklem sistemine ulaşılır. Bu eşitlik matris-vektör formunda

B̂u = νu (3.38)

şeklinde yazılabilir. BuradaB̂ matrisinin elemanlarım,n= 0,1, ...N olmaküzere

B̂mn= (1−x2
m)d

(2)
(mn)+[β −α − (α +β +2)xm]d

(1)
(mn)+q(xm)δmn (3.39)

= σ(xm)d
(2)
(mn)+ τ(xm)d

(1)
(mn)+q(xm)δmn (3.40)

şeklindedir. (2.12) ve (2.15) türev matrislerini (3.39) eşitliğinde kullanarakB̂ matrisinin

elemanlarının açık g̈osterimi

B̂mn=−1
6







12σ(xm)

(xm−xn)2

φ ′
N+1(xm)

φ ′
N+1(xn)

if m 6= n

τ(xn)

σ(xn)

[
τ(xn)−2σ ′(xn)

]
−2N

[
τ ′+ 1

2(N+1)σ ′′]−6q(xm) if m= n.

(3.41)

olarak bulunur. BuradaB̂mn matrisinin k̈oşegen elemanları bulunurken (3.19) den-

kleminden faydalanılmıştır. Dikkat edilirsêB matrisi simetrik dĕgildir. Fakat B =

S −1B̂S şeklinde bir benzerlik d̈onüş̈umü ile simetrik hale getirilebilir. Gerçekten de

S matrisi

Smn=
√

1−x2
mφ ′

N+1(xm)δmn=
√

σ(xm)φ ′
N+1(xm)δmn (3.42)

şeklinde k̈oşegen matris olarak seçilirse
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Bmn=−1
6







12
√

(1−x2
m)(1−x2

n)

(xm−xn)2 if m 6= n

τ(xn)

σ(xn)

[
τ(xn)−2σ ′(xn)

]
−2N

[
τ ′+ 1

2(N+1)σ ′′]−6q(xm) if m= n.

(3.43)

Bilindi ği gibi benzer matrislerin̈ozdĕgerleri aynıdır. Dolayısıyla (3.38) denklem

sistemininözdĕgerleri, yani (1.1) denkelminin yaklaşık̈ozdĕgerleri

By = νy (3.44)

simetrik denklem sisteminin̈oz dĕgerleridir.Öte yandan

B̂u = νu ⇒ S
−1

BS u= νu ⇒ B(S u) = ν(S u) (3.45)

olduğundan (3.38) denkleminin̈ozvekẗorleri ile (3.44) denklemin̈ozvekẗorleri arasında

y= S u (3.46)

băgıntısı vardır. SimetrikB matrisinin elemanlarına, yani (3.43) ifadesi sadecexm nok-

talarının bilinmesini gerektirmektedir. Aslında (3.35) seçimi ile xm nokltalarını(N+1).

derece Jacobi polinomunun kökleri olarak atadık. Jacobi polinomlarını kökleri (Golub

ve Welsch, 1969) algoritmasını kullanarak hesaplanabilir. Bu algoritmaL2 normuna g̈ore

normalize edilmiş Jacobi polinomlarının

Ψ(x) =
1

Nn
P(α ,β )

n (x), N
2

n =
2α+β+1

2n+α +β +1
Γ(n+α +1)Γ(n+β +1)

Γ(n+α +β +1)n!
(3.47)

yineleme băgıntısının

An+1Ψn+1(x)+(Bn−x)Ψn(x)+AnΨn−1(x) = 0 (3.48)

kullanılmasına dayanır. (3.48) ifadesin= 0,1, ...,N için yazılırsa homojen olmayan













B0−x A0 0

A0 B1−x A1

A1 B2−x
. . .

. ..
. . . AN−1

0 AN−1 BN −x



























Ψ0(x)

Ψ1(x)
...

ΨN−1(x)

ΨN(x)














=














0

0
...

0

ΨN+1(x)














(3.49)

lineer denklem sistemi elde edilir. Şimdi

ΨN+1(x) =
1

NN+1
P(α ,β )

N+1 = 0 (3.50)
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olmasını, yani (3.50) polinomunun köklerini bulmak istersek

R=













B0 A0 0

A0 B1 A1

A1 B2
. . .

. .. . . . AN−1

0 AN−1 BN













, Ψ =













Ψ0(x)

Ψ1(x)
...

ΨN−1(x)

ΨN(x)













(3.51)

olmaküzere

(R−xI)Ψ = 0⇒ RΨ = xΨ (3.52)

matris özdĕger problemiyle karşılaşırız. DolayısıylaP(α ,β )
N+1 (x) Jacobi polinomunun

kökleri simetrik tridiagonalR matrisininözdĕgerleridir. Burada Jacobi polinomları için

An =
2

2n+α +β

√

n(n+α)(n+β )(n+α +β )
(2n+α +β −1)(2n+α +β +1)

(3.53)

ve

Bn =
β 2−α2

(2n+α +β )(2n+α +β +2)
(3.54)

şeklinde (1.97)-(1.100) eşitlikleri kullanılarak eldeedilir.

İlerde araştırma bulgularındanda görülecĕgi gibi bu formülasyon k̈uçük bant

genişlĭgi parametresi dĕgerleri için uygun olup, b̈uyük bant genişlĭgi parametresi

dĕgerleri için verimsiz ve pahalı bir ÿontemdir. Dolayısıyla bir sonraki bölümde b̈uyük

bant genişlĭgi parametresi için bir ÿontem verecĕgiz.

3.4. Büyük Bant Genişliği Parametresi İçin Denklemin Sayısal Ç̈ozümleri

(1.1) Küresel dalga denklemi, (3.1) ve (3.2) alt bölümlerinde belli d̈onş̈umler ile uy-

gun bir forma d̈onüşẗurülmüş, Jacobi sanki-spektral yöntemi yardımıylac parametresinin

küçük dĕgerleri için ÿuksek dŏgrulukta sayısal sonuçlar elde edilmişti. Bu kısımda ise

bant genişlĭgi parametresinin b̈uyük dĕgerleri için de ÿuksek dŏgrulukta sayısal sonuçlar

veren bir ÿontem sunulacaktır. Bunun için (1.1) denkleminde bağımsız dĕgişkenüzerinde

x= sinθ , x∈ (−1,1) (3.55)

dönüş̈umü uygulandı̆gında k̈uresel dalga denkleminin cebirsel formu

(1−x2)y′′−2xy′−
(

m2

1−x2 +c2x2
)

y=−λ (c,m)y, y(±1) = 0 (3.56)
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elde edilir. Ardındanu(x), [−1,1] aralı̆gında sonlu bir fonksiyon olmak̈uzere, son den-

klemde(1−x2)−1 ile orantılı terimden kurtulmak için bağımlı dĕgişkenüzerinde

y(x) = (1−x2)
m
2 u(x) (3.57)

dönüş̈umü yapılırsa

(1−x2)u′′−2(m+1)xu′−
(
c2x2)u= νu, ν = m(m+1)−λ (c,m) (3.58)

denklemi elde edilir. Dikkat edilirse (3.57) dönüş̈umü ile (3.56) denklemindeki sınır

koşulları otomatik olarak sağlanmaktadır. Dolayısıyla (3.58) denklemiüzerinde sınır

koşulu bulunmamaktadır.

3.5. Dönüştür ülmüş Chebyshev Sanki-spektral Ÿontemi

Büyük c dĕgerleri için denkleminözfonksiyonları sıfırın k̈uçük bir komşulŭgu

dışında sıfıra çok yakın değerler almaktadır.̈Ote yandan şebeke noktaları olarak kul-

lanılan jacobi polinomlarının k̈okleri aralı̆gın uç noktalarında daha yoğun, orijin civarında

ise seyrek bir dăgılım göstermektedir. Bu ÿuzden şebeke noktalarını sıfırın çok küçük

bir komşulŭgunda yŏgunlaştırmak, aralığın uçlarına dŏgru ise seyreltmek gerekir.İşte

bunun için d̈onüşẗurülmüş sanki-spektral ÿontemler kullanılacaktır. Genelde koordinat

dönüş̈umü

g′(x;γ)> 0, g(±1,γ) =±1, γ ∈ Dγ (3.59)

olmaküzere

t = g(x;γ), x∈ [−1,1], γ ∈ Dγ (3.60)

şeklindedir. Burada,Dγ γ ’nın tanım aralı̆gıdır. (3.60) d̈onüş̈umü terslenebilir ve tersi

x= g−1(t;γ) := h(t;γ), t ∈ [−1,1], γ ∈ Dγ (3.61)

biçimindedir.

Pratikte birkaç ilginç d̈onüş̈um kullanılmıştır.Özelde Kosloff ve Talzer bir parame-

treli

t = g(x;γ) =
arcsin(γx)
arcsinγ

, 0< γ < 1 (3.62)

dönüş̈umünü tanımlamışlardır. Bu d̈onüş̈um γ → 1− Chebyshev-Gauss Lobatto nokta-

larını eşit aralıklı noktalara doğru g̈otürür. (Kosloff ve Tal-Ezer, 1993) sınır katı bulu-
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nan problemlerin yaklaşık çözümlerini d̈onüşẗurülmüş Chebyshev ÿontemiyle hesapla-

mak için

t = g(x;γ) =
4
π

arctan
[

tan
π
4

γ(x−1)
]

+1 (3.63)

gönderimini kullanmışlardır. Bu d̈onüş̈um γ → 0+ (γ → 0−) noktalarıt = −1 (t = +1)

civarında yŏgunlaştırmaktadır. (Bayliss ve ark., 1989) iki parametreli

t = g(x;γ) = γ2+
1
γ1
[tan(a1(x−a0))], γ ∈ Dγ (3.64)

dönüş̈umünü tanımlamışlardır. Burada

Dγ = {(γ1,γ2); γ1 > 0, −1≤ γ2 ≤ 1} (3.65)

şeklindedir. Bu d̈onüş̈umdeγ1 dĕgeri arttıkça noktalart = γ2 civarında yı̆gılır.

k1 = arctan(γ1(1+ γ2)), k2 = arctan(γ1(1− γ2)) (3.66)

olmaküzere, ĕgera0 vea1 sabitleri

a0 = a0(γ) :=
k1−k2

k1+k2
, a1 = a1(γ) :=

k1+k2

2
(3.67)

şeklinde seçilirseg= (±1,γ) =±1 şartları săglanır ve bu seçimlerle

−1≤ a0 ≤ 1, 0< a1 <
π
2

(3.68)

olduğu kolayca g̈orülebilir. Bu dönüş̈umün tersi

x= g−1(t;γ) = a0+
1
a1

arctan[γ1(t − γ2)] (3.69)

şeklinde açıkça yazılabilir.

Bu dönüş̈umlerden bizim problemimize uygun olanı son dönüş̈umd̈ur. Ayrıca

grid noktalarını sıfırın civarında yoğunlaştırmamız gerektiğinden bu d̈onüş̈umdeγ2 = 0

alınacaktır.

Ayrıca (3.64) ve (3.69) ifadelerinden

d
dt

=
d
dx

dx
dt

(3.70)

zincir kuralını kullanarak
d
dt

=
γ1

a1

1
1+[γ1(t − γ2)]2

d
dx

(3.71)

veya
d
dt

=
γ1

a1

1
1+ tan2[a1(x−a0)]

d
dx

:= F(x)
d
dx

(3.72)
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yazılabilir. Benzer şekilde

d2

dt2
=

d
dt

(
d
dx

dx
dt

)

=
d2

dx2

(
dx
dt

)2

+
d
dx

d2x
dt2

(3.73)

olduğundan

d2

dt2
=

(
γ1

a1

1
1+ tan2[a1(x−a0)]

)2 d2

dx2 +

(−2γ2
1

a1

tan[a1(x−a0)]

[1+ tan(a1(x−a0)2)]2

)
d
dx

(3.74)

= F2(x)
d2

dx2 +F ′(x)
d
dx

(3.75)

bulunur. Şimdi Chebyshev türev matrislerini hatırlayalım.

Teorem 3.1 (Trefethen, 2000)

xm = cos
(mπ

N

)

, cm =







2, m= 0 veyaN,

1, diǧer durumlarda
(3.76)

olmaküzere birinci mertebe chebyshev türev matrisi

D(1)
mn =







cm

cn

(−1)m+n

xm−xn
, m 6= n m,n= 0,1,2, ...,N

2N2+1
6

, m= n= 0

−xm

2(1−x2
m)

, m=,1,2, ...,N−1

−2N2+1
6

, m= n= N.

(3.77)

şeklindedir.

Ayrıca yüksek mertebeden Chebyshev türev matrisleri, birinci mertebe Chebyshev

türev matrisinin kuvvetleri

D(k) = [D(1)]k k= 2,3, ... (3.78)

şeklinde hesaplanabilir (Trefethen, 2000). Dolayısıyla(3.72) ve Teorem 3.1 ’den birinci

mertebe d̈onüşẗurülmüş Chebyshev türev matrisi

F = diag(F(x0),F(x1), ...,F(xn)) (3.79)
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ve

F1 = diag(F ′(x0),F
′(x1), ...,F

′(xn)) (3.80)

köşegen matrisler olmak̈uzere

D̂(1) = FD(1) (3.81)

bulunur. Benzer şekilde ikinci mertebe dönüşẗurülmüş Chebyshev türev matrisi

D̂(2) = F2D(2)+F1D(1) (3.82)

halini alır.

3.6. Yöntemin Denkleme Uygulanması

Dönüşẗurülmüş Chebyshev sanki spektral yöntemi (3.58) denklemine uygulanırsa

B = [diag{1−x2
j}D̂(2)−diag{2(m+1)x j}D̂(1)−diag{c2−x2

j}] (3.83)

ve j = 0,1, ...,N olmaküzere

Bu = νu (3.84)

ayrık sistemi elde edilir. Buradan büyük c dĕgerleri için k̈uremsi dalga denkleminin

özdĕgerleri (3.58) yardımıyla

λn(c,m) = m(m+1)−νn, n= 0,1, ...,N (3.85)

şeklinde vëozfonksiyonların şebeke noktalarındaki değerleri (3.57) yardımıyla

yn(x j) = (1−x2
j )

m
2 u j

n (3.86)

şeklinde ifade edilebilir. Buradau j
n (3.84) lineer denklem sistemininn’inci özvekẗorünün

j ’inci elemanıdır.

28
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA

Bu bölümde bir önceki b̈olümde verilen ÿontemler kullanilarak farklıc ve m

dĕgerleri için k̈uresel dalga denkleminin yaklaşık̈ozdĕgerleri tablolar halinde verile-

cektir. Bunun için (3.38) eşitliğinde elde edilenB matrisini bilgisayar yardımıyla

köşegenleştirerek (1.1) denklemininözdĕgerleri elde edilecektir. Programlama dili olarak

matlab ve fortran kullanılmıştır.

Çizelge 4.1. Matris boyutuN artarkenλ0(1,0) veλ1000(1,0) özdĕgerlerindeki dŏgruluk artışı. Baz fonksi-
yonları derecesi N, mertebesi(α,β ) = (−1/2,0) olan Jacobi polinomlarıdır.

N λ0(1,0) N λ1000(1,0)
4 0.3190000551469 501 1001000.50001
5 0.3190000551468927398 502 1001000.5000001560941
6 0.319000055146892739783982 503 1001000.50000015609406982910038
7 0.31900005514689273978398198587 504 1001000.5000001560940698291003783
8 0.31900005514689273978398198587 505 1001000.5000001560940698291003783

Çizelge 4.1.’de matris boyutuN artarken (1.1) k̈uresel dalga denklemininc = 1

ve m= 0 için λ0 ve λ1000 özdĕgerlerinin dŏgruluklarının artışı verilmiştir. Çizelgeden

de g̈orüldüğü üzere matris boyutunu bir arttırmak̈ozdĕgerlerde ortalama altı basamak

doğruluk artışına sebep olmaktadır.

Çizelge 4.2. K̈uresel dalga denkleminin bazı yüksek çift indeksliözdĕgerlerini verilen dŏgrulukta elde
etmek için gerekli en k̈uçük matris boyutu.

n N when(α,β ) = (−1
2,0) λn(1,0)

100 55 10100.500015471905647093185536399
200 105 40200.500003886917446770035728532
500 255 250500.50000062375510956230988949

1000 505 1001000.5000001560940698291003783

Çizelge 4.3. Zonal dalga sayısım dĕgişirken λ11(10,m) özdĕgerini verilen dŏgrulukta elde etmek
için gerekli en k̈uçük matris boyutları. Baz fonksiyonları derecesi N, mertebesi (α,β ) =
(−1/2,m) olan Jacobi polinomlarıdır.

m N λ11(10,m)
0 26 184.54761858852457640833705901739
10−1 20 186.80600167867847699593805333280
1 19 207.70676111785875039455851329530
10 17 501.10179565732031970129421278971
102 12 12441.764971364585860241721862947
103 9 1023133.1303999773054788754589760
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Çizelge 4.2.’de ise bazı yüksek çift indekslïozdĕgerleri, verilen dŏgrulukta elde et-

mek için gerekli en k̈uçük matris boyutu verilmiştir. Çizelgeden de anlaşılacağı üzere

yöntem çok hızlı yakınsamaktadır.Örnĕgin λ1000 özdĕgerini herhangi bir dŏgrulukta

ekrana yazdırmak için gerekli en küçük matris boyutuN = 501’dir. Bununla birlikte

N = 505 dĕgeri buözdĕgeri çizelgede verilen dŏgrulukta elde etmek için yeterlidir. Yani,

matris boyutunu sadece dört artırarak 25 ondalık basamak doğruluk elde edilmiştir.

Çizelge 4.4. Bant genişliği c dĕgişirkenλ11(c,m) özdĕgerlerini verilen dŏgrulukta elde etmek için gerekli
en k̈uçük matris boyutları. Baz fonksiyonları derecesi N, mertebesi (α,β ) = (−1/2,10) olan
Jacobi polinomlarıdır.

c N λ11(c,10)
0 6 462.00000000000000000000000000002
10−1 9 462.00391869871637233605123379790
1 12 462.39186517444384925685069161521
10 17 501.10179565732031970129421278971
102 51 2345.010135577631447774866243889
103 162 23034.2246949267005286970936261

Çizelge (4.3.)’de (1.1) k̈uresel dalga denklemininc= 10 için zonal dalga sayısım

dĕgişirken,λ11 özdĕgerinin rapor edilen dŏgrulukta elde edilmesi için gerekli en küçük

matris boyutuN verilmiştir. İlginç bir şekildemarttıkça matris boyutuN azalmaktadır.

Çizelge 4.5.n= 0,50,100,200 için k̈uresel dalga denklemininλ2n(
√

10,0) özdĕgerlerinin dŏgruluk artışı.
Baz fonksiyonları derecesi N, mertebesi(α,β ) = (−1/2,0) olan Jacobi polinomlarıdır.

N λ0(
√

10,0) N λ100(
√

10,0)
5 2.305 040 10 51 10105.0
6 2.305 040 107 940 52 10105.000 433
7 2.305 040 107 940 431 6 53 10105.000 433 246 48
8 2.305 040 107 940 431 635 6 54 10105.000 433 246 482 907 99
9 2.305 040 107 940 431 635 679 732 55 10105.000 433 246 482 907 993 562 45
10 2.305 040 107 940 431 635 679 732 102 9 56 10105.000 433 246 482 907 993 562 450
11 2.305 040 107 940 431 635 679 732 102 9 57 10105.000 433 246 482 907 993 562 450
N λ200(

√
10,0) N λ400(

√
10,0)

101 40205.00 201 160405.00
102 40205.000 108 8 202 160405.000 027 2
103 40205.000 108 835 777 203 160405.000 027 275 870 8
104 40205.000 108 835 777 578 646 2 204 160405.000 027 275 870 838 131 19
105 40205.000 108 835 777 578 646 209 290 205 160405.000 027 275 870 838 131 198 65
106 40205.000 108 835 777 578 646 209 290 206 160405.000 027 275 870 838 131 198 65

Çizelge (4.4.)’de ise zonal dalga sayısım = 10 ve bant genişliği parametresic

dĕgişirken,λ11(c,10) özdĕgerinin çizelgedeki dŏgrulukta elde edilmesi için gerekli en

küçük matris boyutuN dĕgerleri verilmiştir. Çizelge 4.4.’den açıkça görülmektedir kic

dĕgeri artarken,N matris boyutu çok hızlı bir şekilde büyümektedir.
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Çizelge 4.5.’de isec2 = 10 ve m = 0 dĕgerleri için bazı özdĕgerlerin dŏg-

ruluk artışları rapor edilmiştir. Çizelgeden görüldüğü üzere matris boyutunu bir

artırmak ortalama d̈ort-beş basamak doğruluk artışına sebep olmaktadır. Çizelge 4.1. ile

karşılaştırıldı̆gında, altı-sekiz basamak arası olan doğruluk artışının d̈ort-beş basamağa

düşẗuğü görülmektedir. Bunun sebebi ise bant genişliği parametresininc = 1 iken c =
√

10 olmasıdır. Çizelgelerden açıkça görülmektedir kic parametresindeki artış yöntemin

yakınsama hızını̈onemliölçüde d̈uş̈urmektedir.

Çizelge 4.6. Çok b̈uyük c parametreleri için bazı çift indekslïozdĕgerler.Baz fonksiyonları derecesi N,
mertebesi(α,β ) = (−1/2,0) olan Jacobi polinomlarıdır.

N n c λ2n(c,0) λ2n(c,0)(Huang ve ark., 2015)
300 0 104 9999.24998333 9999.2499812476

2 49996.24972134 49996.2497186864
4 89989.24873225 89989.2487058253
6 129978.24930688 129978.2463421388

900 0 105 99999.2500 99999.249998
2 499996.2499 499996.249971
4 899989.2554 899989.249870
6 1299978.7679 129978.249634

Çizelge 4.7. Çok b̈uyük c parametreleri için bazı çift indeksliözdĕgerler.

n NJ NDC γopt
1 c λ2n(c,0) λ2n(c,0) λ2n(c,0)

(Jacobi) (DC) (Huang ve ark., 2015)
0 300 50 35 104 9999.24998333 9999.2499812461 9999.2499812476
2 49996.24972134 49996.2497201367 49996.2497186864
4 89989.24873225 89989.2483888987 89989.2487058253
6 129978.24930688 129978.2668896432 129978.2463421388
0 900 62 73 105 99999.2500 99999.24999811 99999.249998
2 499996.2499 499996.24997187 499996.249971
4 899989.2554 899989.24987046 899989.249870
6 1299978.7679 129978.24962771 129978.249634

Yine Çizelge 4.6. g̈ostermektedir ki çok b̈uyük c dĕgerleri için matris boyutu

dramatik bir şekilde artarken sadece birkaç basamak doğruluk elde edilmektedir. Bant

genişlĭgi parametresi daha da artırıldığında Jacobi sanki-spektral yöntemi sonuç vere-

memektedir. Fakat Çizelge 4.6.’dan da görüldüğü gibi dönüşẗurülmüş Chebyshev (DC)

sanki-spektral ÿontemi kullanıldı̆gında oldukça k̈uçük matris boyutlarında dahi yüksek

doğrulukta sonuçlar elde edilmiştir.̈Ornĕgin bant genişlĭgi parametrsic = 104 iken, Ja-

cobi sanki-spektral ÿontemiyle 8-10 basamak doğruluk elde etmek için gerekli matris

boyutu N = 300 olmaktadır. Fakat, dönüşẗurülmüş Chebyshev sanki-spektral yöntemi

kullanıldığında 10-12 basamak doğruluk elde etmek için gerekli matris boyutuN = 60

olmaktadır.
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Açıkça g̈orüldüğü üzere Jacobi polinomları̈uzerine kurulan klasik sanki-spektral

şemalar bant genişliği parametresinin çok b̈uyük dĕgerleri için kullanışsız bir hal al-

maktadır. Bununla birlikte, sanki-spektral şemada dönüşẗurülmüş Chebyshev polinomları

kullanıldığında, çok b̈uyük c dĕgerleri için denklemin̈ozdĕgerleri oldukça k̈uçük matris

boyutlarında bile ÿuksek dŏgrulukta hesaplanabilmektedir.

Çizelge 4.8.c= 104 için ilk birkaç çift indeksliözdĕgerler.

n N γopt
1 λ (104,0)(DC) (Huang ve ark., 2015)

0 90 20 9999.24998124842386 9999.249981247640
2 49996.24971868807188 49996.24971868644
4 89989.24870582588483 89989.24870582526
6 129978.24634213931859 129978.2463421388
8 169963.24202680154121 169963.2420268017

10 209944.23515867584501 209944.2351586839
12 249921.22513674607035 249921.2251363630

Fakat, matris boyutunun küçük olması için d̈onüş̈umde bulunanγ1 parametresinin

seçimi b̈uyük önem arzetmektedir. Bu parametrenin optimum değerini(γopt
1 ) bulmak için

sistematik bir yol olmayıp deneme yanılma yöntemiyle bulunmaktadır. Burada optimum

dĕgerden kasıt, verilen doğruluğu elde etmek için gerekli en küçük matris boyutunun elde

edildiği parametre dĕgeridir. Çizelge 4.7.’de son sütun karşılaştırma amaçlı verilmiştir.

Çizelge 4.9. Çok b̈uyük c parametreleri için bazı çift indeksliözdĕgerler.

n N γopt
1 λ (105,0) (Huang ve ark., 2015)

0 105 103 99 999.249 998 080 413 21 99999.24999812440
2 499996.24997188552516 49996.249971716
4 899989.24987056641839 899989.2498706253
6 1299978.24963431758806 1299978.249634355
8 1699963.24920305632986 1699963.249203085

10 2099944.24851671652868 2099944.248516781
12 2499921.24751564534381 2499921.247515428

Çizelge 4.8.,c = 104 parametre dĕgeri için ilk yedi çift indeksli özdĕgerin DC

sanki-spektral ÿontemi ile elde edilen yaklaşık değerlerini içermektedir. Son sütun

karşılaştırma amacıyla (Huang ve ark., 2015) çalışmasından alınmıştır. Bu çalışmada

yazarlar c parametresinin karekökü ile ölçeklendirilmiş Hermite fonksiyonlarını baz

olarak kullanan bir spektral yöntem kullanmışlardır.

Benzer şekilde Çizelge 4.9. ve Çizelge 4.10. sırasıylac = 105 ve c = 106 için

sayısal sonuçları içermektedir. Dikkat edilirse buüç çizelgede de DC sanki-spektral ve
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ölçeklendirilmiş Hermite spektral ÿontemleriyle elde edilen sayısal sonuçlar birbirleriyle

oldukça uyumludur.

Çizelge 4.10. Çok b̈uyük c parametreleri için bazı çift indeksliözdĕgerler.

n N γopt
1 λn(106,0) (Huang ve ark., 2015)

0 130 103 999999.24999980628490 999999.2499998127
2 4999996.24999722372741 4999996.249997196
4 8999989.24998725764453 8999989.249987049
6 12999978.24996347166598 12999978.24996351
8 16999963.24992034211755 16999963.24992045

10 20999944.24985164403915 20999944.24985144
12 24999921.24975156039000 24999921.24975141

Çizelge 4.11. Çok b̈uyük c parametreleri için bazı çift indeksliözdĕgerler.

n N γopt
1 λn(107,0)(DC) Asimptotik (Alıcı ve Shen, 2017)

0 170 289 9999999.24999823 9999999.24999998 9999999.24999998
2 49999996.249999150 49999996.24999972 49999996.24999971
4 89999989.249998450 89999989.24999870 89999989.24999870
6 129999978.249996796 129999978.24999635 129999978.24999634
8 169999963.249993264 169999963.24999204 169999963.24999203
10 209999944.249981880 209999944.24998516 209999944.24998516
12 249999921.249972999 249999921.24997514 249999921.24997515
14 289999894.249961853 289999894.24996138 289999894.24996139
16 329999863.249941706 329999863.24994326 329999863.24994328
18 369999828.249918341 369999828.24992019 369999828.24992021
20 409999789.249890208 409999789.24989158 409999789.24989160

Çizelge 4.11.’dec= 107 için bazı çift indekslïozdĕgerler verilmiştir. Sonuçlar̈once

büyük c dĕgerleri için geçerli olan

λn(c,m) = ck+m2− 1
8
(k2+5)− k

64c
(k2+11−32m2)

− 1
1024c2

[
5(k4+26k2+21)−384m2(k2+1)

]
(4.1)

− 1
c3

[
1

1282(33k5+1594k3+5621)− m2

128
(37k3+167k)+

m4

8
k

]

+O(c−4), k= 2n+1

asimptotik form̈ulü ile karşılaştırılmıştır (Abramowitz ve Stegun, 1970). Sonuçların

uyum içinde oldŭgu g̈orülmektedir. Ardından (Alıcı ve Shen, 2017) ile karşılaştırma

yapılmıştır. Bu çalışmada araştırmacılar,özel d̈onüş̈umlerle denklemi(−1,1) aralı̆gından

(−∞,∞) aralı̆gında tanımlı bir denkleme dönüşẗurmüş vec parametresinin karekökü ile

ölçeklendirilmiş Hermite polinomlarını sanki-spektral şemada kullanmışlardır. Tablo-

daki sonuçları iseN = 30 matris boyutunda elde etmişlerdir. Her ne kadar elde edilen
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sonuçlar uyum içinde olsa da (Alıcı ve Shen, 2017) çalışmasında kullanılan ÿontemin bu

çalışmadakinden daha verimli olduğu açıktır.

Çizelge 4.12. Çok b̈uyük c parametreleri için bazı çift indeksliözdĕgerler.

n N γopt
1 λn(108,0)(DC) (4.1) asimptotic form̈ulü

0 300 500 9999999.24999823 9999999.24999998
2 49999996.249999150 49999996.24999972
4 89999989.249998450 89999989.24999870
6 129999978.249996796 129999978.24999635
8 169999963.249993264 169999963.24999204
10 209999944.249981880 209999944.24998516
12 249999921.249972999 249999921.24997514
14 289999894.249961853 289999894.24996138
16 329999863.249941706 329999863.24994326
18 369999828.249918341 369999828.24992019
20 409999789.249890208 409999789.24989158

Fakat burada çok b̈uyük c dĕgerleri için, Jacobi sanki-spektral yönteminden daha

iyi bir y öntem verildĭgi açıktır. Ç̈unkü, Çizelge 4.7.’den açıkça görüldüğü üzerec= 105

iken bile matris boyutuN = 900 olmaktadır. Bant genişliği parametresinin dĕgeri arttıkça

matris boyutunun dramatik bir şekilde arttığı düş̈unülürse, DC sanki-spektral yönteminin

çok b̈uyük c dĕgerleri için çok iyi bir iyileştirme oldŭgu açıktır.

Çizelge 4.13. Çok b̈uyük c dĕgerleri için bazı̈ozdĕgerler.

n N γ c λn(DC) (4.1) asimptotic form̈ulü
0 500 30 105 99999.2499982 99999.2499981249
50 10098724.0887909 10098724.0887909140
100 20094947.9800125 20094947.9800124540
150 30088669.9843846 30088669.9843901656
0 600 60 106 999999.24999936 999999.2499998124
50 100998724.2338837 100998724.2338836789131
100 200994949.1230737 200994949.12307307124138
150 300988673.8237994 300988673.82380032539368
0 950 100 107 9999999.2497875 9999999.24999998137355
50 1009998724.2483787 1009998724.24838840961456
100 2009994949.2374091 2009994949.23730802536011
150 3009988674.2074265 3009988674.20738363265991

Son olarak, Çizelge 4.13. çok büyük c dĕgerleri (c= 105,106,107) için bazı b̈uyük

indeksli(n= 0,50,100,150) özdĕgerleri listelemektedir. Çizelgeden de görüldüğü üzere

burada kullanılan ÿontem hem d̈uş̈uk indisli hem de b̈uyük indisli özdĕgerleri ÿuksek

doğrulukta hesaplayabilmektedir.

Bu çalışmada verilen ÿontem ile keyfi birm = 0,1,2, . . . dĕgeri için de benzer

sonuçlar elde edilmiştir. Şekil 4.1.c = 1000, m= 10 için (3.56) denkleminin ilk d̈ort
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özfonksiyonunu içermektedir.
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(a)y0(x), λ0 = 1099.299 886 167 0
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(b) y1(x), λ1 = 3098.399 433 242 3
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(c) y2(x), λ2 = 5096.498 154 090 5
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(d) y3(x), λ3 = 7093.595 296 337 4

Şekil 4.1. (3.56) k̈uremsi dalga denklemininc= 103, m= 10 için ilk dört özfonksiyonu.
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5. SONUÇLAR veÖNERİLER

Bu çalışmada, k̈uremsi dalga denkleminin̈ozdĕgerleri ve özfonksiyonları bant

genişligi parametresinin hem küçük hem de çok b̈uyük dĕgerleri için sırasıyla Jacobi

tipi ve dönüşẗurülmüş Chebyshev sanki-spektral yöntemleriyle hesaplanmıştır. Jacobi

sanki-spektral ÿonteminin özellikle küçük bant genişlĭgi dĕgerleri (c < 103) için uy-

gun oldŭgu fakat daha b̈uyük dĕgerler için kullanışsız oldŭgu g̈orülmüşẗur. Bu yüzden,

parametrenin b̈uyük dĕgerleri için daha uygun bir ÿontem olan d̈onüşẗurülmüş Chebyshev

sanki-spektral ÿontemi kullanılmıştır. B̈uyük c dĕgerleri içinözfonksiyonlar sıfırın k̈uçük

bir komşulŭguna sıkıştı̆gı için Chebyshev ekstremum noktaları uygun bir dönüş̈umle

bu b̈olgeye g̈onderilmiş ardından ÿontem uygulanmıştır. Bunun sonucunda daözdĕger

ve özfonksiyonlarc < 107 parametre dĕgerleri için etkili ve ucuz bir şekilde ÿuksek

doğrulukta elde edilmiştir.

Ancak daha b̈uyük c dĕgerleri için Chebyshev sanki-spektral yöntemi de kullanışsız

bir hal almaktadır. Bu durumda,̈ozdĕger ve özfonksiyonların hesabında asimptotik

formüller kullanılabilir. Ayrıca, spektral ÿontemlerde baz fonksiyonu olarak Hermite veya

Laguerre fonksiyonlarının kullanılması da çok büyük c dĕgerleri için ÿuksek dŏgrulukta

sonuçlar vermektedir (Huang ve ark., 2015; Alıcı ve Shen, 2017).
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