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OZET

Yiksek Lisans Tezi

KUREMSI DALGA DENKLEM ININ SANK i-SPEKTRAL Y ONTEMLERLE SAYISAL
COZUMLERI

Hilya AYTAR

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstit Gisl
Matematik Anabilim Dali

Danisman : Dog. Dr. Haydar ALICI
Yil: 2017, sayfa: 39

Bu tezde, Kiremsi dalga denkleminin bant gengglparametresinin hemiiciik hem de cok byuk dejerleri
icin sanki-spektral gntemlerle sayisalGziimleri elde edilmistir. Bant genigli parametresinin glik
degerleri icin denklem Jacobi diferansiyel denklemini aadibir forma énustirilip uygun Jacobi sanki-
spektral yntemi kullanilarak sayisalogiimler hesaplanmistir. Bubptem bant genigji parametresinin
cok hiyuk dejerleri icin kullanissiz bir hal almaktadir. Buiigden denklem cebirsel formalistirulup
gonderimli Chebyshev sanki-spektrabitemi kullanilarak yaklasikéziimler elde edilmistir. dntemin
verimliligini gormek icin literatirde var olan sayisal sonuglarla karsilastirmalarlyagtir.

ANAHTARKEL IMELER: Kuremsi dalga denklemi, klasik dik polinomlar, sanki-spakyontemler.



ABSTRACT

MSc Thesis

NUMERICAL SOLUTION OF THE SPHEROIDAL VAWE EQUATION BY USING
PSEUDOSPECTRAL METHODS

Hilya AYTAR

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Haydar ALICI
Year: 2017, page: 39

In this thesis, numerical solution of the spheroidal vawaatign is obtained by using pseudospectral meth-
ods for both small and very large values of the bandwidthmpatar. For small values of the bandwidth

parameter, spheroidal vawe equation is transformed intora fesembling the Jacobi differential equa-

tion and hence, it is approximated by using suitable Jacedugospectral method. However, the method
becomes useless especially for very large values of thewidtidparameter. For this reason, first it is

transformed into an equivalent algebraic form and then @pprated by using the mapped Chebyshev
pseudospectral method. Comparison with literature resslmade to see the efficiency of the present
method.

KEYWORDS: Spheroidal wave equation, classical orthogonal polynmgseudospectral methods.



TESEKK UR

Calismalarimiz boyunca desteklerini esirgemeyen,rebidgileriyle beni bilgilendiren ¢ok kiymetli ve
saygidger hocam Dog. Dr. Haydar ALICI'ya teselikederim.

Ayrica, tez jirisinde bulunan ve tezin son halini almasirideemli katkilari bulunan Dog. Dr. Tanfer
TANRIVERDI ve Yrd. Dog. Dr. Hiseyin ALTUNDAG hocalarima da teseikii borg bilirim.

Son olarak, bana her kosulda ve her durumda destek olamggkli aile bireylerime de tesekk
ederim.



CIZELGELER D IZINI

Sayfa No
Cizelge 4.1. Matris boyut artarkenp(1,0) ve A1000(1, 0) Ozd&jerlerindeki dgruluk artisi. Baz
fonksiyonlari derecesi N, mertebési, 3) = (—1/2,0) olan Jacobi polinomlardir. . 29
Cizelge 4.2. Kiresel dalga denkleminin baziksek cift indekslivzddjerlerini verilen dgrulukta
elde etmek icin gerekli enllgik matris boyutu. . . . . .. ..o 29

Cizelge 4.3. Zonal dalga sayim dejisirken A11(10,m) dzdderini verilen d@rulukta elde et-
mek icin gerekli en lkciik matris boyutlari. Baz fonksiyonlari derecesi N, merstbe
(a,B) = (—1/2,m) olan Jacobi polinomlaridir. . . . ... ... ........... 29

Cizelge 4.4. Bant genigji c degisirkenA11(c,m) 6zd&erlerini verilen dgrulukta elde etmek icin
gerekli en Kiclik matris boyutlari. Baz fonksiyonlari derecesi N, mergle, 3) =
(—=1/2,10) olan Jacobi polinomlaridir, . . . . . . ... ... ... 03

Cizelge 4.5. n = 0,50,100,200 igin kiresel dalga denkleminimz,(1/10,0) 6zdeerlerinin
dogruluk artigi. Baz fonksiyonlari derecesi N, mertelfesi) = (—1/2,0) olan Ja-

cobipolinomlanidir. . . . . . . .. .. e 30
Cizelge 4.6. Cok byuk c parametreleri icin bazi cift indekgdzdejerler.Baz fonksiyonlari derecesi

N, mertebes{a, ) = (—1/2,0) olan Jacobi polinomlandir. . . . . ... ... ... 31
Cizelge 4.7. Cok byuk c parametreleri icin bazi ¢ift indeksbzdeyerler. . . . . . . ... ... .. 31
Cizelge 4.8. ¢= 10*igin ilk birkag cift indeksliozdajerler. . . . . ... .. ... ... ...... 32
Cizelge 4.9. Cok byuk c parametreleri igin bazi ¢ift indeksbizdegerler. . . . . . . ... ... .. 32
Cizelge 4.10. Cokiwyiik c parametreleriicin bazi cift indeksbzdegerler. . . . . . . . . ... ... 33
Cizelge 4.11. Cokiyik c parametreleriicin bazi cift indekshzdejerler. . . . . . ... ... ... 33
Cizelge 4.12. Cokibyiuk c parametreleri icin bazi ¢ift indeksbzdegerler. . . . . . . ... ... .. 34
Cizelge 4.13. Cok ik c degerleriicin bazibzdeerler. . . . . . . . . ... L. 34



1. GIRIS Hilya AYTAR

1. GIRIS

Fizigin optik, atomik, molekler ve nikleer gibi bir cok alaninda karsimiza cikan
kiiremsi dalga denklemi

1 d ay
[_coseﬁ(coseﬁ)+co§9+c S| y=Ay, y(£m/2) =0 (1.1)

ifadesi ile verilir (Barakat ve Abodayeh, 2005). Buradatzddjer parametresim
zonal dalga sayisiI ve bant genislji parametresi olarak bilinir. Helmholtz denklemine
kiiremsi koordinatlarda dgskenlerine ayirma gnteminin uygulanmasiyla elde edilen
uc¢c denklemden biri tremsi dalga denklemidir ve bu denklemidzgmleri kiiremsi
dalga fonksiyonlar olarak bilinir. Bu fonksiyonlarin keyfir c ve m dejeri icin yuksek
dogruluktaki yaklasik temsilleri, Helmholtz denkleminiizellikle dalga sayisininilyuk

degerleri icin yaklasik §ziimlerini elde etmede gereklidir.

Ayrica, bu fonksiyonlarin bazi adi ve kismi differansiyelerdlemlerin
cozumlerinde,ozellikle bandlimited fonksiyonlari iceren problemlerdbaz olarak kul-
lanildiginda, ayni dgrulugu elde etmek icin klasik ortogonal polinom bazlarina maza
dalga boyu basina daha az sayida grid noktasina ihtiyedugdu rapor edilmistir (Xiao
ve ark. , 2001). Dolayisi iletkemsi dalga denkleminin yaklasikziimlerini 6zellikle
blyuk c degerleri icin elde etmekbnem arzetmektedir.

Bu calismada Jacobi sanki-spektré@ngemini kullanarak écliik, donustiralmis
Chebyshev sanki-spektrabgtemini kullanarak daibyiik ¢ degerleri icin iyi sonug veren

iki algoritma verilmesi hedeflenmektedir.

Bunun icin once denklemi aimerik acidan daha kolay ele alinabilir bir forma
donistirecdiz. Uygun dnagimler kullanildginda denklemde ne sinir@kr kosulu ne
de tekillik kalacaktir. Ayrica dnustiriimis denklemden, hangi Jacobi polinomlarinin en

uygun baz kmesi teskil eded@gni de anlayabileagz.

1.1. On Bilgiler

Tanim 1.1 Euler Gamma fonksiyonu

r(x) = / letdt, x>0 (1.2)
0

1
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genellestiriimis integrali ile tanimlanir.

Hemen tanima kismi integrasyofintemi uygulanirsa

F(x+1)= /o t*e tdt

b
= lim tXetdt

b—s /O
b o 1.3
= lim (—txe_t)‘ +x/ - letdt (1.3)

— o "Jo
0
F(X+1) =xr(x)
oldugu gorulur ve

M(x) = r(x; Y (1.4)

ifadesini kullanarak gama fonksiyonunun taniimiesi negatif tamsayilar ve sifir hari¢
tum reel sayilara analitik devanbgtemi ile genisletilebilir. Yine Gamma fonksiyonunun

tanimindara > 0 vex > 0 olmakiizere

1 00
—X __ —atix—1
a’= _F(x)/o e 4t dt (1.5)

oldugu kolayca @rulur.

Tanim 1.2 a reel veya kompleks bir sayl, n sifir ya da pozitif bir tamsdyakiizere

(@n=ala+1)(a+2)...(a+n-1), n>1

(1.6)
(@o=1
ifadesi Pochhammer semigablarak bilinir.
Lemma 1.3 Pochhammer semhbglGama fonksiyonu cinsinden
_ I'(a+n)
seklinde ifade edilebilir.
Ispat. (1.4) esitlginden faydalanilarak (a+ n) ifadesi
MNa+n)=(a+n—-1lr(a+n-1)
=(a+n—-1)(a+n—-2)l(a+n-2)
(1.8)

=(a+n—-1)(a+n—-2)...(a+1)al(a)
= (anl ()
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seklinde yazilabilir. esitfjin her iki tarafil" (a) ile bolunirse (1.7) esitli elde edilir. [

1.2. Hipergeometrik Tip Denklem ve BaziOzellikleri

Klasik ortogonal polinomlar hipergeometrik tip diferayesi denklemin polinom
cozumleri oldwundan burada ilk olarak hipergeometrik tip diferansiyehklemin bazi
temelozelliklerini verecgiz. Hipergeometrik tip diferansiyel denklemler teorikpetik
arastirmalardazellikle uygulamali matemadtin denklemlerinin belirli koordinat sistem-
lerinde dgjiskenlere ayriimasi metodu ilézillmesinden ortaya cikar. Katsayi fonksiy-
onlari o(x) ve 1(x) siraslyla, en fazla ikinci ve birinci dereceden polinomiarA sabit
olmakiizere

o(X)Y' +1(X)y +Ay=0 (1.9)

diferansiyel denklemine hipergeometrik diferansiyel kilem olarak bilinir. Bu den-

klemin gdzimlerine de Hipergeometrik tip fonksiyonlar denir. Bu desk|
0(x)p(X)] = T(X)P(X) (1.10)

denkleminin §zumi olanp(x) agirhk fonksiyonu yardimiyla

[o(X)p(X)Y] +Ap(x)y =0 (1.12)
0zeslenik formda da yazilabilir.
Teorem 1.4 Hipergeometrik tipteki bir fonksiyonun her mertebed@evleri de hiperge-
ometrik tiptendir.
Ispat. (1.9) denkleminirx deiskenine dgre bir kez tirevi alnirsa

o(X)y” +[0'(x)+T(X)]y"+ (T'+A)y =0 (1.12)

denklemder; =y alinirsa

o(X)V] + Ta(X)V) + tav1 = 0 (1.13)

elde edilir. Buradai (x) = 0’ (x) + 1(x) birinci dereceden polinom v, = 7/ + A sabittir.

Tiimevarim ynteminden faydalanilarak = y(" isimlendirmesi yapilirsa
O(XVh + Tn(X)Vy+ HnVn =0 Vo =y (1.14)

3
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bulunur. Burada

Ta(X) = 0'(X) + T_1(X) = N0 (X) + T(X) ,To(X) = T(X (1.15)
ve
1
un:unfﬁ-r’n—l:)\-l—nr’-l-én(n—l)a” JHo=A (1.16)

ile verilir. Dikkat edilirse1, en fazla birinci derece bir polinomdur ye, terimi sabittir.
Yani (1.14) denklemi de hipergeometrik tip bir denklemdunun @ziimleri olanv,
dolayisi iley™, n=0,1,2,... fonksiyonlari da hipergeometrik tiptendir. O

Teorem 1.5 (Nikiforov ve Uvarov, 1988)1.9) denklemininu, = 0, yani
A=A = —nr’—%n(n—l)o” (1.17)

ozel dgeri icin derecesi n olanfx) polinom @zimleri vardir.

Ispat. tn = 0 icin (1.14) denkleminin, = C gibi bir sabit @ziimi olduju aciktirvy(x) =
y(M(x) = C oldugundan (1.4) denkleminindgiimii olany(x) fonksiyonu derecesi olan
bir polinom olmak zorundadi©te yandany, = 0 oldujundan, (1.16) esifjinden (1.17)

ifadesi kolayca elde edilir. O

Teorem 1.6 Bu polinom @zimler Rodriguez foriii olarak bilinen
Pa(X) = B S [0"(x)p () (1.18)
n - np(x> d)<n p -

ifadesi ile verilir.

Ispat. Rodriguez Forralti (1.9) ve (1.14) denklemlerinitzeslenik formlarindan fay-

dalanilarak
[o(x)p(¥)] = 1(X)P(X) (1.19)
[0(X)Pn(X)]" = Ta(X)Pn(X) (1.20)

olmakiizere
[e(x)p(X)Y ()] +Ap(x)y(x) =0 (1.21)
[0()Pn(X)Va(X)]" + HnPn(X)Vn(X) (1.22)

denklemleri dikkate alinarak (1.19) den

p(x) = exp(/ de) (1.23)

4
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elde edilir. Aslindgon(Xx) ve p(x) = po(x) arasinda bglanti vardir. Burada (1.20)

[0(X¥)en(X))" _ -
on(X) = Tn(X) = no’ (X) + 1(X)
elde edilen ifade (1.19) esifinden faydalanilarak
[0X¥)en(X)]" _ .\ 9X)p(X)]
N I AT

seklinde yazilabilir. Son esitlikten

PR _ 0’00 p'(Y)
X)) ox)  px)
seklinde yazildiindap,(x) = o"(x)p(x) esitligi bulunur. Bu esitlikten ise

_ 4N+l

(¥)Pn(X) = T X)P(X) = pns1(X)

elde edilir. Ayricav;(X) = Vp11(X) oldugundan (1.20) denklemi

[Pn+1(X) On+1(X)]" + Hn(X) Pn(X)Vn(X) = O

halini alir. Buradan

Pn(X)Vn(X) = —i[PnH(X)VnH(X)]'

olur. Buradam < nigin

Pr(X)Va(X) = —u—lm[pmH(x)va(x)]’

= (_uim)(_ﬁ)[Pm+2(X)Vm+2(X>]”

— (-1 P22
n 1

HmHm+1 - - - Hmin+1

[Pm+n(X)Vmn(X)] ")

~(-1)

bulunur. Son esitlikt& yerinen— myazilirsa

(V) = (~1" ™ [pn(un (9"

(—1)"Hopy - .- Um—1 (
— X)Vn( X
(_1)mIJOIJl---Ilm—llJm---IJn—l[pn( Nn(X)]

n—m)

elde edilir. Bu ise
Am dn—m

PmVm = ——

A dxn—_m(PnVn)

5
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esitligini verir. Burada

Aj(A) = (1) [T uA), Am=1 (1.33)

seklindedir. (1.33) ifadesinde = A, segilirse

n! m—1

(n—m)! klj!)[f'+%(n+k—l)0”], Aon=1 (1.34)

Amn = An(An) =

ifadesi elde edilirv,(x) = Cp oldugundan (1.32) esiti

dmfn
V() = ™ () = Bn%"wpnm (1.35)
halini alir. Burada
C A
B, — AT = A (1.36)

sabittir.Ozel olarak, (1.35) esitlindem= 0 secilirse hipergeometrik tip polinomlarin bir
acik gisterimi olan
1 d"

Pa(X) = Bnmd—)@[a”(x)p(x)] (1.37)

Rodriguez fornilt elde edilir. Buradd, normalizasyon sabiti olarakigunulebilir. [

Teorem 1.7 (1.9)denkleminin katsayilari & 0,1,2, ... icin
o(X)p(x)x =0 (1.38)

esitligini saglasin. O zaman, {A1,A2,Am,...,An...} deJerlerine karsihk gelen
{Po(X), PL(X), P2(X),...,Pn(X),...,Pa(X),...} hipergeometrik tipteki polinomlarin dizisi
(a,b) araliginda

/ ” Pn(X)Ph (X0 (X)X = ;2B (1.39)

ic carpimi anlaminda ortogonaldir. Buraday normalizasyon sabitidir.

Ote yandan (1.22) ve (1.27) esitliklerindenwe= P\ ifadesinden faydalanilarak
Hkn = Uk(An) olmakiizere

!/
()P | + (ORI () =0, k=0.1....n  (L40)
yazilabilir. Ayrica (1.38) sglandginda

T(X)Pk(X)X|2 =0 (1.41)
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sartt otomatik olarak $ganacgindan {Pc(,k)(x),Pl(k)(x),Pz(k)(x),...,Pr%k)(x),...,
pi (x),...} dizisi (a,b) aralgindapy(x) agirlik fonksiyonu altinda

/a "B P 0ok dx = A2, k=0,1,... (1.42)
anlaminda ortogonaldir. Dikkat edilirsefn = Aon, po(X) = p(X) ve P (X) = Pm(X)
olmaktizere son ifad& = 0 6zel durumunda (1.39) ifadesi elde edilir.

Teorem 1.8 Hipergeometrik tip denklemiraimi olan
Pa(X) = anX" + b1 (1.43)
polinomunun baskatsayisi
0= 2 An10Bnl(n—1)0" + 7] (L.44)

ve alt baskatsayisi
by r\(n— 1)0’(0) +1(0)

an  (n—1o"+T1 (1.45)
esitlikleriyle verilir.
Ispat. (1.43) esitlginin x degiskenine érek defa tirevi alinirsa
Ky M nk, (M=D!  nk1
R (X) = (n_k)!anx + (n—k—l)!bnx +... (1.46)
elde edilir. Burad& = n— 1 alinirsa
(=1) ryy
P 7 (X) =nlapx+ (n—1)!by (2.47)
bulunur.Ote yandan (1.35) esifi k = n— 1 icin
(1) — _ AninBn  d
halini alir ve bu esitljin yeniden dizenlenmesiyle
P Y (X) = An_1.nBn[(N—1)0"(X) + T(X)] (1.49)

esitligi elde edilir. Son esitlikter(x) ve 1(x) polinomlarinin sifir etrafindaki Taylor seri
acilimlari

o(x) = a(0) + o’ (0)x+ %0”x2 (1.50)

T(X) = 1(0) + T'x (1.51)
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kullanilirsa (1.49) ifadesi

PP (%) = An_10Bn { [(N—1)0" + T'] X+ (n—1)d’ (0) + 7(0)} (1.52)

halini alir. Son olarak (1.47) ve (1.52) ifadelerinin bitbrine esitlenmesiyle (1.44) ve
(1.45) kolayca elde edilir. O

Teorem 1.9 (1.39)esitligindeki normalizasyon sabiti

2= C ma) [ ouixox (159

ifadesiyle verilir.

Ispat. (1.22) ve (1.27) esitliklerinden faydalanilarpl, = Uk(An) olmakizere
d
o1 (0P (] 4 Heni ()RR (x) = 0 (1.54)

yazilabilir. Son ifadePr(,k) (x) ile carpilip(a, b) aralginda integrali alinirsa

b b
/ P iy 1PY P dx+ Nkn/ [P 2dx =0 (1.55)
a a
olur. Burada ilk integrale kismi integrasyon tegnilygulandginda
b b b
P PR a—/a P 1[N 12X+ e / P[P 2dx =0 (1.56)

bulunur. Burada en soldaki terim (1.38) egjtiden dolayi sifirlanir. Bu iyzden sonug
olarak
JVI(—Zi—l,n = ukn‘/%(?lv k=0,1,... (1.57)

bajintisi elde edilir. O halde
,/an = IJOn=/V0% = H0n</Vr12
f/Vz,zn = ManA1h = Honkin A7
(1.58)

k—1
M= M rLujn = (1) A7
=

yazilabilir. Burada son esitlik (1.34) ifadesinden fayaalarak yazilmistir. (1.47)
esitligindenP{"” (x) = n'a, oldugundanm = k = nicin (1.42) esitlgi

2 (1a)2 b
A2 = (Map) / pn(x)dx (1.59)

8
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halini alir. Ayrica (1.58) ifadesinden

2= CY e O 002 2 g (1.60)

bulunur. 0

Teorem 1.10 (1.39)esitligindeki ortogonallik kosulu ra nigin

/bmen(x)p(x)dx: 0 (1.61)

ifadesine denktir. Bu ise,FX) polinomunun derecesi n'deriigiik biitiin polinomlara dik
oldugu anlamina gelir.

Ispat. Derecesim olan keyfi birgm(x) polinomuPy(x), PL(X), Px(X), .. ., Pm(x) ortogonal
polinomlarinin lineer kombinasyonu
k=0
Om(X) = ; CkmPk(X) (1.62)
seklinde yazilabilir. (1.39)'deki ortogonallik kosuidu kullanarak (1.62) denkleminin her
iki tarafininP; (x)p(x) ile carpilip(a, b) aralginda integralinin alinmasiyla

b k=0 b
| am(0Pi(0p(9dx=3 can | AP} ()p(x)cx (1.63)
m
bulunur. (1.39) ortogonallik kosulu kullanilirsa kombsyon sabitleri
1 b
Ckm= ﬁ/ Qm(X>H<(X)p(X)an k:07 17"'7m (164)
k a
bulunur. Simdim < n olmakizeregm(x) = x™ segilirse
k=0
X" = Z CkmPk(X) (1.65)
m

yazilir ve esitlgin her iki tarafiP,(x)p(x) ile ¢arpilip(a, b) aralginda integrali alinirsa

b k=0 b
/ X"Ph(X)p(X)dx = > ckm/ F(X)Pn(X)p(x)dx (1.66)
a m a
elde edilirm < nvek indisinin Uist sinirm oldugundan
b
/ X"Ph(X)p(x)dx= 0 (1.67)
a

bulunur ki bu daP,(x) polinomunun derecesiden kiigik her polinoma dik oldgunu

soyler. O
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Teorem 1.11 Ortogonal polinomlar
XPh(X) = anPoi1(X) + BaPa(X) + Pa-1(X), n=1,2,... (1.68)

tipinde bir t¢ terimli yineleme b@ntisini s@larlar. Burada katsayilar

bh b N2 an_
an:ﬂ 7Bn:_n_ n+17 W= g M
an+1 an an1 ‘/1{1—1 an
esitlikleriyle verilir. Ayrica, &, by ve 4, sirasiyla,(1.44) (1.45)ve (1.53)ifadelerinde
verilmistir.
Ispat.
k=0
XPh(X) = z CknPk(X) (1.69)
n+1

acilimini kullanarak (1.64) esiffinden

b
cknzjinz | RxRp(xx (1.70)

yazilabilir. FakatxR(x) derecesk+ 1 olan bir polinom oldgundank+ 1 < nyanik <

n— 1, ckn = 0 olmak zorundadir. Dolayisiyla (1.69) aclimindan
XPh(X) = Cn—1,nPh—1(X) + Cn.nPa(X) + Cny1,nPrs1(X) (1.71)
yazilir. Elde edilen esitlik (1.68) ile karsilastirda
Ch-1n =V, Cnn=DPn Cntin=10n (1.72)

oldugu aciktir. (1.70) esitfjindek ve n indisleri kendi aralarinda yer gestirirse integral

ayni kalir. Bu $ylemden

MECkn = NPCnk (1.73)
yazilirk=n—1 alinirsa
%2
=— a. 1.74
Vn %gl n—-1 ( )
bulunur. Ote yandanPh(x) = ax" 4+ bpx"1 + ... oldujundan (1.68) esitli a,x"1 +
bnX"+ ... = dnan 1 X"+ (anbny1 + Bran) X" esitligini verir ki buradan
an
an=——, 1.75
" an+1 ( )
brn  bni1
=—— 1.76
P an any1 ( )
bulunur. O halde (1.75) ifadesi (1.74) egithde yerine yazilirsa
an-1 M2
= = 1.77
Vn an </Vnz_1 ( )
bulunur. O

10
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Teorem 1.12 B, (x) polinomunun ortogonal oldju (a,b) arahginda reel ve birbirinden
farkl (basit) n tane &k vardir.

Ispat. Py(x), (a,b) aralfjindak defa isaret dgistirsin, 0< k < n oldugu agiktir.ispati
tamamlamak igirk = n oldugunu @stermelidirx; € (a,b) noktalariP,(x) polinomunun
isaret dgistirdigi noktalar olsun. Simdi

k() = { - NI (1.78)

M 1(x—xj), 0<k<n
polinomunu tanimlayalim. Dikkat edilirsg (X) P (X) carpimi(a, b) aralginda daima poz-
itiftir. O halde A
| aboRp(ax £ 0 (1.79)

olur. Bu ise ancak = n durumunda sglanir. Qinkii P,(x) derecesin'den kiigiik tim

polinomlara diktir (bakiniz teorem 1.10). O

Teorem 1.13 (Darboux-Christofel forralt1) Her bir ortogonal polinom icin

P R
(X y) = % s Y (1.80)
k Pn(x) Pn(y)
olmakuzere
d 1 ﬂfn(XaY)
—F(x = 1.81
> SRR = S (181)
seklinde bir sonlu toplam forail vardir.
Ispat. (1.68) yineleme bgintisindan
1 ak Bk ak—1
— =— — ——Bc 1.82
J%(ZXR(()Q (/1{(2H(+1(X)+L/1{(2H((X)+ %zH( 1(X) ( )
1 ax B Ok—1
il — K L - 1.83
J;/kzyH((y> Ji/sz(+1(y>+ J/kzF’k(yH JVI(ZRK 1(Y) (1.83)

yazilabilir. Ik denklemiR(y), ikinci denklemiR(x) ile carpip birbirinden gikarirsak
X_
ZIRGIRY) = —A(GY) + A 1(XY) (1.84)
k

elde edilirk=0,1,...,nicin toplam alinirsa

no1q 1 0
kzojkzpk(X)H((Y) = y kzossz_l(x, y) — @h(X,y)

(1.85)
G (X,Y) — _1(X,Y)

X—y

11
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bulunur. Dikkat edilirsear_1/.4% = 0 ve P_1(x)P_1(y) = 0 oldujundans’ 1(x,y) = 0
oldugu aciktir. Bu da ispati bitirir. O

Teorem 1.14 B, 1(x) polinomunun ardisik ikiéki arasinda R(x) polinomunun bir Bk

bulunur.

Ispat. (1.80) esitlgindey — x, limit durumunda L-Hospital kuralini kullanarak

lm 2 chixy) = 5-h(x¥
1 a, / / (1.86)
= ana [Pri2(X)Pn(X) — Pa(X)Prs1(X)]
elde edilir.Ote yandan limit durumunda (1.86) esgiﬁlin sol tarafi
. n P2
)I)Lnxz </1/ z /‘@ (1.87)

olur. Simdij =1,2,...,n+1iginx;, Pyy1(X) polinomunun kkleri olsun. (1.86) ve (1.87)
esitliklerinden

an n
Pa(X))Ph1(X)) w2an+lz (1.88)

yazilir. Dolayisiyla sol taraftaki ifadenin isaretj'den beg|m3|z olup sadecen/an1
kesrinin isaretine bgidir. FakatP) ,(x) polinomunun(xj,x;,1) aralginda bir yerel
ekstremum dgeri oldwWundan bu aralikta isaret gigtirir. Saj tarafin isareti ayni
kaldigindan, sol tarafté,(x) polinomu daP;, 1 (x) ile birlikte isaret dgistirmelidir. Bu
ise Py(x) polinomunun(x;j,xj+1) aralginda en az bir &ki oldujunu gsterir. (a,b)
aralginda bu sekilden tane alt aralik olup her birR,(x) polinomunun en az bir
kokuni icerir. Ote yandarP,(x) polinomunun tam olarak tane Kkii oldujundan bu alt
araliklarin her biriP,(x) polinomunun tam olarak birdkini icerir. DolayisiylaP,;1(X)
polinomunun ardisik iki &ku arasind@,(x) polinomunun tam olarak birdku bulunur.
Il

1.3. Jacobi Polinomlari

(1.11) denkleminder (x) = 1—x? ve p(x) = (1—x)?(1+x)P olsun. (1.10) denkle-
mindet(X) =B —a — (a + B + 2)x ve Teorem 1.5'ded, = n(n+ a + B + 1) bulunur.
Karsilik gelen polinomlar (1.20) Rodriguez foiiti ile

PA“’m(x)—(zn?.n(l )14 dd:n[(l X)L+ X)) (1.89)

12
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verilir. Jacobi polinomlari i¢cin Rodriguez forialinde B, = % olarak secilmistir.

Carpimin tirevleri icin Leibniz kurali uygulanirsa jacobi polinoani

(@B) (D" & (M (@+D)n (B+1)n e
P (%) = o kZO(k) CESIND (B+1>k(x_l) K(x+ 1)k (1.90)

seklinde veya (1.7) esi@ini kullanarak

@p) o T(n+a+r(n+B+1) 2 /n (x—1)"K(x+ 1)k
R0 = 2nn! k;) (k) rn—k+a+21)rk+p+1) (1.91)
biciminde de yazilabilir. Jacobi polinomlarinin
1=y +[B—a—(a+B+2)Xy +nn+a+B+1y=0 (1.92)

diferansiyel denklemini ggadigi (1.9) denkleminden aciktir. Teorem 1.7'deki (1.38)
esitligi o > -1, 3 > —1icina= —1, b= —1 oldwunda sglanir. Yani Jacobi polinom-
lari (—1,1) aralgindap(x) = (1—x)%(1+x)P agirlik fonksiyonuna gre ortogonaldir.
Buradan
b o(@B) 0 plaB) a B 2
/1%7 KPP (x)(1— %)% (1 +X)Pdx= A28 (1.93)

yazilabilir. (1.34) esitfindeA, = n(n+ a +  + 1) yerine yazilirsa
1 F@n+a+p)

Gp_1n=n(-1 1.94
n-1n=N(=1) F(n+a-+B+1) (1.94)
bulunur. Ayrica, Teorem 1.8'deki (1.44) ve son esitliktdacobi polinomlarinin
baskatsayisi
1 T(@2n+a+p)
S 2mir(n+a+B+1) (1.99)
ve (1.45) esit@inden alt baskatsayisi
bn _ (a—pB)n
—=— 1.96
a, 2n+a+p ( )

bulunur. Ote yandan (1.93) esifindeki normalizasyon sabiti teorem 1.9'daki (1.53)
esitliginden
- 20+B+1 Frn+a+1r(n+p+1)
" n2n+a+B+1)  T(n+a+B+1)
olarak bulunur. Dolayisiyla sairg esitlikten faydalanilarak Jacobi polinomlariigiter-

(1.97)

imli yineleme b@intisindaki katsayilar

2(n+1)(n+a+pB+1)

= 2n+a+B+1)(2n+a+B+2) (1.98)
B BZ_a2
Bn_(2n+a+ﬁ)(2n+a+l3+2) (1.99)

13
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ve
2(n+a)(n+p)

2n+a+B)2n+a+B+1)
seklinde bulunur. (1.68) lgantisinda yerine yazilirsa Jacobi polinomlarinigladgi tg¢

(1.100)

Vn=<

terimli yineleme bgintisi
2n+1)(n+a+B+1)(2n+a+B)P"F (x)
+[@n+a+B+1)(B%-a?) —(2n+a+P)sX] PP (x) (1.101)
+2(n+a)(n+B)(2n+a+B+2)P %P (x) =0

halini alir. Burada

PLOB) () — 1 (1.102)
ve
PP (x) = %[a—ﬁ+(a+ﬁ+2)><] (1.103)
seklindedir.

1.4. Chebyshev Polinomlari

Birinci tip Chebyshev polinomlam = 3 = —1/2 6zel dgeri icin PA"*’”(x) Jacobi
polinomlarinin bir alt sinifi olup aralarindaki ganti
Ny _(—1/2-1/2)
T(X) = ————R ’ 1.104
seklindedir. Dolayisiyla Chebyshev polinomlari icin Rgdez fornult (1.89) ifadesin-

den cebirsel islemler sonucunda

(=2 s d o1y
Ta(X) = 2n) V1 xzdxn[(l X°) ] (1.105)
seklinde bulunur. Burada
r(n+1/2) = —(_521);,\/7_1 (1.106)

esitligi kullanilmistir. (1.92) ifadesinden birinci tip Chebyshpolinomlarinin
(1—x%)y' —xy +n?y=0 (1.107)

diferansiyel denklemini gfgadgi aciktir. (1.104), (1.98)-(1.100) esitlikleri (1.68)
esitliginde yerine yazilirsa, cebirsel islemlerin ardindan @sbbv polinomlarinin
yineleme bgintisi

Th1(X) = 2XTa(X) — Th-1(X) (1.108)

14
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seklinde bulunur. Ayrica,
To(x) =1 ,Ti(X) =X (2.109)

oldugu (1.102)-(1.103) ve (1.104) esitliklerinden acikBirinci tip Chebyshev polinom-
lar (—1,1) aralginda
p(x) = (1—x2)"1/2 (1.110)

agirlik fonksiyonu altinda ortogonaldir ve (1.93) egjttiden
1
| Ta0Tm0 (1= 3) Y 2dx= A2y (1.111)
-1

yazilabilir. Burada

1 1
2 :/ T2(x)(1— %) Y2dx = / (1—3) Y2dx= 1t (1.112)
-1 -1
iken ,n # 0 icin normalizasyon sabiti (1.104) ve (1.97) esitlikkekullanarak

mﬁz’—;, n=12... (1.113)

olarak bulunur. Derecesiolan Chebyshev polinomlarinirokleri

2k—1
xk:cos( rr), k=12,...,n (1.114)
2n
ve mutlak ekstremum noktalari
_ k
xk:cos(%[), K=0.1,...n (1.115)

seklindedir. Bu calismada, bant gerisliparametresinin cok tylk dejerleri igin
Chebyshev ekstremum noktalarini kullanamigsiirilmis sanki-spektral gntemi kul-

lanilacaktir.

Chebyshev polinomlarinin daha bir¢okelligi vardir fakat amacimizdan sapma-

mak adina burada bunlardan bahsedilmeyecektir.

15
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2. ONCEK | CALISMALAR

Adi diferansiyel denklemlerin yaklasikdogimlerinde sanki-spektralontemlerin
kullanimi Frazer, Jones ve Skan’a (Frazer ve ark., 1937arkazianir. 1938'de Lanczos
baz fonksiyonlarinin sec¢iminin velidum noktalarinin dguliminin @zimin dayrulugu
Uzerinde kritik etkisi oldgunu gisterdi (Lanczos, 1938). 1957'de Clenshaw, (Clenshaw,
1957) Chebyshev seri acilimini baslangi@eleproblemlerine uyguladi. Daha sonra
1967'de Villadsen ve Stewart (Villadsen ve Stewart, 196Yybntemi sinir dger prob-
lemine uyguladi. Spektralgntemler 1970’lerde adi ve kismi diferansiyel denklenmeri
yaklasik @zimleri icin popiler bir yontem oldu. Kismi diferansiyel denklemlere ilk
uygulayan ve ayni zamanda sanki-spektral (pseudospetdgrahini ilk kullanan kisi

Orszag olmustur (Canuto ve ark., 2006).

(1.1) esitldi ile verilen Kiremsi dalga denklemiaz deger vedz fonksiyonlarinin
yaklasik hesabi hala aktif bir arastirma alanidir (BaraksAbodayeh, 2005; Boyd, 2004,
2005; Huang ve ark., 2015; Ogburn ve ark., 20133ellikle bant genislii parametresi
c cok hiyuk oldujunda bir cok fimerik yontemde sikinti yasanmaktadir. Litenate
asimptotik iterasyon (Barakat ve Abodayeh, 2005), sonkida(Ogburn ve ark., 2014),
Hermite-pseudospectral (Huang ve ark., 2015) ve Lege@adierkin (Schmutzhard ve

ark., 2015) gibi yntemler kullaniimistir.
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3. MATERYAL ve Y ONTEM

3.1. Turev Matrisleri

Bu bdlumde, birinci ve ikinci mertebeden sanki-spektréirely matrislerini
olusturacgiz.

Sanki-spektral §ntemler biry(x) fonksiyonunuriyy(x) olarak adlandirilan ve

N
INY(X) = Pn(X) = ;En(x)yn (3.1)

ile verilenN. derece polinom interpolasyofizerine kurulur. Buradg, = y(xn) degerleri
y(x) fonksiyonununpnceden secilmig=x,, n=0,1,.... N noktalarindaki gercek de-

gerleridir . Ayrica her bin=0,1,...,N icin ¢5(x) fonksiyonlari

0= e ¢2

seklinde tanimlanan Lagrange interpolasyon polinomiarBurada

N
A+1(0) = K [ (x=m) (3.3)
m=0

kokleri reel ve birbirinden farkl(N + 1). derece polinomdur. Lagrange polinomlarinin en

onemliozelliklerinden biri,dnn Kronecker delta olmakizere,

1, m=n
(3.4)

ln(Xm) = Omn= { 0. m#n

ile verilir. Bu 0zellikten faydalanarakby(x) interpolatinin vey(x) fonksiyonunun en
azindanx = xm, m= 0,1,...,N noktalarinda ¢akigyi, yaniy(Xn) = Py(Xm) oldugu
gorulur. (3.3) ifadesindek sabiti teorik olarak bir anlam ifade etmese deumerik

yontemlerdednemli bir role sahiptir.

Py (x) interpolatinin @irevleri yardimiylay(x) foksiyonunun éirevlerini de yaklasik
olarak hesaplamak iimkiindir. Dahasiy(x) fonksiyonununx, noktalarindakiy® (xm)
tirev d@erleriy(xm) = Pu(Xm) fonksiyon d@erleri cinsinden belirlenebilir. Bunun igin
ilk olarak (3.1) ifadesinink. mertebedentirevinin alinipx = Xy noktalarinda hesaplan-

masiyla

P (xm) = ZOeEP (Xm)y(n), mnk=0,1,....N (3.5)
n=

17
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esitligi elde edilir. Simdi bu son esitlik
DM — [d“‘) } = (M (%n), mnk=0,1,...,N (3.6)

olamakiizere
y = pky (3.7)

matris vekbr-formunda ifade edilebilir. Burada= [yo, Y1, - - - ,yN]T fonksiyon d@erlerini
veyk = [P,E]k) (Xo), ,E,k)(xl),..., ,Elk) (xn)] turev dgerlerini iceren(N + 1) boyutlu gitun
vektbrleridir. (3.6) ifadesi ile tanimlanariN + 1) x (N + 1) boyutluD® kare matrisine

“tUrev matrisi” denir.

Simdi birinci ve ikinci mertebederiitev matrislerinin elemanlarini hesaplayalim.

(3.2) ifadesininx dejiskenine gre wiretiimesiyle

I [Ha®  ena®)

Pn) | X—Xn  (X—Xn)2 (3.8)

ln(X) =

esitligi elde edilir. (3.3) esitliginden @y+1(Xm) = 0 olduwju gz dniine alinarak birinci

mertebeiirev matrisinin ksegen disi elemani

y_ 1 &4 1(Xm)
dmn = . %:ﬂxn) , Mm#n (3.9)

olarak bulunur. Ksegen elemanlafm = n) isex = x, durumundaki belirsizlikten dolayi

diH = lim £,(x) (3.10)

X—Xn

limiti ile bulunabilir. (3.10) ifadesinde belirsidjin gideriimesiyle

dlb _ i 1 i1 (X) _ }(Iﬁﬂ(xﬂ) 3.11
Xir)](n 2 C[}/\H_l(xn) 2 (H/\Hl(xn) ( )

sonucu elde edilir. Dolayisiyla birinci mertehedv matrisinin elemanlari

( 1 &y1(Xm)
Xm—Xn @4 1(Xn)’ m#N
dim = < (3.12)
1¢41060) _
\ 2 %+1(Xn) ’ m=n

seklinde ifade edilir (Funaro, 1992). Benzer sekilde laagre polinomunun ikinci mer-

tebe tirevinin

1 @/\;+1(X) _2 (H,\]Jrl(x) (R\H-l(x)

+2(X_Xn)3 (3.13)

B0 = T )~ 22

18
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X = Xy noktalarinda(m # n) hesaplanmasiyla ikinci merteb@rév matrisinin Ksegen
disi elemanlari

d(z) 1 (ﬂ/\1+1(xm) . 2 %+1(Xm)
K1) (Xm—*n) (&4 1%)

3
5
Il

ve

"
dr(m) = lim K/I(X) = lim } +1(X) 1 +1(Xn)

X—Xn X—%n 3 (H/\H—l Xn) -3 (H/\H—l Xn)
limiti ile de ikinci mertebe d@irev matrisinin ksegen elemanlari bulunur. Sonug olarak

(3.14)

ikinci mertebe sanki-spektralitev matrisinin elemanlari

( 1 @iy 1(Xm) B 2 &y 1 (Xm
K1 (%) (Xm—Xn) Byq(Xn) ] m7n
- (3.15)
11 (%)
3 3 (m+1 m=n

seklinde ifade edilebilir (Funaro, 1992). Dahakgek mertebederutev matrisinin el-
emanlari da benzer sekilde elde edilebilir. Ancak uygakroilimlerde bircok problem
matematiksel olarak ikinci mertebeden bir diferansiyelldemle modellendji icin, daha
yuksek mertebenitev matrisleri burada hesaplanmayacaktir. Ayrica bamirdlarda,
ornggin Chebyshev sanki-spektrabgtemindek. mertebedenitrev matrisi, birinci mer-
tebedeniirev matrisinirk. kuvvetidir (Trefethen, 2000). Yam® = D¢ k=23, ...
seklindedir.

3.2. Kiiciik Bant Genisligi Parametresiicin Denklemin Sayisal Gziimleri

Dikkat edillirse (1.1) denklemi ve sinir kosullari simktir. Yani 8 bajimsiz
degiskeni yerine—6 alindginda sistem (denklem ve sinir kosullari) ayni kalir. Siike
sistemlerde spektrundzdejer kimesi)A,, simetrik (cift) Ao, ve anti-simetrik (tekPon. 1
ozde&erleri icerecek sekilde ikilkkmeye ayrilabilir ve bunlara karsilik geleyp,(6) ve
Yon+1(0) 0zfonksiyonlar sirasiyléd dejiskeninin ¢ift ve tek fonksiyonu olurlar. Bu
ayristirmanin imerik acidan faydasi isd\2x 2N matris yerine iki taneN x N matris

kullanarak maliyeti dsirmektir. Simdi ayristirma islemi igin
x=cosdP, xe(-11) (3.16)
¢cift donugimu ile baslarsak (1.1) denklemi

2(1 _
(1—R)y + (1 )y — 2(fix)+C(18 X y:—%)\, y(-1)=0 (3.17)
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halini alir. Ardindanx = —1 noktasindaki tekilfji gidermek icin bgimli degjisken

uzerinde
y(x) = (14x) 2u(x) (3.18)
donugimi ile,
(1—x)" + {m+%— (m+ g) x] U +q(x)u=vu (3.19)
denklemine ulasilir. Burada
A = S x-1 (3.20)
ve
Vn = %[m(m+ 1) — Aon| (3.21)

ifadeleriyle verilir. Son esitlikten (1.1) denkleminjiftandisli 6zdejerleri
Aogn=m(m+1)—4v,, n=0,1 ... (3.22)

seklinde elde edilir. Ayrica (3.18)caisimi (3.17) denklemindeki sinir kosulunu
otomatik olarak sglamaktadir. Bu yzden,u(x) fonksiyonu sinirli kaldji sirece her-
hangi bir kosulu sglamak zorunda dgldir. Geri donisimler kullanilarak (3.19) den-
kleminin simetrik 6zdeer-0zfonksiyon (A2n,Y2nt1) Giftlerini verdigi kolayca @rulur.

Gergekten de

yon(8) = (1+cos D)2 u(cos D) (3.23)
=22 cosfu(cos D) (3.24)

ozfonksiyonlarinird degiskeninin cift fonksiyonu oldgu agiktir.

Anti-simetrik (tek) 6zfonksiyonlari ele alabilmek icin isénce (1.1) denklemine

@(0) cift fonksiyon olmakuzere
y(8) = sin(8)g(6) (3.25)

donisimi uygulanarak

—¢ + (tanB — 2coth) ¢ + <% +cZsir? 9) p=A-2)¢ @(+1)=0 (3.26)

denklemi elde edilir. Burade fonksiyonu cift old@u igin simetrik durumda kullanilan

x = cos D ve p(x) = (14 x) Zu(x) donisiimleri ile

(1—x)" + {m— % - <m+ g) x] u+qg(x)u=vu (3.27)
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denklemine ulasilir. Buradg(x) halihazirda (3.19) esitiinde verilmis iken

o= [+ 1)(M+2) ~ Ao (3.28)

(3.21) esitljinden biraz farklidir. Bu ifadeden de tek indiglidejerler
Aonr1 = (M+1)(m+2) —4v, (3.29)
seklinde elde edilir.
Donugimlerle geri é@nulduginde
y(0) =sinB(1+ cosZH)%(cosZH) (3.30)
= 22 sinf cos" Bu(cos D) (3.31)

(3.27) denkleminin, (1.1) denkleminin anti-simetrik (Ye&zfonksiyonlarini verdji
aciktir. Aslinda, (3.19) ve (3.27) denklemleri

v=3[(a+B+3)(a+B+3)—A] (3.32)

olmakizere

(1)U +[B—a—(a+B+2)Xu +q(x)u= vy, (3.33)

seklinde tek denklemde toplanabilifr, B) = (—3,m) ve (a,B) = (3,m) ikililerinin

sirastyla (3.19) ve (3.27) denklemlerini vejdagiktir. Ote yandarc = 0, yanig(x) = 0,
durumunda (3.33) denkelemi Jacobi diferansiyel denklemin

A—xW +[B—a—(a+B+2)Xu,+n(n+a+B+1u, =0 (3.34)

donismektedir. Dolayisi ile simetrikzdegyerozfonksiyon(Azn,y2n) ciftlerini yaklasik
1
olarak hesaplarkerP(fé’m)(x), antisimetrik ozda&yer-dzfonksiyonlari (Azn1,Y2n+1)
1
hesaplarkenPrE?’m)(x) Jacobi polinomlarini sanki-spektralbgtemde baz elemanlari

olarak kullanacgiz.

3.3. Denklemin Jacobi Sanki-spektral Forniillasyonu

Bu bdliumde (3.33) de verilend@histurulmis spheroidal dalga denklemine Jacobi
sanki-spektral §ntemini uygulayadgz. Bunu yaparke(a, ) parametreleri genel tutu-

lacak ve en sonunda simetrik ve antisimeftiddejerOzfonksiyon ciftleri icin sirasiyla
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(a,B) = (—=1/2,m) ve (a,B) = (+1/2,m) alinacak. (2.3) esitliyle verilen @y 1(X)
polinomu
100 = R (0 (3.35)

olarak alinacaktir. Simdi (2.1) ifadesinden faydalakafaklasik @zim olarak

N
)~ AX) = 3 (Kt (3.36)

alalim. (3.36) ile verilen yaklasikogiimi (3.33) denkleminde yerine yazxp= Xn,m=
0,1,2,...,N noktalarinda sglanmasi istenirse

N

ZO{(l— X (Xm) +[B — 0 — (0 + B + 2)Xm]p (Xm) +0l(Xm) fn (Xm) }

=V iﬁn(xm)un (3.37)
=
cebirsel denklem sistemine ulasilir. Bu esitlik matréddr formunda
Ju =vu (3.38)
seklinde yazilabilir. Burad& matrisinin elemanlaitm,n = 0,1,...N olmakizere

Frn=(1-%) A +[B—a — (a+B+2xmdi +90m)Onn (3:39)

(mn)

2 Tl + A0m) G (3.40)

mn)

~

= a(xm)d((

seklindedir. (2.12) ve (2.15)itev matrislerini (3.39) esitfinde kullanarak8 matrisinin

elemanlarinin agik@sterimi

120 (Xm) &1 (Xm)

- 1| Om—x)? &y q(x0) if m=£n
m=s (3.41)
;(();:)) [T06) =207 (x0)] = 2N [T'+ $(N+ 1)0"] — 6q(xn) if m=n.

olarak bulunur. Burada8mn, matrisinin losegen elemanlari bulunurken (3.19) den-
kleminden faydalaniimigtir. Dikkat edilirse# matrisi simetrik dgildir. Fakat # =
SRS seklinde bir benzerlik @niisimi ile simetrik hale getirilebilir. Gergekten de

< matrisi
Smn=1/1- X281 (%m) Omn = v/ 0 (Xm) &1 (Xm) Omn (3.42)

seklinde lkbsegen matris olarak secilirse
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—x2 N
1 (Xm—Xn)
B =2 (3.43)
T(Xn)

(%) [T(Xn) — 20" (%n)] — 2N [T+ 3(N+1)0"] —6q(xm) if m=n.

Bilindigi gibi benzer matrislerirozdeerleri aynidir. Dolayisiyla (3.38) denklem

sisteminindzde&erleri, yani (1.1) denkelminin yaklasdede&erleri

By = vy (3.44)
simetrik denklem sisteminitiz dejerleridir.Ote yandan
Pu=vu= S 1BSu=vu= B(Fu) = V() (3.45)

oldugundan (3.38) denkleminidzvekbrleri ile (3.44) denklemirdzvekbrleri arasinda

y=2u (3.46)

bagintisi vardir. SimetrikZZ matrisinin elemanlarina, yani (3.43) ifadesi sadrge0k-
talarinin bilinmesini gerektirmektedir. Aslinda (3.38cani ile X, nokltalarini(N + 1).
derece Jacobi polinomunurdkieri olarak atadik. Jacobi polinomlarindideri (Golub
ve Welsch, 1969) algoritmasini kullanarak hesaplanaBiliralgoritmal, normuna gre

normalize edilmis Jacobi polinomlarinin

_ 1 o@s o 2L T(n+a+)r(n+B+1)
w(x)_m]P” (), S 2n+a+B+1 T(n+ta+B+1)n (3:47)
yineleme bgintisinin
An1¥Wni1(X) + (Bn = X)Wn(X) + AnWh 1(x) =0 (3.48)

kullaniimasina dayanir. (3.48) ifades 0, 1, ..., N icin yazilirsa homojen olmayan

[ Bo-x A o |[ woy | [ o |
Ao Bi—x A W1(x) 0
Ar Ba—Xx : (3.49)
An-1 Wn-1(X) 0
L O Av-1 Bu=x | | N || Wnya(®) |
lineer denklem sistemi elde edilir. Simdi
1 @B
W X)=——PFy.17 =0 3.50
N+1( ) M1 N+1 ( )
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olmasini, yani (3.50) polinomunurdklerini bulmak istersek

[ By Ao 0 Wo(X)
Ao Bt A W1 (X)
R= AL B - , W= : (3.51)
An-1 Wn-1(X)
|0 An-1 By | | Wn(X)
olmakiizere
(R—x)W=0= RW = x¥ (3.52)

matris 0zdejer problemiyle karsilasiriz. DoIawsz&E,‘i’f)(x) Jacobi polinomunun

kokleri simetrik tridiagonaR matrisinindzde&erleridir. Burada Jacobi polinomlari igin

__ 2 n(n+a)(n+B)(n+a+p)
An_2”+“+B\/(2”+G+B—1)(2n+a+ﬁ+1) (3.53)
v 2 2

o (3.54)

B, =
" (2n+a+B)2n+a+B+2)
seklinde (1.97)-(1.100) esitlikleri kullanilarak elddilir.

llerde arastirma bulgularindandargjlecei gibi bu formilasyon kiciik bant
genislgi parametresi dgerleri icin uygun olup, byik bant genislli parametresi
degerleri icin verimsiz ve pahali birgntemdir. Dolayisiyla bir sonrakidimde tiytik

bant genislji parametresi icin bir gntem verecgiz.

3.4. Biyuk Bant Genisligi Parametresiicin Denklemin Sayisal @ziimleri

(1.1) Koresel dalga denklemi, (3.1) ve (3.2) atibmlerinde belli éngimler ile uy-
gun bir forma @énustiriimus, Jacobi sanki-spektrabgtemi yardimiylac parametresinin
kiicik degerleri igin yuksek d@rulukta sayisal sonuclar elde edilmisti. Bu kisimda ise
bant genisliji parametresininiyiik dejerleri icin de yiksek d@rulukta sayisal sonuclar

veren bir yp)ntem sunulacaktir. Bunun igin (1.1) denklemindgibasiz dgiskentizerinde
x=sin@, xe(-1,1) (3.55)
donisimi uygulandginda Kiresel dalga denkleminin cebirsel formu

(1—x2)y'" —2xy — (% + c2x2) y=-A(c,m)y, y(+1)=0 (3.56)
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elde edilir. Ardindaru(x), [—1,1] aralginda sonlu bir fonksiyon olmaiizere, son den-

klemde(1— x?)~Lile orantili terimden kurtulmak icin Gamh dejiskeniizerinde

N3

y(x) = (1—x2)2u(x) (3.57)

donugimi yapilirsa
(1A —2(m+1)xd — (A u=vu, v=mm+1)—A(c,m) (3.58)

denklemi elde edilir. Dikkat edilirse (3.57)odisimi ile (3.56) denklemindeki sinir
kosullari otomatik olarak gganmaktadir. Dolayisiyla (3.58) denklerazerinde sinir

kosulu bulunmamaktadir.

3.5. Donusturulmius Chebyshev Sanki-spektral Ydntemi

Buyuk ¢ dejerleri icin denklemindzfonksiyonlari sifirin Kglik bir komsul@u
disinda sifira cok yakin derler almaktadirOte yandan sebeke noktalari olarak kul-
lanilan jacobi polinomlarinindkleri aralgin u¢ noktalarinda daha gan, orijin civarinda
ise seyrek bir dulim gostermektedir. Bu §zden sebeke noktalarini sifirin goldak
bir komsulunda ygunlastirmak, arajin uclarina dgru ise seyreltmek gerekitste
bunun icin dnisiirilmis sanki-spektral gntemler kullanilacaktir. Genelde koordinat
donugimi

gxy) >0, g(xly)=+1 yeD, (3.59)
olmakiizere
t=g(xy), xe[-1,1, yeDy (3.60)

seklindedir. Burada)y y'nin tanim aralgidir. (3.60) énugimii terslenebilir ve tersi
x=g Hty):=hty), te[-11], yeDy (3.61)
bicimindedir.

Pratikte birkac ilging dniisim kullaniimistirOzelde Kosloff ve Talzer bir parame-

treli
B arcsinyx)

- 0 1 3.62
arcsiny ’ <¥=< (3.62)

t=g(xy)

donigimini tanimlamislardir. Bu @hiisim y — 1~ Chebyshev-Gauss Lobatto nokta-

larini esit aralikli noktalara dwu goturar. (Kosloff ve Tal-Ezer, 1993) sinir kati bulu-

25



3. MATERYAL ve Y ONTEM Hulya AYTAR

nan problemlerin yaklasikogimlerini donusiirilmius Chebyshev gntemiyle hesapla-
mak icin
4 m
t=g(xy) = 7—Tarctan tanZ y(x—1)| +1 (3.63)

gonderimini kullanmislardir. Bu@hiigim y — 0" (y — 07) noktalart = —1 (t = +1)

civarinda ygunlastirmaktadir. (Bayliss ve ark., 1989) iki paramétrel
t=gxy) = o lanaa(c—20)l. yeDy (3.64)
donigimini tanimlamislardir. Burada
Dy={(n,2); >0 —-1<yp<l} (3.65)

seklindedir. Bu dnisimdey; dejeri arttikga noktalar = y» civarinda ygilir.

ky = arctarfys (14 y»)), ko = arctarfy;(1— y)) (3.66)

olmakuzere, gerag ve a; sabitleri

B0=ao(y) = P =) = (367
seklinde secilirsg = (£1,y) = +1 sartlari sglanir ve bu secimlerle
1<ap<1, 0<a1<g (3.68)
oldugu kolayca @rulebilir. Bu donisimin tersi
x=g'(t;y) =ao+ ailarctarﬁw(t — V)] (3.69)

seklinde acikga yazilabilir.

Bu donigimlerden bizim problemimize uygun olani so@ndsimdir. Ayrica
grid noktalarini sifirin civarinda yunlastirmamiz gereldinden bu éniisimdey, =0
alinacaktir.

Ayrica (3.64) ve (3.69) ifadelerinden

d d dx
4t~ dxdt (3.70)
zincir kuralini kullanarak
d Vi 1 d
- _n - 3.71
dt a1+ [y(t—y»)2dx 3.71)
veya
d_»n ! 4 _rl (3.72)

dt  a lttarPla(x—ag)dx
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yazilabilir. Benzer sekilde

d2  d /ddx\ d? /dx\? d d%
@—m(d—x@—m(a) T dxae (373)
oldugundan
®?_(n ! @ (2 tax-ag)] N d oo
dt2 ~ \ay 1+tarffai(x—ag)] /) dx2 ap [1+tan(ai(x—ag)?)|?/ dx
2 d
_E2(y\ 2 T(y) —
=F2 5z +F (g (3.75)

bulunur. Simdi Chebyshevatev matrislerini hatirlayalim.

Teorem 3.1 (Trefethen, 2000)

2, m=0veyaN,
meCOS(T), Cm = Y (3.76)
1, diger durumlarda

olmakuzere birinci mertebe chebyshéwav matrisi

% Cm(_l)m+n
———, Mm#n n=0,12..N
Ch Xm—Xn 7 ™
2N?2+1
6+ , m=n=20
D — (3.77)
_Xm
m=,1,2.. N—1
2(1_Xr2n)7 9 =)= b
2N2+1
|~ 6+ , m=n=N

seklindedir.
Ayrica yuksek mertebeden Chebyshévav matrisleri, birinci mertebe Chebyshev
tirev matrisinin kuvvetleri
DK =DMk k=23, .. (3.78)

seklinde hesaplanabilir (Trefethen, 2000). Dolayis(¥&2) ve Teorem 3.1 'den birinci

mertebe dnusturilmis Chebyshevirev matrisi
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ve
F1 = diag(F'(x0),F’(x1), ...,F'(Xn)) (3.80)

kosegen matrisler olmakzere
DY =fFp®W (3.81)

bulunur. Benzer sekilde ikinci mertebémlistirilmius Chebyshevirev matrisi
D® = F?D® 4+ FDW (3.82)

halini alir.

3.6. Yontemin Denkleme Uygulanmasi

Donusturilmius Chebyshev sanki spektrantemi (3.58) denklemine uygulanirsa
B = [diag{1— x¢}D® — diag{2(m+ 1)x;}D — diag{c? — X }] (3.83)

ve j=0,1,...,N olmakizere
Bu=vu (3.84)

ayrik sistemi elde edilir. Buradanubik ¢ dejerleri icin kiremsi dalga denkleminin
ozdderleri (3.58) yardimiyla

An(c,m)=m(m+1)—v,, n=0,1,...,N (3.85)
seklinde vedzfonksiyonlarin sebeke noktalarindakgeéeri (3.57) yardimiyla
Yn(x) = (1) Zul (3.86)

seklinde ifade edilebilir. Burada(j] (3.84) lineer denklem sisteminiminci 6zvekdrinin

j'inci elemanidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bolimde bironceki limde verilen $ntemler kullanilarak farklic ve m
degerleri icin kiresel dalga denkleminin yaklasdedejerleri tablolar halinde verile-
cektir. Bunun icin (3.38) esifjinde elde edilenZ matrisini bilgisayar yardimiyla

kosegenlestirerek (1.1) denklemiriimdejerleri elde edilecektir. Programlama dili olarak
matlab ve fortran kullaniimistir.

Cizelge 4.1. Matris boyutiM artarkemo(1,0) ve A1000(1,0) 0zdeerlerindeki dgruluk artisi. Baz fonksi-
yonlari derecesi N, mertebggr, 3) = (—1/2,0) olan Jacobi polinomlaridir.

N 20(1,0) N A1000(1,0)

4 0.3190000551469 501 1001000.50001

5 0.3190000551468927398 502 1001000.5000001560941

6 0.319000055146892739783982 503 1001000.500000156092910038

7 0.31900005514689273978398198587 504 1001000.50060046698291003783
8 0.31900005514689273978398198587 505 1001000.50060046698291003783

Cizelge 4.1.de matris boyutN artarken (1.1) éresel dalga denkleminio= 1
ve m= 0 i¢in Ag ve A1000 Ozde&erlerinin d@ruluklarinin artisi verilmistir. Cizelgeden
de goruldigi Gzere matris boyutunu bir arttirmakddjerlerde ortalama alti basamak
dogruluk artisina sebep olmaktadir.

Cizelge 4.2. Kiresel dalga denkleminin bazilksek cift indeksliozdeerlerini verilen d@rulukta elde
etmek icin gerekli en igiik matris boyutu.

n Nwhen(a,B) = (—3,0) An(1,0)
100 55 10100.500015471905647093185536399
200 105 40200.500003886917446770035728532
500 255 250500.50000062375510956230988949
1000 505 1001000.5000001560940698291003783

Cizelge 4.3. Zonal dalga sayisn dejisirken A11(10,m) dzddjerini verilen d@rulukta elde etmek
icin gerekli en Kicik matris boyutlari. Baz fonksiyonlari derecesi N, mergtlier, 3) =
(—1/2,m) olan Jacobi polinomlardir.

m N /\11(10, m)

0 26 184.54761858852457640833705901739
101 20 186.80600167867847699593805333280
1 19 207.70676111785875039455851329530
10 17 501.10179565732031970129421278971
107 12 12441.764971364585860241721862947
10° 9 1023133.1303999773054788754589760

29



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA H Uulya AYTAR

Cizelge 4.2.de ise baziksek cift indekslbzdeerleri, verilen dgrulukta elde et-
mek icin gerekli en kclik matris boyutu verilmistir. Cizelgeden de anlasitacazere
yontem cok hizli yakinsamaktad@rnejin A1gpo 0zddjerini herhangi bir dgrulukta
ekrana yazdirmak icin gerekli eriéik matris boyutuN = 501'dir. Bununla birlikte
N = 505 déeri budzddjeri cizelgede verilen dpulukta elde etmek icin yeterlidir. Yani,

matris boyutunu sadecéd artirarak 25 ondalik basamakgtaluk elde edilmistir.

Cizelge 4.4. Bant genigi c dejisirkenA11(c,m) dzdderlerini verilen d@rulukta elde etmek igin gerekli
en kigiik matris boyutlari. Baz fonksiyonlari derecesi N, mergbe, 3) = (—1/2,10) olan
Jacobi polinomlaridir.

C N )\11(C, 10)

0 6 462.00000000000000000000000000002
101 9 462.00391869871637233605123379790
1 12 462.39186517444384925685069161521
10 17 501.10179565732031970129421278971
107 51 2345.010135577631447774866243889
10° 162 23034.2246949267005286970936261

Cizelge (4.3.)de (1.1) lresel dalga denkleminion= 10 icin zonal dalga sayisn
degisirken, A1 6zddjerinin rapor edilen dgrulukta elde edilmesi icin gerekli erukiik
matris boyutuN verilmistir. ilging bir sekildem arttikca matris boyutil azalmaktadir.

Cizelge 4.5n = 0,50,100 200 icin kiresel dalga denkleminikpn(1/10,0) 6zdeerlerinin ddruluk artisi.
Baz fonksiyonlari derecesi N, mertebési, ) = (—1/2,0) olan Jacobi polinomlaridir.

N Ao(v/10,0) N A100(v/10,0)

5 2.305 040 10 51 10106

6 2.305 040 107 940 52 101030 433

7 2.305040 1079404316 53 101090 433 246 48

8 2.305 040 107 9404316356 54 101080 433 246 482 907 99

9 2.305 040 107 940 431 635 679 732 55 1010® 433 246 482 907 993 562 45

10 2305040 107 940 431 635679732102 9 56 10006 433 246 482 907 993 562 450
11 2305040 107 940 431 635679732102 9 57 10@06 433 246 482 907 993 562 450

N A200(v/10,0) N A400(v'10,0)

101 4020500 201 1604000

102 40205000 108 8 202 16040600 027 2

103 40205000 108 835 777 203 1604@®O0 027 275 870 8

104 40205000 108 835 777 578 646 2 204 1604030 027 275 870 838 131 19

105 40203000 108 835 777 578 646 209 290 205 1604008 027 275 870 838 131 198 65
106 40205000 108 835 777 578 646 209 290 206 160400 027 275 870 838 131 198 65

Cizelge (4.4.)de ise zonal dalga saymi= 10 ve bant genidii parametresc
degisirken, A11(c,10) 6zd&erinin cizelgedeki dgrulukta elde edilmesi icin gerekli en
kuicik matris boyutuN degerleri verilmistir. Cizelge 4.4.’den acik¢@giimektedir kic
degeri artarkenN matris boyutu cok hizli bir sekildellylimektedir.
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Cizelge 4.5.de isec® = 10 ve m = 0 ddjerleri icin bazi6zddjerlerin dd-
ruluk artislari rapor edilmistir. Cizelgedenorldiugu Uzere matris boyutunu bir
artirmak ortalama @t-bes basamak @ouluk artisina sebep olmaktadir. Cizelge 4.1. ile
karsilastirildginda, alti-sekiz basamak arasi olargdduk artisinin drt-bes basantm
dustigu gorulmektedir. Bunun sebebi ise bant gergsiparametresinirc = 1 ikenc =
v/10 olmasidir. Cizelgelerden agikcargjlmektedir kic parametresindeki artigiytemin

yakinsama hizinbnemlidlgtide digirmektedir.

Cizelge 4.6. Cok bylk c parametreleri icin bazi ¢ift indekstizdejerler.Baz fonksiyonlari derecesi N,
mertebesia, 3) = (—1/2,0) olan Jacobi polinomlaridir.

N n c Aan(c,0) Azn(c,0)(Huang ve ark., 2015)
300 0 1d 9999.2499833 9999.2499812476

2 49996.2497134 49996.2497186864

4 89989.2483225 89989.2487058253

6 129978.2493688 129978.2463421388
900 0 16 99999.2500 99999.249998

2 499996.2499 499996.249971

4 899989.254 899989.249870

6 1299978.7679 129978.249634

Cizelge 4.7. Cok bylik c parametreleri icin bazi ¢ift indekshizdejerler.

=

N; Npc pr[ C )\Zn(C,O) Azn(C,O) /\Zn(C,O)

(Jacobi) (DC) (Huang ve ark., 2015)
300 50 35 16 9999.24998333  9999.2499812461  9999.2499812476
49996.24972134 49996.2497201367 49996.2497186864
89989.24873225 89989.2483888987 89989.2487058253
129978.24930688 129978.2668896432 129978.2463421388

900 62 73 1D 99999.2500 99999.24999811 99999.249998

499996.2499 499996.24997187  499996.249971

899989.2554 899989.24987046  899989.249870

1299978.7679 129978.24962771  129978.249634

O RNOOAADNO

Yine Cizelge 4.6. gstermektedir ki cok byuk c dejerleri icin matris boyutu
dramatik bir sekilde artarken sadece birka¢c basamajkuliak elde edilmektedir. Bant
genislgi parametresi daha da artirguinda Jacobi sanki-spektrabgtemi sonucg vere-
memektedir. Fakat Cizelge 4.6."dan darigdugu gibi dontsturiimis Chebyshev (DC)
sanki-spektral gntemi kullanildginda oldukca wciik matris boyutlarinda dahiiksek
dogrulukta sonuclar elde edilmisti©rnejin bant genislji parametrst = 10* iken, Ja-
cobi sanki-spektral gntemiyle 8-10 basamak duauluk elde etmek igin gerekli matris
boyutu N = 300 olmaktadir. Fakat,dhisturulmis Chebyshev sanki-spektrabritemi
kullanildiginda 10-12 basamak gauluk elde etmek icin gerekli matris boyuli= 60
olmaktadir.
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Acikca goruldugu tzere Jacobi polinomlaiizerine kurulan klasik sanki-spektral
semalar bant genigji parametresinin cok itylk dejerleri icin kullanissiz bir hal al-
maktadir. Bununla birlikte, sanki-spektral semadaigsiiruilmis Chebyshev polinomlari
kullanildiginda, ¢ok kyik ¢ dejerleri icin denklemirbzdejerleri oldukca Kiciik matris

boyutlarinda bile yksek d@rulukta hesaplanabilmektedir.

Cizelge 4.8¢c = 10% icin ilk birkag cift indeksliozdeerler.

n N P A(10%,0)(DC) (Huang ve ark., 2015)

0 90 20 9999.24998124842386 9999.249981247640

2 49996.24971868807188 49996.24971868644

4 89989.24870582588483 89989.24870582526

6 129978.24634213931859 129978.2463421388

8 169963.24202680154121 169963.2420268017
10 209944.23515867584501 209944.2351586839
12 249921.22513674607035 249921.2251363630

Fakat, matris boyutununiicilk olmasi icin dniisimde bulunary; parametresinin
secimi liyuk onem arzetmektedir. Bu parametrenin optimurgeateni (yfpt) bulmak icin
sistematik bir yol olmayip deneme yanilmantemiyle bulunmaktadir. Burada optimum
degerden kasit, verilen dpulugu elde etmek icin gerekli ertikiik matris boyutunun elde

edildigi parametre dgeridir. Cizelge 4.7.de soriisun karsilastirma amach verilmistir.

Cizelge 4.9. Cok byuik c parametreleri icin bazi cift indeksbizdejerler.

n N v A(1CP,0) (Huang ve ark., 2015)

0 105 103 99 999.249 998 080 413 21 99999.24999812440

2 499996.24997188552516 49996.249971716

4 899989.24987056641839 899989.2498706253

6 1299978.24963431758806 1299978.249634355

8 1699963.24920305632986 1699963.249203085
10 2099944.24851671652868 2099944.248516781
12 2499921.24751564534381 2499921.247515428

Cizelge 4.8.,c = 10* parametre dgeri icin ilk yedi ¢ift indeksli 6zdegjerin DC
sanki-spektral gntemi ile elde edilen yaklasik derlerini icermektedir. Sonigun
karsilastirma amaciyla (Huang ve ark., 2015) calignts alinmistir. Bu calismada
yazarlarc parametresinin karékui ile olgeklendirilmis Hermite fonksiyonlarini baz

olarak kullanan bir spektralgntem kullanmislardir.

Benzer sekilde Cizelge 4.9. ve Cizelge 4.10. sirastyta 10° ve ¢ = 1 icin

sayisal sonuclari icermektedir. Dikkat edilirse gl cizelgede de DC sanki-spektral ve
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olceklendirilmis Hermite spektralgntemleriyle elde edilen sayisal sonuglar birbirleriyle
olduk¢a uyumludur.

Cizelge 4.10. Cok twyiik c parametreleri igin bazi cift indekshizdderler.

n N vis An(10°,0) (Huang ve ark., 2015)

0 130 103 999999.24999980628490 999999.2499998127

2 4999996.24999722372741 4999996.249997196

4 8999989.24998725764453 8999989.249987049

6 12999978.24996347166598 12999978.24996351

8 16999963.24992034211755 16999963.24992045
10 20999944.24985164403915 20999944.24985144
12 24999921.24975156039000 24999921.24975141

Cizelge 4.11. Cok iylik c parametreleri icin bazi cift indekshzdeerler.

n N i An(107,0)(DC) Asimptotik (Alict ve Shen, 2017)
0 170 289 9999999.24999823 9999999.24999998 99999999889

2 49999996.249999150  49999996.24999972  49999996.279999
4 89999989.249998450  89999989.24999870  89999989.220998
6 129999978.249996796  129999978.24999635 1299999740339

8 169999963.249993264  169999963.24999204 1699999610249

10 209999944.249981880  209999944.24998516  2099999BBI16

12 249999921.249972999  249999921.24997514 24999997345

14 289999894.249961853  289999894.24996138 28999985239

16 329999863.249941706  329999863.24994326  3299998ERI228

18 369999828.249918341  369999828.24992019  3699998%2021

20 409999789.249890208  409999789.24989158 409999 7HM260

blyuk c degerleri icin gecerli olan

An(c,m)

— kP 224 5)—
1
10242

1

3

+0(c™),

Kk

8 64c

1
12&

k=2n+1

(K*+ 11— 32mP)

[5(K*+26Kk% + 21) — 384mP (K> 4 1)]

me
128

Cizelge 4.11.de = 10’ icin bazi cift indekslibzdgerler verilmistir. Sonuclabnce

(4.1)

—— (33 + 15943+ 5621) — — (37k> + 167K) + %k

asimptotik fornillti ile karsilastiriimistir (Abramowitz ve Stegun, 197@onuclarin
uyum icinde oldgu gorilmektedir. Ardindan (Alici ve Shen, 2017) ile karsiliesia

yapiimistir. Bu ¢calismada arastirmacitazel ddnigimlerle denklem{—1,1) aralgindan

(—o0,00) aralginda tanimli bir denklemetehisiirmis vec parametresinin karéku ile

olgeklendirilmis Hermite polinomlarini sanki-speKtigemada kullanmislardir. Tablo-

daki sonuclari iseN = 30 matris boyutunda elde etmislerdir. Her ne kadar eldeedi
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sonugclar uyum icinde olsa da (Alici ve Shen, 2017) gahisinda kullanilangntemin bu

calismadakinden daha verimli olgiu aciktir.

Cizelge 4.12. Cok iylik c parametreleri icin bazi cift indekshzdderler.

n N i An(10°,0)(DC) (4.1) asimptotic forrili

0 300 500 9999999.24999823 9999999.24999998
2 49999996.249999150 49999996.24999972
4 89999989.249998450 89999989.24999870
6 129999978.249996796 129999978.24999635
8 169999963.249993264 169999963.24999204
10 209999944.249981880 209999944.24998516
12 249999921.249972999 249999921.24997514
14 289999894.249961853 289999894.24996138
16 329999863.249941706 329999863.24994326
18 369999828.249918341 369999828.24992019
20 409999789.249890208 409999789.24989158

Fakat burada ¢okilyuk c degerleri icin, Jacobi sanki-spektrabgteminden daha
iyi bir yontem verildgi aciktir. Qinkil, Cizelge 4.7.'den acik¢adgildugi Uizerec = 10°
iken bile matris boyutiN = 900 olmaktadir. Bant genigji parametresinin dgeri arttikca
matris boyutunun dramatik bir sekilde agtdiisinilirse, DC sanki-spektrabyteminin
cok buyuk c degerleri icin cok iyi bir iyilestirme oldgu aciktir.

Cizelge 4.13. Cok iyuk c degerleri icin bazibzddjerler.

n N y c An(DC)
0 500 30 16 99999.2499982

(4.1) asimptotic forrilu
99999.2499981249

50 10098724.0887909 10098724.0887909140

100 20094947.9800125 20094947.9800124540

150 30088669.9843846 30088669.9843901656

0 600 60 16 999999.24999936 999999.2499998124

50 100998724.2338837 100998724.2338836789131
100 200994949.1230737 200994949.12307307124138
150 300988673.8237994 300988673.82380032539368
0 950 100 106 9999999.2497875 9999999.24999998137355

50 1009998724.2483787 1009998724.24838840961456
100 2009994949.2374091 2009994949.23730802536011
150 3009988674.2074265 3009988674.20738363265991

Son olarak, Cizelge 4.13. cokiilk ¢ dejerleri € = 10°, 1%, 107) icin baz kiyiik
indeksli(n=0,50,100,150) 6zdderleri listelemektedir. Cizelgeden dérgldugu tzere
burada kullanilan gntem hem dsik indisli hem de bByik indisli 6zdegjerleri yuksek
dogrulukta hesaplayabilmektedir.

Bu calismada verilendntem ile keyfi birm = 0,1,2,... dejeri icin de benzer
sonugclar elde edilmistir. Sekil 4..= 1000, m = 10 igin (3.56) denkleminin ilk drt
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0zfonksiyonunu icermektedir.

-1 : : : -4 : : :
1 0.5 0 05 1 1 0.5 0 05 1
(@) yo(x), Ao= 1099299 886 167 0 (b)y1(x), A1 =3098399 433 242 3
4 4
Y IRPE SN | I IS S
. — |
) SEEEEEEEEEEEETDUUE U | R § IERERERRRRRHERRRRERRRRRRE
-3 i i i -4 i i i
-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 05 1
(©) y2(x), A2 =5096498 154 090 5 (d)ys(x), Asz= 7093595 296 337 4

Sekil 4.1. (3.56) kremsi dalga denkleminio= 10°, m= 10 icin ilk dort 6zfonksiyonu.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu calismada, tremsi dalga denkleminibzdejerleri ve 6zfonksiyonlari bant
genisligi parametresinin hemikilk hem de cok byuk de&jerleri icin sirasiyla Jacobi
tipi ve donustiruilmis Chebyshev sanki-spektrabritemleriyle hesaplanmistir. Jacobi
sanki-spektral gnteminin dzellikle kiigik bant genislii dejerleri (c < 10°) igin uy-
gun old@u fakat daha ytk dejerler icin kullanissiz oldyu gorulmustir. Bu yuzden,
parametreniniylk dejerleri icin daha uygun birgntem olan dnustirilmiis Chebyshev
sanki-spektral §ntemi kullaniimistir. Blyuk c degerleri icindzfonksiyonlar sifirin kglik
bir komsulwuna sikisfii icin Chebyshev ekstremum noktalari uygun bimidsimle
bu olgeye @nderilmis ardindan dntem uygulanmistir. Bunun sonucundaddadjer
ve dzfonksiyonlarc < 10’ parametre dgerleri icin etkili ve ucuz bir sekilde ijksek
dogrulukta elde edilmigtir.

Ancak daha biyiik c dejerleri icin Chebyshev sanki-spektrantemi de kullanissiz
bir hal almaktadir. Bu durumda)zdeajer ve 6zfonksiyonlarin hesabinda asimptotik
formuller kullanilabilir. Ayrica, spektralntemlerde baz fonksiyonu olarak Hermite veya
Laguerre fonksiyonlarinin kullaniimasi da ¢olykik ¢ degerleri icin yiksek d@rulukta
sonuclar vermektedir (Huang ve ark., 2015; Alici ve Shé&4i,72.
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