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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

ACISAL MATHIEU DENKLEMININ CHEBYSHEV SANKIi-SPEKTRAL YONTEMI iLE
SAYISAL COZUMLERI

Mehmet Salih DAL

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman : Dog¢. Dr. Haydar ALICI
Yil: 2017, sayfa: 33

Bu tezde, agisal Mathieu denkleminin &zdegerleri ve 6zfonksiyonlart Chebyshev sanki-spektral yontemi
ile sayisal olarak hesaplanmistir. Bunun i¢in, 6nce Chebyshev tiirev matrisleri olusturulmus ardindan
yontem denkleme uygulanarak sonuclar ¢izelgelerde listelenmistir. Yontemin etkinligini ortaya ¢ikarmak
icin literatiirde var olan sayisal yontemlerle karsilastirmalar yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: A¢isal Mathieu denklemi, klasik dik polinomlar, Chebyshev sanki-spektral
yontemi.



ABSTRACT

MSc Thesis

NUMERICAL SOLUTION OF THE ANGULAR MATHIEU EQUATION BY CHEBYSHEV
PSEUDOSPECTRAL METHOD

Mehmet Salih DAL

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Haydar ALICI
Year: 2017, page: 33

In this thesis, the eigenvalues and the eigenfunctions of the angular Mathieu equation is approximated by
means of Chebyshev pseudospectral method. To this end, first the Chebyshev pseudospectral differentiation
matrices are constructed. Then, the method is applied to the equation and the numerical results are tabulated.
Comparison with the existing literature results are made to reveal the effectiveness of the method.

KEYWORDS: Angular Mathieu equation, classical orthogonal polynomials, Chebyshev pseudospectral
methods.
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1. GiRiS Mehmet Salih DAL

1. GIRIS

Fizik ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde bir ¢ok problem, L bir diferansiyel

operator olmak iizere, matematiksel olarak
Lu(z) = Au(x), x € (a,b) (1.1)

bi¢cimindeki diferansiyel 6zdeger problemi ile modellenir. Burada ayrica sinir kosullari
verilmelidir. Bu tip problemlerde kapali formda ¢6ziim miimkiin olmadig1 veya
¢Oziim temel fonksiyonlarin bilesimi seklinde ifade edilemedigi durumlarda yaklasik
¢Oziim aranir. Bunun i¢in literatiirde, sonlu farklar, sonlu elemanlar, atis yontemi ve
spektral yontemler gibi bir ¢ok yontem vardir. Spektral yontemlerde ¢ (x) taban (baz)

fonksiyonlar1 olmak {izere, yaklagimlar

N
= > udr(x) (1.2)
k=0

kesilmig seri agilimi ile tanimlanir. Burada bilinmeyen u,;, degerlerine a¢ilim katsayilari

denir. Segilen baz fonksiyonlari

(du(z /qﬁk Vi (2)p(x)d(x) = hada, ki l=0,1,..,N  (1.3)

anlaminda p(z) pozitif agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Burada hj normalizasyon

sabiti d;; ise Kronecker deltadir. Simdi, yaklasik anlamda sifirlanmasi gereken
RN = (L - )\)UN (14)
artik terimini tamimlayalim. Sifirlama islemi

(R, 1)5 /RN Yi@)p(x)d(x),  i=0,1,.., N (1.5)

ic carpimini sifira esitleyerek yapilacak. Burada ;(x) test fonksiyonlari, p agirlik
fonksiyonu ise ¢ (z) baz fonksiyonlariyla iligkilidir (Canuto ve ark., 1988). Test
fonksiyonunun ve agirhgin segimi yontemi tamimlar. Ornegin Galerkin spektral
yonteminde 1); test fonksiyonlar ile ¢; baz fonksiyonlar1 aynidir. Ayrica p agirlik
fonksiyonu baz fonksiyonlarinin ortogonalligi ile iligkilidir, yani p=p Geleneksel Galerkin
yontemi (1.3) agilimindaki ¢; baz fonksiyonlar1 homojen sinir kosullarini sagladiginda

uygulanir. (1.5) esitliginde Galerkin denklemleri
(RN7¢i)p: (LUN—AUN,QbZ‘)p:O, izO,l,...,N (16)
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1. GiRiS Mehmet Salih DAL

halini alir veya (1.3) esitligini kullanarak

N N
Z(L¢k7 ¢l)puk’ =\ Z(¢k7¢i)puk7 L= 17 2a 7N (17)

k=0 k=0

yazilabilir. B = (L¢y, ¢i),, k = 0,1,...,N i¢ carpimlart baz fonksiyonlarinin
ortogonalligini kullanarak hesaplanir ve (N + 1) x (NN + 1) tipinde bir kare matris elde
edilir. (1.3) Esitliginden, son esitlikteki D = (¢, ¢;), i¢ ¢arpimmin kdsegen matris
lirettigi aciktir, hatta normalize edilmis ¢y /+/h; baz fonksiyonlar1 kullanildiginda bu
matris birim matris olur. Boylece (1.1) denkleminin ilk N + 1 yaklasik 6z degerleri
L = D7 'B matrisinin 6z degerleriyle verilir. Eger L operatdrii 6z eslenik ise B
ve dolayisiyla L matrisleri simetrik olur. Bu durumda Galerkin yontemi Rayleigh-
Ritz Yontemi olarak adlandirilir. (L¢y, ¢;), i¢ carpimlarimi kapali formda hesaplamanin
miimkiin olmadig1 durumlarda sayisal integrasyon kullanilmalidir. Bu yontem ise sayisal
integrasyonla Galerkin yontemi olarak bilinir. Dikkat edilirse yukarida N + 1 tane
Galerkin denklemi oldugu goriiliir. Bu siir kosullarinin baz fonksiyonlari tarafindan
saglanmasindan kaynaklanir. Saglanmadigi zaman, var olan bazdan smir kosullarini
saglayan yeni bir baz elde edilir fakat yeni baz ortogonal olmayabilir. Bu ylizden
bu yontem ¢ok kullanigh degildir. Bunun yerine Tau yontemi tercih edilir. Galerkin
yontemine benzemekle birlikte baz fonksiyonlar1 sinir kosullarin1 saglamak zorunda
degildir. Bu yilizden sinir kosullarindan kaynaklanan tamamlayict esitliklere gerek
duyulur. Yontemin detayli incelemesi i¢in (Canuto ve ark., 2006; Gottlieb and Orszag,

1977) kaynaklari incelenebilir. Test fonksiyonlarinin

Dirac delta fonksiyonlar1 ve agirlik fonksiyonunun p = 1 oldugu durum sanki-spektral
yontem olarak adlandirihr. Burada z; € (a,b) ,i = 0,1,..., N noktalar reel ve

birbirinden farklidir. (1.5) ve (1.8) den
b
/ Ry(z)é(x — x;)dz = Ry (z:), z; € (a,b) (1.9)

temel Ozelligi kullanilarak Ry (z;) = 0 esitligi elde edilir. Dolayisiyla Galerkin
yonteminde Ry () artik terimi bir anlamda sifir iken sanki-spektral yontemde artik terimi
belli z; noktalarinda tam olarak sifirdir. Spektral yontemler arasinda uygulanisi en kolay

olani sanki-spektral yontemlerdir.

Spektral yontemlerde, yaklasik ¢oziimle tam ¢6ziim arasindaki fark, yani hata ¢ok

hizl1 bir sekilde azalir. Bu dikkat ¢ekici 6zellik “’spektral dogruluk™ olarak adlandirilir.
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1. GiRiS Mehmet Salih DAL

Fakat sonlu farklar yonteminde hata cebirsel olarak azalir. Bu farkin sebebi sonlu farklarin
diisiik dereceli (Lokal) baz elemanlarin aksine spektral yontemlerin yiiksek dereceli
(Global) baz elemanlar1 kullanilmasidir. Yani verilen bir noktada tiirevi hesaplamak
icin sonlu farklar noktanin kiiciik bir komsuluguyla ilgili bilgiyi kullanirken spektral
yontemlerde biitiin noktalar hesaplamaya dahil edilir (Trefethen, 2000). Bunun sonucu
olarak sonlu farklar matrisi bantli iken spektral yontemlerinki doludur. Bununla birlikte,
belirli bir dogruluk istendiginde sonlu farklarin matris boyutu spektral yontemlerinkine
gore ¢cok daha biliyiiktiir. Hatta bazen sonlu farklar istenilen dogruluga hi¢ bir zaman

ulasamaz.

1.1. Mathieu Diferansiyel Denklemi

(1.1) bigimindeki 6zel problemlerden biri de

d2

—d—;é +2qcos(2x)y = Ay, y(0)=y(m)=0 (1.10)

ifadesiyle verilen Mathieu diferansiyel denklemidir. Bu denklem Ilk olarak 1868 yilinda
Fransiz matematik¢i Mathieu tarafindan eliptik zarin titresimleri incelenirken ortaya
cikmistir (Mathieu, 1868). Helmholtz veya Laplace denklemine eliptik koordinatlarda
degiskenlerine ayirma yonteminin uygulanmasiyla ortaya ¢ikan denklemlerden agisal
kismi1 temsil edenidir. Mathieu denkleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlarina, eliptik
yapilardan akustik ve elektromagnetik sagilim (Courant ve Hilbert, 1966; Fang ve
ark., 2009; Hamid, 2005; Mathews ve Walker, 1970), periyodik potansiyel etkisi
altindaki pargacik (Froman, 1979), rezonans frekansi civarinda molekiillerin titresimsel
spektroskopileri (Picket ve Shirts, 1991; Uzer ve Marcus, 1983) gibi birgok bilimsel
konuda ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu denklemin ¢6ziimleri olan Mathieu fonksiyonlarinin
teorik yonleri Stratton (Stratton, 1935), McLachlan (McLachlan, 1947), Sips (Sips, 1949),

Meixner ve Schifke (Meixner ve ark., 1980) tarafindan incelenmistir.

Gorildugi gibi eliptik geometride bir ¢ok probleme, eliptik koordinatlarda
degiskenlerine ayirma teknigi uygulandiginda karsimiza Mathieu denklemi ¢ikmaktadr.
Bu ylizden, agisal Mathieu denkleminin keyfi bir ¢ parametresi igin yliksek dogruluktaki

sayisal ¢oziimlerini elde etmek biiylik 6nem arzetmektedir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Mathieu fonksiyonlarmmin kapali formda basit bir gosterimi olmadig icin ele
alinmalari kolay degildir (Sips, 1949). Bu yiizden, Mathieu fonksiyonlar1 ve karsilik gelen
Ozdegerlerin sayisal hesabi i¢in bir ¢ok ¢aligma mevcuttur. Bunlar arasindan birkagini
saymak gerekirse: Erricolo, Mathieu fonksiyonlarinin ac¢ilim katsayilarin1 hesaplamak
i¢cin Blanch algoritmasini kullanmistir (Erricolo, 2006). Erricolo ve Carluccio, kompleks
q degerleri i¢in agisal ve radyal Mathieu fonksiyonlarini hesaplamak icin bir program
vermislerdir (Erricolo ve Carluccio, 2013). Shirts, Mathieu denkleminin tamsay1
olmayan mertebeden ¢oziimleri ve karsilik gelen Ozdegerleri igin iki ayr1 algoritma
vermistir (Shirts, 1993). Alhargan, tamsay1 mertebeden Mathieu fonksiyonlarinin sayisal
hesabi i¢in algoritmalar vermistir (Alhargan, 2001). Coisson ve arkadaglari, Mathieu
fonksiyonlariin hesab1 i¢in bir sayisal algoritma sunmuslardir (Coisson ve ark., 2009).
Cojocaru, Mathieu fonksiyonlar1 i¢in Matlab programinda bir ara¢ kutusu hazirlamistir
(Cojocaru, 2008). Yiiksek mertebeden parcali sabit perturbasyon teknigini kullanan
MATSLISE ise Mathieu Ozg¢iftlerini hesaplamak i¢in Matlab dilinde yazilmis bir baska
paket programdir (Ledoux ve ark., 2005).

Bu calismada ise (1.10) ile verilen agisal Mathieu denkleminin 6zdeger ve
ozfonksiyonlarim1 keyfi ¢ degerleri icin Chebyshev sanki-spektral yontemi ile
hesaplanacaktir. Dolayis1 ile, 3. bolimde Chebyshev polinomlarinin 6zellikleri
incelenecektir. Chebyshev sanki-spektral tiirev matrisleri (birinci ve ikinci mertebeden)
olusturulacaktir. Ardindan yontem bir ¢ok farkli ¢ degeri i¢cin Mathieu denklemine
uygulanacaktir. Sonuglar ise 4. bolimde sekiller ve cizelgeler halinde verilerek
yorumlanacaktir. Son olarak, 5. boliimde yontemin olumlu ve olumsuz yonleri tartisilip

ileriye doniik oneriler yapilarak tez sonuglandirilacaktir.



3. MATERYAL ve YONTEM Mehmet Salih DAL

3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde birinci tip Chebyshev polinomlarinin sonraki boliimlerde bize lazim
olan bazi 6nemli Ozelliklerini verip birinci ve ikinci mertebeden Chebyshev Sanki-

Spektral tiirev matrislerini olusturacagiz.

3.1. Chebyshev Polinomlari

Tamm 3.1 (Trigonometrik tamm) x € [—1,1] olmak iizere birinci tip Chebyshev
polinomlari n > 0 igin

T, (x) = cos(n arccos x) 3.1

seklinde tanimlanir.

Tanimdan hemen

To(x) =1, Ti(z) == (3.2)
oldugu kolayca goriiliir. Yukaridaki tanimda
r=cosf, ze€[-1,1] (3.3)

atamasi yapilirsa
T, () :==Ty(cos @) = cos(nd), 6 € [0,n] (3.4)

ifadesi elde edilir. Bu ifadeden faydalanarak,
T11(0) = cos[(n + 1)0] = cos(nh) cos § — sin(nd) sin @ (3.5)

ve

T,-1(0) = cos[(n — 1)0] = cos(nh) cos § + sin(nd) sin § (3.6)
yazilabilir. Son iki esitligin taraf tarfa toplanmasiyla
Thi1(0) +T,,-1(0) = 2 cos(nb) cos 6§ (3.7
ifadesi elde edilir. Yeniden orjinal x degiskenine doniilmesiyle (3.7) esitligi
Toi1(z) + Thoi(z) = 22T, (2) (3.8)

5



3. MATERYAL ve YONTEM Mehmet Salih DAL

halini alir. Bunun yeniden diizenlenmesiyle,
Toi1(x) = 22T (z) + Tho1(z) =0, n>2 (3.9

Chebyshev polinomlariin yineleme (rekurans) bagintisi elde edilir. Artik (3.2) ve (3.9)

esitliklerinden T}, (x) Chebyshev polinomlarmi iiretmek miimkiindiir. Ornegin,

Ty(z) =2xTy(x) — To(z) =227 -1

&3
—~
=
I
[N}
&
o3
=
|
e

() =42 — 32

S
—
=
I
DO
8
=
&
|
3

() =8z* —82% +1
seklinde bulunur.

Ote yandan (3.1) ifadesinin = degiskenine gore tiirevi alinirsa

dden(:c) = \/% sin(n arccos z) (3.10)
veya 6 cinsinden ; _ M
nsin(n
=0 =" G0
seklinde elde edilir. Benzer sekilde
T, () = cos b cos(nh) (3.12)
oldugu g6z oniine alinirsa
T,_1 — xT,, = sinfsin(nh) (3.13)
bulunur. Bunu (3.11) denkleminde kullanarak
(1 — 2T (2) = —naT, () +nTh_i(x) (3.14)

tiirev iceren yineleme bagintisi elde edilir.

Chebyshev polinomlarinin ortogonallik 6zellikleri kosiniis foksiyonlarinin
ortogonallik 6zelliklerinden faydalanarak elde edilebilir. Yani
™ T 1
/ cos(m@) cos(nf)df = / — {cos[(m + n)0] + cos[(m — n)b]} df
0

B 1{sm m+n)f +Sin[(m—n)9]} ’

2 m+n m—n .
0 ,m#n
= 5 m=n#0

s ,m:n:()
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ifadesinde T,,(z) = cos(n#), cos § = z oldugu hatirlanirsa,

0 ,m#n
,m=n%#0 (3.15)

T  om=n=0>0

U T ()T ()

I I e —
-1 V1 —22 !

oy

esitligi bulunur. Bu da birinci tip Chebyshev polinomlarinin (—1, 1) araliginda w(z) =
(1 — 22)~/2 agirlik fonksiyonu altinda ortogonal oldugunu gosterir.
Bilindigi gibi
d*y

WanQy:O (3.16)

adi diferansiyel denklemin lineer bagimsiz ¢éziimlerinden biri C keyfi sabit olmak {izere
y = C cos(nb) (3.17)

fonksiyonudur. (3.16) denkleminde 2 = cos 6, (f = arccos x) doniisimii yapilirsa

d d d
ve 4 , ,
£, d d L d
gz = sin 0—d$2 — Cos Q—dx =(1—-=z )—dI2 T (3.19)

operasyonel denklikleri elde edilir. Bu denklemler (3.16) denkleminde kullanilirsa
(1—2%)=2 — T n?y = (3.20)
diferansiyel denklemine ulagilir. Bu denklemin bir ¢6ziimii ise (3.17) ifadesinden
y = C cos(narccosz) = CT,(x) (3.21)
olarak bulunur ki bu da birinci tip Chebyshev polinomlarinin
(1 — 2T (z) — 2T () + n°Tp(z) =0 (3.22)
diferansiyel denklemini sagladigini gosterir.
Tanim 3.1°de = bagimsiz degiskeni yerine —x alinirsa

T.(—z) = cos(narccos(—xz))
= cos[n(m — arccos(x))]
= cos(nm) cos(arccos x) + sin(nm) sin(arccos )

= (=1)"Tu(z)
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oldugu gorilir. Simdi Chebyshev polinomlarinin bazi 6zel degerlerine bakalim.
Tanimdan

T,(1) =1, Tp(~1) = (1) (3.23)

oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica (3.11) esitliginden

nsin(nd)

/ 1 / 1 / 1 — 2
ve benzer sekilde
s 1 / I / I K nSin(ne) _ (_1\n—1_2

degerleri bulunur. Ote yandan (3.22) denklemini kullanarak
T (x) — n®T,(x)
B 1 —2?

ifadesine ulasilir. Bu ifade = = 1 noktasinda [8] tipinde bir belirsizlige sahip oldugundan

T, (z) (3.26)

T"(1) degerini hesaplamak igin
2T (z) — n?T,(x)

1" BT
T)(1) = glglg% T (3.27)
limit durumuna bakmak gerekir. L’Hospital kurali uygulanirsa
Tl/ _ 2 _ 1 T/
z—1 —927
ifadesine ulasilir ki buradan
2(,,2
-1
(1) =" <n3 ) (3.29)
bulunur. Benzer sekilde Y
-1
T(-1) = (—1p =Y (3.30)

3
degeri elde edilir. (3.22) denkleminin x degiskenine gore tiiretilip yukaridaki islemlerin

tekrarlanmasiyla
1
T"(1) = 1—5(712 —4)(n* - 1)n? (3.31)
ve
" <_1)n_1 2 2 2
T"(-1) = 1 (n®—4)(n* —1)n (3.32)
degerlerine ulasilir. Bunlara ek olarak yine tanimdan
T5,(0) = cos(2n arccos0) = COS(Qng) = (—1)" (3.33)
ve
1
To,+1(0) = cos[(2n 4 1) arccos 0] = cos((n + 5)#) =0 (3.34)

0zel degeri elde edilir.
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Teorem 3.2 Derecesi n > 1 olan Chebyshev polinomlarimin (—1,1) araliginda

2k —1
2n

Ty = cos( m), k=12 ..n (3.35)

noktalarinda n tane basit reel kékleri vardir: Ayrica T, (x) mutlak ekstremum degerlerini
km
xp =cos(—), k=1,2,..,.n—1 (3.36)
n
noktalarinda alr ve bu ekstremum degerleri

To(xp) = (-1DF, k=1,2,...n—1 (3.37)

ile verilir.

Ispat. (3.4) esitliginden T},(6) = cos(nf)) = 0 olmas istenirse

: (%—1 )
T = COS ™
2n

oldugu goriiliir. Ote yandan 6;, € [0, 7] oldugundan k = 1,2, ..., n olmalidir. Simdi (3.11)

esitliginde
in(nd
7 (0) = n 3009 (3.38)

sin @

sartinin saglanmast igin sin(nf) = 0 ve sin § # 0 olmalidir. Dolayistyla

k
O =% k=1,2..n—1 (3.39)
n

olarak bulunur. # = 0 ve # = 7 noktalarindan 7, (¢) fonsiyonunun sifir olmadig: (3.24)

ve (3.25) esitliginden goriilebilir. Simdi (3.3) ifadesinden

xp = cos(0y) = cos <k7r>

n

oldugu gériiliir. Son olarak T, (zy) = T, (0)) = cos(nkn/n) = (—1)* oldugu agiktir. [

3.2. Tiirev Matrisleri

Adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinde sanki-spektral yontemlerin
kullanimi1 Frazer, Jones ve Skan’a (Frazer ve ark., 1937) kadar uzanir. 1938’de Lanczos
baz fonksiyonlarinin se¢iminin ve diigiim noktalarinin dagilimimin ¢éziimiin dogrulugu

tizerinde kritik etkisi oldugunu gosterdi (Lanczos, 1938). 1957°de Clenshaw Chebyshev

9
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seri agilimii baglangi¢ deger problemlerine uyguladi. Daha sonra 1967°de Villadsen
ve Stewart (Villadsen ve Stewart, 1967) bu yontemi sinir deger problemine uyguladi.
Spektral yontemler 1970’lerde adi ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimleri
icin popiiler bir yontem oldu. Kismi diferansiyel denklemlere ilk uygulayan ve ayni
zamanda sanki-spektral denklemini ilk kullanan kisi Orszag olmustur (Canuto ve ark.,
2006).

Sanki-spektral yontemler bir y(x) fonksiyonunun /yy(z) olarak adlandirilan ve

N
Iny(z) = Py(x) = Z Cn(T)Yn (3.40)

n=0
ile verilen N. derece polinom interpolasyonu iizerine kurulur. Burada y, = y(z,)
degerleri y(x) fonksiyonunun 6nceden se¢ilmis x = z,, n =0, 1,..., N noktalarindaki

gercek degerleridir (Funaro, 1992). Ayricaherbirn = 0,1, ..., N igin ¢, (x) fonksiyonlar

N
dns1(x) =K H (x — ) (3.41)
m=0
r=ux, m=0,1,..., Nnoktalarinda reel ve birbirinden farkli(N +1). derece polinom
olmak tizere,
(o(z) = — 2@ (3.42)

(:L’ - xn)¢/($n)

seklinde tanimlanan Lagrange interpolasyon polinomlaridir. Lagrange polinomlarimin en

onemli 6zelliklerinden biri, ¢,,,, Kronecker delta olmak {izere,

1, m=n

0, m#n
ile verilir. Bu 6zelliklerden faydalanarak Py (z) interpolatinin ve y(z) fonksiyonunun
en azindan x = z,,, m = 0,1,..., N noktalarinda ¢akistig1, yani y(z,,) = Py (x.,)
oldugu goriiliir. (3.41) ifadesinde « sabiti teorik olarak bir anlam ifade etmese de, niimerik

yontemlerde 6nemli bir role sahiptir.

Py(x) interpolatinin tiirevleri yardimiyla y(x) foksiyonunun tiirevleride yaklagik
olarak hesaplamak miimkiindiir. Dahas1 y(z) fonksiyonunun z,, noktalarmdaki y*)(z,,)
tiurev degerleri y(x,,) = Py(z,,) fonksiyon degerleri cinsinden belirlenebilir. Bunun
i¢in ilk olarak (3.40) ifadesinin k. mertebeden tiirevinin almp = = x,, noktalarinda

hesaplanmasiyla

PP (@) =S 00 (2 Y, mynk=0,1,...,N (3.44)

10
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esitligi elde edilir. Simdi bu son esitlik

Dk — [dEQn)} = (W (z,,), m,n,k=0,1,...,N (3.45)
olmak tzere
y(k) _ D(k)y (3.46)

matris-vektor formunda ifade edilebilir. Burada esitligin sol tarafindaki vektor y*) =
{P]{,(wo), Pk(zy),..., Pﬁ,(mn)} tirev degerlerini ve sag tarafindaki vektor y =
[0, 1, - - -, yn]" fonksiyon degerlerini igeren (N + 1) boyutlu siitun vektorleridir. (3.45)

ifadesi ile tamimdan (N + 1) x (N + 1) boyutlu D™ kare matrisine “tiirev matrisi” denir.

Simdi birinci ve ikinci mertebeden tiirev matrislerinin elemanlarini hesaplayalim.

(3.42) ifadesinin = degiskenine gore tiiretilmesiyle

poy_ L @) o(x)
0, (x) = S |imm  @—n) (3.47)

esitligi elde edilir. (3.41) esitliginden ¢(z,,) = 0 oldugu gbz Oniine alinarak birinci

mertebe tiirev matrisinin kdsegen dis1 elemani

R P@n) i (3.48)

Tm — Tp, Cb,(xn)

olarak bulunur. Késegen elemanlar1 (m = n) ise + = z,, durumundaki belirsizlikten
dolay1
dV = lim ¢ (z) (3.49)

=Ty

limiti ile bulunabilir. (3.49) ifadesinde belirsizligin giderilmesiyle

1 ¢//(x) B l(b”(xn)

dV = lim = = 3.50
™ e 2 ¢ (1) 2 ¢ () (3.50)
sonucu elde edilir. Dolayisiyla
L ¢am) m#n
g = | T = 9l (3.51)
mn 1 ¢//<xn) M
= m=n
2 ¢/ ()
seklinde ifade edilir (Funaro, 1992). Benzer sekilde Lagrange polinomunun ikinci mertebe
tiirevinin
1 ¢"(x) ¢'(z) ¢(z)
(x) = —2 2 3.52
N P [ R TR A FErN (32

11
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xr = x,, noktalarinda (m # n) hesaplanmasiyla ikinci mertebe tiirev matrisinin kdsegen

dis1 elemanlar1

£ — L [¢"@m) 2 (1) ot

Tm — Tp ¢/<xn) (.Qﬁm - an) (¢/xn)

ve
1" 14"
42 = lim ¢(z) = lim L2 (x) _ 1¢"(xn)

(3.53)

limiti ile de ikinci mertebe tiirev matrisinin kosegen elemanlar1 bulunur. Sonug olarak

ikinci mertebe sanki-spektral tiirev matrisinin elemanlar1

1 ¢" () 2 ¢ ()
! o ! » alll 7& n

3 ¢ (@)
seklinde ifade edilebilir (Funaro, 1992; Alic1 ve Taseli, 2005). Daha yiiksek mertebeden

tiirev matrisinin elemanlar1 da benzer sekilde elde edilebilir. Ancak uygulamali bilimlerde
bircok problem matematiksel olarak ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemle
modellendigi i¢in, daha yiiksek merteben tiirev matrisleri burada hesaplanmayacaktir.
Ayrica bazi durumlarda, Ornegin Chebyshev sanki-spektral yonteminde, k. mertebeden

tiirev matrisi, birinci mertebeden tiirev matrisinin £. kuvvetidir (Trefethen, 2000). Yani
D® = [DWk =23 .. (3.55)

seklindedir.

3.3. Chebyshev Sanki-Spektral Tiirev Matrisleri

Tamm 3.3 Ty (z) birinci tip chebyshev polinomlari olmak iizere
B(z) = (1 — 2*)Ty(z) (3.56)
polinomunun sifirlart Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL) noktalart olarak adlandirilir ve

km
iﬁk:COS(N), k=0,1,...,N (3.57)

ifadesiyle verilirler.

12
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Literatirde CGL noktalar1
To=1>x1>29>...>any_1 >0y =—1 (3.58)

seklinde biiyiikten kii¢iige siralanir. Simdi (3.41) esitligindeki ¢(x) polinomu yerine
(3.56) ifadesindeki B(x) polinomunu, yani

¢(z) = K ]__[0(56 — ) = (1 - 2")Ty(z) = B(z) (3.59)

alalm. B(x) polinomu da birbirinden farkli ve reel NV + 1 tane kdke sahip oldugu igin bunu
yapmak miimkiindiir. Dolayisi ile birinci mertebeden Chebyshev sanki-spektral matrisinin

elemanlari (3.59) baz polinomunu (3.51) matrisinde kullanarak bulunabilir.

Ik olarak d(%) ve d%}v elemanlarini hesaplayalim. (3.51) matrisinden ve (3.59)

ifadesinden
1 ¢//(x0) 1¢//(1)
dly) = = = 3.60
T G 290) 60
yazilabilir. (3.59) esitliginin tiiretilmesiyle
¢'(x) = (1 — 2*) T (x) — 22Ty (2) (3.61)
ve
&' () = (1 — 2)TH(x) — 4T} (x) — 2T} (x) (3.62)
elde edilir. Son iki esitlikte x = 1 almip (3.60) esitliginde kullanilirsa
1 T3 (1)
iy = |1+2:22 .
00 = 3 l + (1) (3.63)
bulunur. Simdi (3.24) ve (3.29) esitliklerini kullanarak
2N? +1
qu - 2 (3.64)
6
elde edilir. Benzer sekilde x = —1 alinip gerekli cebirsel islemler yapilarak
2N? +1
dih = - (3.65)

olarak bulunur. Fakat bu defa hesaplamalarda (3.24) ve (3.29) yerine (3.25) ve (3.30)
degerlerine ihtiyag¢ oldugu agiktir.

Kosegendeki diger elemanlar (3.61) ve (3.62) esitliklerinde + = z,, n =

1,..., N — 1 alinarak ve T\ (x,) = 0 ger¢egini kullanarak

4O — 1TV () 4w,
e T (w,) 1 — a2

13
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seklinde bulunur. Son esitlikteki ilk kesrin degeri Chebyshev polinomlarimin sagladig:

diferansiyel denklemden faydalanilarak bulunabilir.
Yani (3.22) denkleminin her iki tarafi = degiskenine gore tiiretilip
(1 — 2TV (x) — 32T (x) + (N* = DT (z) =0 (3.67)

xr = z,, noktalarinda hesaplanmasiyla

3Ty
T(x,) = 17:%x2]7$($n) (3.68)

n

bulunur. Yine burada 7% (x,) = 0 oldugunu hatirlayalim. Son olarak bu ifadenin (3.66)

esitliginde kullanilmasiyla

1 =z,
21 —22

dV = n=12...N-1 (3.69)

kosegen terimleri elde edilir. Simdi kdsegen dis1 elemanlar elde edelim. Once m = 0,
n = 1,2,..., N — 1 durumuna bakalim. Bu durumda (3.51) matrisindeki kdsegen dis1

elemanlar

1 ¢'(1)
sy = =12,...,N—-1 3.70
On 1_In ¢,(xn) n )y < ’ ( )

seklini alir. Son esitlik (3.61) ifadesinde © = 1 ve x = x,, alinarak
FONINES. —2Tx(1)
T T 0 (L= a2 Ty ()

seklinde yazilabilir. Burada yine T (z,) = 0 oldugu unutulmamalidir. (3.24) ve (3.22)

esitlikleri g6z Oniine alinarak

Jo_ 1 —2N? _ L,
Tl —x, —N2Tn(x,) 1 —x,

n=12...,N—1

oldugu bulunur. n = N i¢in ise (3.24) ve (3.25) esitliklerinden faydalanarak

1 ¢
1= (=1)¢'(=1)

bulunur. Benzer sekilde m = N, n = 0 i¢in

~ 2(=1)N-12N2 2

1
-

1
dyo = —5(=1)"
olarak bulunur. m = N,n =1,2,..., N — 1 durumunda matris elemanlari
4O _ I ¢'(-1)
Nn —
—1—z, ¢(x,)

14
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halini alir ki bu da (3.46) ve (3.47) esitliklerinin kullanilmasiyla

_ _1\N-1 2 _1\N+n

— =2 N —-1
N 4a, —N2(=1)m 1+, ’ P

seklinde bulunur. Benzer sekilde m = 1,2,.... N -1 m=0vem =1,2,...,N —

1 n = N durumlarinda matris elemanlar1 sirasiyla

1(=1)m
m0 21— Imv m ) <y )
A%~
1 (—1)N+m
db, == =1,2,...,N—1
mN 21 + T, ) ) <y )
olarak elde edilir.
2N? +1 1" 1
&y o1 S(=DY
6 1—=z, 2
(_1)m+n
T — T,
O R Gt Vi W G
mn 21—z, 2(1—22) 2 1+a,
(_1)m+n
Tm — Tp
1 —1)N+n 2N? 4+ 1
_7(_1)N _2( ) . +
2 1+, 6

Sekil 3.1. Birinci mertebe Chebyshev sanki-spektral tiirev matrisi

Son olarak 1 < m,n < N — 1 durumunda koseken dis1 elemanlar

L ) 1 T
m Tm — Tp ¢/($n) Ty — T TJ,\/f<be)

, mn=12...,N—1

15
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ifadesinden, Chebyshev polinomlarinin sagladigi (3.22) diferansiyel denklemi kullanarak

Bon = == = 1<mn<N-—1
" Tm = Tn _N2TN<:CTL) T — T (_1)n T — Ty ’ =M=

seklinde bulunur. Burada (—1)™" = (—1)" oldugu unutulmamalidir. Yaptigimiz
bu hesaplamalar bir ¢izelgede Ozetlenirse birinci mertebe Chebyshev sanki-spektral

matrisinin yapisi agik bir sekilde goriilebilir (Bkz. Sekil 3.1.).

Aslinda
2, m=0veya N
Cm = (3.71)
1, m=1,2...,N—1

olmak tizere, birinci mertebe Chebyshev tiirev matrisi

2N?2 +1

::O
5 m=n

dh — (3.72)

seklinde daha tikiz bir yapida da ifade edilebilir (Trefethen, 2000).

Benzer sekilde ikinci mertebe Chebyshev Sanki-Spektral tlirev matrisinin

elemanlar
N4 -1
15 5 m:nZO,N
N2 - 1)(1—2a?
—( ) x”)+3, 1<mn<N-1,m=N
3(1 —a2)?
(DN o
3 (N®—-1), m=0n=N ve m=N,n=0
22N+ 1)(1—x,) — 6
(-1) 3 A=z, , m=0,1<n<N-1
d? = (3.73)
2(2N?2 4+ 1)1 -
(—1)N+"§( +(1)+(x+)§") S m=N1<n<N-1
—1)™ m+ 2
(=D _(i + )_ , 1<m<N-1 ,n=0
2 (1-22)(zm—1)
(=Nt (2w = 2)
5 (=22 )(@m £ 1)’ 1<{m<N-1 ,n=N
m—+n x%’b + TmLn — 2
(-1) (0= 22) (w2 1<mn<N-1 ,m#n

16
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seklinde bulunur veya diizenleme yapilirsa daha kompakt yapida

N* -1
, m=n=0N
15
(N2 -1)(1—22)+3
_ 3012 , 1<mn<N-1m=n
9 (-1)"2(2N2 +1)(1 —z,) — 6 B
d’STLZL: 3 0z , m=0,1<n<N (3.74)
_1\N+n 2 _
2( 1) (2N +1)(1+xn) 6’ m=N,0<k<N-1
3Cn (1+xn)2
_1\ym+n 2 _
( 1) x’rn""ﬂ?’m,ﬂfu 2 ’ 1Sm§N—1,OSnSN7m§An
cn (1 —22)(zm — zp)?

seklinde ifade edilebilir. Ikinci mertebe Chebyshev sanki-spektral tiirev matrisi Sekil 3.2.

ile de ifade edilebilir.
NY_1 n2 @N241)(1—an)—6 0N 2
15 (=D"3 (I—2n)2 5 (N*-1)
i
= of &
| e
1s i
(2) — 83 i
dmn - HNHE c
i) g
= +
£ 2 |
7 7
(=¥ N+4n2 @N241)(14an)—6 N1
A A Ty A 5

Sekil 3.2. Tkinci mertebe Chebyshev sanki-spektral tiirev matrisi

Biz burada bu elemanlarin ¢ikarilisini tek tek vermeyecegiz fakat 6rnek olarak d((]%)
elemanini hesaplayacagiz. Bunun i¢in (3.62) esitligini bir kez daha tiirevlendirerek
(@) = (1= )T (@) — 62T () — 6T (x) (3.75)

17
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esitligi elde edilir. Simdi (3.54) ifadesinden

@ _1¢"(1) _ Ty()+Tx()

doy = = = 3.76
O TEem TR0 (70
olur ve buradan (3.24), (3.29) ve (3.31) esitlikleri kullanilarak
N* -1
diy) = 3.77
T (3.77)

olarak bulunur.

Burada olusturdugumuz birinci mertebe tiirev matrisi MATLAB veya OCTAVE
programlarinda asagidaki sekilde ifade edilebilir. Dikkat edilirse bu program tiirev

matrisinin kdsegen elemanlarini (3.50) formiiliinden hesaplamak yerine

N
dip = — > di), (3.78)
m=0
m#n

ifadesinden hesaplanmaktadir. Yuvarlama hatalarinin varliginda bu yontemle olusturulan
tiirev matrisi daha kararli olmaktadir. (Baltensperger ve Berrut, 1999; Baylis ve ark.,
1994) (3.78) esitligi su sekilde elde edilebilir. [1, 1, ..., 1] verilerinin interpolanti p(x) =
1 sabit fonksiyonudur ve biitiin = degerleri icin p'(z) = 0 oldugundan D™ tiirev
matrisi [1,1,...,1]7 vektoriinii sifir vektoriine gotiirmek zorundadir. Bu da (3.78)
esitligini verir. Ote yandan ikinci mertebe tiirev matrisi D) (3.55) esitliginden birinci
mertebe tlirev matrisinin karesi olarak hesaplanabilir. Bu tezde Chebyshev-Gauss-Lobatto
noktalarini bulmak ve D)k = 1,2, .. . tiirev matrisini olusturmak i¢in cheb.m dosyasini

kullanacagiz.

cheb.m

% CHEB compute D = differentiation matrix, x = Chebyshev grid

function [D,x] = cheb(N)
if N ==0, D =0; x =1; return, end
x = cos(pi*(0:N)/N)"';

c = [2; ones(N-1,1); 2] .*x(-1).7(0:N)';

X = repmat(x,1,N+1);

dX = X-X';

D = (cx(1./c)')./(dX+(eye(N+1))); % off-diagonal entries
D =D - diag(sum(D')); % diagonal entries

18
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3.4. Denklemin Sanki-Spektral Formiilasyonu

Bu boéliimde 6nce (1.10) ile verilen Mathieu denklemi daha kolay ele alinabilir
bir forma dontistiiriilecek. Ardindan Chebyshev sanki-spektral yontemi elde edilen yeni

forma uygulanacaktir. (1.10) Mathieu denklemi x — z — 7 Gtelemesi ile

d2
—d—;; —2qcos(2z)y = Ay, y(xm/2)=0 (3.79)

bi¢iminde simetrik aralikta da yazilabilir. Bagimsiz degisken iizerinde

& =cos(2x), £e€(-1,1) (3.80)

doniisimii ile

d d
cot T = —2(1+ 8&
y : (3.81)
R Rk
dz? ez~ odg

operasyonel denklikleri elde edilir. Bu denkliklerden ikincisi (3.79) denkleminde yerine
yazilirsa

L w1 =0 (3.82)

2\, M / 1 _
O—f)y—fy+§%y— 1

denklemi elde edilir. Ardindan bagiml degisken iizerinde

y(€) = (1+&)7u(€) (3.83)
dontistimii ile

(1—&Hu" + (1 — 26 + ;qﬁu =pu, = i(l - ) (3.84)

denklemine ulagilir. Dikkat edilirse (3.83) doniisiimii ile (3.82) denklemindeki sinir
kosulu otomatik olarak saglandigindan, (3.84) denkleminde herhangi bir simir kosulu
bulunmamaktadir. (3.83) ve (3.80) doniisiimleri ile orijinal degiskenlere doniiliirse, (3.84)

denkleminin, asil denklemin ¢ift 6zfonksiyonlarini
Yon () = cos zu,(cos 2x) (3.85)

ve ¢ift indisli 6zdegerlerini

Nop = 1 — 441y, (3.86)
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verdigi agikga goriiliir. Ote yandan, tek 6zfonksiyonlari ayri bir sekilde ele alabilmek i¢in

(3.79) denklemine, ¢ ¢ift bir fonksiyon olmak iizere
y(x) = sinz¢p(x) (3.87)
dontistimii uygulanirsa
" + 2cot xg’ + 2qcos2xd = —A\p,  G(£7w/2) =0 (3.88)

denklemi elde edilir. Artik ¢ fonksiyonu ¢ift olarak secildiginden, ¢itf 6zfonksiyonlar
i¢cin kullanilan (3.80) ve (3.83) soniisiimleri son denklem i¢in de kullanilabilir. (3.80)

dontlistimiiniin uygulanmasi ile

1
(1-€)6" = (14+20)¢' + 3466 = (1- N6 (389)
denklemine ve (3.83) benzeri ¢(&) = (1 + £)2u(€) doniisiimiiniin uygulanmasiyla da
1 1
(1= " - 36w/ + sau=pu, p=7(4= N (3.90)
denklemine wulagilir. Doniigiimlerle orijinal degiskenlere geri doniildiigiinde tek
6zfonksiyonlar
Yont1(2) = sin z cos zu, (cos 2) (3.91)
ve tek indisli 6zdegerler
)\2n+1 =4 — 4,un (392)

seklinde elde edilir.

Tek ve ¢ift indisli 6z¢iftlerini ayr1 ayri ele almak, ¢oziimleri belli bir dogrulukta elde

etmek icin gerekli matris boyutunu yariya indirmektedir.

Simdi, (3.40) ile verilen yaklasik ¢oziimiin sirastyla (3.84) ve (3.90) denklemlerinde

yerine yazilmasindan
1
B, = diag(1 — &2)D® + diag(1 — 2¢,)DWY + diag(; ) (3.93)
ve
_ 2\7(2) . 1) .1
B; = diag(1 — &;)D'¥ + diag(—3¢,) D" + d1ag(§qxn) (3.94)
olmak iizere
Bu = pu (3.95)
ayrik sistemi elde edilir. Burada D™ ve D(?) matrisleri sirasiyla birinci ve ikinci mertebe

Chebyshev sanki-spektral tiirev matrisleri olup elemanlar1 (3.72) ve (3.74) esitliklerinde

verilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde Chebyshev Sanki-Spektral yontemi kullanilarak Mathieu diferansiyel
0zdeger probleminin yaklasik ¢oziimleri elde edilecektir. Bu denklemin ¢oziimlerinin
temel fonksiyonlar cinsinden bir temsili olmadigi i¢in, bulunan sonuglar literatiirde
var olan yaklasik ¢ozlimlerle karsilastirilarak yontemin olumlu ve olumsuz yonleri

tartisilacaktir.

Cizelge 4.1. ¢ = 1 i¢in Mathieu denkleminin ilk birka¢ 6zdegeri.

An (Ledoux ve ark., 2005)

—0.110 248 816 992 —0.110 248 816 992 09
3.917 024 772 998 3.917 024 772 998 47
9.047 739 259 809 9.047 739 259 809 38
16.032 970 081 406  16.032 970 081 405 79
25.020 840 823 290  25.020 840 823 289 76
36.014 289 910 628  36.014 289 910 628 22
49.010 418 249 424  49.010 418 249 423 86
64.007 937 189 250  66.007 937 189 249 87
81.006 250 326 632  81.006 250 326 632 57
100.005 050 675 159  100.005 050 675 159 45
121.004 166 761 269 121.004 166 761 269 12

S ©00TO0 Utk W= O
—
e JiVeJo R IEN IEN lo e N e N 15

Biitiin cizelgelerde n 6zdeger indeksini, N c¢izelgede verilen dogrulugu elde
etmek icin gerekli en kiiclik matris boyutunu ve A Mathieu denkleminin 6zdegerlerini

gostermektedir. Cizelgelerdeki son siitunlar karsilastirma amagli verilmistir.

Cizelge 4.2. ¢ = 1 i¢in Mathieu denkleminin bazi biiyiik indisli 6zdegerleri.

n N An (Ledoux ve ark., 2005)
100 53 10201.000 049 020 10201.000 049 020 267
200 103 40401.000 012 370 40401.000 012 376 229
500 253 2521001.000 001 990  2521001.000 001 992 01

Cizelge 4.1., Mathieu denkleminin ¢ = 1 i¢in ilk onbir 6zdegerini listelemektedir.
Dikkat edilirse oldukg¢a kiiciik matris boyutlarinda 13 — 15 basamak dogruluk elde
edilmektedir. Yontem sadece kii¢iik indisli 6zdergerler i¢in degil, biiyiik indisli 6zdegerler
icin de yliksek dogrulukta sonuglar vermektedir. Cizelge 4.2., Mathieu denkleminin ¢ = 1

i¢in baz1 bliyiik indisli 6zdegerlerini icermektedir. Matris metotlarinda ), 6zdegerini
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dogru veya yanlis, ekrana yazdirabilmek i¢in matris boyutu N en az indeks degeri n
kadar olmalidir. Dikkat edilirse Cizelge 4.2.’de matris boyutu neredeyse 6zdeger indeks

degerinin yarist kadardir.

Bunun sebebi ise denklemin bazi dontigiimler yardimiyla, tek ve cift indisli 6z¢iftleri
ayr1 ayri ele alabilen iki ayri1 denkleme donistiiriilmesinden kaynaklanmaktadir. Bu
durumda n. 6zdegeri ekrana yazdirabilmek i¢in gerekli en kii¢lik matris boyutu N = 3 +1
olur. Bu ¢aligmada, bu degeri sadece iki artirarak, yani N = 4 + 3 alarak, noktadan
sonra 8 — 9 basamak dogruluk elde edilmistir. Genellikle, matris metotlarinda yaklagik
2N /7 kadar 6zdegerin belli bir dogruluga kadar elde edildigi hatirlanirsa (Boyd, 2005;

Weideman ve Trefethen, 1988) yontemin ne kadar etkili oldugu daha agik goriilmektedir.

Cizelge 4.3. ¢ = 10? igin Mathieu denkleminin bazi1 zdegerleri.

n N An (Ledoux ve ark., 2005)

0 14 —180.253 249 152 250 —180.253 249 152 253 55
1 15 —141.280 056 808 619 —141.280 056 808 618 64
2 15 —103.370 507 064 930 —103.370 507 064 927 96
3 16 —66.574 389 965 842  —66.574 389 965 844 45
4 17 —30.950 103 947 238  —30.950 103 947 234 39
5 18 3.432 563 359 324 3.432 563 359 325 90
6 18 36.488 219 665 731 36.488 219 665 732 29
7 18 68.109 193 500 159 68.109 193 500 163 39
8 19 98.155 153 397 326 98.155 153 397 326 15
9 19 126.442 980 323 036 126.442 980 323 040 42
10 19 152.777 761 733 867 152.777 761 733 867 01

Cizelge 4.3. ¢ = 10? i¢in Mathiue denkleminin ilk onbir 6zdegerini listelemektedir.

Oldukga kicik (N = 14 — 19) matris boyutlarinda 13 — 15 basamak dogruluk elde

edilmistir.

Cizelge 4.4. ¢ = 10? igin Mathieu denkleminin bazi1 zdegerleri.

n N An (Ledoux ve ark., 2005)
100 57 10201.490 210 811 10201.490 210 811 293
200 106 40401.123 762 613 40401.123 762 613 264
500 254 251001.019 920 320 251001.019 920 319 76

Cizelge 4.4. ise ayn1 g degeri i¢in baz1 yliksek indisli 6zdegerleri icermektedir. Bu
ise yontemin sadece diisiik indisli 6zdegerler i¢in degil, yliksek indisli 6zdegerler icin de

1yi sonug verdigini gostermektedir.
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Cizelge 4.5. ¢ = 10* igin Mathiue denkleminin ilk onbir dzdegerini icermektedir.
Cizelge 4.3. ile karsilastirilirsa, ¢ degerinin biliyiimesi /N matris boyutunun da artmasina
sebep olmaktadir. Ozel olarak ¢ = 100 igin A,y degerini ¢izelgede verilen dogrulukta elde
etmek igin N = 19 iken, ¢ = 10 iken Ao degerini Cizelge 4.5.’de verilen dogrulukta
elde etmek i¢in gerekli matris boyutu N = 56 olmaktadir.

Cizelge 4.5. ¢ = 10* i¢in Mathieu denkleminin bazi 6zdegerleri.

n N An (Ledoux ve ark., 2005)

0 39 —19800.250 313 678 —19800.250 313 678 396
1 41 —19401.252 830 234 —19401.252 830 234 724
2 42 —19003.261 035980 —19003.261 035 976 768
3 45 —18606.278 776 913 —18606.278 776 913 539
4 48 —18210.309 948 445 —18210.309 948 445 429
5 49 —17815.358 496 419 —17815.358 496 419 274
6 51 —17421.428 418 215 —17421.428 418 214 986
7 52 —17028.523 763 865 —17028.523 763 864 923
8 54 —16636.648 637 207 —16636.648 637 207 334
9 55 —16245.807 197 075 —16245.807 197 075 153
10 56 —15856.003 658 521  —15856.003 658 521 551

Cizelge 4.6. ise ¢ = 10* parametre degeri igin baz1 yiiksek indisli 6zdegerleri
icermektedir. Yine Cizelge 4.3. ile karsilagtirildiginda N matris boyutundaki artis agik¢a

goriilmektedir.

Cizelge 4.6. ¢ = 10* igin Mathieu denkleminin baz yiiksek indisli 6zdegerleri.

n N An (Ledoux ve ark., 2005)
100 110 14142.729 835 080  14142.729 835 080 107
200 141 41663.743 094 080  41663.743 094 079 742
500 273 251200.302 140 360 251200.302 140 371 87

Cok biiyiik parametre degeri ¢ = 10° i¢in Mathieu denkleminin baz1 6zdegerleri
Cizelge 4.7.’de verilmistir. Yine, ¢ degeri biiylidiik¢e /V matris boyutunun arttig1 agikardir.
Fakat ¢ok biiyiik ¢ degerleri i¢in bu artis dramatik olmaktadir. Bu da ¢ok biiyiik ¢ degerleri
i¢cin yontemi verimsizlestirmektedir. Bununla birlikte, ¢ok biiyiik ¢ degerleri i¢in Mathieu
denkleminin 6zdegerleri bu ¢aligmada verilen yontemle hala belli bir dogrulukta elde

edilebilmektedir.

Son olarak, Cizelge 4.8. ¢ = 10° i¢in baz1 yiiksek indisli 6zdegerleri listelemektedir.
Matris boyutundaki hizli artis yiiksek indisli 6zdegerlerde daha belirgin bir hal
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almaktadir. Buna ragmen yontem hala yiiksek indisli 6zdegerleri yiiksek dogrulukta

hesaplayabilmektedir.

Cizelge 4.7. ¢ = 106 i¢in Mathieu denkleminin bazi1 zdegerleri.

n N An (Ledoux ve ark., 2005)

0 115 —1998000.250 031  —1998000.250 031 261 7
1 119 —1994001.250 281 —1994001.250 281 4259
2 126 —1990003.251 096 —1990003.251 094 724 1
3 134 —1986006.252 847 —1986006.252 847 095 3
4 139 —1982010.255 916 —1982010.255 914 950 7
5 145 —1978015.260 675 —1978015.260 675 173 7
6 150 —1974021.267 506 —1974021.267 505 120 3
7 153 —1970028.276 782 —1970028.276 782 620 5
8 159 —1966036.288 886 —1966036.288 885 979 9
9 162 —1962045.304 193  —1962045.304 193 980 1
10 167 —1958055.323 086  —1958055.323 085 879 2

Sekil 4.1. ise ¢ = 1 i¢in Mathieu denkleminin bu ¢alismada kullanilan yontemle
elde edilen ilk alt1 yaklagik 6zfonksiyonunu icermektedir. Dikkat edilirse Sturm-Liouville
teorisine uygun olarak y,(z) 6zfonksiyonunun (—7/2,7/2) araliginda n tane sifiri
oldugu agik¢a gorilmektedir. Mathieu fonksiyonlari literatiirde genellikle Lo(0,27)
normlar1 7 olacak sekilde normalize edilirler. Fakat bu g¢alismada Ozfonksiyonlar
Lo(—m/2,m/2) normlart 1 olacak sekilde normalize edilmistir. Yani, bu ¢aligmada elde
edilen 6zfonksiyonlar \/7/2 ile genisletildiginde L2(0,27) normlart 7 olan periyodik
Mathie fonksiyonlari elde edilir.

Cizelge 4.8. ¢ = 10° i¢in Mathieu denkleminin baz1 yiiksek indisli zdegerleri.

n N An (Ledoux ve ark., 2005)
100 362 —1603115.776 534 —1603115.776 533 968 3
200 484 —1218638.473 847 —1218638.473 847 030 9
500 724 —132647.388 340  —132647.388 340 274 10

Sekil 4.2., 4.3. sirasiyla ¢ = 10%, ¢ = 10* parametre degerleri i¢in ilk alt1 yaklasik
ozfonksiyonu igermektedir. Ote yandan, Sekil 4.4., ¢ = 10° parametre degeri icin ilk
alt1 cift indisli yaklasik 6zfonksiyonlar1 icermektedir. Dikkat edilirse ¢ degeri biiyiidiikce
dzfonksiyonlar sifirm komsulugunda kiigiik bir araliga sikismaktadir. Ozelde ¢ = 10°

degeri i¢in bu aralik yaklasik olarak (—11—0, lio) seklindedir.
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Ote yandan (3.57) esitligi ile verilen CGL noktalar1 (—1, 1) araligmin ug noktalart
etrafinda daha yogun, orijin etrafinda ise daha seyrek bir dagilim gostermektedir. Bunun
sonucunda ise bir ¢ok nokta 6zfonksiyonun sifira ¢ok yakin oldugu yerlerde gereksiz yere
kullanilmaktadir. Parametre degeri biiytlidiikge matris boyutundaki hizli artigin sebebi iste
budur.

-2 1 0 1 2 2 4 0 1 2

(@) yo(z), Ao = —0.110 248 816 992 (b) y1(z), A = 3.917 024 772 998

-2 1 0 1 2 2 1 0 1 2

©) y2(z), A2 =9.047 739 259 809 (d) ys(r), A3 =16.032970 081 406

-2 1 o 2 2 2 1 o 2 2
(e) ya(x), A4 =25.020 840 823 290 ® ys(x), A5 =36.014 289 910 628

Sekil 4.1. Mathieu denkleminin ¢ = 1 i¢in ilk alt1 6zfonksiyonu.
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@) yo(z), Ao = —180.253 249 152 25 (b) y1(z), A = —141.280 056 808 619

1.5 T T T 1.5
15'2 1 0 1 2 ! 52 1 o 1 2

(©) y2(x), A2 =—103.370 507 064 930 (d) ys(x), A3 = —66.574 389 965 842
15 T T T 15

0.5

-0.5

() ya(z), A4 = —30.950 103 947 238 () ys(x), A5 = 3.432 563 359 324

Sekil 4.2. Mathieu denkleminin ¢ = 102 icin ilk alt: 6zfonksiyonu.
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2 1 (I) 1 2
(@) yo(z), Ao = —19800.250 313 678

© ya(z), A2 = —19003.261 035 980

() ya(z), Ay = —18210.309 948 445

(b) y1(z), A = —19401.252 830 234

3
-2 1 0 1 2
(d) ys(z), A3 = —18606.278 776 913
3
T
B R S
obo
I SR TR
| N S £ I S
3
-2 1 0 1 2
(f) ys(z), A5 = —17815.358 496 419

Sekil 4.3. Mathieu denkleminin ¢ = 10* i¢in ilk alt: 6zfonksiyonu.
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-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

@ yo(x), Ao = —1998000.250 031 (b) y2(z), Ao = —1990003.251 096

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 i -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

(©) yalz), A1 = —1982010.255 916 @) ys(z), Ao = —1974021.267 506

-oi.4 -(;.2 (i) 072 0?4 i -0i.4 -oi.z (i) 0?2 074
() yo(z), Ao = —1998000.250 031 0 y2(x), A2 =—1990003.251 096

Sekil 4.4. Mathieu denkleminin ¢ = 106 igin ilk alt: ¢ift 6zfonksiyonu.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde agisal Mathieu denkleminin y(+7/2) = 0 Drichlet smir kosullart
altinda 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 g parametresinin keyfi degerleri igin Chebyshev sanki-
spektral yontemi ile yaklasik olarak hesaplanmustir. Farkli 1 < ¢ < 10° degerleri igin
yakalsik 6zdegerler ¢izelgelerde, 6zfonksiyonlar ise sekillerde sunulmustur. Literatiirde

var olan sonuglarla karsilastirmalar yapilarak yontemin etkinligi gézlemlenmistir.

Parametre degeri biiylidilkge ayni dogrulugu elde etmek icin gerekli matris
boyutunun da arttig1, hatta ¢ok biiyiik ¢ degerleri i¢in matris boyutunun dramatik olarak
biiyiidiigii gézlemlenmistir. Bu da akillara, ¢ = 10'° gibi ¢ok biiyiik degerler icin
“daha verimli bir spektral sema kurulabilir mi?” sorusunu getirmektedir. Bunun ise
ancak cok biiylik ¢ degerleri i¢in doniistiiriilmiis Chebyshev sanki-spekral yonteminin
kullanimiyla (Bayliss and Turkel, 1992) veya 6zfonksiyonlar1 daha iyi temsil edebilecek
yeni baz fonksiyonlarmin se¢imiyle miimkiin olabilecegi diisiiniilmektedir. Bu yondeki

caligmalarimiz devam etmektedir ve sonuglar gelecek ¢alismalarimizda rapor edilecekir.
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