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Yiiksek Lisans Tezi
HOMOJEN UZAYLAR VE LiE GRUPLARI
Yusuf DOGAN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Abdullah YILDIRIM
Y1l:2012, Sayfa: 45

Bu tezde Homojen Uzaylar ve Lie Gruplart ile ilgili yapilan g¢alismalar incelenmistir.
Incelenen Homojen uzaylarin topolojik uzaylar ve manifoldlarla olan iliskilerine deginilmistir.
Herhangi bir uzayin homojen olup olmadigi etkiler etkili olma ve gegisli olma 6zellikleri kullanilarak
ispatlanmigtir. Ayrica topolojik olarak agik veya kapali olmanin homojenligi belirledigine
deginilmistir. Tiim topolojik uzaylarin Homojen uzaylar oldugu ispatlanmistir. Orneklerle homojen
uzaylar ve homojen olmayan uzaylar kavratilmistir. Lie gruplariin farkl tanimlari yapilmis ve farkli
orneklerle Lie gruplart kavratilmistir. Ayrica Lie gruplarini alt gruplari, Analitik Lie gruplara ve Lie
gruplar cesitlerine yer verilmistir. Lie cebiri tanimlandi. Lie cebiri ¢esitlerine deginilerek orneklerle
aciklanmugtir. Lie grubu ile Lie cebiri arasindaki iligki teoremle ispatlandi. Matris Lie gruplari ve ¢ati
demetleri kavratild1.

ANAHTAR KELIMELER: Topolojik uzaylar, homojen uzaylar, lie gruplar1 ve gesitleri, lie cebiri.
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In this thesis, the studies about Homogeneous Spaces and Lie Groups are examined.It is
mentioned about the connection between Homogeneous Spaces and Topological Spaces and
Manifolds. Whether any Space’s being homogeneous or not is proved by using it’s being effectine and
transitive. And also, it is mentioned that Topological opennness or Topological Closure determines
homogenity. It is proved that all topological Spaces are Homogeneous Spaces. Homogeneous and
nohomogeneous Spaces are tought with examples.Different definitions are made and different
examples are tought. And also Lie Group’s Subtitles, Analitical Lie Groups and Lie Group kinds are
mentioned. Lie Algebra is definited. Lie algebras are explained with different examples. The
connection between Lie Group and Lie algebra are proved with theorems. Matris Lie Group and
Frame Bundle are tought

KEY WORDS: topological spaces, homogeneous spaces, lie groups and types, the lie algebra space,
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1 GIRIS

Bir M manifoldu iizerinde bir G grubu izometrik olarak etki ediyorsa, yani
G C Is(M) ise M ye bir Riemann G-manifoldu denir.Riemann G- manifoldlarin
Diferansiyel geometrisi Palais ve Teng’in "Critacal point teori and supmanifold
geometry" ve Berntvd’nin "Submanifolds and holonomy" isimli kitaplarinda sis-

tematik bi¢imde incelenmistir.

Riemann G- manifoldlar1 incelemede kullanilan en énemli araclarda biri tubu-
lar normal komsuluklarin varligi yardimiyla normal dilimlerin varliginin elde edil-
mesidir. Burada dilim temsili tanimlanir ve dilim temsili bir yoriingenin tanjant
diizlemine agikar olarak etki eder. Ayrica asli yoriingelerin varhigi gosterilebilir.
Bir M riemann G- manifoldunun asli yoriingelerinin ciimlesi M de acik ve yogun-
dur. Dolayisiyla siirekli bir fonksiyonun asli yoriingeler iizerindeki karekteri M
nin tamaminda aynmidir. Bu kolayligin yaninda asli yoriingelerin 1872 de Felix
Klein’nin Erlange programini gelistirmesiyle Geometri aksimatik yapidan kur-
tulup daha cebirsel bir tabana oturtulmustur. Bu anlamda bir geometri, bir X
homojen uzay: ve geometrinin simetri grubu olan bir Lie grubunun gegisli bir

etkisi olarak tanimlanmaktadir.

Geometri bu etki yardimiyla elde edilen
g: X — X

g € G dosiimleri altinda degismez kalan ozellikler ve bir g € G icin gH; = Hy

olacak sekilde altctimleleri incelenir.

Modern Diferansiyel geometri agisindan bir manifoldun doniisiim gruplarini
incelenmesi ¢ok 6nemlidir. Palais tarafindan verilen genel formiilasyondan, bir
Riemann manifoldun izometri grubunun bir Lie grubu oldugu ve bu grubun man-
ifold tizerine diferansiyellenebilir olarak etki ettigi goriilmektedir. Bir M Riemann
manifoldunun Is(M) izometri grubunun yapisi iyi bilinmektedir. Ornegin Rie-
mann manifoldu kompakt oldugunda izometri grubuda kompakt olur.Amerikal

ve Fransiz matematikciden olusan ekip, dort yil calisarak, Norvecli matematikgi

1



1 GIiRis Yusuf DOGAN

Sophus Lie’nin 1887’de buldugu ’'Lie grubu’ adli matematiksel yapimin E8 adli
boliimiiniin sirrini ¢ozmeyi bagardi. Amerikan Matematik Enstitiisii Bilim Komisy-
onu Bagkan1 Prof. Peter Sarnak bu sayede, bilgisayarla karmagik problemlerin

¢oziilmesi icin yapilan hesaplamalarin kolaylasacagini acikladi.

E8’in gizeminin ¢oziilmesini saglamak icin yapilan tiim hesaplamalarin kagida
yazilmasi halinde, Manhattan biiyiikliigiinde bir boélgenin yiizolciimiine denk geli
yor. Aragtirmada bilgisayarlarin sadece birkac¢ yil once gelistirilen hesaplama
kapasitesinden faydalanildi. Sifrenin ¢oziilmesi i¢in bilgisayarda yapilan hesapla-

malar 60 gigabyte yer kapliyor.

Bu caligmada ise temel tanim ve teoremler 15181nda Homojen uzaylar ve bir
uzayin homojenliginin gosterilmesi konusuna yer verildi. Homojen uzaylarin
topolojik uzaylarla olan baglantis1 gosterildi. Lie gruplarinin tanim ve gesitleri
ile Lie cebiri konular1 ayrintili sekilde irdelendi. Lie grubu ile Lie cebiri arasin-
daki baglantilar gozler oniine serildi. Ayrica Matris Lie Grubu ve Cat1 Demetleri

konusu 6rnek ve teoremlerle aciklandi.

1.1 Ana Kavramlar

Tanim 1.1.1. G, bostan farkli bir ciimle ve
o: GxG — G
de bir ikili islem olsun. Eger bu ikili iglem a,b € G

ae(bec)=(aeb)ec

ozelligini saglarsa G ye yarigrup denir(Adams 1996).

Tanim 1.1.2. G, bostan farkli bir ciimle olsun.

o: GxG — G

(z,y) — zey
islemi agagidaki ozellikleri saglarsa (G, ) ikilisine bir grup denir.

2



1 GIiRis Yusuf DOGAN

i Vr,y,2€Gigin (rey)ez=1xe(yez),

ii Vo € G i¢in e ez = x @ ¢ = 1z olacak gekilde G de bir tek e birim elemani
vardir.

iii Vxr € G igin x @ 2’ = 2/ @ x = e olacak sekilde G de bir tek 2’ inversi
vardir(Adams 1996).

Tanmim 1.1.3. (G, e) bir grup olsun. G grubu e iglemine gore degisimli ise,

yani Vz,y € G igin x e y = y e x saglaniyorsa, G ye degisimli grup denir.

Tanmim 1.1.4. (G,e) bir grup ve H # @, H C G olsun. (H,e) bir grup ise
bu gruba (G, ) grubunun bir altgrubu denir ve H < G ile gosterilir.

Tamim 1.1.5. (G,e) bir grup, H < G olsun. Vz € G, Vh € H i¢in xha’ € H
onermesi dogru ise H altgrubuna GG grubunun normal altgrubu denir ve H C G

ile gosterilir.

Tanmim 1.1.6. (G, e) bir grup ve e, G grubunun e iglemine gore birim elemani ol-
sun. Grubun {e} ve kendisinden bagka normal alt grubu yoksa G grubuna basit

grup denir(Baez 2002).

Tamm 1.1.7. (G,e), (H,o) iki grup olsun
f: G — H
(aeb) — flaeb)= f(a)of(b)
ozelligini saglayan f fonksiyonuna G den H bir homomorfizm denir(Balc1 1978)
Eger (G, +) ve (H,+) birer toplam grubu iseler yukaridaki tamim Va,b € G i¢in
fla+b) = f(a) + f(b)
seklini alir(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 1.1.8. f: G — H homomorfizmi 1 : 1 ve ¢rten ise bu homomorfizme

izomorfizm denir(Balc1 1978).

Tanim 1.1.9. f:G — ( izomorfizmine G nin otomorfizmi denir.
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Tanim 1.1.10. G grubunun keyfi ve sabit bir elemani a olsun. a ya gére G
nin
fo: G — G

r — fiux)= aza!

seklinde tamimlanan fonksiyona G nin i¢ otomorfizmi denir(Balc1 1982).

Tanim 1.1.11. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor

uzay1 V olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

FiAX A=V

fonsiyonu varsa A ya V ile birlegtirilmig bir afin uzay denir(Hacisalihoglu 1980).
iVPQReAin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P.R)
iiVPeA veVa e Vigin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek @) € A noktasi

vardir.

Tanmim 1.1.12. Bir reel afin uzat A ve A ile birlesen vektér uzay:r V' olsun.V

de bir i¢ carpim islemi olarak

<v>: VxV — R
@) = (o) =Saig T nEmed)
i=1 )

= (yla Ya..... yn)

oklid i¢ carpimn tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ac1 kavram-
lar1 tanimlanabilir. Boylece A afin uzayida yeni bir ad olarak 6klid uzay1 adim
alir(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 1.1.13.

d: E"x E*" — R

n

(zy) = dzy) =yl = D> (yixpe

i=1

olarak tanmimlanan d fonksiyonuna E" 6klid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d(x,y) reel sayisina da z,y € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik denir.

Tanim 1.1.14. X bog olmayan bir ciimle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet ciimlesinin
4
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herhangi bir alt ciimlesi olsun. Eger 7 C P(X) asagidaki ozellikleri saglarsa,r ya
X iizerinde bir topoloji,(X, ) ikilisine bir topolojik uzay denir(Hacisalihoglu
1980).

i X,ger,

ii 7 da alinan her sayida elemanlarin birlesimi 7 ya aittir; yani I herhangi bir
indis ciimlesi olmak tizere |J A; € 7 igin 7 dir

iii 7 da alinan her sonlu Zsefiylda, elemanlarimin kesisimi 7 ya aittir; yani, / sonlu
indis ciimlesi olmak iizere [ A; € 7 igin € 7 dur.

i€l

Ornek 1.1.1. E" oklid uzayr bir topolojik uzaydir. Ciinkii tizerinde tanimh

olan metrik ile daima bir 7 topolojisine sahiptir.

Tanim 1.1.15. Bir X ciimlesi tizerindeki bir topolojik yap1 7 olsun. 7 nun

her bir elemanina X bir agik alt ciimlesi denir.

Tanim 1.1.16. Bir topolojik uzay X olsun. Eger X bos olmayan farkl iki
acik alt ctimlenin birlesimi olarak yazilamiyor ise X e irtibath topolojik uzay
denir.

(Hacisalihoglu 1980)

Tanim 1.1 .17. Bir X ciimlesi topolojik grup ve ayni1 zaman da irtibath topolo-

jik uzay ise X e irtibatli topolojik grup denir.

Ornek 1.1.2. R reel sayilar ciimlesibir irtibath topolojik uzay ve bir irtibath
topolojik gruptur.

Teorem 1.1.1. Bir irtibath topolojik uzay X olsun. X in kendisinden ve bos
ciimleden bagka hem acik hem kapali olan bagka bir acik alt ciimlesi yoktur.

Tanim 1.1.19. (X, 7) bir topolojik uzay ve X in her bir alt kiimesi Y ol-
sun. VA; € 7 i¢in Y [ A; climlesi Y de agik kiime olarak tammlaniyor.

Y de boyle tanimlanan topolojiye X de indirgenmis relatif topoloji denir
(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 1.1.20. X bir topolojik uzay olsun. Farkh iki p,q € X noktalarinin

5
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X deki agik komgulari, sirasi ile,U ve V olsun. Eger U NV = & olabilecek U
ve V geklinde se¢gmek miimkiin ise X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay:
denir(Hacisalihoglu 1980).

Ornek 1.1.3. E" n-boyutlu ¢klit uzayi,bir hausdorff uzayidir.

Tanim 1.1.21. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir f : X — Y
fonksiyonu igin,

i f siirekli,

ii ! mevcut,

iii f~lsiirekli,
ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomorfizm (topolojik doniisiim)
denir(Hacisalihoglu1980).

Tanim 1.1.22. Bir (G, e) grubu ve bir (X, 7) topolojik uzay1 verilsin. Eger
agagidaki aksiyomlar saglanirsa (G, X, 7) iicliisiine bir topolojik grup denir.
i X in noktalarinin ciimlesi ile G nin elemanlarinin ciimlesi aynidir,
ii
o: XxX — X

(a,b) — ae bt

Islemi siireklidir. Burada G ye topolojik uzaym temel grubu ve X e de topolojik

uzayin temel uzay1 denir(Balci1 1998).

Tanim 1.1.23. M bir topolojik uzay olsun. Eger

i M bir Hausdorff uzaydir,

ii M nin her bir acik alt ciimlesi E™ veya E™ nin acik alt ctimlesine homeo-
morftur,

iii M sayilabilir ¢oklukta alt ctimlelerle ortiilebilir,
onermeleri saglaniyorsa M ye n-boyutlu topolojik manifold denir
(Hacisalihoglu1980).

Ornek 1.1.4. E™ in kendisi bir topolojik manifolddur.

Ornek 1.1.5. R reel sayilar ciimlesi tizerinde man tipindeki biitiin matrislerin

6
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ctimlesi R olsun.

f: Rr — B

n

[CLz‘j] — (au,alg,....aml,....amn)

dosiimii birebir ve 6rtendir. Bu birebir tekabiilden dolay: R bir mn-manifold

dur.

Tanim 1.1.24. M bir C'**° manifold olsun.M iizerindeki vektor alanlarinin uzayi
X(M) ve reel degerli C* fonksiyonlarimi halkasi C*°(M, R) olmak iizere
() x(M)ax(M) — C*(M,R)
i Simetrik
Vpe M, X,,Y, € x(M) igin

<Xp7 Y;)> = <Y;>7 Xp>
ii Bilineer
Vpe M,a,be R, X,,Y, e W,, Z, € x(M) igin
<aXp + bY), Zp> = a<Xp> Y;)> + b(%a Zp>

ve

<Xp7 aWy, + pr> = a<XP7 Wp> + b<Xpa Zp)

iii Pozitif tanimhidir;

a X, # 0icin (X,, X,)<0

b X,=0ise (X,,X,) =0
ozelikleri saglaniyorsa (,) ye M iizerinde Riemann i¢ ¢arpimi denir. M iiz-
erindeki bu Riemann i¢ ¢arpimin tanimlanmasi ile elde edilen

(M, (,)) ikilisine Riemann manimoldu denir(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 1.1.25. M bir C'*° manifold olmak iizere,

() x(Max (M) — C*(M, R)
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seklinde tanimli simetrik.bilineer.non dejenere fonksiyona M iizerinde metrik
tensor denir. Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir

ve v ile gosterilir.

Tanim 1.1.26. boyM = n olma iizere (M, (,)) ¢ifti yari-Riemann manifoldu ol-
sun.Eger n > 2 ve v = 1ise (M, (,)) ¢iftine bir Lorenz manifoldu denir(Grauret
1976).

Tanim 1.1.27. E" nin iki alt ctimlesi U ve V olsun. Bir ¢ : U — V fonksiyonu
i¢in;

i veCHU,V),

i v V= Uyt e OV, ),
onermeleri saglaniyorsa 1) ye C* smifindan diffeomorfizm denir(Hacisalihoglu
2000).

Tamm 1.1.28. M bir topolojik manifold olsun. M iizerinde C* simfindan dif-
ferensiyellenebilir yap: tanimlanirsa M ye C* simfindan differensiyellenebilir

manifold denir.

Tanim 1.1.29. M n—boyutlu bir manifold ve M nin k—boyutlu alt manifoldu A/
olmak tizere Vp € M noktasi icin M de bir U ve M de bir U koordinat komsulugu

var ve

U={meU |z, (m)=... =x,/(m)=0}

ise M ye M nin bir alt manifoldu denir(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 1.1.30. (V,®, F,+, -, ®)olmak iizere V ciimlesi F' cismi iizerinde bir vek-

tor uzayi olsun ve ® iglemi

®: VaV — V
(a,b) — a®b
olmak {izere
i Va,beV veVhe Ficn(00a)®b=600 (a®Db)
ii Ya,b,ceV i¢in (a®b)®@c=(a®c) D (b®c)
iii Va,b,c € V igna® (b c) = (a®b) ® (a ® ) ozellikleri saglaniyorsa
8
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(V,®, F,+,-,®) yapisina cebir denir.

Eger Va,b,c €V igin
ia®(b®c)=(a®b)® c saglanirsa V' ye birlesimli cebir
ii c®b=b® c saglaniyorsa V' ye degisimli cebir

iii c® e = e ® ¢ = ¢ saglamyorsa V' ye birim cebir denir.

Tamim 1.1.31. T4 (P) tanjant vektorlerinin ciimlesi olsun.
@ : Ta(P) x Ta(P) — Ta(P)

ve
®: RXTA(P) — TA(P)

olmak iizere {T4(P),®, R, +, -, ®} vektor uzayma, A afin uzaymin P € A nok-
tasindaki tanjant uzay: denir(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 1.1.32. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmig
olsun. Eger agagidaki ozellikler saglanirsa (M, G) ikilisine bir Lie grubu denir.
i M nin noktalar1 G'nin elemanlar ile ¢akigir.

ii

doniigiimii diferensiyellebilirdir(Hacisalihoglu 1980).

Tanmim 1.1.33. V bir R cismi iizerinde vektor ve [,] : V x V — V doniigiimii
de

i Bilineeri

i VX,Y €V icn [X,Y] = —[V, X],

iii VXY, ZeVign [X,[Y,Z]|+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]| =0
sartlar1 saglyor ise [,] doniigiimiine V' iistiinde bir Lie (parantez) operatorii
denir(Hacisalihoglu 1980).

Teorem 1.1.2. y(E™) iistiinde [,] lie oparatorii verilsin.bu durumda
VX,Y € x(E") ve Vf,g € C*(E™ R) i¢in
i (X Y](fg) = FIX,Y](9) +9[X Y](F)

9
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ii [fX,gY] = f(Xg)Y —g(Y )X + fg[X,Y]

iii [X, X] =0

Tanim 1.1.34. G bir Lie grubu olsun.Eger G nin elemanlar1 kapali va siirh

bir aralikta ise G ye kompakt lie grubu denir.
Tanim 1.1.35. G bir Lie grubu olsun.

a:(R,+)—G

Lie grub homomorfizmine G ni 1- parametreli alt grubu denir.

Tanim 1.1.36.  H,G grubunun bir alt ctimlesi olsun.Eger H da alinan her

iki eleman siirekli bir egri ile birlestirilebilirse H’a irtibatlidir denir.

Tanim.1.1.37. Bir Lie grubunun biitiin irtibath alt ciimleleri tarafindan kap-

sanan elemanina Lie grubunun bileseni denir.

Tanim 1.1.38. Karakteristigi sifir olan bir R cismi iizerinde Lie operatorii ile

tanimlanan lineer bir uzaya Lie cebiri denir(Adams 1996).

Tanim 1.1.39. ¢ bir lie cebiri,b de ¢ nin bir alt vektor uzay:r olsun.X € b ve
Y € g olmak iizere [ X, Y] € b baglaniyor ise b ye g nin ideali denir.

Tanim 1.1.40. G ve H birer Lie grup olmak iizere, eger
0:G— H

doniigiimii hem differensiyellenebilir hem de temel gruplarin bir grup homomor-

fizmi ise ¢ ye bir Lie grup homomorfizmi denir(Hacisalihoglu 1980).

10
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2 ONCEKI CALISMALAR

Tanim 2.1. V ve W aymni bir F' cismi iizerinde tanimlanan iki vektor uzay olsun.
Bir
AV — W

doniistimii Vo, 5 € V, Ve € F igin

o Ala+p)=A(a)+ A(P)

o Aca) = cA(w)

aksiyomlarim saglaniyor ise bu doniigiime lineerdir ( homomorfizim) denir
(Hacisalihoglu 2000).

Ornek 2.1.

A R? — R3

X = (z1,22) — Alx1,22) = (21 + 2,21 — T2, 2122)

Tanim 2.2. V,IW (=V) aym bir F' cismi {izerinde tanimlanan iki vektor uzay:
olsun. Bir

A : ViineerV
—_—

doniisiimiine lineer endomorfizim denir.

Tanim 2.3. V,IV ayni bir F' cismi iizerinde tanimlanan iki vektor uzayi olsun.
Bir
A: V lineer W
—_
Orten

doniigsiimiine lineer epimorfizim denir.

Ornek 2.2. Diizlemde sabit acih dénme bir epimorfizimdir.

A R? — R?
X = (z1,22) — A(x1,22) = (10080 — x98in 6, x18in 60 + x5 cosl)
11
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Tanim 2.4. V,IV aym bir F' cismi iizerinde tanimlanan iki vektor uzayi olsun.
Bir
AV lineer W
—_

1:!
Orten

doniigiimiine lineer izomorfizim denir(Hacisalihoglu 1980).

Ornek 2.3. Ortogonal bazlar ortonal bazlara doniistiiren doniisiim bir lineer

izomorfizimdir.

Tanmm 2.5. V' bir F' cismi tizerinde tanimlanan vektor uzayi olsun. Bir

A: 'V lineer V
-

1:!
Orten

doniisiimiine lineer otomorfizim denir.

Tanmim 2.6. V ve W ayni bir F' cismi ilizerinde tamimlanan iki vektor uzay:

olsun.

Hom (V,W) = {A t A Vlinﬂ;W}

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1. Her lineer doniigiimiine kargilik bir matris ve her matrise kargi-

lik da bir lineer doniigiim vardir.

Tanim 2.7. F iizerindeki bir vektor uzayi igin Hom (V, V') ciimlesi V' nin endo-

morfizimler ciimlesi olarak bilinir. Bu uzay gl (V) ile gosterilir.

Tanim?2.8. Bir F' cismi tizerinde bir V' vektér uzayinin otomorfizimlerinin ciim-
lesi carpma iglemine gore bir gruptur. Bu gruba lineer grup denir ve GL(n, F')

ile gosterilir; burada n = boyV dir

Tanim 2.9. Ortogonal matrisler ciimlesi

O(n)={A€GL(n,F): AA" = I, veya det A = +1}
12
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ile gosterilir.
Ornek 2.4. Diizlemde yansima matrisi bir ortogonal matristir

A:

cosf sinf ]

sinf —cosf

Tanim 2.10. Ozel ortogonal matrisler ciimlesi
SO (n)={A€O(n): AA" =1, veya det A =1}
ile gosterilir.

Ornek 2.5. Diizlemde sabit acih dénme matrisi bir 6zel ortogonal matristir

A=
sinf cosf

cosf@ —sinf ]

Ornek 2.6. Lie grubu teorisi, kiire gibi simetrik objelere dayamyor. ES, 248
boyutlu bir matematiksel yapi.Lie gruplarinin dogadaki simetriyi anlayabilmemiz
i¢in yaratilan soyut matematiksel nesnelerdir klasik Lie gruplar1 hakkinda hemen
her seyin bilinmemekte, istisnai Lie gruplar1 hakkinda ise hala bircok bilinmeyen
bulunmaktadir.Norvecli Sophus Lie, cebirsel degismezler ve diferansiyel denklem-

ler kuramlarina énemli katkida bulunmustu.

E8 grubunun temsilleri bilinmezken simdi bilinmektedir. Bu kadar ¢ok kaliteli
matematik¢inin uzun siire ¢aligmasi matematikte enderdir. Bulugun heniiz kavram-
sal degeri olmasa da kuramsal fizikte énemli uygulamalar1 olacag: diistiniilmek-
tedir Doganin temel giiclerinin ortak kuramini olusturmayi amaclayan "birlegtir-
ilmis alan kurami1’ gibi... Bunun da teknik ve hatta felsefi ve kozmolojik sonuglar:

olabilir. Zaman gosterecektir.

13



3 MATERYAL VE YONTEM Yusuf DOGAN

3 MATERYAL ve YONTEM

3.1 Materyal

Bu calismada inceledigimiz kaynaklar; internet tizerinden veya kiitiiphanelerden

ulagtigimiz makale veya kitaplardan elde edilmigstir.

3.2 Yontem

Elde edilen ¢alismalarda temel tanim ve teoremler 15181inda homojen uzaylar in-
celenmis. Homojen uzaylarin topolojik uzaylarla olan iligkileri gozler oniine ser-
ilmistir. Tiim bunlar yapilirken karsilastirma yonteminden yararlanilmigtir. Ay-
rica Lie gruplar ve Lie cebiri de arastirilarak bunlar arasindaki bagintiya deginil

mistir. Ornekleme yontemi ile var olan iligkiler ispatlanmistir.

14
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4 ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1 Homojen Uzaylar

Tanim 4.1.1. M bir topolojik uzay ve G de bir topolojik grup olsun.

vy: GXM — M
(9. X) — (9. X) =7,X) =gX

olarak tamimlanan 7 doniistimiinde G , M ye etki( action) ediyor denir. Bu

anlamda G ciimlesine etkiler( action)in ciimlesi de denir(Giiner 1996).
Tanim 4.1.2. G nin birim eleman1 e ve VX € M igin;

Ve, X) =7.(X)=eX =X
ise G, M iizerinde etkilidir denir(Giiner 1996).

Tanim 4.1.3. Eger herhangi iki X,Y € M igin Y = gX olacak sekilde bir
g € G bulunabiliyor ise G ye M iizerinde gegislidir denir(Giiner 1996).

Tanim 4.1.4. Bir M manifoldu ile bir G topolojik doniigiimler grubu ver-
ilmis olsun. Eger agagidaki kogullar saglanirsa G ye M iizerinde bir topolojik

déniisiimler grubu denir(Oshima 2000).

vy: GXM — M
(g7X) B V(QaX) =gX
i (9192)X = 91(g2X) , Vg1, €G veVX € M

iii G nin birim eleman e olmak iizere VX € M ic¢in eX = X

Tanim 4.1.5. M bir manifold ve G de bir grup olsun. Sayet G, M {izerinde
etkili ve gegisli ise M ye G grubunun homogen uzayi denir(Oshima 2000).

15
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Ornek 4.1.1. O (n) = {A: A€ R?, detA=1} ve
2
Sl = {)_() = (21, %2, ..., xp) € E": H)—(ZH =22+ a5+ .+l = 1}

olmak iizere S"~!,{O(n), o} grubunun homogen uzayidir. Gergekten;
i ozelik saglanir: A € O(n) ve VX € S"! igin

¢: O(m)x st —  gnt

dir. Ciinkii || X|| = ||[AX]|| = 1 dir. Ohalde (i). 6zeligi saglanir.
ii 6zelik de saglanir: VA, B € O(n) igin (AB)X = A(BX), VX € S dir.

iii ozelik de saglanir:

p: On)x s+t — gnt
(1,X) — o(I,X) =IX =X

oldugundan O(n), S™ ! iizerinde etkilidir. Ayrica VXY € S" ! i¢in

Y = AX olacak sekilde bir A € O(n) vardir. O halde O(n), S™! iizerinde
geciglidir. Gegislilik icin bir bagka ifade daha verebiliriz.

e1,€2,....,en € S" ! ve{e], €, ....e, } ortonormal bir baz olsun. Ayrica; vy, vs, ...,
v, € S"' ve {v{,v3,..,0,} de bir bagka ortonormal baz olsun. O zaman
biri e; € ™! ve digeri de v; € S"! i¢in v; = Ae; olacak sekilde bir A €

O(n) vardir. Bunu bir doniistim ile A = [0;;] olmak tizere

¢: O(n)x st — gn-l

([0l e5)  — @(loyle;) =loyle; =v; €57

bigiminde de yazabiliriz. Dolayisiyla O(n), S™ ! iizerinde gegislidir.

Ornek 4.1.2. Homojen olmayan uzaylara érnek olarak [0, 1] uzaymi verebili-

riz.

Teorem 4.1.2. Sierpinski topolojik uzay:1 bir tamamen homojen-olmayan uzay
ornegidir(Adams 1996).

16
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Ispat: Bu uzay X = {a,b} kiimesi iizerinde 7 = {X, @, {a}} seklinde olup,
kendi tizerine biitiin bire-bir 6rten fonksiyonlar: baginti dilinde

i = {(a,a),(b,b)} ve f = {(a,b),(b,a)}’dir. Ancak f siirekli degildir,{a}acik
olmasina kargin; f~[{a}] = {b} agik degil.

Ornek 4.1.3. Her topolojik grup homojendir, bunun bir sonucu olarak aligilmig

topolojiyle birlikte R homojendir.

Bunun diginda her kiime itizerinde kurulabilecek ayrik , bitisik , egsonlu ve
egsayilabilir topolojiler, R, S™ (nokta, ¢ember, kiire, ...) ve ozel olarak R’ye

homeomorf olduguna gore (0, 1) uzayr homojen uzaylara érnektir.

4.2 Lie Gruplar:

Lie gruplar 6yle gruplardir ki ayn1 zamanda birer diferensiyellenebilen mani-

folddurlar. Bu da Lie grubunun bir diferensiyellenebilen grup oldugunu ifade eder.

Tanim 4.2.1. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis
olsun. Eger agagidaki aksiyomlar saglamirsa (M,G) ikilisine bir Lie grubu
denir(Hacisalihoglu 1980).

e M nin noktalar1 G nin elemanlar ile ¢akigir.

MxM — M

(a,b) — ab!

islemi her yerde diferensiyellenebilirdir. M ye Lie grubunun temel man-
ifoldu ve G ye de temel grubudenir. Buna gore kisaca bir Lie grubunu su

sekilde de tanimlayabiliriz:

Tamim 4.2.2. G bir grup ve (a,b) — ab™! geklinde tamimlanan - : GoG — G
grup iglemi C*®smifindan diferensiyellenebilir olsun. Eger G bir diferensiyel-

lenebilir manifold ise G ye bir Lie grubu denir(Hacisalihoglu 1980).

Lie grubu bir grup oldugundan grup islemine gore bir etkisi elemani vardir.

Bu tanimdan c¢ikan sonuglar:

17
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e ( bir Lie grubu olsun. O zaman Va € G i¢in

doniisiimii C*°smifindan diferensiyellenebilirdir. Gergekten grubun etkisiz
elemani e ise

a — (e a)

ve
(e,a) — ea™t = a7t
doniigiimleri C*°sinifindandirlar ve bilegimleri olan

a — (e,a) — eat=a"t

doniisiimii de C'*°sinifindan olur.

e (G bir Lie grubu olsun. O zaman Va,b € G igin

(a,b) — ab

doniigimii C*°smifindan diferensiyellenebilirdir. Gercekten

GxGd — @G

(a,b) — a.b!

ve

(ab™') — ab

doniigiimleri C*sinifindandirlar ve bilegimleri olan
(a,0) — ab™' — (a,b)

doniisiimii de C'*° smifindan olur.

Tanim 4.2.3. G bir analitik manifold ayni1 zamanda bir grup ,grup iglemi ®

18
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olsun.® grup iglemine gére Vy € G nin inversi y~! olmak iizere

®: Gz@ — G
(zy) — zoy!

islemi analitik ise, G bir analitik Lie grubudur(Hacisalihoglu 1980).

Ornek 4.2.1. n-boyutlu 6klid uzay1 E" olsun. E™ bir C* Manifold ve toplama

islemine gore bir gruptur.Ayrica

+: E"zE" — E"
(r,y) — z+4+(-y)
islemi C'*° oldugundan E" bir Lie grubudur.

Tanim 4.2.4. G sonlu sayida elemana sahip bir Lie grubu ve G ye izomorf

olan doniigiim grubu siirekli ise , G' ye sonlu siirekli Lie grubu denir.

Teorem 4.2.1. G, ve G iki Lie grubu ve grup islemleri sirasiyla ® ve [J ol-

sun.

©,0: (G 2G9)x(G1 2Gy) — (G xGy)
((z1,22), (1, 92))  — (21 @Qy " amys )
carpim grup iglemi ile G; G5 bir Lie grubudur(Baez 2002).

Tanim 4.2.5. G bir Lie grubu ,grup islemi ® ,a € G belli bir eleman olsun.

L, G — G
g — La(g) =a0®yg
R,: G — G

g — Ri(g)=g0a

bigiminde tanmimli doniigiimlere sirasiyla,a € G ile belirli sol 6teleme ve sag
Oteleme denir(Balc1 1982).

Bir Lie grubu G, grup islemi ® olsun g lie grubu iizerinde tanmimli sol ve sag

otelemeler icin asagidaki ozellikler saglanir.
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Ozelik 4.2.1.
Lg, © Ly, = Lgl®g2,V91,92 eG

RQI @ R92 = R91®927vgl,g2 € G

Ozelik 4.2.2.
Lgl © Rgz = Rgz O] Lg17v91,g2 ye

Ozelik 4.2.3. Vg € G icin L, ve R, birebir ve ¢rtendir ve © grup islemine gore

g € G nin inversi g~* olmak fizere

dir.

Tanim 4.2.6. G; ve G iki Lie grubu,grup isglemleri sirasiyla © ve [ olsun.

Bir F': G; — G doniigiimii diferansiyellenebilir ve Vg, go € G igin

F: Gy — Goy
Flg1©¢92) — F(g91)EF(g2)

esitligi saglaniyorsa , F' ye G; den Gy ye bir Lie grup homomorfizmidir
denir(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 4.2.2. G, ve Gy iki Lie grubu F : G; — G5 bir Lie grup homo-
morfizmi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

1 e; € (G birim elemani, e5 € (G5 birim elemani olmak tizere
F(Gl) = €9
dir
2 Vg, € G icin ters elemam g, ' olmak iizere

(F(g1)) ™ = Flgr")
20



4 ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Yusuf DOGAN

dir.
3 G grup iglemi [ olmak iizere [J iglemine gore F'(G;) kapahdir.
4 G bir degismeli grup ise Vgi, go € G igin,

F(Ql) [ F(92) = F(92) [ F(gl)

dir(Fegan 1991).

Sonug 4.2.1. Give Gy iki Lie grubu,F’ : G7 — Gy bir Lie grup homomor-
fizmi olsun. Bu durumda F'(G;) C Go bir Lie alt grubudur.

Tanim 4.2.7. M bir topolojik uzay olsun. baglangi¢ ve bitis noktas1 o € M olan
kapali egrilerin denklik simifida [o] [8] = [a, 8], [o] " = [@'] olsun.Bu durumda
[€4,] birim eleman olmak tizere bir grup yapisi vardir.Bu gruba temel grup denir

ve ag (M, xg) ile gosterilir. Bu yapi
ar (M, xo) = {[a] | a(wo), 0 € I}

seklindedir.
Onerme 4.2.1. Temel grup bir Lie grubudur(Grauret 1976).

ispat 4.2.1.
a1 (M, zo) = {[a] | a(z0), z0 € I}

Bir temel grup olsun. Buna gore

ag = a1 (M, xg)rar (M, xg) — a1 (M, xg)

ag = ay(M,xg)rar(M,zy) — aq(M,xg)
(la], []) — o] [8]"
seklinde tanimlansin.ag nin differansiyellenebilir oldugunu gosterelim: « nin den-

klik simifinin tanimindan

[a] = {6 |~ B, h: Izl sirekli M}
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dir. Bir fonksiyonun diferansiyellenebilmesi i¢in o fonsiyonun her bilegeninin difer-

ansiyellenebilmesi gerekir. Burada h bilegik fonksiyon olup

h: IxlI surekl; M
—_—
(t,s) — h(t, s)

dir. Ayrica aq (M, xo) bir topolojik gruptur ve ¢, s bir parametre oldugundan h

diferansiyellenebilirdir. Dolayisiyla

(@8] =[a] [57'] = [aB7]

dan ag¢ diferansiyellenebilirdir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.3 1Irtibatlh Lie Gruplar

Tanim 4.3.1. (M, 7) bir topolojik uzay ve A # @&, B # & olmak iizere herhangi
A, B C M verilsin.A! ve B sirasiyla A ve B ciimlelerinin tiimleyeni olmak iizere,
eger

AANB#OVANB # 2

ise A ve B ciimlelerine irtibatli ciimleler denir. Eger
AANB=9ANANB =2
ise A ve B ciimlelerine irtibatli olmayan ciimleler denir(Kachi 1999).

Tanim 4.3.2. (M, 1) bir topolojik uzay verilsin. Eger M ciimlesi bogtan farkl ,
irtibatli olmayan iki altciimlesinin birlegimine esgit ise (M, 7) uzayina irtibatl ol-
mayan uzay veya irtibatsiz uzay denir. Eger M ciimlesi bostan farkl , irtibath

iki ctimlenin birlesimine esit ise (M, 7) uzayimna irtibath uzay denir(Price 1977).

Tanim 4.3.3. G Lie grubunun birim elemanini kapsayan (G; bilesenine 6z irt-

ibatl bilesen denir.

Tanim 4.3.4. Bir G Lie grubu birgok irtibatli GG; bilesenlerinden olusur. Bu
G, bilegenleri genellikle kendi aralarinda irtibatsizdir. Her bir G; irtibath bilegeni

' diskret alt grubunun bazi ; diskret ttelemeleri tarafindan GGy alt grubu ile elde
22
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edilir. Bu yiizden bir lie grubu , GG; ile diskret alt grublarinin ¢arpimi
G = Gle
olarak tanimlanir(Minura 1970).

Ornek 4.3.1. G = GL(n, R) nin bir Lie grubu oldugunu gosterip irtibathiligim
inceleyelim.G = GL(n, R) olsun. i,j = 123......n olmak iizere x;; matris eleman-
larii diigtinelim.
z = z;; € G = GL(n, R) nin bir elemanmi R de bir nokta olarak diisiinebili-
riz. Ciinkii
Q: R” — R

r — detz

doniisiimii siireklidir.ve ¢~ (0), R** de kapahdir. Busebeble GL(n, R) de (¢~(0))
tiimleyeni R™nin analitik acik bir alt manifoldunun agik bir alt ciimlesidir.

2 = xy~! elemaninin z;; koordinatlar1 x;s ve v, nun rasyonel fonksiyonlar1 olarak
tanimlanabilir. Bu rasyonel fonksiyonun paydalar1 GL(n, R) de sifirdan farklidir.
Boylece zy — xy~! doniisiimii analitiktir ve sonug olarak G'L(n, R) de bir Lie
gruptur.G = GL(n, R) irtibath degildir. Eger irtibath olsaydi det fonksiyonu
stirekli oldugundan detG = R — (0) irtibath olurdu. Bu ise bir geligkidir.

Ornek 4.3.2. (R",+) grubu ile R" manifoldu bir Lie grubu tammlar Bu Lie

grubunu da R" ile gosterebiliriz.

Ornek 4.3.3. GL(n,C) = {A|A = [aij] € C?, detA # 0,matris carpimi}.

i Re(a;j) veIm(a;;) ile a;; nin reel ve imajiner kisimlarim gosterelim.

¢: C" — R

A — ¢(A) (1)

doniigiimiinii ele alalim. Bu déniigiimde A ya ¢(A) noktas: kargihik gelir. ¢(A)nn
koordinatlar1 Re(a;;), Im(a;;) seklinde 2n? tane reel sayilardr.
Boylece

¢ : GL(n,C) — M c R*

homoeomorfizimi elde edilir. Bu homeomorfizimde R’ nin GL(n,C) ye homeo-
23
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mortik olan M altciimlesinin noktalar:
aij = Re(a,;) + \/—1jm(aij)

lerle birebir tekabiil ederler.

Topolojik grup tanimindaki g,  aksiyomunda gosterdigimiz gibi R deki
GL(n,C) ye homeomorf olan M altciimlesi agiktir. O halde bu M altciimlesi
bir manifolddur. Bylece i) in saglandig goriiliir.

ii Diger taraftan

a<+— A=la;; Veb_1<—>B_1:{ ij}

igin
b1 AB™! = ptaic
a - ;am B|

seklinde tanimlanan matris ¢carpimi igleminde

By
Re Z CLZ.k E

ve

By
Im Z aikg

fonksiyonlar1 Re(a;;), Re(b;;),Im(a;;)ve Im(b;;) nin rasyonel fonksiyonlar: olarak
ifade edilebilirler, oyle ki bu

rasyonel fonksiyonlarin paydalart GL(n,C) detA # 0 olduklarimdan
(a,b) — ab™?

igslemi diferensiyellenebilirdir.

f: E™ — E™

(Ut, ... s un) — (filus, oo ), oo fn(ug, .o s uy))
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fonksiyonu diferensiyellenebilirdir <= V(f;(us,... ,u,) : E" — R

fonksiyonu diferensiyellenebilirdir. Burada
MxM — M

f:EV2E” — E™

fonksiyonu
f:(a,b) — ab™!
seklindedir.
a < [ai;]
B..
be—s [by] = b e— =L
’ | B|
dir. Burada
a = (@1,02..72) ve a, =x;+(j —1)n (2)
b = (Y1,y2.-Yn2) ve by =y, + (j — I)n (3)

dir. Buna gore

ab™' = (f1, [ fn2)

ve

yi+(J—1)n
zk k:g .I'Z J_l
“ |B| Z | Bl

dir.
(2) ve (3) fonksiyonlar: diferensiyellenebilir olduklarindan bunlarin garpim ve

toplamlarindan olusan

vi+(—1)n
E S VAR AL
it J |B|

fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilirdir, dolayisiyla f de dif. bilir olur.
Boylece (M, GL(n,C)) ikilisi bir Lie grup’udur.

Ornek 4.3.4.
C* ={a+ibla+ib#0+i0;a,b € R}
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ciimlesini kompleks sayilarin carpimi iglemiyle bir grup yapabiliriz. Bu grup

C*diferensiyellenebilir kompleks manifoldu ile birlikte bir Lie grubudur.

Ornek 4.3.5. S' C C*birim cemberi C*daki carpma iglemine gore bir grup-

tur. St diferensiyellenebilir manifoldu ile bu grup bir Lie grubudur.

Ornek 4.3.6. G ve H birer Lie grubu olsunlar.

a,,b, € G ve a,,b, € H olmak tizere

(GxH)x(Gx H) — (GxH)
((a1,a2), (b1,b2)) — (a1,a2)(b1,b2) = (a1b1, asby)
seklinde tanimlanan carpma islemine goreGxH carpim ciimlesi bir grup’dur. G

ve H ya tekabiil eden dif.bilir manifoldlarin ¢arpimi olan dif.bilir manifold ile bu
Gz H grubu bir Lie grubudur. Ciinkii yukaridaki ¢carpma iglemi dif.bilirdir.

Ornek 4.3.7. n-tor denenT” (n > 0, tam say1) ciimlesi
T = S' x S' x ... x S*..(n tane)

seklinde S! Lie grubunun kendisiyle n-defa carpimindan elde edilir. Ornek 5.
5. deki gibi Lie gruplarinin ¢arpimi da bir Lie grup olacagindan 7™ de bir Lie

grubudur.
Ornek 4.3.8.
{A=la,] € R;,i>jigin a, =0}
seklindeki {ist-iiggensel matrislerin ciimlesi matris ¢arpimi iglemine gore bir Lie

grubudur.

Ornek 4.3.9. R* = R — {0} alahm ve K = R*zR bir carpim manifoldu ol-
sun. K daki grup yapisi

(R* X R)x (R*x R) — (R*XxR)
((alvbl)a (@7 b)) - (abbl)(aa b) = (alaaalb“‘ by

seklinde tamimlanirsa K bir Lie grubu olur. Bu Lie grubu R? nin afin hareket
26



4 ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Yusuf DOGAN

(det # 0 olan afin doniigiim) lerinin grubudur. Gergekten (a,b) € K olmak iizere,
V(z,y) € R? elemamm bir (x/,y/) € R?

(a.b) [75/} a b x
_ f—

’ yl 0 1 Y

elemanina doniigtiiriirsek

xl=ar+by,a€ R"=a#0

y/ =0z + 1y

a b
det =a+#0

olur ki doéniistim R? de bir afin harekettir. Boylece K nin elemanlar1 R? nin afin
hareketlerine karsilik gelirken K’daki carpma islemide R? nin afin hareketlerinin

bilegim iglemine karsilik gelir: Bunu kisaca su sekilde gostermek miimkiindiir.

een— [ =[5 7] [aro

=[] 3 4]

f i ((a17b1)7 (avb)) - (a1’b1)(aab) = (ala,a1b+ bl) I B”}

m.alwéo
155
0 1|01

27
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Ornek 4.3.10. K = GL(n, R)zR" carpim manifoldunu ele alalm. K da grup

yapisini su sekilde tanimlayabiliriz:

©: (K xK) K
(A1, B1),(A,B)) — (A1,B1)©®(A,B) = (AA AB+ By)

islemi K da bir grup yapisidir, yani( K, ®) ikilisi bir gruptur. Bu grup yapisi ile K
bir Lie grubu olur. Bu Lie grubu R"*in afin hareketlerinin grubudur. Gergekten,
V(A, B) € K elemanmm R™"! deki bir

flz(A’B)_>m: A B

X
1 0 1 [ } ,det A # (Oafin dontigiimiine eglersek

1

' A B
fQZ(AlyBI)EK—>|:Y}_ 01 11

Y
1 |i :|,d€tA17AO,

1

ve dolayisiyla K daki carpma iglemi de

fofi o ((Ar, B1), (A, B)) — (A1, Bi)(A, B)

= (AlA,AlB + B1> —_— }1 :|

AA, A\B+ B
0 1

m ,det(ALA) # 0,

seklinde R™*! in bir afin hareketine karsilik gelir. Zira

AA, AiB+ B

(A1, B1)(A,B) = (AA, A\B+ By) — ()1 1 1+ 1
_ Ay By A B
B 0 1 0 1

dir.

4.4 Lie Altgruplar:

Tanim 4.4.1. (G, M) bir Lie grubu (K, N) de bir diger Lie grubu olsun.
Asagidaki aksiyomlar saglanirsa (K, V) ikilisinin(G, M) nin bir Lie altgrubu
denir(Citil 2003).
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i N temel manifoldu M temel manifoldunun altmanifoldudur.(N C M)
ii K temel grubu G temel grubunun altgrubudur,(G C K)
(GL(n,C), R*” Lie grubunun alt lie gruplar :

Ornek 4.4.1. GL(n, R) = {A|A = [a;j] € R!,detA # 0}olmak iizere
(GL(n, R), R™) lie grubu (GL(n,C), R** ) lie grubunun bir alt Lie grubuna

izomorftur.

Ornek 4.4.2. O(n) = {A|A = [a;] € R, A~' = A'} olmak iizere
n(n—1)

(O(n); R™= ) lie grubu (GL(n,C), R?"") lie grubunun bir alt grubuna izomof-

tur. Benzer sekilden sunlar1 da verebiliriz :

Ornek 4.4.3. O(n,C) = {A|A = [ay] € C"; A~' = A'} olmak iizere
(O(n), R"*=Y),

Ornek 4.4.4. U(n) = {A|A = [ay] € C", AA* = I,,A* = A7'} olmak
tizere(U(n), R™),

Ornek 4.4.5. SL(n,C) = {A|A = [a;;] € C"; [2A = 0} olmak {izere
(SL(n,C), R**~D),

Ornek 4.4.6. SL(n, R) = {A|A = [a;;] € R?; [2A = 0} olmak {izere
(SL(n, R), R™),

n(n—1)
2

Ornek 4.4.7. SO(n) = SL(n,C) N O(n), olmak iizere (SO(n), R )
Teorem 4.4.1. GL(n,C),SL(n,C),U(n),SU(n),GL(n, R),SL(n, R),
O(n),SO(n),0(n,C), A(n)ve A(n,C)gruplarnin her birinde etkisiz eleman
(birim elemani) wn oyle bir komsulugu vardir ki bu komsuluk v boyutlu bir reel
karteziyen uzayin bir agik altciimlesine homeomorftur. Burada r asagidaki sek-
ildedir:

GL(n,C) icin r = 2n? :SL(n, R) icin

r=n?-1
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SL(n,C) icin r=2n%—2 ;0(n) icin
_n(n—1)
T
U(n) icin r=n? ;. SO(n) i¢in
_n(n—1)
T
SU(n) icin r=n%-1 :0(n,C) icin

GL(n,R) icin r =n? ;A(n) i¢in

A(n,C)  ig¢in

4.5 Lie Cebirleri

Tanim 4.5.1. gl bir reel vektor uzay:r olsun yani gl = {V,®, R,+,-,0}. gl

iizerinde bracket operatorii denen bir

[,] : glxgl bilineer gl
(l'7y) - [7](l'7y) = [xvy]
dontistimii
i [z,y] = —[y,x]. (ters-simetrigi ozelligi)

it [[z,y], 2] + [[y, z].z] + [[2, z].y] = 0(Jacobi dzdegligi), olacak gekilde tanim-
lanirsa gl vektor uzayma yani (gl, [, ]) ikilisine bir Lie Cebiri denir ve kisaca gl ile

gosterilir.

Her bir Lie grubuna eslik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vardir. Bu nedenle Lie
gruplar: teorisi Lie Cebirleri ile Lie gruplar1 arasindaki baglihiga énemli bir yer

aywrir. Boylece Lie grubunun ozellikleri bu gruba karsilik gelen Lie cebirine birer
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ozellik olarak aksettirilir. Bu teoride, 6rnegin, irtibatli, basit irtibath Lie gruplari
bir izomorfizim altinda kendilerine ait olan Lie Cebirleri tarafindan tamamen be-
lirtilebilirler. Bunun i¢indir ki bu cins Lie gruplarini incelemek yerine olanlarin

Lie cebirlerini incelemek miimkiin olur.

Teorem 4.5.1. M bir birlesimli cebir ve cebir iglemi ® olsun. Bu durumda
Vz,y € M igin,

[]: MaxM — M

seklinde taniml [, ] iglemi ile M bir lie cebiridir(Kachi 1999).

Teorem 4.5.2. [, ve L, aym1 F' cismi iizerinde iki Lie cebiri olsunlar. Bu

durumda
] (LiwLlo)x(LizLly) — (LyxLy)

((z1,22), (y1,92)) = (21, 01], [22, 82])
seklinde tanimh iglem ile Lix Ly bir Lie cebiridir(Kachi 1999).

Ornek 4.5.1. M bir manifold olsun. M iizerindeki diferensiyellenebilir biitiin

vektor alanlarinin vektor uzayr X (M) olduguna goreX (M) iizerinde

L[]: X(M)zX(M) — X(M)
Xm’Ym) — [X,Y]m

[X7 Y]m(f) = Xm(Yf) - Ym(Xf)

seklinde tamimlanan bracket operatorii ile X (M) bir Lie cebiri olur.

Ornek 4.5.2. V herhangi bir vektor uzay1 olsun. Eger V iizerinde
[,]:VaV —V

bracket operatorii bir sifir fonksiyonu ise V' bu operator ile bir Lie Cebiri olur ve

abelian Lie Cebiri ad1 ile amlir.
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Ornek 4.5.3.
gl(n, R) = {A|A = [a;] € R}

vektor uzayi iizerinde bracket operatoriinii

[.]: gln, R)zgl(n,R) — gl(n, R)
(A, B) — [A,B]=AB— BA

olarak tanimlarsak gl(n, R) vektor uzay: bir Lie Cebiri olur.

Ornek 4.5.4. 2-boyutlu bir vektor uzay1 V ve V nin bir baz1 {z,y} olsun,
[,]: VaV  bilineer 1%
(z,y) —  [zyl=y

ve

[z, 2] = [y,y] =0

seklinde bir bilineer operator ile V' bir Lie Cebir olur.

Ornek 4.5.5. 3-boyutlu reel vektor uzay1 R? iizerinde iyi bilinen

A: R31R3 — R3
€1 €2 €3
(X,Y) — XAY = | 2, 25 3
Y1 Y2 Y3

seklinde tamimlanan dig ¢arpim (vektorel garpim) hem bilineerdir hem de
VX,Y,Z € R? i¢in
i
XAY = -YAX
ii
(XAY)AZ + (YAZ)AX + (ZAX)AY =0
(Jacobi 6zdesligi) ozelliklerine sahiptir. O halde R3 vektor uzayr A islemiyle

birlikte bir Lie Cebirdir.
Ornek 4.5.6. {R3 @, R, +, -, ®}sistemi 3-boyutlu reel vektoér uzayidir. Bu
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uzayda
(,): RzR* — R
i¢ carpimi tanimladigimiz zaman 3-boyutlu reel i¢ carpim uzayini uzayin elde
ederiz. Artik R? te bir metrik tanimlamak miimkiin olur. Boylece R3te uzun-
luk,aci,alan ve hacim 6lcebiliriz.
R3 yatan bir egrinin, bir yiizeyim veya bir yiizey parcasinin diferansiyel geomet
risinden bahsedebilmek i¢in R?® vektor uzaymda bir Lie oparatorii (bracket’i)

tanimlamak zorunda kaliriz. R? icin boyle bir oparator érnegi, iyi bilindigi gibi

(): R¥%1R® — R
(z,y) — [l@y =lryl=xny

seklinde tanimlanan ve vektor ¢arpimi(dig garpim) denen

€1 €2 €3
= | T1 T2 X3

VAT,
1 Y2 Y3

carpimidir. Burada {eq, es, €3} standart baz ve X = (1, xq,x3) ile
Y = (y1,¥2,y3) de bu baza gore koordinatlardir.

Bu carpimin bir Lie braceti oldugu , yani Lie cebir aksiyomlarimi sagladigi
aciktir. O halde R? vektor uzaymda vektorel carpimi tanimlamakla onu bir Lie

cebiri yapmig oluruz ve diferensiyel geometriyi bu cebirde ele alabiliriz.

4.6 Lie Altcebirler

Tanim 4.6.1. gl bir Lie Cebiri olsun. Bir hl C gl altuzay: icin

VX,Y € hl = [X,Y] € hl

Ise hl uzayma gl nin bir altcebiridir denir. Bir il C gl altcebiri gl den indirgenen
bracket operatorii altinda bir Lie cebiridir. Bir G Lie grubunun bir altgrubu H

ve gl ile hl de bunlarin, sirasi ile birer Lie cebirleri olsun. O zaman

op:H— G
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doniisiimiine karsilik bir

6, hl — ¢, (hl) C gl

izomorfizimi mevcuttur, burada ¢, (hl) cebiri gl cebirinin bir alt cebiridir.

Altgruplar ile altcebirlerin varlik ve teknigine dair teoremler, altmanifoldlar icin

oldugu gibi, literatiirde mevcuttur.

Ornekler 4.6.1. gl(n,C) Lie cebirinin Lie altcebirleri :
VA, B € gl(n,C) igin [A,B] = AB — BA

seklindeki Lie bracketini gl(n,C') nin agagidaki altuzaylarina indirgeyerek
gl(n,C) Lie Cebiri i¢in birer Lie altcebiri elde edilir.

(O(n),[.1), (O(n, C),[,]), (UR)),[;]), (sl(n, C), 1), (sl(n, R), [,])

(sl(n, R), []), (sO(n), ,]), (sU(n)),[,]), (A(n), [,])

Tanim 4.6.2. Bir Lie grubu G, G iizerinde taniml sol invaryant vektor alan-
larinin vektor uzay: x; (G) olsun. VX, Y € x.(G) i¢in [X, Y] = XY —Y X geklinde
tanuml Lie parantez oparatorii ile x,,(G) bir Lie cebiridir. Bu Lie cebirine G Lie

grubunun Lie cebiri denir ve q ile gosterilir(Hacisalihoglu 1980).

Sonug 4.6.1. G bir Lie grubu e € G birim eleman,G nin Lie cebiri ¢ olsun.
Tc(e) ile ¢ arasinda bir 1 : 1 tekabiil vardir.

4.7 Matris Lie Gruplar: ve Cat1 Demetleri

VX € E™ noktasina birTg(X) bir vektor uzayr (E™ in X deki tanjant uzay1)

baglanabilir. Boylece her bir diferensiyellenebilir
v:E"— E™
doniisiimii VX € E™noktasinda bir
W, : Tpe(X) — Tpn (X))

lineer doniistimii indirgenebilir. Bu indirgenme bize iki kolaylik saglar;
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(i) Herhangi bir¥ diferensiyellenebilir doniigiimii yerine daha ©zel olan WU,
lineer doniistimiini kullanabilme.

(ii) E™ in farkl noktalarina baglanmig olan tanjant uzaylarin kargilagtirilmasi.
E™ in farkh noktalarindaki tanjant uzaylar izomorfiktirler. Fakat 6yle bir izomor-
fizm bulmaliyiz ki E™ iizerindeki metrik yap1 E" in farkl noktalarindaki tan-
jant uzaylar1 karsilagtirmada kullanilabilsin. Boylece herhangi bir Lie grubu

paralelizm kavramini énemli roliinden dolay1 daha simdiden tanimig olacagiz.
R(n) ={R|E" — E",d(R(z), R(y)) = d(z,y) : Vo,y € E"}

ciimlesinin elemanlar1 olan R déniigiimlerine E™ in kat1 hareketleri (rigid Mo-
tions) denir. R(n) ciimlesi bilesim (garpma) islemine gore bir gruptur. O(n) €
R(n)dir. Burada O(n) ortogonal grup (dénme grubu) olup E™ in (0.0......,0)
noktasin sabit birakir. 7'(n) ise E™ in 6telemelerinin grubunu gostermektedir,
yani 7' € T'(n) iseV(z1,... ,z,) € E™ igin

T(xy,... ,x) = (1 +1t1,... ,Tp+1,),t; €R.

Diger taraftan O(n) in elemanlar1 Ry ile, 7'(n) in elemanlar1 7' ile ve R(n) in

elemanlar1 da R ile gosterilirse
R =TIRyve R = RyT,T1 # T

Seklinde gosterilebilirler. 7'(n) in elemanlarina birer 6teleme veya birer

paralelizimdir denir(Balc1 1993 ).

Tanim 4.7.1. GG ve H iki farkli grup olsun.
f:G— H
doniigiimiine bir grup homomorfizmi denir. Eger
Va,b € G

icin
fla.b) = f(a).f (D)
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ise

i N={acG:fla)=¢, ¢’ ile H nin birim eleman1 gos.)

altctimlesi G' nin bir altgrubudur. Bu altgruba f nin cekirdegi denir.

ii (Bir grubun normal Altgrubu)
G ile G nin herhangi bir altgrubunu gosterelim.

Eger a € G/ ve v € G = waxz~! € G/ ise G/ altgrubuna G nin bir normal
altgrubu denir(Balc1 1993 ).

Ornek 4.7.1. T(n) 6teleme grubu R(n) grubunun bir altgrubudur. Ayrica
VT € T(n) veR € R(n)

icin
RTR™' € T(n)

dir. Ciinkii
R=TIRy= RoT,(T1 #T)

RTR ' = (TIR\)T(RyT) = (T1R)T(T  RyT )
= (TIR))(TT )R, = TIR,R, =TI T(n)

dir. O halde T'(n) altgrubu R(n) in bir normal altgrubudur.
RTR™ € T(n)
oldugundan T'(n) grubu R(n) in bir normal altgrubudur.
Ry = [gi] € O(n)

seklinde gosterilirse
R:E"— E"

dontistimii
Y=RX+T
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seklinde ifade edilebilir. Buradan da matris formu ile

(%} gu - gin 1 T
Yn a gn1 9nn tn Tn
1 0 0 1 1

seklinde yazilabilir. Bu da bize
R(n) =GL(n+1,R)

oldugunu gosterir. O halde R(n) de bir Lie grubudur. Ozel olarak RoT = I,

aliabileceginden

olur. O halde T'(n) de bir Lie grubudur. Sadece
R=RT=TIR,,R, # 1
formundaki doniigiimler bir grup degildir. Zira R, ve R, bu cins iki doniisiim ise,

ornegin,

olsun. Eger
Ry =R, R,R,=T,R,R T, =TT,

olur ki bu ¢arpma igleminin bir grup islemi olamadigin gosterir. O halde sadece
donme (# ve 6teleme) den olugsan genel dénmeler ciimlesi bir grup degildir.
Dolayisiyla bu ciimle inceleme digindadir. Herhangi bir z,y € FE"nokta cifti

i¢in tek a € T'(n) 6telemesi vardir. Oyle ki

dir. O halde

dontigtimii
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seklinde bir lineer doniigiim ile ifade edilebilir. a* birebirdir.
Tanmim 4.7.2.

a, T, (z) — Tea(y)

E

lineer doniigiimiineT s den Tg-paralel hareket (paralel replacement) denir.

Vy € E" y= (Y- ,Yn)
icin
a=(ay,... ,a,) € E"

olmak tizere

r=a(y)=y+a=r+an,. .. Yo+an)

yazilabilir. Ciinkii a doniigiimiiniin jacobian matrisi

EAVINZAY
a*ayi C\oy )Y

den

dir(Balc1 1993 )
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5 SONUCLAR ve ONERILER

Bilindigi tizere eger X bir topolojik uzay olmak tizere her a,b € X eleman
ikilisi igin X’in kendi iizerine f(a) = b olmasim saglayacak bir f homeomorfizmi
bulunabiliyorsa. X’e homojen topolojik uzay denir. Buna gore bir topolojik uza-
yin homojen olmasiin anlami; o uzayin her noktada ayni komguluk diizenine ve

dolayisiyla ayni yapiya/ozelliklere sahip olmasi demektir.

Her topolojik grup homojendir, bunun bir sonucu olarak aligilmig topolojiyle
birlikte R homojendir, zaten bunu R’nin her noktasinda benzer yerel bazlara
sahip olmasindan anliyoruz. Bunun diginda her kiime iizerinde kurulabilecek
ayrik (discrete), bitigik (indiscrete), egsonlu (cofinite) ve egsayilabilir topolojiler,
R™ S™ (nokta, gember, kiire, ...) ve 6zel olarak R’ye homeomorf olduguna gore
(0,1) uzayr homojen uzaylara érnektir. Bunun diginda soracagim soruya cevap
bulmak icin ugragirken kesfettigim ilging bir homojen topolojik uzay ¢rnegi de,
bir X kiimesi tizerinde tanimlanabilen biitiin topolojik uzaylarin ¢carpim uzayidir.

(X = R aldigimizda karsimiza gergekten ilging bir uzay ¢ikiyor.)

Homojen olmayan uzaylara érnek olarak [0, 1Juzayini verebiliriz. Gergekten 0 ve
1 ug noktalar 6zel noktalar oldugundan, herhangi bir homeomorfizm ya f(0) = 0
ya da f(0) = 11 saglar. Diger taraftan, 0 ile 1 arasindaki her a ve b nokta
ikilisi i¢in f(a) = b olacak gekilde bir homeomorfizm bulunabilir. Buna gore
[0, 1] homojen degilse bile, onun homojen alt uzaylar1 vardir. Bir de bu kavramin
agir1 karsitini goz Oniine almaya calisalim. Eger hicbir a,b € X, a # b ikilisi
icin X’ten X'’ef(a) = b olacak gekilde bir homeomorfizm yoksa X’e tamamen
homojen-olmayan uzay diyelim. i : X — X, i(x) = z birim homeomorfizmin-
den farkli bir f homeomorfizmi bulunabilseydi, f # i oldugundan X’in en az
bir a noktasinda f(a) # i(a) = a olup a ile f(a) arasinda bir homojenlik bu-
lunurdu. Buna gore tamamen homojen-olmayan uzaylar, tam olarak; kendi iiz-
erine bir tek (i) homeomorfizmi bulunan yani homeomorfizm grubu tek elemanl
(asikar, trivial) grup olan topolojik uzaylardir. Sierpinski topolojik uzayi bir
tamamen homojen-olmayan uzay ornegidir. Bu uzay X = {a, b} kiimesi iizerinde
T = {X, ¢, {a}}seklinde olup, kendi iizerine biitiin bire-bir 6érten fonksiyonlar:
bagint1 dilinde ¢ = {(a,a),(b,b)} ve f = {(a,b),(b,a)}’dir. Ancak f siirekli
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degildir, {a} agik olmasma karsimn; f~'[{a}] = {b} agk degil. Bu sebeple X’in

kendi iizerine tek homeomorfizmi i birim homeomorfizmidir.

Lie gruplarimin farkli tanimlar1 yapilarak teorem ve érneklerle aciklanmaya ¢alisildi.
Lie gruplarinin gesitlerine deginildi ve birbiri ile olan baglantis1 gosterildi. Son
olarak Lie cebirinin tanimi ve konu ile ilgili teoremler verildi. Lie grubunun Lie

cebiri ile olan iligkisi ispatlandi. Her Lie grubunun bir Lie cebiri oldugu gosterildi.

Homojenlik 6zelligine sahip uzaylarda limit, siireklilik, tiirev ve integral gibi konu-
larin nasil oldugu aragtirilabilir. Uzayin homojen olmadigi durumlarda bu iglem-
lerin nasil yapilabilecegi incelenmelidir Lie gruplarinin homojen uzaylarla olan
baglantis1 aragtirilip limit, siireklilik, tiirev ve integrale olan etkisi gozler tniine

serilebilir.
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OZET

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismima ayrilmustir.
Ikinci boliimde, gerekli tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde, Lineer cebir ile
ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde homojen uzaylar konusu
ayrmtih bir sekilde tanimlanmistir. Ornek 4.1 yapilan homojen uzaylarin tanini uygun
sekilde c¢oziilmiistiir. Ayrica homojen olma ile topolojik uzaylar arasinda olan iligkide
g0z Oniine serilmistir. Diger boliimlerde ise Lie grubu ve cesitleri ile Lie cebir hakkinda
ayrmtil bilgi verildi. Ornekler ve teoremlerle konular anlasilir hale getirildi. Lie grubu
ile Lie cebiri arasinda olan bire bir iliski agiklanmistir. Sonug olarak homojen uzaylar ve

Lie gruplar1 hakkinda bilgi verildi
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SUMMARY

This thesis consist of five chapters. First chapter is devoted to the introduction. In
first part; it is mentioned about the studies about the subject.In second part; necessary
definitios and theorems are mentioned .In third part; Definitions an theorems about
Lineer Algebra are given.In forth part ;The Homogeneous Space subject is explained in
detail. Example 4.1 The definitions of Homogeneous Spaces are explained properly. And
also, the connection between being homogeneous and Topological Spaces is
explained.In other part, detailed information about Lie Groups and kinds Lie algebra, is
given. The subject is made comprehensiple with examples and theorems. The mutual
connection between Lie Groups and Lie Algebras is mentioned.As a result the

information about Homogeneous Spaces and Lie Groups is given.
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